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JESTE JEDNOU SAINT-EXUPERY

JINDRICH BECVAR

V lonském rocniku Ucitele matematiky byla zverejnéna zaji-
mava matematicka aloha v ¢lanku Sdzka mezi Saint- Exupérym a
jeho kamarddem, plukovnikem Mazem Gelléem (viz [1] ). V minu-
1ém cisle byly otistény prispévky E. Caldy [2] a J. Dittricha [3], ve
kterych je Gloha fesena. Podstatou matematického problému jsou
tzv. pythagorejské trojice. K problematice tlohy se jesté vracime.

Popis vSech pythagorejskych trojic

V prispévcich [2], [3] je uveden popis vSech pythagorejskych
trojic, neni vsak odvozen. Vzhledem k tomu, Ze jde o zalezitost
pomérné elementarni, podavame ji zde.

Pythagorejskou trojici budeme rozumét trojici prirozenych cisel
(z,y, z), pro ktera je
224yt =22, (1)

Jsou-li ¢isla z, y, z nesoudélnéd, hovofime o primitivni pythagorej-
ské trojici. Vzhledem k podmince (1) jsou pak nesoudélné kazda
dvé z &isel z,y, 2. Cisla z,y tedy nemohou byt obé suda. Ze sy-
metrie rovnosti (1) viéi z, y vyplyva, Ze mizeme predpokladat, ze
z je liché.

Je-li (z,y, z) pythagorejska trojice, je pro kazdé prirozené Cislo
k trojice (kz, ky, kz) rovnéz pythagorejska. Kazda pythagorejska
trojice je nasobkem néjaké primitivni pythagorejské trojice. Staci
tedy najit popis vSech primitivnich pythagorejskych trojic.

Véta: Trojice prirozenych Cisel (z,y,z), kde z je liché, je
primitivni pythagorejskou trojici, pravé kdyz je

y & = ) (2)

kde u, v jsou lichd nesoudélna prirozena Cisla a u > v .
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Diikaz: Predpokladejme, Ze (z, y, z) je primitivni pythagorejska
trojice, kde = je liché. Ze vztahu (1) plyne rovnost

:c2:z2-¥y2=(z—y)(z+y). (3)

Kazdé prvocislo p , které déli cislo = , se v rozkladu cisla
z? = (z — y)(z + y) vyskytuje v sudé mocniné. Kdyby prvoéislo p
délilo ¢isla z — y a z + y, délilo by 1 jejich soucet 2z a tedy 1 ¢islo z
(nebot z je liché). Cisla z a 2 by byla soudélna — spor. Cisla z—y
a 2z + y jsou tedy nesoudélna, v jejich prvociselnych rozkladech se
kazdé prvocislo vyskytuje v sudé mocniné. Proto mizeme psat

z+y=u?, z—y=1v?, (4)

kde u, v jsou lichd nesoudélna prirozena ¢isla a u > v.

Ze vztahi (3) a (4) snadno dostaneme (2).%)

Neni obtiZné provéfit, ze Cisla z, y, z dané vztahy (2), kde ¢isla
u, v splnuji uvedené podminky, tvori primitivni pythagorejskou
trojici. Tim je dikaz ukoncen.

Budeme-li postupné dosazovat (u,v) = (1,3), (1,5), ---,
(1) 13)’ (31 5)’ (3’ 7)) (3’ 11)’ (3’ 13)’ (5’ 7)) T (5) 13): (7)9)’
(7,11), dostanem Sestnact primitivnich pythagorejskych trojic, ve
kterych zadné ¢islo neprevysuje 100; uvadi je E. Calda v [2].

Poznamenejme, ze se vzorce popisujici pythagorejské trojice
casto uvadéji mirné modifikované (viz napf. [2], [3]). Rada
informaci z historie této problematiky je v praci [4] (na str. 70
Je geometrické odvozeni vzorci (2) ).

Formulace ulohy Saint-Exupéryho

Autofi prispévki [2], [3]'se pozastavili nad formulaci alohy.

Kvddr, jehoZ vyska se rovnd thlopticce podstavy, je tvoren
presn€ krychlickami o hrané 1 cm. QObsah zdkladny se rouvnd
ndsobku 311 850 a neznamého cisla.

*) Dvojmoc lichého &isla dava pfi déleni &islem 4 zbytek 1. Proto je ve
vzorcich (2) y sudé a z liché.
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Druha véta je opravdu ponékud zavadéjici. Presna formulace méla
byt napr. takovato:

Obsah zdkladny je nasobkem cisla 311 850.
nebo

Obsah zdkladny je souinem cisla 311 850 a nezndmého pr¥i-
rozeného disla.

Neni jasné, zda se nedostatek objevuje uz u Saint-Exupéryho,
nebo zda vznikl nepfesnym prekladem do cestiny.

E. Calda si navic povsiml i nepfesnosti v podminkach sazky:
slovo den je zde uzito ve dvou riznych vyznamech. Pti doslovném
vykladu podminek sazky mohla nastat situace, Ze se oba pratelé
navzajem obdarovali.

ResSeni snadni a nesnadna

Emil Calda ukazuje ve svém prispévku [2], jak ,prelstit“ autora
ulohy; vyuzivd vsak nepresnosti formulace. Obelstit zadavatele
ulohy vsak mizeme 1 jinak.

Vyjdeme z libovolné pythagorejské trojice (a, b, ¢). Jak jiz vime,
trojice (ka, kb, kc), kde £ = 311 850 , je rovnéz pythagorejska.
Kvadr o stranach ¢ = ka,y = kb, 2 = k¢ vyhovuje pozadavkim
ulohy, nebot

zy = k%ab=311850-n, kde n = kab=311850-ab.

( Pro (a,b,c) = (3,4,5) je n=311850-12= 3742200 .)

Lepsi feseni ziskdme, zapiSeme-1i 311 850 = 2-3%.5%2.7-11 a
polozime-lik =2-32.5-7-11an =2-7-11-ab . Kvadr o stranach
z = ka,y = kb, z = kc vyhovuje pozadavkim tlohy, nebot

zy=k?ab=2-3*.52.7.11-(2-7-11-ab) = 311850 -7 .

(Pro (a,b,c) = (3,4,5) jen=2-7-11-12=1848 .)

VysSe uvedena feSeni vSak nejsou prilis krasna. Citime, Ze Cislo
n je prilis velké. V prispévku J. Dittricha [3] jsou nalezena dvé
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feseni, pro kterd je n = 2 (prvni z nich nalezl v ¢lanku [2] i Emil
Calda):
z=1155, y=540, 2z=1275;

zr=825, y=756, z=1119.

Ukazeme, ze neexistuje feseni, pro které by bylon =1 .

Vime jiz, ze strany kvadru jsou urceny néjakou pythagorejskou
trojici (ka, kb, kc), kde (a, b, ¢) je primitivni pythagorejska trojice.
Proto je

kde u > v jsou lichd nesoudélna prirozena cisla. Navic je
k*ab=2-3*.5*-7-11-n.
Dosadme za a, b a upravme. Potom je

kv(u —v)u(u+v)=22-3*.52.7-11-n. (5)

Cisla u— v, u+v jsou suda, lisi se o &islo 2v, které neni délitelné
ctyfmi. Proto je jedno z cisel u + v, u — v délitelné ctyrmi; cely
souéin vlevo v (5) je pak délitelny osmi. Cislo n je tedy sudé, tj.
n>2.

Naznacme nyni strucné, jak je mozno bez uziti pocitace najit
vSechna feSeni pro n = 2, tj. jak vyre$it v oboru prirozenych cisel
rovnici

kv(u—v)u(u+v)=2%-3*.52.7.11. (6)

Nesoudélna licha ¢isla u, v déli soucin 3*-5%-7-11 . Staéi tedy
prozkoumat vSechny moznosti.

Neni obtizné rozvazit, ze zddna dvé z Cisel u,v,u — v,u + v
nemohou byt délitelnd stejnym lichym prvocislem (v opacném
pripadé by byla éisla u, v soudélna). Prvoéisla 3 a 5 — vzhledem
k tvaru rovnice (6) — musi byt tedy v Cislech u,v obsaZzena
v sudych mocninach. Pro v pfichazi proto v tvahu jen 1, 7, 9,
11, 25; pro vétsi v uz ,nezbude“ na soucin (u — v)(u + v).
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Predpoklidejme, ze v = 1. Pro « mame tyto moznosti: 32 |, 5%
7,11,3*,32.52 32 .7,3 .11,5% .7,5% .11,7 - 11,
3% .52, 3%.7,3%.11,3%.5%.7 atd. Dosazenim do (6) zjistime,
ze zadna z téchto moznosti nevyhovuje. Pro mensi hodnoty u se
to snadno provéri; pro vétsi hodnoty u je to zfejmé, nebot ,malo
zbyva“ pro (u— 1)(u+1).

Predpokladejme, ze v = 7. Pro u mame tyto moznosti: 32 |
52 ,11,3%,3%2.52 32.11,5%2 .11 atd. Snadno se presvédéime,
ze rovnosti (6) vyhovuje jen volba u = 11 (pritom je k = 15 a
dostavame pythagorejskou trojici (15 - 77, 15-36, 15-85) ).

Predpokladejme, ze v = 9. Pro « mame tyto moznosti: 52 | 11,
52.7',5%.11 ,7-11 atd. Zadna z téchto moznosti vztahu (6)
nevyhovuje.

Predpoklddejme, ze v = 11. Pro ¢islo u padaji v avahu tyto
hodnoty: 52 , 3* , 32.52  32.7,5%.7 atd. Vyhovuje jen
hodnota v = 25 (pfitom je k = 3 a dostavdme pythagorejskou
trojict (3 - 275, 3 - 252, 3 - 373)).

Pro v = 25 nevyhovuje zadna volba u.
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