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MATEMATIKA

Analogickym zptsobem je moZné odvodit celou Fadu dalsich (i mno-
hem komplikovanéjsich) identit, jejichz dikaz obvyklym zpisobem (for-
mélni tpravou koneénych sum) by byl pracny a zdlouhavy.

Poznamenejme jests, Ze v [2] najdeme jiné zdtvodnéni rovnosti (),
které vychazi z obr. 6.
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Obr. 6

Ctenaf si muze vyzkouSet, jak by zdivodnil vySe uvedené identity
pomoci takovych ,trojuhelnikovych®“ obrazku.
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Zobecnéni kritéria délitelnosti tremi a deviti

José Marcial Ndajares Romero, ZS Gutova Praha 10
Kritéria délitelnosti daného pfirozeného ¢isla n prvocislem 3 & Cis-
lem 9 jsou znama jiz ze zékladni gkoly:

Véta 1. Cislo n, zapsané v desitkové soustave, je délitelné tremi (deviti)
pravé tehdy, kdyz je soudet vsech jeho cifer délitelny tiremi (deviti).

Tedy, je-li
n=ap-10° +ap_1-10" "1+ +ay - 10 + ao, (1)
pak n je délitelné tfemi (deviti) praveé tehdy, kdyz soudet Zf:o a; je
délitelny t¥emi (deviti).
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MATEMATIKA

Piiklad 1. Cislo n = 781 260 je délitelné tiemi, ale neni délitelné deviti,
protoze soucet cifer je roven 7+8+14+246+0 = 24, coz je ¢islo délitelné
tfemi, ale nikoliv deviti.

Tento postup 1ze zobecnit pro libovolné prirozené délitele d &isla n
vyuzitim eukleidovského déleni.

Véta 2. Necht d je pFirozené c¢islo a t je celé nezdporné cislo. Pak exis-
tuj? jednoznacéné dand celd c¢isla q; a ry tak, Ze

100 =d-q+r,, 0<r<d. (2)

Odtud jiz vidime, Ze n s desitkovym zapisem miZe byt zapsané ve

tvaru:
k k

k
n:Zat-(d~qt+rt):d-Zat-qt+Zat~n. (3)
t=0

t=0 t=0

Dostavame tedy tvrzent:

Véta 3. Cislon s desitkovym zdpisem je délitelné prirozenym cislem
d prdvé tehdy, kdyZ je cislem d délitelny soucet

k" Tk + Ag—1Th—1 + -+ a1 71+ ag - ro, (4)
kde ry je definovdno v pro 0 <t <k.

Uved'me si rovnou jestd vylepSenou variantu kritéria z véty [3] Tvrzeni
plyne ze stejnych argumentii jako vySe, jen si navic musime uvédomit,
7e 10t =d-q+1r < 100 =d- (¢ + 1)+ (r; — d).

Véta 4. Cislo n s desitkovym zdpisem je délitelné cislem d prdvé
tehdy, kdyz je cislem d délitelny soucet
ag T+ ag—1-rh_q+ - +a-ry +ao-rg, (5)

kde pro 0 <t < k je ry definovdno v arf=ry neborf =ry—d.

e Prod =3 ad=9jsouvsechna r, = 1 a kritérium je velmi uzitecné.
e Prod =11 mame r, =7r; =1 prosuda t ar. = 10 a r; = —1 pro
licha ¢. Pouzitim véty [4 dostavame kritérium, které se vyucuje ve
gkole: ¢islo n je délitelné 11 prdvé tehdy, kdyzZ rozdil souctu cifer
na lichych mistech a souctu cifer na sudych mistech je délitelny 11.
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MATEMATIKA

Piiklad 2. Cislo n = 781264 je délitelné 11, protoze —74+8 —1+
+2—6+4 =0 je ¢islo délitelné 11.

e Prod="T7je

t |6s|1+ 652+ 6s|3+6s|4+ 6s|5+ 6s
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kde s =0,1,...

Porovnejme aplikaci kritéria pro délitelnost sedmi z véty [3|a véty [

Priklad 3. Necht n = 1865 654. Podle véty [3]je n délitelné sedmi,
pravé kdyz je ¢islo1-14+8-54+6-4+5-6+6-2+5-3+4-1 =126
délitelné sedmi, a to délitelné je: 126 = 18 - 7. Podle véty [] je n
deélitelné sedmi, pravé kdyz je ¢islo1-1+8-(=2)4+6-(-3)+5-
(=1)4+6-2+5-3+4-1= -7 délitelné sedmi. Snad je tedy jasné,
v ¢em spo¢iva vyhoda véty [4] zejména pro poéitani v ruce: zbytky
r; sl muzeme volit tak, aby r > |rf].

Priklad 4. Ukazat pomoci véty [] délitelnost sedmi mize byt
zdlouhavé. Uvazujme n = 6231887919 328 651 846. Ukazat, ze n
je délitelné sedmi, znamenéd podle véty [4 ukdzat, ze je délitelné
sedmi ¢islo
6:-1+2-(-2)+3-(-3)+1-(-1)+8-2+8-3+
+7-14+9-(-2)+1-(-3)4+9-(-1)+3-24+2-3+
+8146-(-2)+5-(-3)+1-(-1)+8-24+4-34+6-1=35.

tj. ve tvaru
n=06-10'% + 231887 -10'2 4+ 919 328 - 10° 4 651 846,

a vyuzit faktu, Ze ¢éislo 10 — 1 je délitelné sedmi pro viechna
s ==20,1,2,... Cislo n je tedy délitelné sedmi, pravé kdyz je
délitelné sedmi ¢islo 6 + 231887 + 919328 + 651846 = 1803 067.
Opét aplikujeme stejné kritérium a méame, Ze n je délitelné sedmi,
pravé kdyz 1 + 803 067 je délitelné sedmi. A tim dostaneme ¢islo
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o Sesti cifrach 803 068, které je podle véty [4] délitelné sedmi, pravé
kdyz 8- (—=2)4+0-(=3)+3-(—1)+0-2+6-3+8-1 =7 je délitelné
sedmi.

Vyhodné je rovnéz zapsat ¢islo n v soustavé o zakladu 103:
n =6-101%4231.10*°4+887-102+919-10+328-10°4+-651-10> +846.

V tomto piipadé vyuzijeme fakt, Ze &islo 103% — 1 je délitelné sedmi
pro s sudé a &islo 10%¢ +1 je délitelné sedmi pro s liché. Dostavame
tudiz analogické kritérium jako pro délitelnost 11 pro &islo v desit-
kovém zéapisu. Stadi zkontrolovat, Ze je délitelny sedmi soucet cifer
se stfidavymi znaménky:

6+231(—1)+887+919(—1) + 328 + 651(—1) + 846 = 266 = 38- 7.

Uloha 1. Stejné jako jsme urcovali délitelnost &sla prvoéislem 7, roz-
hodnéte, zda ¢islo n = 47318800 193 208 050 806 je délitelné 13. Pozna-
menejme, ze v tomto pfipadé je ry = 1 prot = 6s, ry = 10 pro t = 1+46s,
r=9prot=24+6s,r, =12prot =3+6s,m =3 prot =4+406s a
re =4prot=>546s,kde s=0,1,...

Nyni jsme pfipraveni popsat obecné postup, ktery vyuziva rozdéleni
desitkového zapisu ¢isla na ,,bloky*, tj. zapisu ¢isla n v soustavé s vhod-
nym zakladem 10°.

Necht b je pfirozené &islo. Zapisme &islo n v soustavé o zakladu 10°

n=By-10* + B, -10%~DVb 1 ...+ B, . 10° + By, (6)

kde By € {0,1,...,10° — 1} pro 0 < t < k, tedy B; ziskame nasekdnim
desitkového zapisu n z na bloky o b cifrach.

Priklad 5. Jak jsme jiz vidéli, napt. n = 6231887919328651 846 ma
zapis v bazi 10 roven n = 6-108 +231 887-10'2 4919 328-10° 4651 846.

Pro ¢t > 0 definujme eukleidovskym délenim r;:
10°=d-¢+r, 0<r <d. (7)
Tim jsme pfipraveni formulovat slibované tvrzeni:

Véta 5. Necht b € N. Cislo n s desitkovym zdpisem je délitelné
prirozenym cislem d prdvé tehdy, kdyz je d délitelny soucet

By -rg+ Bg—1-Tk—1+ -+ B1-r1+ Bo - 1o,
kde ¢isla By a1y pro 0 <t <k jsou definovina pomoct @ a .
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Diikaz. Stali n zapsat s vyuZzitim ve tvaru
k

k k
n=3 B (d-q+r)=d- > Bi-a+d Bir.
t=0 t=0

t=0
Pak je zifejmé, ze n je délitelné d, pravé kdyz Zf:o B, -y je délitelné d.

Pouzit{ jsme ilustrovali v prikladu 4 kdyZ jsme &islo n zapsali v bazi
106, resp. 103.

Diilezity je specialni pifpad, kdy r; = 1, tj. 10® — 1 je délitelné d.
Dosazenim 2 = 10° v rovnosti

- l=(—-1) ("2 )

odvodime, ze r; = 1 pro kazdé ¢t € {0,1,...,k}, a tedy miZeme formu-
lovat nésledujici dusledek.

Dausledek 6. Jestlize se zbytek r1 ve vété[5 rovnd 1, pak ¢islo d déli n
prdavé tehdy, kdyz d déli soucet cifer Ef:o B;.

Uloha 2. Dokaite, ze ¢islo n = 102345678 987654 321 je délitelné 17.
Pro b = 16 dostaneme aplikaci dusledku [6} 17 déli n, pravé kdyz 17
deli 10 + 2345678987654 321 = 2345678987 654331 =: ny. Ctenafi
doporucujeme pro ovéieni délitelnosti nq ¢islem 17 aplikovat vétu [5] pro
b = 4, pripadné opakované.

Zavérem poznamenejme, Ze pro kazdé prvocislo d # 2 a d # 5 existuje
b tak, ze d déli 10° — 1, tj. 1 = 1. Mala Fermatova véta zarucuje, Ze
takové b < d — 1 existuje, protoze d déli 109~! — 1. Opakovanou aplikaci
véty o] 1ze tedy prevést problém délitelnosti libovolného pFirozeného Eisla
prvocislem d na délitelnost ¢isla, které ma nejvyse d — 1 cifer. Poté je
vhodné aplikovat vétu [5| pro néjaké vhodné mensi b, piripadné rovnou
vétu[d] Prave tak jsme postupovali v prikladu [

Pro dalsi zajimavosti k tématu délitelnosti doporucujeme ¢lanek [IJ.

Podé&kovani

Velké podékovani patii redaktorim Rozhledi za jejich kone¢nou upravu
¢lanku, predevsim za jejich formulace definic a tvrzeni.
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