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v P. Tehdy a jen tehdy jest f(x,) - a, kdyZ z {z,} nelze vybrati konver-
gentni posloupnost.

17-23.* R (v. 9'4) je kompaktni prostor.

17-24. Necht a€¢E,, beE;, a<b, P=E[a <t <b]. KdyZ ¢ > 0,

i
& > 0, necht ¥(«, ¢) znamend systém vSech konednych funkei f v oboru P
takovych, Ze
2P, yeP = |fl@)—f(y) | <cla—y "

Kdyz x > 0, necht &(x) = ZY’(a, c). O funkei f v oboru P pravime, Ze

splituje Lipschitzovu podmlnku fadu o, kdyz f e (o). KdyZ [ e D(x),
a > 1, pak f je konstanta. Necht 0 < ax < f <1, tak¥e D(x) D D(B).
Necht ¢ > 0. Kdy% f, € ¥(«x, ¢), fy € P(a, ¢), necht

olfi fo) = I;m';‘ | fi(z) — fo() |-
Pak Y(x,c) = [WP(x,¢c), 0] je Uplny prostor. MnoZina
D(B) . ¥(a, c)
je prvé kategoue ve ¥(«,c). Z toho nasleduje podle. 1582, Ze existuje
funkece fe¢(¢x) takové, Ze pro Z4dné f > « neni fe D(B). Dokonce lze

dokézati, Ze existuje funkce, kterd spliiuje Lipschitzovu podminku ¥édu o,
ale pro Zadnou volbu é&isla f > &« a intervalu @ = E[a1 <tLb]c P

parcialni funkce Jfg nespliiuje Lipschitzovu podmmku fadu B.

17-25. Vys]oviti t. zv. Borelovu (Heine-Borelovou) v&tu. Vznikne
z v8ty 172'3, interpretujeme-li slovo kompakini ve smyslu véty 17-5°4.

KAPITOLA 1V.

Mira a integral.

§ 18. MnoZinové télesa a o-télesa.

18:1. V celé kapitole necht je ddna pevnd mnoZina P = @. Budeme
ji nazyvati prostor (nemusi to oviem byti metricky prostor) a jeji prvky
budeme nazyvati body. Body budeme znaditi malymi latinskymi pfsmeny
a bodové mnoimy, t. j. podmnoziny prostoru P, budeme znaditi velkymi
latinskymi pismeny. Vedle bodovych mnoZin budou se vyskytovati
v nagich tivahéch je$té jiné mnoziny, jejich¥ prvky budou bodové mno-
Ziny, tedy systémy bodovych mnofin; ty budeme znaditi velkymi §vaba-
chovymi pismeny. Specielné ) bude znamenati systém vdech bodovych
mnozin, tedy vSech podmnoZin prostoru P.

V této kapitole budou se vyskytovati funkce dv01ﬂ10 druhu; jedny
budou miti za obor bodovou mnoZinu 4 C P a budeme je nazyvati
bodové fumkce, druhé budou miti za obor systém bodovych mnoZin
A C P a budeme je nazyvati mnodinové funkce.
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MnroZinovym télesem (Mengenkdrper, corps d’ensembles) nazveme
systém QA C P takovy, Ze:

(1] A =+ 9;

[2] Ay €U, Age U = A, + A, e U;

[3] 4, 4, U= A4, —4,eA

Ziejmé:

181°1. P je mnoinové tleso.

18°1°2. Necht QU je mnoFinové téleso. Pak 0 Q.

Dikaz. Podle [1] existuje 4 € . Podle [3]je @ = A — 4 ¢ .

|8 1-3. Necht U je mnoZinové téleso. Pak

4,eU 4,6 A= A4, . 4,¢A.

Nebot' 4,.4;,= 4, — (4, — 4,).

18'1"4. Necht A C P. Necht:

1] A =+ 0; N

2] 4;eAU, AyeU, A;. Ay=0 => A, + A, AU;

[8] 4, €U, 4y U = A, — A, e
Pak N je mnoZinové t8leso.

Dikaz. Necht A, e, A,eA. Mdme dokdzati, Ze 4, + A, €.
Podle [3] jest 4, — A, € . Jeito 4,(4, — A4;) = @, podle [2] jest 4; +
S (dy— A) U Aviiak A, + Ay = A4, + (4y — A4,).

18:1'5. Necht A C P. Necht:

1] A =+ 0;

[2] 4,eU, AyeU = 4, + Ay U;

[8] A, €U, 4,eU, A, D4y = A, — A, €.

Pak A je mnoZinové téleso.

Dikaz. Necht A4, €U, A;€A. Mdme dokdzati, %e 4, — A, ¢ Q.
Podle [2] jest A, + A, e . Jeito 4, + A; D A, podle [3] jest (4, 4
+ A,)) — A, €. Aviak 4, — A4, = (4, + 4,)— A4

182. 18-2:1. Necht A C P, U =+ @. Pak existuje (a je ziejmé jedno-
znaéné stanoveno) minimdlni mno#inové téleso nad 2, t. j. mnozinové
téleso T, takovs, Ze: [1] 4D A; [2] kdyZ € je mnoZinové téleso a kdyz
€O, pak €O I,

Znadime T, = {A).

Diikaz. Podle 18°1*1 existuje aspori jedno mnoZinové téleso nad 2.
Tedy existuje prinik §, vSech mnoZinovych téles nad . Lehko se
presvédéime, ze o= t(‘Zl).

Niésledujici dvé véty jsou zre]me

18:2°2, Necht 9 # ACY . A je mnoinové téleso, kdyZ a jen kdyZ
A = 4A).

18-2:3. Necht § +A C B CUA). Pak B) = HA).

Viastnost : Rekneme, Ze systém A C Y mé vlastnost «, kdyz
[110eU; [2] je-li 4, €A, 4, R, pak kazdé z obou mnozin 4, 4,a 4, — A,
je disjunktn{ souéet koneéného poétu mnoZin systému 2.
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1824, Necht A C P md viastnost . Pak mnoZinové téleso t (U) je
systém vdech disjunkinich soudta koneéného podtu mmofin systémn U.

m
Diikaz. 1. Ozname B systém viech disjunktnich soudti ZAL,

A; e A.Mdme dokdzati, ze B = (). Ziejmé Y C B C (), takze stacl
dokdzati, Ze B je mnoZinové téleso.

m
II. Necht Be B, B' « B, BB = 0. Jest B= D A; s disjunktnimi
i=1

m+n
A; e, B' =, A;s disjunktnimi 4; € . Jeito BB’ = @, jest B + B' =
i=m+1

m+n

= 2 A; s disjunktnfini 4; e . Tedy
3 Be®B, B e¢B, BB =0=> B+ B B.

m
III. Necht Be B, B ¢ B. Jest B=2 A; s disjunktnimi 4; U,
i=1

n
= > A'; s disjunktnimi 4’; € Y. Jetto A mé vlastnost o, jest 4;4’j=
j=1
oy
= > A" s disjunktnfmi A" € . Z¥ejmé mnoziny A" (1< i< m,
k=1 I

1 << n, 1< k< py) jsou disjunktni a BB = z z ZA”ML Tedy

i=1j=

BeB, BB =BB cDB.

m
IV. Necht Be B, B’ ¢ B. Jest B= D A; s disjunktnimi 4; ¢ U,
i=1
n
= ZA’,- s disjunktnimi A’;e Q. Jest
j=1

ZH(A,—A,)

i=1j=

a séftanci I—I(A,-—-A'-) (1L i< m) jsou disjunktni. Jeito A mé

vlastnost «, jest A.——A e B, takie H(A —A')eB pOdle 111,
tedy B— B’ ¢ B podle II. Tim je dokézé,no, Ze
BGCB,B'E%=>B B ¢B.

V. B je mnozinové téleso podle (814, II a IV.
Sysém (U, B). Necht P a @ jsou dva dané prostory (t. j. dvé
dané mnoziny = @). Necht ‘J) a Q je systém vSech podmnoZin resp.
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prostoru P a prostoru @. Kdyz A C P, B C Q, pak (A, B) znamend
systém viech mnoZin tvaru 4 X B, kde 4 €%, BeB.

18:2'5. Necht A C P, B C Q. Necht systémy A a B maji viast-
nost x. Pak systém (U, B) md vlastnost «.
Diikaz vychdzi snadno z fakta, Ze

(4; X 4,) . (By X By) = (4,B;) X (4,B,)
a Ze je s disjunktnimi séitanci
(4, X 4y) — (By X By) = [(4; — By) X As] + [(4:B,) X (4, — By)].
18'3. Necht nyni P = E,. Necht 3, C P je systém skléddajici se

jednak z mnoziny 0, jednak ze vSech jednobodovych mnoZin (@), kde
a e E;, jednak ze viech intervali tvaru E[a <t << b], kde ac¢ E,,
¢

beE,, a<b. Pak T, =S ,) je velmi dalezity pifklad mnoZinového
télesa. Snadno se verifikuje, e J; mé vlastnost «, takZe podle 18-2:4
K, je systém viech disjunktnich koneénych soué¢tit mnoZin systému .
Ztejmé kardy omezeny interval, tedy interval kteréhokoli z tvaru

Ea<iti<b], Ea<t<b], Ela<t< b], Ela < 1< b] 1)
t t t t

néleZi do systému <. :

Obecnéji necht P = En(m =1,2,3,...). Necht 3, C P je systém
viech mnoZin tvaru 4, X 4, X ... X Ay, kde 4;¢3,. Necht E, =
= #3,)- Z 18-2'5 vychdzi indukef, Ze systém J,, m4 vlastnost «, takie
podle 18-2"4 mnoZinové téleso T, je systém viech disjunktnich koneé-
nych souéttt mnoZin systému Jy.

18-4. MnoZinovym o-télesem (o-Korper) nazveme systém A C P
takovy, Ze:

(1] A =+ 0;
[2] ApeAn=1,2,3,. =>2A,.e<2[

[8] 4, €U, 4,eA = A4, ——AZEQ[
Nésledujici dvé véty jsou ziejmé.

1841, MnoZinové o-téleso je mnoZinové téleso
18:42. P je mnofinové o-téleso.

184'3. Necht QU je mno¥inové o-téleso. Pak

ApeAm=1,2,3,...)=>[[4neU.
=1
Nebot o "
[T4n=4,— Z(AI—A,.)

184'4. Necht A C . Necht
[1] A =+ 0;
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[2] pro ka#dou disjunkini posloupnost {A,,}f’, Ay e U, jest Z AneAs;
Ne-|

8] 4, €U, 4, e A = 4, — AU
Pak QA je mnoZinové o-téleso.
Diikaz. Podle [1] a [3] je 0 ¢« U. Necht 4, ¢ U, A2 €A 4,4, =

Pro n >3 poloime A,=0; pak je A, 4 4,= ZA,., tedy 4, +
+ 4, e podle [2]. Tedy A je mnoZinové téleso podle 18'1"4. Necht
AneAmn=1,23,...). Mame dokézati, ¢ S = D, A, €. Polotme

n=1

k]
B, = Ap Bn+1=An+1——ZAi (n=1,2,8,...). Jetto U je mno#i-

nové téleso, je B,eAU. Aviak ZA,, = z B, a soudet napravo je
=1

disjunktni, takze S e podle [2]
184'6. Necht U C P. Necht:
(1] A =+ 0;

2] AneA(m=1,2,8,...) = ZA,,,EQL

[3] AleQ[ AU, 4,04, = A —Aze‘z[
Pak U je mnofinové o- téleso

Diikaz. Necht A, €A, Ay € A. Mime doka.zatl Ze A, — A, .
To plyne z 18°1"5.

185. 18:56°1. Necht A C P, A+ 0. Pak existuje minimdlni mno%i-
nové a-téleso mad .

Znagime je t(U). Dikaz jako u véty 18-2:1.

Nésledujici tii véty jsou zfejmé:

1852. Necht 0 +=ACP. A je mnofinové o-téleso, kdy% a jen
kdyZ A = =(A).

18:5°3. Necht @ + AU C B C(A). Pak ©(B) = ().

18:5'4. Nech? @ + UC P- Pak 4(A) C =(A).

18'5°5. Necht QU C E)) A =9, md msleduym vlastnost: Je-li A; € U,

A, e, pak AAy = ZA',, A, — A4, = ZA",, kde A'se U, A" A

a oba soulty jsou dz.sy'wnktm Necht ‘21(:({ C ©(A): Necht § mad ndsle-

dujict vlastnosti: [1] KdyZ soudet z C, je disjunkint a kdyZ Cpe§
n=1

n=1,23,...), pak ZC,,E@. [2] Kdy% Cre€® a Ch D Cpy1 (n=

= 1"‘: ), Pa'k 1__.[01056 Pak 738t G_T(Q[)
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Diikaz. 1. Rekneme, ie € C P m4: [1] vlastnost ¢, kdyz AC E;
'~ [2] vlastnost ¢,, kdy? je z E, € €, kdykoli soudet nalevo je disjunktn{

n==

a stftanci B, nileZeji do &; [3] vlastnost g,, Ldyz I_IE,. e €, kdykoli
n=1

E,DEp 12 B,e€ (n=1,2,3,...). Podle pfedpokladu € m4 vlast-
nosti ¢, @, a @5 Tedy existuje prfmik €, viech systémt € C P s vlast- -
nostmi @;, @; a @5 a jest A C €, C € C 7(A), tedy (v. 185°3) 7(A)=
= 1(€,) == 7(€). Ziejmé €, m4 vlastnosti ¢,, g, & @;. Staéi dokdzati,
Ze €, je mno%inové o-téleso, nebot pak T(A)=17(€) =G, CCC
C 7(€) = 7(A), tedy € = ().

II. Zvolme mnoZinu 4 ¢ a oznaéme §, systém viech mnoZin
C ¢ €, takovych, ze AC € €,. Jest €, C €, KdyZ 4; € A, pak 4, ¢ €,
podle vlastnosti ¢, systému §,. Podle predpoklddané vlastnosti sy-

stému  jest 4,4 = ZA’ s disjunktnimi 4'; ¢ A C €,. Tedy 4,4 « €,

jedto €, mé vlastnost @o- Tedy A; e => 4,4 ¢C,, tedy Q,[CGI,
t. j. €, mé vlastnost ¢,. Jeito €, mai vlastnosti @, a @, ziejmé i @,
mé tyto vlastnosti. Tedy ¢, mé vlastnosti ¢;, g, a @;, takie €; D €,.
Jeito také §, C €,, jest €, = €, Tim je dokdzéno, Ze

AeU, CeCy= AC G,
III. Oznadme @, systém vSech mnoZin Ce €, takovych, Ze
I'e@y= Cl'e @€,

Jest €, C €, Ve II bylo dokdzino, Ze €, mé vlastnost ¢,. Jeito €,
mé vlastnost @, a @, ziejmé i €, mé tyto vlastnosti. Tedy €, mé vlast-
nosti @,, @, a Ps» takze €, D €,. Jezto také €, C €,, jest €, = €,. Tim
je dokdzino, Ze

C,eCy CreCy = C,C, e,

IV. Necht C,e (€, (n-——— 1,2, 3 ...). Polozme E,=C,, E,+1 =
= Cpt1. By Pak T = Ho,,_. HE 8 ByDEnp1(n=1,2,3,..).

n=1
Podle IIT soudime indukei, Ze E,, € @o pro viecka n. Jeito €, md vlast-

nost @, je T € €, Tim je dokdzdno, Ze
CneGy(n=1,2,3...) > 1_[0,.560.

V. Zvolme mno%inu 4 ¢ a oznaéme §; systém vsech Ce (@,
takovych, 26 A —Ce €, Jest €;C €, Kdyz 4’'e, pak A'e({
podle vlastnosti ¢, systému €,. Podle predpoklddané vlastnosti sy-

stému QY jest 4 — A’ = z 4; s disjunktnimi 4;eA C €, Tedy
i=1
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A—A4' G, jetto €, mé vlastnost g, Tedy A’ e A =>4 — A",
tedy A C €, t. j. €5 mé vlastnost ¢;.
[

Necht soudet Z Cy, je disjunktni a necht Cpe €3 (n=1,2,3,...).

n=1

Pak A — C, € €, take podle IV je H(A Cy) € G, Ale H(A—o,,)_

=4 — Z Chp, tedy 4 — Z Cn e §,, tedy Z CpeCs b-i. €3 mé vlast-
n=1 n=1 n=1
nost ¢,.
Necht Cpe €y OnD COpi1(n=1,2,3,...), takie Ho,, € €, podle

. vlastnosti @, systému €. JeZto Cp e €5, jest A—Cp e (‘:o, takze podle III
jo On(A —Cpi1) = ACp—Cpi1eC, Jeito €, mé vlastnost g,
aje#to (A — Cy) (ACp — Op+1) = ¢ (ACp — Cpy1) (ACm—Ciy1) == 0

pro 1< n<m, jest (A—Ol) + z (ACy—Chp+1) € € Aviak (4—Cy)

+Z AC,,—C,,+1)~A—]_[On Tedy A——HC’,,e({o, tedy

n=1 n=1

1_[0,,5({3, t. j. €; md vlastnost gs.

n=
Tedy €, mé vlastnosti @,, @, & @, takie §3D &, Jeito také
€, C G,y jest €3 = §, Tim je dokdzdno, Ze

AeU, CeGy=>A—Ce(,
VI. Oznaéme €, systém viech C e €, takovych, Ze
IFe@y=C—TI€@,

Jest €, C €, Podle V §, mé vlastnost ¢,. Jezto €, md vlastnosti
@a & @, ziejmé i €, mé tyto vlastnosti. Tedy €, mé vlastnosti ¢, ¢, a
@s, takie €, D €, Jeito také €, C €,, jest €, = €, Tim je doka-
z4no, Ze

CieCy Ce€y= C,—Cy¢C,.

VII. Z vlastnosti @, systému §, a ze VI ndsleduje podle 1844,
%e €, je mnoZinové o-téleso.

" 18'6. V tomto odstavci P je metricky prostor. Rekneme, %e 4 C P
je Borelova mno#ina (urcitéji Borelova mnoZina v prostoru P) nebo
e A je B(P), kdyz A ndlezi do minimdlnfho mnoZinového o¢-télesa
nad systémem viech uzavienych podmnoZin prostoru P. Rekneme,
Ze A C P je borelovskd base prostoru P, kdyz () je systém viech
Borelovych mnozin.

18'6°1. KdyZ P je 'metncky prostor, pak systém vsech uzavFenijch
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mno#in, systém vdech oteviengjch mmnoZin, systém viech Gs a systém
véech F, jsou borelovské base.

Dikaz. Necht F, &, Fo, Bs, B znamend resp. systém viech
uzavienych mnoZin, systém vSech otevienych mnoZin, systém viech F.,
systém viech Gs, systém viech Borelovych mnoZin. Mdme dokdzati, Ze

UF) = ©(B) = 1(Fo) = ©(Bs) = B.
Jest ©(F) =B podle definice systému B. Jeito B je mnoZinové
a-t8leso, je F C Fo C B = 1(F), tedy ©(Fs) = B podle 18'5-3. Podle
13:3'56 je & C G, tedy & C B, takZe podle 18'4'3 je Bs C B. Tedy
podle 132 je & C Bs C B = ©(F), tedy 1(Bs) = B podle 18'5°3. Podle
1843 je & C ®s C 1(®), take podle 1853 je 7(®) = ©(Bs) = B.

18'6"2. Necht P a Q jsou metrické prostory. Necht mnofina B,
je B(P); necht mnofina B, je B(Q). Pak mnofina B, X B, je B(P X Q).

Diikaz. 1. Necht &B;, &, a &, znamend systém viech otevienych
mnozin resp. vP, vQ a v P X Q.Necht B,, B, a B,, znamend systém
viech Borelovych mno#in resp. v P, v Q a v P X Q. Definujeme-li
systém (B,, B,) jako v odst. 182 (str. 127), mdme dokdzati, Ze

(B, Be) C Bye- @

II. Zvolme G e ®, a oznaéme B’, systém viech téch B e B,, pro
néz @ X BeB,p. Podle cvis. 813 je G, C B’,. Snadno se dokdze,
ze B', je mnozinové o-téleso. Tedy B’y D 7(By), t. j. (v.186°1) B, D B..
Jeito také B, C B, jest B’y = B,. Tim je dokédzdno, Ze

Ge@l, Be%3=>GXBECBl2.

III. Zvolme Bye B, a oznadme PB'; systém viech téch Be B,
pro né% B X By e By, Podle IT je B, C B';. Snadno se dokéze, ze B';
je mnozinové o-téleso. Tedy B’; D ©(B,) =B,. Jeito také BV'; C B,,
je B’y = BV,. Tim je dokdzéno, %e Be B,, Bye By, = B X Bye By,
t. j. Ze plati (1).

18:63. Necht P a Q jsou separabilni prostory. Nechi 2, je bore-
lovska base v P; nechi U, je borelovskd base v Q. Pak (2, Us) (v. odst. 18°2,
str. 127) je borelovskd base v P X Q.

Ditkaz. I. Necht symboly ®,, G, G0, By, By, B, maji stejny
vyznam jako v piedeflém dikaze, podle néhoZ jest. (B,, B,) C By,
tedy (;, Us) C Bye. Jezto By, je mnoZinové e-téleso, je tudiz #(U,,
A,) C B,,, takie staéi dokdzati, e také By, C T(Wj, Ry). Jezto By, =
= 7(®;) podle 1861, stadi dokdzati, Ze By C 7(U;, As).

II. Jetto P a @ jsou separabilni, existuji posloupnosti {G's};
a {G",}7, jejich% ¢leny tvoi{ otevienou basi resp. prostoru P a pro-
storu @. Podle cvié. 16'8 mnofiny @'n X G’y (m,n=1,2,3,...)
tvoi{ otevienou basi prostoru P X @.

III. Zvolme A ¢, a oznatme B’, systém téch B e By, pro nék
A X Bet(Uy, AWy). Ziejmé A, C B's. Snadno se dokize, fe By je
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mno%inové o-téleso, takie B’y D T(RUp) = B,. Jeito také B, C V.,
je B’y = B,. Tedy

AeU,, n= 1,2.3,... 2> A X Qe (U, As).

IV. Zvolme index n a oznatme B', systém téch B e B,, pro néx
BXG@"pet (Ug Ay). Podle IIT jest A; C B';. Snadno se dokdze, e
B, je mnozinové o-téleso, takze B'; D 7(A,) =B,. Jeito také V', C B,,
je B =B,. Tedy @' X Gy e 7(AUy, WUs) pro kazdy pér indextt m a n.

V. Jezto @'y X Gpet(AUy, WUp), jedto mnoZiny &, X G”, tvofi
spodetnou otevienou basi prostoru P X @ a jeito (2U;, A,) je mnozi-
nové o-téleso, podle 161"l je By, C T(AUy, RAy).

18'6'4. Necht m=1,2,3,... Systém J,, (v. odst. 183) je borelov-
skd base prostoru E.

Dikaz. I. Necht B, a B, znamensd resp. systém viech otevienych
a systém viech Borelovych mnoZin prostoru E;. Necht J’; je systém
viech intervali tvaru E[r <t < 8], kde r a 8 jsou raciondlni &isla

i
a r < 8. Lehko se dokdZe, Ze J'; je spoCetna oteviend base prostoru E,,
z &eho% nésleduje snadno, %e §'; C &, C 7(F';), tedy (J';)= ©(®,) =
= B, (v. 186°1). Jeito F; DJ'y, jest 7(F;) D (J'y). Na druhé strané
je patrné, ze J, C B,, tedy 7(3;) C By Tedy 7(3;) = B,.
II. Véta je tedy sprdvnd pro m = 1. Indukocf se dokdZe podle
18:6'3, e je spravna pro kaZdé m.

Cvicend.

Ve cvicenich 18-1—18-8 P je metricky prostor.

18-1. Systém vSech omezenych mnoZin je mnoZinové téleso.

18-2. Systém vSech mnoZin, které jsou v P soudasnd uzaviené i ote-
viené, je mnoZinové téleso.

183 Systém v¥ech mnoZin, které jsou soudasn® F (P) i G4(P), je
mnoZinové téleso.

18-4. Systém vSech mnoZin, které jsou soutasnd Gs,(P) i F4(P),
je mnoZinové téleso.

18-5. Systém vSech ¥idce rozloZenych mnoZin je mnoimové t&leso.

18-6. Systém vSech Fidkych mnoZ%in je mnoZinové té&leso.

18-7. Systém vSech mnoZin prvé kategorie je mnoZinové o-téleso.

18-8. Systém vSech mno#in s ¥idkou hranici je mnoZinové téleso.

18-9. Systém R vSech koneénych bodovych mnoZin je mnoZinové
télesg. MnoZinové o-t8leso T(R) je systém vsech spodetnych bodovych
mnoZin.

18-10. Kdy% systém A cC P je takovy, Ze

[1] A =+ 0,

[2] A;eUA, 43eU, A4, =0 = A4, + A,s‘Zl,

[3] 41U, 43U, 4, DA, => A, —
pak R nemusi byti mnoZinové t&leso. To se dé. ukézati u¥ prikladem, ve
kterém prostor P je koneény.

Pravime, %e systém A c P mé nejvétsi prvek M, kdy%: [1] M e U;
[21 AeUA => A c M.

18-11. Necht systém U c P mé nejvétsi prvek M. Necht

[1] A;eU, Age U => 4, + 4;¢U,
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[2] AeU=>M-——AcA.
Pak QA je mnoZinové téleso.
.18-12. Necht A je mnoZinové téleso. Necht M C P. Pak syst(-m
Ay = KX e A, X C M] je mnoZinové tdleso. KdyZ M «U, pak M j
- X

nejvétsi prvek systému U,,.
18-13.* Ve cvié. 18-12 1ze slovo t8leso nahraditi slovem o-t&leso.
18-14. Necht systém A c P mé nejvstsi prvek M. Necht
AjeU, AgeU = A, — Az e .

Pak QU je mnoZinové téleso.
18-15. Necht mnoZ¥inové téleso A mé nejvétdi prvek M. Necht

dpeUm=1,23..)=>[]4,<U
n=1

Pak A je mnoZinové o-téleso.

18-16. Ve cvié. 18-14 a 18-15 nelze vynechati predpoklad existence
nejvétsiho prvku.

Ve cvifenich 1817 a 1818 P je metricky prostor a @ C P.

18-17. MnoZina A c @ je B(Q), kdyZ a jen kdyZ existuje mnoZina
Ao C P takovd, Ze: [1]1 A = Q4,, [2] 4, je B(P).

B [1)8 -18.* Necht @ je B(P). MnoZina A" C Q je B(Q), kdy% a jen kdyZ A
je B(P)

Ve cvid. 18-19 a 18-22 jsou P a @ dva dané prostory, U = @ je systém
podmmnoZin prostoru P, B .4 @ je systém podmnoZin prostoru @, takZe
(v. odst. 182) (A, B) je systém podmnoZin prostoru P X Q.

18-19.* (#(A), 4VB)) t(‘21, B), (z(A), 7(B)) c (A, B). Postup dikazu
je podobny jako u véty 186

m
18-20.* Necht A je mno%inové t&leso. Necht 4 = ZA,-, Ae,
i=1
A;eA, A; += 0. Pak existuji neprézdné disjunktni mnoZiny A’; ¢ A

u

(1 £2ZLu) takové, %e 4 = Z A’, aZe ka%dé z mnoZin A, je rovna souttu
A=1 .

nékteryeh z mnoZin 4’,.

18-21.* Necht @ = A c P. Necht M ¢ A. Necht

AU* = E[Xc M, X eU].
Pak jest

YU*) = ELX ¢ M, X ¢ )], #(A%) = ElXc M, X e 2()].
18-92.% Nocht M, e, M;eB, U* —‘]YE[XC M, X eAl, B* =
= E[Y c M,, Y < B].
Pak jest »
HU*, B*) = I;J[ZC M, X My, Z et(U, B)],

A, B*) = EZC My X My, Z e (2, B)].

§ 19. Aditivni a o-aditivni mnoZinové funkce.

19°1. Necht m =1,2,8,... Pro 1< ¢< m necht c;¢R. Kdy#
existuje index i takovy, %e ¢; = oo, kdy# viak ¢; > — oo pro kadé i,
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ﬂl

- klademe (v celé kapitole) Zc. = oo. KdyZ existuje index ¢ takovy,

ze ¢i = — o0, kdyz vSak ¢; < oo pro kazdé ¢, klademe (v celé kapitole)
zci = — oo. Kdy% existuje index s takovy, %e ¢; = oo a také index ¢
i=1 .

takovy, Ze ¢; = — 00, pravime, Ze soudet zc., je bezvyznamny a rovnici

i=1

zci_ = ¢ povaZujeme za nesprévnou pro kazdé ceR.
i=1
Necht f je mnoZinovéa funkce v oboru A C 9. Pravime, %e funkce f
jest aditivnd, kdy#z: [1] existuje 4 ¢ QY takova, %e — o0 < f(4) < oo;
n

[2] jeli A= D> A; s disjunktnfmi séftanci (n=1,2,3,...) a jeli
i=1

A;eA AL 1K n), A€, pak f(A4 Z/(A‘) KdyZ A je mnoZinové
téleso, lze podmince [2] d4ti ]ednoduési tvar
A eU, Ay €U, 414, = 0 = f(4;) + f(4y) = f(4; + 4,).

19°1°1. Necht | je aditivni mnoZinovd funkce v oboru A C Y. Necht
0eAU. Pak (@)= 0.

Dikaz. Existuje 4 € Q| takova, %e f(4) &= - co0. Jest f(4) + f(9) =
= f(4 + 9) = f(A), tedy f(9)= 0.

19°1°2. Nech? | je aditivni funkce v mnofinovém télese . Necht
Ae, BeU, A CB. Pak

f(4) = © = f(B) = o, f(4) = — o0 => f(B) = — 0.

Dikaz. Jest B—AeUA, A.(B—A)=0, B=A+ (B—A4),
tedy f(B) = f(4) + f(B— A), tak¥e pro f(4) = = oo jest f(B) = f(A).

V celé kapitole klademe:

0.0=0.(—)=0; ¢c.0=(—¢).(— )= o,
. ¢.(—o)=(—¢c).0=—o00 pro ce E;, ¢ >0.

Ziejmé je véta:

19°1'3. Nech? | je aditivni mmotinovd funkce v oboru ACDP.
Necht c e E;. Pak cf je aditivni funlcce v oboru .

19'1"4. Nech? | je mmofinovd funkce v mnoinovém télese A C P.
Necht AeU, BeA. Necht f(A)= oo, f(B) = — co. Pak funkce f
nent aditivni.

Dikaz. Necht naopak f je aditivhi. Jest ABeQ, 4 —Be%,
B—Ae¢YU, AB.(A—B)=0 = AB.(B— A), tedy

{(4B) + f(A — B) = f(4) = oo, 0y
f(4B) + f(B — A4) = f(B) = — oo. : )
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Jeito ABC B, f(B)=:=— oo, podle 19°1"2 jest f(4B)< takze, o0
podle (1) jest f(A — B) = co. Podobné podle (2) je f(B — A4) = — oo.
Aviak (A — B) (B— A) = 0, takZe

fl(A—B)+ (B—A)]= (4 —B)+ f(B— 4) = o + (— o),

co% je spor, nebot napravo je bezvyznamny soudet.
19°1°5. Necht A C P, O eAUA. Necht |, a fg jsou aditivni mnoiino'vé
funkce v oboru . Necht pro Zidnou A e U meni ani f,(A) = — f(d) = o
ani — f1(A) = fy(4) = . Pak f; + f, je aditivni funkce v oboru ‘21
Ditkaz. Podle predpokladu soucet f;(4) + f,(4) neni bezvyznamny
pro Zidnou A €. Poloime ¢ = f, + fz Podle 191"l je ()= 0.

Necht 4;e A (1< i< m), BeU, B= ZA,. s disjunktnimi séitanci.
i=1
Méime dokazati, Ze

n

P(B) = 2 p(4y). (1)
i=1
Jest .
@(4)) = f(A43) + fo(43), P(B) = h(B) + f(B). 2)
JeZto f, a f, jsou aditivni, jest
H(B) = glfl(Ai), f«(B) =i§1f2<Ai>. 3)

Kdyz z ¢isel fi(d;) (¢ =1,2,...,m; k=1,2) neni %4dné = -+ oo,
plyne (1) pfimo z (2) a (3). Predpoklidejme, Ze nékteré z &isel
‘ hd) 1L i< m)

je rovné - oco. (Ostatni pﬁpa.dy by se vySettily stejné.) Pak plyne
snadno z prvé rovnice (3) Ze: predné f,(B) = oo, za druhé j je fi(4s) >— 0
pro ka,zdy index ¢ (l < i< m), za tietf exmtu]e index 3y (1 < iy < m)
takovy, Ze f,(4;,) = . JeZto f,(B) = o0, je fo(B) > — oo, takie podle
(2) je @(B) = oo. Jeito fo(B) > — oo, podle (3)je fy(4i) >— oo pro
kazdé s (1 < 3 < m). Jedto fy(ds) > — oo, fy(4i) > — o0, f1(A4s) = o,

podle (2) je p(4i) >— o0 (1< i< m) a g(dy) = 0. Tedy D, ¢(4;) = 0
i=1

tak¥e plati (1).
|92 Proi=1,2,3,... necht c; e R. Kdyzproié.d.nen 1,2,3,.

soucet Zc, neni bezvyznamny a kdyZ lim 2q— ce R (ve smyslu
i= n—»o0 §=1

odst. 9°4), klademe (v celé kapitole) 20.- = ¢. V ka¥dém jiném pifpadé
i=1
© ’ ©
pravime, %e soudet Zc.- je bezvyznamny a rovnici Zc,- = ¢ povaZujeme
i=1 i=1

=
za nesprdvnou pro kazdé ce R.
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-
Ziejmé: kdyz 0 < ¢; << oo pro kazdé ¢, pak soutet > ¢; neni bez-
i1

vyznamny a jest O‘ Z(’,,\ 0.

Necht f je mmozinova funkce v oboru QU C YP. Pravime, Ze [ je
g-aditivni (také se Fikd totdlné nebo absolutné aditivni nebo v &irdim

smyslu aditivni), kdyz: [1] / jest aditivni, [2] je-li 4 = Zf(Ai) s dis-

junktnimi séitanci a je-li 4; €, 4 ¢, pak f(4 Zf . Ziejma
je véta:

19:2'1. Necht | je funkce v mnofinovém (élese QU C ‘)}. f je a-mli,-
tiont, kdyZ a jen kdyz: [1] f(0) = 0, |2] je-li 4 e a je-li A~ ZA

i=1
s disjunktnimi A; e U, pak j(A Zf
1922, Necht | je o-aditivni ]‘unkce v mnoZinovém télese Q. Necht

ApeQ, A CApyr 0=1,2,3,...); nechl 2 AneU. Pak
n=1

lim f(A4,) = f(ZAn). (@)
n—> 0 n=1

Ditkaz. 1. Existuje-li index p takovy, ze f(4,) = oo, pak podle

0

19°1°2 jest f(4,) = oo pro viecka n > p a f( ZA,, = o0, tak¥e relace
n=1
(4) je spravné. Podobné, kdyz existuje index p takovy, Ze f(4,) = — oo.
II. Necht tedy — oo << f(4,) << oo pro vSecka n. Polozme B; =
n o] oo}
= Ay, Bypy1=Api1— Ay Jest ByeA, A= 2 By > Ap— ZlB,,
=1 n=1 n=
a posledni soucet je disjunktni. Tedy

f(iA”,) - f(iB,-) :_ﬁf@) _

n=1

== lim Zf ;) = lim f(ZB)ﬁhmf(

N—p 00 = P~ 0 N—> 0

19:2'3. Necht' | je g-aditivni funkce v mnoZinovém télese U. Nechl
ApeU, Ay D Apir (n=1,2,3,...); necht | [AneU. Necht ewistuje
n=1

E. Cech: Bodové mnofiny. 10
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index p takovy, Ze — o0 < f(4p) < ©. Pak

lim f(4,) = )‘(I;[]A,.).

n—»w .
Dikaz. Pro n = p jest A, C Ap, takie podle [9°1°2 jest — o0 <
< f(A4y) << 00 pro viecka n == p a podobné také — oo < f(HA,,) < 0.
Jest

A’.D_ nAn+ z (A —An+1)

n=p

o .
a mnoziny HA,,~H Ay Apy— Ay (=9, p+1, p+2,..))

n=P

jsou disjunktni a na,leze]1 do . Tedy

H(Ay) = f(TE’A») + Z f(An— Ap ).
Jeito 4, D Ay 41, jest ’
f(An) = f(An+1) + f(An “‘An+l);

takze
f(Ap) = I(HA ) + 2 [f(4) — f(Air1)] =
= f(HAn)Jr f(4p) —lim f(A,),
U 4 —» 00
tedy

lim f(4,) = f(ﬁAn) = (ﬁAn)
n—>oo n=p n=1

19°2"4. Nech? f je koneénd aditivni funkce v mno¥inovém télese .
Nuind a postadujict podminka, aby f byla c-aditivni, jest:

ApeU, AnDAn+1, ]_—_[A = @ = lim f(4,) = 0. (5)
n=1
Dikaz. I. Podminka je nutni podle |8‘|'2 19:1°1 a 19-2-3.
II. Necht plati (5). Necht soudet ZA,I je disjunktni a necht

n=1
-]

Ap e, 2 Ay € Q. Podle 18-2:| stadi dokézati, Ze f( 2, A,,) = 2 f(Ay).
n=1 . n=1
n—1

Polotme B,= > A; Pak B,= ZA — ZA,te, B,D By11,

i=n

[ IBn= 9. Tedy podle (5) jest lim f(B,) = 0. Aviak
n=1
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f(B,n:f(éA.-—jg Ai)= (f )—I(ElA) (Z ) "ff(A.)

=1

Tedy

n—1
(2A)~hm 2, f(di) = Zf(Ao
n=—po i-=1

19:3. 19°3'1. Necht systém UAC P md viastnost o (v. str. 126,
dole). Necht | je aditivni mnofinovd funkce v oboru . KdyZ a jen kdy?
neexistuji mnoginy A, € U, Ay e U takové, Ze f(4,) = o0, f(4y) = — oo,
existuje aditivni funkce @ v mnofinovém télese () takova, Ze parcidlni
funkce @o jest identickd s f. Ezistuje-li funkce @, je stanovena jedno-
znaéné a: [1] kdy% — oo < f(4) < o pro kadou A U, pak — 00 <
< ¢(d) < oo pro katdou A € t(); [2] kdyZ f(A) = 0 pro kaZdou A €Y,
pak p(A) = 0 pro kaZdou A € ().

Dikaz. I. Kdyz existuji A; e, 4,2 takové, %e f(4;) = oo,
f(4;) = — o0, pak ¢ neexistuje podle [9°1'4. Tedy muZeme pred-
poklddati, e budto

AeY = f(A4) >— 0 (1)
nebo
AeY = fld) < oo.
Pro uréitost predpoklddejme, Ze plati (1).

II. Jeito A mé vlastnost o, jest @ A a podle 1824 ke kavde
mnoziné B € () existuji d15]unktni mnoziny 4;e Y takové, Ze B ==

m
ZA Pro struénost feknéme, ze ZA, je normalni vyjadient mnoziny

Be t(Ql) Existuje-li ¢, pak N
?(B) = 2:f(A9).

Tedy, kdyZz ¢ existuje, jest jednoznaéné stanovena a: [1] kdyz — oo <<
< f(4) < oo pro kaZdou A €%, pak — o0 < ¢(4) < oo pro kaZdou
A4 e () [2] kdyZ f(4) = 0 pro kazdou 4 € U, pak ¢(B) = 0 pro kazdou
B et(A).
) m n
IIT. Necht Be#Rl) a necht B = ZA,-= > A’ jsou dvé nor-
i=1 j=1

malnf vyjéddieni. Jest 4;4'; e ), takie existuji normdlni vyjadient

Pij ,
A,'A'j == Z Cijl'- Jest

k=1

n  Pij

n
Ai=AB=DAA' ;= D, 2 Cip:
j=1 j=1'k=1

10*
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jest A3e U, CijreU a mnotiny Cyr 1< i< n, 1S k< pij) isou
disjunktnf. Tedy, ]eito funkce f jest aditivni, jest

- n Py
) = 2 2 HClis).
j=1 k=1

Podobné se najde, Ze

}
g H(Ci),

HM§

()

takZze

n

g 2 f(Can) = (4 )

uMs

m
2:1
IV. Podle (1) a III muzeme deﬁnovatl jednozna¢né funkei ¢

v oboru #l) kladouce p(B) = Zf (4y), je-li ZA normalni vyjadieni

mnoziny B e #(Q). Je-li 4 €, pa.k A je své vla,stni norméln{ vyjadient,
tedy: p(4) = f(4), t. j. pu=1.
V. Necht B etQl), B €{Q), BB'=9. Mdme dokizati, Ze ¢(B+ B')
m
= @(B) + @(B'). Necht > 4; je normalni vyjidieni mnoZiny B;
i=1 '

m—+n

necht z A; je normélni vyjiddieni mnoZiny B'. Jeito BB’ =9,
i=m+1
m+n

zfejmé Z A; je normélni vyjéddieni mnoZiny B + B’'. Tedy

mtn m+n

@(B+ B) = Z (4o = Zf(A‘) + Z fy = . 9(B) + p(B).

t=m+

19'3'2. Necht systém UACYP md vlastnost « (v. str. 126 dole).
Necht | je aditivni funkce v mnoZinovém télese HQU). Necht parcidlni
~ funkce fo je o-aditivni. Pak | je o-aditivni.

Diikaz. Necht By, € #(Q), B € #(Q) a necht B = . By s disjunktnimi
n=1

séftanci. Mame dokézati, %e Z f(Bn) = f(B). Pro kadé n podle 18:2'4
n=
Py,
je By = ZA“ ‘8 disjunktnimi An; e a podobné B = ZC, s dis-
]unktniml 0;5‘21 Je¥to funkce f jest aditivnf, jest

Py ¢

f(Ba) = Z Zf(A,..o ) f(B) = Zlf(oj); 1)

i=1j=1
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Tijn
Jezto QA mé vlastnost o, jest 4,,("; = Z Dijra s disjunktnimi Dijrn € Q.
k=1
Jezto funkce fo je o-aditivni, jest

w  Pp Tijn Tijn

= Zl 21 lZlf(Dm-n), f(A,C) Z HDijin). 2)

Z (1) a (2) vychdzi, ze f(B)= Z {(By)

Cviceni.
19-1. Polozme f,(§) = 0, j1(4) = = pro @ 4 4 c P. Oznaéme fz(»’l)
potet bodit mnoziny 4 c P, kdyZ A je konetnd, a poloZme fo(A) = o,

kdyz A je nekonetna. Kdyz A c P, po]onne f3(4) = 0, je-li A konelna,
o) = o0, je-li A nekonec¢n4, f4(A) = 0, je-li 4 spocetna, [(A)= oo,
je-li A mespoéetnd. Pak [y, f,. f5 [y Jsou aditivni funkee v oboru P. l*uni\(«
fi» fs a fy jsou c-aditivni.

19-2*%. Necht P Je mnoZina vsech pruozun veh Cisel. KdyZ ne P, Ac P,
necht f( A znamend polet téch e P, pro néZ soucasnd ¢ <n a ied.

. P | .
Oznaéme Q| systém téch 4 c P, pronéz existuje lim W fo(4). KdyZ 4 U,

1 . ..
poloZzme @(A4) = lim ~—f (A). Pak ¢ je aditivni funkce v oboru 2.

19-3. Systém QI ve cvic. 19-2 meni mnoZinové téleso.

19-4.*% Necht 0 e A c Y. Necht f, ajzys(m o-aditivni funl\(ev oboru Q[
Necht pro Zadnou A €A neni f(4) =—/fy(4) = © ani —f,(4) = fo(4) = .
Pak f, + f, je o-aditivni funkce v oboru Ql

19-5. Ve vété 19:2'1 nelze vynechati predpoklad, Ze Q je mnoZinové
téleso.

19-6. Ve vété 19:2:3 nelze vynechati predpoklad —— o < f(4,) < «.

19-7. Ve vété 1924 nelze predpoklad, Ze funkce [ je konecénd, na-
hraditi predpokladem, Ze f(4) > — «w pro kazdou A4 .

19-8.* Necht f je nezdaporna aditivni funkce v mnoZinovém télese .
Necht 4 €U, BeA, Ac B. Pak f(4) < /(B)

19-9. Necht f je aditivni funkce v mnoZinovém télese . Necht 4 € 2,
BeU, Ac B = f(4) < {(B). Pak funkce f je nezdporni.

19-10.*% Necht f je nezdporna aditivni funkece v mnoZinovém télese 2.

Necht 4;eA(1 =i=n=1,2,3,.. Pal\,(ZA)&zf

§ 20. Obecna teorie miry.

20°1. V celém odstavci predpokldddme: Je ddno mnozinové téleso
ACP; je déna konednd nezdpornd o-aditivni funkece u v oboru 2.
Mnozinu M C P nazveme shora u-méfitelnou, kdyz existuje po-

o0

[

sloupnost {4,};° takové, Ze Aye A (n=1,2,3,...), Z A, D M.
n=1



142
Oznadme 9)2,, systém vSech shora u-méfitelnych mnozin. Nésledujicf

dvé véty jsou zfejmé:
2001°l. M e My, M' C M = M e IN,.
2012 My e M, (n=1,2,3,...) = > MpeM,.
n=1
Z nich plyne:
20°1'3. AN, je mnodinové o-téleso.

Ziejmé Y C M, takZe podle 20°f-3:

20714, =(A) C M,..
Je-li M € N, oznaéime | M |, a nazveme horni (také se ikd vnéjsi)

p-mérou mnofiny M infimum mnoziny ¢éfsel z u(d,), kde {4,}i pro-

n=1

bihé viecky posloupnosti takové, de A, e, D AnD M. Ziejmé

n=1
0 | M, §_°°
Nésledujici dvé véty jsou ziejmé:

20°1'5. Necht M e SR,, M’ C M. Pak |M'|,< | M|,
20°1'6. Necht My, e M, (n=1,2,83,...). Pak

-}
2 M,
n=1

Mno%inu N C P nazveme yu-nulovou, kdyZ Ne R, a | N |, = 0.
Systém viech y-nulovych mnoZin oznaéime N,. Z 2011 a 20°1'5 plyne:

2001°7T. NeN,, NNCN = N' e N,. ,

Z 20°1°2 a 20°16 plyne:

20°1°8. Npe N, (n=1,2,3,...) = ZNnegz,,

n=1
Z 20°1°7 a 20°1'8 plyne:
20°1'9. N, je mnodinové g-téleso.
20°1°10. Necht A €. Pak | A |, = u(d).
Ditkaz. 1. Polozme A, —A Ay,=0(n=2,3,4,,..). Pak 4, ¢,

ZAnDA tedy |4 < Zu(A..) = ().
II. Necht |4 |,,<,u A), méme dojiti ke sporu. Jeito. |4 [, <
< ,u(A), existuji mnozmy A, eQA n=1,23,...)a cislo ¢ € E; takovs,

Ze EA D4, Z_y (4y) < ¢ < p(A). Polotme B, = ZA.A Jeito A

n=1

je mnozinové teleso, je Bne?l. Jeito u je nezé.porna, adltlvni funkce
v oboru 9, podle cvié. 19-8 a 19-10 je u(Ba) < Zy(A.) < 2 ulds) <e.

@©

=ZIMIp

n=1
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Jezto A = ZB,., B,CByi1, ByeU, AU a jeito I je o-aditivni

funkce v oboru ‘2[, podle 19- 2 2 je u(A) = lim u(By,). Jeito u(B,) < c,
je u(4) < ¢, co¥ je spor.
Mnozinu LCP nazveme y-méfitelnou, Ldyi kazdému ¢>0 lze piita-

diti posloupnost {A,,}l takovou, %e 4, € U, z A, DL, Z Ay—L| <
n=1 n=1 I3

< &.*) Oznatme £, systém vSech u-méfitelnych mnozin.

20111, N, CL,.
Dikaz. Necht’ N 59'2,, Zvolme & > 0. E‘{lstujl mnoZiny A, e

takové, Ze ZA,.DN z,u(A,.)<s Podle 20°1'5, 20°1'6 a 20°1°10

je

= S

I4IM8

| Au = Zu(An) <e.

-]
> A,—N
n=1 w

Tedy N e L,.

20°1°12. Necht Lye®, (n=1,2,3,...). Pak ZL,,GQ,,
Dikaz. Zvolme ¢ > 0. Existuji mnoZiny Am (n, 1= 1 2, 3 ..

[}
2, As
n=1

takové, ze A, e A, ZA,,,DL,,,\ZAM } . Jest 21 ZA,,.:)
n=11t=1
321: a jeito z 2.4,., Z L,.cz (ZA,,;—L,. , dle 20°1'5
n—lt—
&20'|'sj95t Z zAm"‘ Z é Z Am""L < z 57; =& |
n=1i=1 n=1 n=1|i=1 n=1
Tedy D, Ly e L,

n=1
20"1"13. Necht LeLy L' €Ly, LOL'. Pak L— L' €8,.
Ditkaz. 1. Doka?me, Ze

AeU, LeLy = ALeL,.
Zvolme & >0. Jeito LeL, existuji mnoZiny A, takové, Ze

> 4,0 L, _—L‘<e. Jost Ad, e, D, AAy D AL a podle
n=1 n=1 u n=1

20°1°5 jest ‘2 AA, —AL| <e. Tedy AL €L,
n=1 /]

o ———— 0 . @
*) Jetto Ay < U 34y 2Ly jost LMy, tedy 34, —L <M, (podle

n=1

-]
20'1'3 a 20°14), tak¥e ¥islo | DA, —L |, je definovéno.

n=1
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II. Dokazme, Ze
AeU, LeLy, ADL=A—Le8,.
Zvolme ¢ >>0. Jeito LeL,, existuji mnoiiny A, eA takové, Ze

2. AsDL, |2 A, — L

n==1 n=1

n
v mnozinovém télese I, podle cvié. 798 posloupnost {,u(A . ZA;)}
i=1

< &. Jezto u je nezdpornd aditivni funkce

u
o

n=1

neklesd a jest 0 ,u(A . ZA,-) < p(d) < . Tedy posloupnost
i=1

{ (A ZA )} je konvergentni (v prostoru E,), tedy je cauchyovsks,
-1
takZe ex1stu]e index p takovy, Ze

»
n>p= 0§,u(A . ZA,-)—M(A . 2A¢)<s
i=1 i=1

Jezto

Z A, — L| < &, existuji mnoZiny B, e Ql takové, Ze Z B, D

1] n=1

:)ZA —L, Z w(By) < e. Polozme C),= AA;, Cpy1=A4A4n 11—

ﬂ-—

— EA,- (n=1,2,3,...). Mno¥iny C, (n=1,2,3,...) jsou dis-
i=1

junktni a nslezejf do Q. Jest >, CpDA. ZA —zA Aviak
n=p+1 n=1
pro ¢ > p je

o)=da
)=

q

-

tedy Z w(Cp) < e. Jest
n=p+1

/_\

?Me F_M~

VA o0
A—LC (A — ;A,,) + (nZIAn —

jest
»
A— D AgeU, BieU. f (2)
n=1 )
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Jest:
y (-2 @ ?
[(a— S ) +3m|—a—nc3m ot (a3 a)c
© © P o ©
C Zan + (A zlAn— ZlAﬂ) C Zan + z} 101;,
n= n= = n= n=p-
tedy

l[(A—Z 4 )+1}_‘ B ] S 2 B+ D wC)<2. B

Podle (1), (2), (3) a jeZto &islo € >0 je libovolné, jest A — L e L,.
III. Necht nyni LeE,,, L'ef, LDOL. Zvolme e > 0. Jeito

Le®,, existuji mnoZiny A, % takové, Ze Z A, DL, (Z A, —
—L|,<e Podle I jest A,L' €L,, takZe podle II je A4, ——-L’
=4, — A,L' € 2,. Tedy existuji mnoZiny By; e U takové, ze ZB," )

i=
[}

DA, — L, 23,,,-— (An ——L')i <—. Jezto ZB,“D Ay —
=1 1=1 n=1
—L'DL— La,z ZB,,,-—(L L)C (ZA —L)+ Z [ By
n=1 i=1 =1 =1

— (4 — L") |, podle 20°1"5 a 20°1'6 jest

2 2 Bui— (L—L)| < | D Ag —
n=11i=1 I3 n=1

+2 ZB,.,-—(A,.——L')|<8+ 221,,:2&
n=1|i=1 I n=1

JeZto ¢ > 0 je libovolné, jest L — L' e L,.

Z vét 184'5, 20°1"12 a 20°1'13 nésleduje:

20" 114, L, je mnofinové o-téleso.

20°115. Jest 7(A) C L,

Diikaz. Podle 20°1°14 stadf dokdzati, Y U C L, Kdyz 4 e,
poloime 4, = A, A4, =@ pron =2, 3,4, ... Pak jest 4, ¢ a podle
19:1-1 a20|10]est

[

ZA,.-—A

n=1

= #(ﬂ) =0,

takie 4 €L,
20°1°16. Necht Le$L,. Palc existuje posloupnost {L} takovd, Ze:
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[1] LpeLu [2] mnofiny Ly jsou disjunkini, [3] 0< | Ly |, < oo,
0

4] 2 Ly=L.

n=1

Ditkaz. Existuji mnoziny A, e tako‘-ré, ze Z Ay D L. Poloime

n=1

B, = 4, Biy1= Api1— ZA. n=1,2,3,...). Pak jest ZB,.DL.
n==1

a mnoZiny B, jsou dls]unktni Jeito QA je mnoZinové téleso, jest’

B, €. Polozme L, = LB, Pak je z L, = L s disjunktnimi séitanci

a podle 20°1°14 a 20°1°15 jest L,.eE Podle 20°1°5 a 20°1°10 jest
0= | Ly s < | Bulu= p(Bn) < 0.
Pozndmka. Je-li ddno mnoZinové téleso K C £, takové, Ze Le R
a e deU = AL e R, pak podle nafeho dukazu je také L, ¢ K.
Horn{ u-mira mno#iny L e £, se nazyvé krétce p-mira mnoziny L.
20°1"17. u-mira jest c-aditivni funkce v oboru £,.
Ditkaz. I. Necht Lef,, L' e€fL,, LL' = @. DokaZme, %e |L +
+ L' |,=|L|s+ | L |s Piedpoklddejme opak. Podle 20°1'6 jest
| L+ L | <|Llu+ | L' |4 takie existuje ¢ >0 takové, Ze
|L+ L' |u+6e<|L|u+ | L |u

Jetto LeLyu, L €L, existuji mnotiny A, e, A'neA takové, Ze

> Ap—L

n=1

ZA S L, ZA',.:)L'

n=1

<¢g,
“

SAn—I
n=1

<e (4)
n

* PoloZme

B,=A4,, By=A4"1—A4,, Byy1=A4p+1— Z(Ai + 4%),

n
B’"+1 = [A’n+1— zl(A,, + A,i)] —-—A”+1 (n =123,.. )
f==

Pak jest By e A, B’y e A, systém viech- mnozin
B, Bp m=1,2,3,...)
je disjunktni, dédle jest
Bt SB=3 et S A ®)

ﬂ’

a konecné jest

© o ‘o @ ‘ ) © © ©
S AnCD Bat Dodn. D Alny 2ARC D Bt 2 An. 2 A'n (8)
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
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Podle (4) a (5) jest

ZBn+ EB' CL+L + (ZA,,_L)+ (EA',,—L'),
n=1 n=1

n=1
takie podle (4), 20°1*5 a 20°1'6 jest pro viecky indexy p, g

7
n+ 2, Bln| <
=1 n=1 I
Aviak (v. 20°1°10)
/3 e
Z&+Zm

takie Z A(B) + Z w(B'n) < |L+ L' |, + 2. Tedy

n=1

|L+ L' |, + 2.

P q
=y( z B, + z B’ ) z P(Bn) + Z ,“(B'n)

n=1

ZM&FFZMFM<IL+UM+% (7)

n=1

< 2, takZe

"

Podle (4) a 20°1'5 a jeZto LL' = @, jest

?Ms

@

existuji mnoZziny C, ¢ 2 takové, Ze z A,

< 2. Podle (4) a (6) jest L C z B, + 2 Cp, tedy | L |, g

(C’n) <

(n)+

nMS ||M8

+ 2 w(Cn) < Z (Bn) + 2e. Podobnd | L' |,, < Z u(B'n) + 2¢, tak-

Ze ze (7) nésledu]e, Ze

[ Llu+ | L u< | L+ L' |4+ 6e
" coZ je spor.

II. Necht L,ef,, LeL, a L= ZL,, s disjunktnfmi séftanci.
Méme dokézati, Yo | L |, = Z 1L | Predpokléde]me opak. Podle
20°16 jest | L[, < Z | Ln |4y takZe existuje index p takovy, Ze

n=1

P
2. In
n=1

; jeZto
“

b »
Lly<2 |Inls Aviak podle I jo 3 |Lnlu=
n= n=

» v
z L, C L, podle 20°1'5 dostdvéme spor
=1

P
ILIII<"ZIIL7III4= PélLlw
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20°118. Ke kadé M < I, existuje L e 7(2U) takové, Ze
MCL, |M|y=|L|x
Dikaz. Pro n=1,2,3,... existuji mno¥iny 4nie A (=1,2, 3,..)
takové, Ze ZA,,;:)M Z,u(Am)< | M |, + ;1;-, takie (v. 20°1'6
a 20110
< |-M |n+"

“

Z A

i=1

Polotme L, = ZA,,.-. Pak jest Ly ev(A) & M C Ly, | Ln o< | M |4+

l Polozme L = HL Pak jest L e ©(A) (V- |843)3MCLCLm

n

1
takie podle 20°1'5 jest |M |, < |L[uZ|M|u+ - tedy | L=

= | M |
20°1°19. Necht M59)2,,, | M |, < . Necht existuje mnoZina
LeQ, takovd, e LCM a e |M|,=|L|, Pak jest M L,
Dikaz. Podle 20°1°15 a 20°1°18 existuje mnoZina L' e £, takovs,
te MCL ate |M|,=|L |, Tedy LCL a |L|,=|L'|,< co.
Podle 20°1°14 jest L' — L e%,, takie podle 20°1'17 jest |L'|,=
=|L'—L|u+ | L], tedy |L' —L[,=0. Jeito M CL, jest
M —LCL —L, tak¥e podle 20°1°7-a 20°1"Il je M — Le&,, tedy
M =L+ (M —L)efL, podle 20"1"(4.
20°1-20. Necht My, e My, My C Mpy1 (n=1,2,3,...). Pak

Dikaz. Podle 20°1°b jest | M, |, <

—hm | M u-

, takZe
"

lim | M, |, existuje a jest ’iM,,‘ > lim | M, |, Podle 20118
existuji mnotiny Lne®, takové, 26 MnCLn 8 |My|,=| Ly |
Polozme L', = ﬁL,. Pak jest L'ye L, (v. 1843 a 20°(°14) a M, C
CL',C Ly, ta.k'i:’r(v. 20°1'5) jest | My |u=|L'n|u Jest L'y C Lps1,
takZe podle 1922, 20114 a 20°1*17 jest LEIL’,, "=v1im|L’

n

nlu=

= lim | My |,. Aviak D L'yD > M,
n=1 n=1
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o]

2. M,

| n=1

, ta.kie < lim | My |, Jeito také

"

\%

i M, ZM,.

> lim | M, ;,,, Jest. ZM _lim!M |

20°121. Necht Meg)‘t,, Emtuye Lefy takovi, ¢ M CL a %
pro kaZdou X €L, jest | MX |, = |LX |,

Dikaz. Existuje posloupnost {A,,}l takova, ze A, € A, Z A, DO M.

n=1

m

Polo¥me B, = ZA Pak jest BpeQ, B, CByi1, ZB S M. Podle
20" 11 jest MB,,eQ)I,,, tak¥e podle 20°1°18 exxstu]i mnozmy Lype®,

takové, ¢ MB, C Ly, | MB, |, = | Ly |4 Polotme L', = I—l L;. Pak
Lpe®, (v. 1843 a 20°1°14) o MB, CL'aCLy, taklo | MBy|,=
= |L'nls (v. 20°'1'5). Polotme L= D L'n. Jest M — fMB,. cL
a Le 2,,. ) " "
Zvolme X eL,. Jest MB, C L',, takZe podle 20°|'5 jest
| MBp — X |, + | MB.X lué | L'n— X |u+ IL"lX loe
Avsak podle 20°1°14 jest L'n—X €8y, L'nX €L, takie podle 20°1°17

jest
| L'n—X |u+ | L'aX |p= |L'n|u=| MBp|u ®)

Tedy | MB,— X |,+ | MBX |,< | MB, |, Podle 20°1'6 je také
| MB, — X |s+ | MBuX |, > | MB, |, takie ,
| MBy— X |+ | MB,X |, = | MB, .. (@)
Podle 20°1'5 a 20°1°16 jest
CeMy, CCBr=>0=Z|C|u< | Bn|p=pu(Bs) < o,
takZe podle (8) a (9) a jezto MB, C L'y,
| MB,X |u= | M B, |14_ | MB, — X l#g |L,n ls— |L'n_X |14=
= | L'nX |4 (10)
Jeto Bn C But1, O, B DM, L'y CL'yts, D, L'n= L, podle 20°1-20
n=1 n=1
jest
| MX |y =1lim | MB,X |, |LX |s=lim | I'sX |,
tak¥e podle (10) jest | MX |,>|LX |, Jeito M C L, podle 20 "5
je také | MX |, < | LX |,, tak¥e | MX |, = |LX |,..
20°1"22. Necht M C P. Nuinou a postatujici podminkou, aby bylo

M € L, jest existence mnoimCaNlakwych %C=M-+ N, C’er(‘ll),
N eN,.
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Dikgz. 1. Podminka stadi podle 20°1°7, 20°1-11, 20°1°14 a 20°1-15.
II. Necht M €£,. Pro n=1,2,3, ... existuji mnoZiny Ay e?U

& 1
(=123,...) takové, te M C D> Ap | EA,“-_M|,,<_n__ Po-
i=1 i=1

logme C = > Apiy, N = C — M. Pak jest M CC,tedy C = M + N,

n=11i=1

dsle C e () (v. 184'3), koneéné pron = 1,2, 3,...jest N C D, Api —
i=1

— M, take podle 20°1°1 a 20°1'5 jest N e M., | N [, < %— pro viecka

n, tedy |N|,=0,t j. NeRN,.

20°1'23. Necht M C P. Nutnow a postatujici podminkou, aby bylo
M € L, jest existence mno¥in C a N takovych, ¢ M = C + N, C ¢ ©(),
N € gzp-
Ditkaz. 1. Podminka staéf podle 20°1-11, 20°1"14 a 20°1°15.

II. Nechﬁ M e, Pak M e M, takie emtu]i mnoziny A, e

takové, Ze ZA D M. Jest ZA,,et(Q[), takZe ZA — M € £, podle
20°1°14 a 20 I 15. Podle 20- | 22 existujf mnozmy D a K takove, e

= (EIA,, — ) + K, D e (), K ¢ N,. Polotme Dy = D .";A,,,

N=KM3 A, Pak jest Dyez(A) a (v. 20°1'7) N eN,. Polozme

n=1

Z A, — D,. Pak je Ce7(U) a lehko se presvédéime, %e M =
— 0¥ N

20'2. Necht opét Q je dané mno¥inové téleso a u je dans koneéns
nezdpornd o-aditivni funkce v oboru . Pro L e £, polotme ¢(L)=
= | L |, Pak plati (v. 20°1"10 a 20°1*17):

(1] ¢ je o-aditivni funkce;

(2] parcidini funkce @y jest identickd s p,

[8] ¢ je needpornd funkce.

202°). V oboru L, je u-mira jednoznainé stamovena vlasinostmi
11, [2], [3].

Dikaz. 1. Doka?me napied, %e pro kasdou L € £, je ¢ (L) < | L |,.
\Techt’ naopa,k @ (L) > | L |, Pak existuji mnoZiny A, e Y ta,kové e

ZAn S L, ZMA ) < @(L). Polokme B, — 4,, B,;+1—A,,+1—ZA

(m=1,2,3, . ). Pak jest B,.e<21,2.4.=_ ZB;, ZB,. S L a soudet
=1 i=1 n=1
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o n n \
‘ ZB,, je disjunktni. Podle cvi¢. 19-10 je Zﬂ(Ai) = u (ZA,):
i=1 i1

n=1

n n n %
=,¢(_ZIB.,-)=2[,4 (Bs) =_21¢(B,), tedyzlcp(B,-) < @(L). Jeito ¢ je
i1 i= 1= 1]
o-aditivni v oboru £,, jest Zq;(Bi) = ¢(ZB.,-), tedy tp( ZB,') <g@(L).
i=1 i=1 =1

To je spor, nebot ¢(ZB¢)£ @ (L) podle cvié. 19-8.
i=1

II. Necht pro néjakou Lef®, jest @(L) | L[, Podle I jest
@(L) < | L|, Jako v I uréeme disjunktni mnoZiny B, e tak, %e
B0 @

LC2, By Jest LByc®, a L= LB, s disjunktnfmi séftanci. Tedy

n=1 n=1
o

(D)= 2¢(LBu), | L|y=23, | LBy |u Podle Ije g(LBy) < | LB, |,.

n=

Jezto @(L) < |L |, existuje index p takovy, Ze @(LBy) < | LBy |,.
Podle I je 0 < @(By, — LB,) < |B, — LBy |, < u(Bp) < 00, tedy
U(By) = @(Bp) = ¢(LB,) + @(Bp — LBp) < | LBy |u + | B, — LB, lu

. = | By | = u(Byp),
coZ je spor.

Vlastnostmi [1] a [2] neni u-mira vidy jednoznadné stanovena
v oboru £, (v. cvié. 20'7); avsak (sr. 20°1'15):

2022, V oboru () je u-mira jednoznaéné stanovena viastnostmsi
[1] a [2].

Diaikaz. I. Zvolme A ¢ a doka¥me, %e

Cer(A), CCA=¢(0)=|Cp

Polozme Y* = E[X C 4, X € U]. Podle cvié. 18-21 je 7(A*) =E[X C 4,

. X X
X e7(AU)]. Polome € =E [X e 7(A*), ¢(X)=|X |u]. Ztejmé QU*

x

C € C7(/U*). Mdme dokdzati, ze € = 7(A*).

Ms

Necht C,, ¢ € a necht soudet Z C, je disjunktni. Pa,kqa( O’,,) :

n=1 =1

)

@ ©

=ﬂ;¢(0n)’ z Cn

n=1
€
2, Cn

y 6.5. 2 Che@.
n=1 " n=1 '

- Necht Cp €€, Cp D Cpyy Jest @(Cy) = |04 jeito C,C A,
|4 u = u(4) *+ + oo, podle 1912 je |Cy|. ==+ co. Tedy podle

= 2 lon f/n (P(Cn) = l Cn lm tedy <P(Z C'u =
B n=i n=1
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192'3 je <p(1_[10,,) =
==
=|Cu|;n je (P(IIOn)z , b . I—IIC"EG_.
n= u ne=

Nyni vychézi z 1855, Ze § = 7(U*).
II. Necht Ce7(Q). Pak C e N, tak¥e existuji mnoZiny A, A

el

lim ¢(Ch), |[ ] Ch

. Jeito p(Cy) =

n

&, n
takové, Ze ZA,,:) C. Poloime B, = A,, By, = Ap4+1 — Z A;

n=1,2,3,...). Pak jest B, e, Z B,DOC a soucet Z B, je dis-

n=1 =

junktni. Tedy C = Z CB, s disjunktnfmi sdéitanci, tak¥e @(C)=

qu(OB,,) |Clu = Z | CBp |u. Podle I je viak ¢(CBa) = | CBy |y

n=1

ta,kze o(C) =0 |

V piedchdzejicim ditkaze bylo uZito nezdpornosti funkce u pouze
pro existenci funkce s vlastnostmi [1] a [2]. Tedy plati obecnéjsi véta:

20'2'3. KdyZ | je koneéna o-aditivni mnoZinovd funkce v mno#i-
novém télese AU, pak existuje nejvyé jedna o-aditivni mnoZinovd funkce ¢
v oboru t(Q) takovd, Ze parcidlni funkce pq jest identickd s f.

20°3. V tomto odst. jsou P a @ dva dané prostory (t. j. dvé dané
mnoziny == @). P je systém vSech podmnoZin prostoru P; &) je systém
viech podmno#in prostoru . Predpoklddejme, Ze je ddno mmoZinové
téleso U C P a koneénd aditivnf funkece y, v oboru , ddle mnoZinové
téleso B C QA a koneénd aditivni funkee u, v oboru B. Pozdéji pri-
pojime predpoklad, Ze funkce u, a u, jsou nezdporné a o-aditivni.

Definujme koneénou mno#inovou funkei p;, v oboru (A, B)
(v. odst. 182) takto:

AeU, Be B = pp(d X B) = py(4) . po(B).

203'1. pyy je aditivni funkce v oboru (A, B).
Dikaz. Necht A €U, Be B, 4;eU, B;ie B (1K 1,< m); necht

A X B = Z(A, X B;) s disjunktnimi séftanci. (1)
Mdme dokéizati, Ze

" (A).pg(B) = Zm(Ao pa(Bi)- @)

Ztejmé stati, provedeme-li dikaz za predpokladu, e 4; % @ ¥ B; pro
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m m
1< i< m. Pak z (1) snadno nédsleduje, Ze 4 = z A;, B= Z B,.
- i=1 i=1

Jesto AU a B jsou mnozinovd télesa, podle cvic. 1820 existujf dis-
junktni mnoZiny A4’;eA (1< AX u) a disjunktni mnoZiny B', ¢ B

1< v< v) takové, ze A"3+0, Ze B, +0, Ze A= Z A';, B=
= _ =1

v
= 2 B’,, a %e pro kazdé ¢ existuje podmnozina U; mnoZiny U sloZené
r=1

z ¢fsel 1, 2, . . ., v a podmnoZina V; mnozZiny V sloZené z éfsel 1,2, .. .,
takové, Ze
— 4% Bi=3B,
AUy veV;
Tedy _
A; X B; = Z (4’2 X B',) s disjunktnimi séitanci,

)T xV;)
takZe podle (1)

m

AX B= D 2, (41X B,
i=1(A»)e(U; xV3)

s disjunktnfmi séitanci. Mimo to je viak také
AXB= > (431X B,
(2,9)e(UXV)
a jest A"3 X B’, & @. Porovnénfm nésleduje, %e
UX V= ZI(U,- X V) s disjunktnfmi séftanci.
=
Jedto u; a u, jsou aditivni, je

py(4)) = Z t(4'2), po(Bi) = Zu,(B Y

takZe re¥s
- (l,v)c(zUxV) #(4’s) ‘/‘E(Blv) Z (') . Z ,ug(B',).
Aviak 4

m(d) = glm‘w», pa(B) =2, (4B,

takze plati (2).
E. Gech: Bodové mnotiny. 11
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Systém (A, B) md podle 18-2'5 vlastnost «. Tedy podle 19-3-|
a 20'3°| lze urditi pravé jednim zplsobem koneénou aditivni funkei @
v mnozinovém télese #(, B) tak, Ze parcidlni funkce @(q,m) jest
identickd 8 u,,. Bez obavy z nedorozumén{ .budeme psiti y,, misto ¢,
tak%e nyni u,, je mnoZinovéd funkce v oboru #Ql, B).

V nisledujicim predpokldddme, Ze u, je koneénd nezdpornd
g-aditivni funkce v oboru  a Ze u, je koneénd nezdpornd o-aditivni
funkce v oboru B. '

20°3-2. uy; je koneénd nezdpornd o-aditivni funkce v oboru (U, B).

Diakaz*) 1. u,, je koneénd nezdpornd aditivni funkce v oboru
#A, B) podle 19:3'1. Zbyvé dokdzati, Ze u,, je o-aditivni v oboru
HU, B).

II. Podle 19-3-2 stadi dokdzati, Ze u,, je o-aditivni v oboru (%I, B).
Necht tedy 4 e, BeB, 4,¢qU, BpeB (n=1,2,3,...) a necht

A X B=2 An X B, s disjunktnfmi sftanci. (3)

n=1

Méme dokézati, Ze
ta(A) . pa(B) = glm(A,.) . ia(Ba). )

¥4
Piedpoklédejme opak. Pro ka?dy index p je uy, (2 Ap X B,.) =
n=1
P P Y
— Z ,,IZ(A,, X Bp) = 2 #a(A) - px(By); Jeito 21.4,. X B,CA X B,
n=

podle cvié. 198 je tedy z Ui(An) . us(Bn) < py(4) . ,uz(B) Tedy, jeZto

rovnici (4) mdme za nespra.vnou, mus{ byti levd strana vétsi neZ pravé.
Jeito funkce u, a p, jsou nezdporné a koneéné, existuje tedy ¢ >0
takové, Ze

glul(An) . e(Ba) < pa(4) . [ug(B) — £).

III. Podle cvié. 3:14 existuje prostd posloupnost {pa}r, jejiZ
dleny tvofi prévé systém vSech koneénych stoupa]fcich posloupnosti
prlrozenych éisel. Je-li

on = {ki}i=1, ®)
rozeznavejme dva pifpady podle toho, zda jest & neni
m .
Z pa(Br;) = po(B) —e. (6)

*) V. Z. Lomnicky et S. Ulam, Fundam. Math. XXIIT, 1934, str. 247
aZ 249.
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m
V prvém piipadé poloime Cj = HAL',-’ ve drubém Cj =0, takZe
i=1
CreA pro kazdé h.
IV. Polofme D, =C,, Dj+1= Cp+1— ZO, h=1,2,3,...).

Pak je Dj e U, mnoZiny Dy (h=1,2,3,...) jsou disjunktni a E D=
= > Ci
=1
V. Pfi daném indexu % a pfi oznaéeni (5) necht v soudtu z

n
probihé » pravé hodnoty ki, ks, ..., ky. Pfi daném indexu = necht
[n]
v souétu >  probfhé h privé ty hodnoty, pro nés pii oznadeni (5)

(&)

h
nékteré z &isel ks (1< ¢ <X m) je rovné n.
VI. Pfi daném n pro kaZdy z indext A v soudtu
' [n]
Z #1(Ds)

est Dy C Cy C A, Jeito mnoZiny Dy, jsou d18]unktni jest (v. cvié. 19-8)
[n]
2, t(Dn) < p(4n),

tedy
[n]

2 a(An) pa(Ba) 2 3, pia(Ba) - 2. pa(Dn):

h

JeZito u; a u, jsou nezdporné funkce, je dovoleno napravo vyméniti
pofddek sumaci, takZe

< ® ®)
r.2=:1ﬂl(A") #a(Bn) 2 gll‘l(Dh) ; pa(Bh)- (7)
Pii oznalenf (5) jest .
(h) m
; .uz(Bn) = igllug(Bki)'

Je-li Dy, = 0, je také Cj = ¢, takve plati (6), z deho plyne
) '
(D) - 2, (B) Z (D) - el B) — &, (8)

a to plati oviem (v. 191" i v pnpa,de Dy = 0. Ze (7) a (8) nésleduje, %e

Zm(A,,) Ha(By) = [po(B) —£] . Zm(D,.) (9

11+
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VII. Zvolme bod ze A a oznaéme N, mnozinu téch indexi =,
pro néz je x e A,. Vylu¢me trividlni piipad B = 0, takze ze (3) plyne,
(o)
je A= > A, takie N, = 0.
n-=
Predpoklddejme nejprve, Ze mnozina N, je konec¢nid. Pak existuje
p - b
index h takovy, ze pri oznacCeni (5) mnoZina N, se sklada prave z ¢isel k;
1 <1< m). Ze (3) a z definice mnoziny N, ndsleduje snadno, Ze mno-
=t = x )

7IIr m
ziny By, (1 < @ =< m) jsou disjunktni a Ze P B = B, takze Zlug(l-j,,’.) =

i1l
m

== ug(f), takze plati (6). Tedy jest (]',,ﬁITAA.[, tedy jest xe ().
i1

Obratme se k piipadu, kdy mnozina N, je nekonecna. Pak existuje

stoupajici posloupnost {k;};~,, jejiz ¢leny tvoii pravé mmoZinu N,.

Ze (3) nésleduje opét snadno, Ze mnoZiny By, (1 =1,2,3,...) jsou
disjunktni a ze ZB = B. Jezto u, je konetnd o-aditivni funkce

i1

v oboru B, jest 2/12 Br,) = py(B), takZe existuje index m takovy,

ze platl (6). lumstuje index h takovy, Ze plati (5), nacez jest opét (', =

L HAL a ”C(-_'(V/,

Tedy ke kazdému x € A existuje index k takovy, ze x ey, t. .

AC Z Cy. Ztejmé je také Z(”I, C A, tedy Z Ch = A, takze (v. 1V)
h=1 h=1 h=1

0

A :ZD;,, s disjunktnimi scitanci. - Jezto u, je o-aditivni funkce

v oboru U, je Z pa(Dp) = ug(A), takze (9) dévd

h=1

o0

Z‘MI(A,» - ta(Bn) = pa(A) . [us(B) — el

n=

COZ je spor.

Podle 20°3'2 muZeme viecky vysledky odst. 20°1 aplikovati nejen
na funkce u; a u,, nybrz i na funkei uy,. Pro jednoduchost piSme

IA Il’ !B |2’ [C [127 mb 9j22’ 9)‘212’ 21> 225 212> Cjzl’ mz, gzu

resp. misto
i [/1 |Mx> l B 2 932#1’ 932.”2’ 9)2.“-(2’ 2!‘1’ Eltz’ 8#12’ gz/"l’ gt/‘z’ 9‘z/'m'

V nésledujicim jest 0.00=00.0=0 a ¢. 00 = 00.c¢= 00 pro
ceR, ¢ >0.

M2
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203'3. Necht X e t(AU), Y € 1(B). Pak
| XX Y= |X].| Y (10)

Dikaz. I. Podle 20°1°15 a podle cvié. 1819 jest X e£,, Y €Ly,
X X Y € £, tak¥e obé strany rovnice (10) maji vyznam. Podle 20"1°10
rovnice (10) je sprdvnd, kdyz X e, ¥ ¢ B.

II. Zvolme A e, BeB. Polozme Y* = E[X eA, X 4l

B* = E[X €eB, XCBHB. Podle cvié. 1821 je r(Ql*) = E[X e 7(A),
XcC A], 7(B*) = E[X € 7(B), X C B]. Zvolme By ¢ B* a oznacme A’
systém téch X e t(‘2[*), pro néZ | X |,.|Bylo=|X X By |se Jest

A C #(A*) a podle I jest A* C A’ Necht X, e A’ a necht X = Z Xa
s disjunktnimi scit&nm Jest | Xpl|;.|Byly= | X, X Byl;. & podle

20°1°17 jest |X|1—2 | Xnl | X X By o= 2 |Xa X By |ig, takie

X eA'. Necht X, e U, XD Xpy1, X = Hx,, Podle 20°1°5 a 20°1°10

jest 0 |X; [ S [4 ] = m(4) < oo, tedy 01Xy - | Bole S
#a(4) . us(Boy) < 0. Jest IX i | Bo |2— | X X By |;; & podle 19723
a 20°1"14 jest |X|1—hlen|1, | X X By ljg=lim | X, X By 5s,
takie X e A’. Jeito Y* je mnozinové teleso, soudime z 85D, Ze
A = 7(A*), tedy Ze

X et (U*), BoeB* = | X |1-|Byle =| X X By pna.

Zvolme X e 7(U*) a oznatme B’ systém téch ¥ e 7(B*), pro né%
| X L. 1Y ]e=]|X XY |jp. Jest B’ Ct(%*) a pravé bylo dokézéno,

¥e V* C B'. Necht ¥, e B’ a necht ¥ = z Y, s disjunktnimi sé&i-
tancl Jest | X |;.|Yple= |X>< Y,z a podle 20°1°17 jest | Y |3=

_Z|y,,|a, | X x Y|12_2|X><Y les tak¥e Y ¢B’. Necht
n=1

Y e B, YD ¥pi1, ¥= TIY» Podle 20°1'5 a 20°1°10 jest 0 <

SIXL L 4= A)<°0,0<|Y1[z IB!s—,un(B)<oo, tedy
0<|X.17, |2<oo Jest | X | Ynla=| X X ¥y ;e a podle 19:23
a 2001°17 jest |Y|p=1lim|Yaulp, [|X X Y|s=1m|X X ¥,ls,,
takZe ¥ ¢ B’. Nyni vychézf z 1855, Ze B’ = 7(B*).

Tim je dokazdno, e rovnice (10) je sprdvnd, kdyZ existuji mno-
Ziny 4 €A, BeB takové, e X CA, YCB.

III. Necht X e 7(), Y € 7(B). Pak jest X e M;, ¥ ¢ M,, takse
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-] o
existuj{ mnotiny Ape A a B, ¢ B takové, Ze X C ZlAn, YC 2 B,
n= n=1
m n
Jest Z A; e, ZB,-eCB, tak¥e podle II je pro viecky indexy =
i=1 j=1

12

n n
j=1

i=1 7

.'Y >B;|=
=1

n
X DA
i1
Aviak podle 1922 a 20°1°17 jest

T n n
lX]lzlim\XZA,- , ]Y|2;HmIY. -ZIB"
i=1 1 §==

1

s
2

n n
| X X Y |;p = lim . leAi X Y.ZlBy'

= j=
Tedy plati (10). .
20-3-4. Necht X 59)21, Ye mz nebo X eml, Ye 9)22, Pak jest

XX Ye mlz.
Dikaz. Pro urditost predpoklddejme, %e X e M, Y e M,. Jeito

12

X € 9M,, existuji mno¥iny A, € A takové, e X C ZIA,,. Podle 20°1°18
n=
existuje mno#ina Z ¢ 7(B) takové, e ¥ CZ a | Z |y = 0. Podle 20'3-3
' o«
jest | Ap X Z|;3=0, takZe podle 20°1°8 jest l z A, X Z| = 0.
=1

n 12
Tedy podle 20'|'7 je | XX Y|e=0,t . XX Y¥eNp.
© 2035, Jest 7(2,, L) C Ly @
Lie®, LyeL =>_lL1 o | Lele =Ly X Ly |y
Dakaz. Necht L,e®;, L,eL,. Podle 20°1°23 existuji mmnoZiny
Cret(A), Cre71(B), Ny e Ny, Ny e N, takové, te Ly = C, + Ny, Ly =
= C, + N,. Pak jest Ly X Ly = (C; X C) + (Cy X 1\_73) + (N, X Gp) +
+ (N, X N,). Prvy séitanec néleZi do (A, B) (v. cvié. 18:19) a ostatni
s¢itanci podle 20°3*4 néleZejf do Ny ta.kie_ L, X Ly € £;, podle 20°1°11,
20114 a 20°1°15. Podle 20°1'5 a 20°1'6 jest .
|01l1§|L1]1§101|1+ | Ny =1Cy
takse | L, |; = | Cy |1, & stejnd se dokéZe, te |Lylz=|Cply a | Li X
X Ly ;= | Cy X Cs}is- Aviak podle 2033 jest'| Cy X ’02’|1z = [Cy il Calos -
takie | Ly X Lghe=|Ly |- | L lp. Jeito bylo dokézéno, Ze (£;, £3) C

C L1 jest 7(Ly; o) C £ye podle 20°1-14.
Kdy% CC P X @ a kdyZ z € P, y €@, poloZme

' y(0) = E[(, y) € C], 0"4(0) = ]’3]1[(3': y) e Cl,

takze ,
o’y(C) C P, ¢",(0) C @,
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€= [(x) X 6"5(C)] = 2[a'y(C) X (y)].
TeP yeQ

90:36. Nech! L e (2, L,). Pak
Yye@ = 0d'y(L) e,
xeP = ¢";(L) e Ly

Ditkaz. Oznaéme R systém téch L e 7 (€, £2), pro néz plati (11).
Méme dokézati, Ze R = 7(2,, L,). Ztejmé (€;, £5) C K C 7(Ly, L,), takZe
staéi dokédzati, %e R je mnoZinové o-téleso, coi plyne snadno
z 20°1°14,

20:3'7. Necht L e ,,. Pak

YyeQ = o'y(L) e My,
zeP = ¢"y(L) € M,.
Dikaz. Jeito L ey, existuje posloupnost {Cn}y takovd, %e

Cr e (U, B), Z Cy, D L. Podle 18-2'5 systém (R, B) md vlastnost «,
takZe podle |8 2 4 pro kazdé n existuji koneéné posloupnost1 {4 ,n}. -1

(11)

8 {Bu}imy takové, %o An e, B,..e% a Cp= 2 Api X By Tedy
ky
z Z A, X By D L, takze

n=11=1
Ep

WQ?Z ZAMDUV(L) M,
n=1i=1
a podobné z e P = ¢";(L) € M,.
20-3-8. Necthe‘DJZm Pak existuje A e () takovd, e M C A X Q.

Dikaz. Jest M C Z Ch, kde Cp € (U, B). Jest (v. 1824 a 18:2'5)
n=1
kn
Con= _ZA,,,- X Byi, kde ApieU, BnieB. Tedy M CA X @, kde

A.—' Z ZAMET(QI)

n=11i=1
20'4. Necht nynf P = E,. Definujme 3, C P a F; = ¥3,) jako
v odst. 18-3. Systém G, se sklddd jednak z mnoZiny @ a z jednobodo-
vych mno#in (@), jednak z intervali E[a < ¢ < b]. Kdyz 4 = @ a kdyZ
. v

A = (a), poloZzme 1,(4) = 0. Kdy% 4 = E[a < ¢ < b], poloZme ,(4) =
t

= b—a. Tim je definovédna konetni nezédpornd mno#inovs funkce A,
v oboru G,

20°4°1. ‘11 je aditivni funkce v oboru G,.
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. m
Dikaz. Necht A;e3, (1<i<m), A€J; a necht A= 2 A4;
i=1

m
s disjunktnimi séftanci. Méme dokézati, ze > A,(4;) = 4(4). V pii-
i=1
padech 4 =0 a A = (a) je to ziejmé. Necht tedy 4 = E[a < ¢ < b].
t

Ziejmé muieme piedpoklddati, ze A; &= @ pro 1 < ¢ < m a Ze porddek
mnozin A4; je takovy, %e

1ISi<j<m, zed;, yed; =>z<0y.
Pak ukazuje snadnd dvaha, Ze ¢fslo m = 2n — 1 je liché, Ze pro liché
i=2j—1 jest A;= E[a; <t<bj], Ze pro sudé i jest 4,(4;)= 0
t
m
atebj=aj1; pro 1< n—1, a,=a, by=">. Tedy D A(4y) =
, i=1

- glzl(Az,-_,) =,.Z, (bj—aj) = b—a = Jy(A).

V odst. 183 jsme si vimli, Ze systém J§; md vlastnost x. Tedy
podle (93'l a podle 20°4'| existuje prévé jedna koneénd nezgporns
aditivni funkce ¢ v oboru &, takovd, %e parcidlni funkce gg, je iden-
tickéd s 4,. Bez obavy z nedorozuméni pi§me 4, misto ¢, takZe 4, je nynf
aditivni mno%inovs funkce v oboru ;.

20:4-2. 2, je o-aditivni funkce v oboru <. .
Ditkaz. Podle 1932 stadi dokézati, Ze 4, je o-aditivni funkce
v Oboru 8]' NeChﬁ tedy An‘S] (n= 1, 21 3’ .. -): A 581 & necht'

A= D A, s disjunktnimi séftanci. Méme dokdzati, ze D, A4(4,) —
n=1 n=1

= ,(4). V piipadech 4 =0 a A = (a) je to zfejmé. Necht tedy
4 = E[a <t<b). Ziejmé miZeme predpoklidati, e An =@ pro

viecka n. KdyZ A, je jednobodovd mnoZina, poloZme A, = (a,) =
= (bn); v opaéném pifpadé polozme A, = E[a, <{<b,]. Jeito A,
t

je nezdpornd aditivni funkce v mnoZinovém télese ¥;, podle cvig, 79-8
m m

je pro viecky indexy m: . A(dy) =4 ( > A,,) < 4(4). Tedy

n=1 1 ¢

n=
> M(An) < A (4), takie zbyva uvésti ke sporu predpoklad 2, M(4,) <
n=1 , n=1
< M(4). Pak existuje ¢ > 0 takové, Ze

2, Ia(4a) + 66 <),



161

t. j. %e .
2 (b —ay)+6e<b—a.
4Poloime e . .
A, = ];][a-,,_—-z—n< t<b, + 2—”],

B,=Eao—e<t<a+tel, B,=Eb—e<t<b-+el]
t v t
Ztejmé
Ba<t<bl= 2 4+ @+ (B)C 2 4+ B+ By
MnoZina M = E[a < t< b] je kompaktni (v. 17°2'3): mnoziny A4’,

n=1,23,. ) B, a B, ]sou oteviené v prostoru E;, takZe mno-
Ziny MA',,, MB 1 @ MPB', jsou oteviené v prostoru M. Tedy podle
I17°5"4 existuje koneéns mnoZina N indexi 7 takovd, Ze

ACEa<Lt<bC 2 A'»+ B+ B,,
t neN
takie podle cvié. 19'8 a 19-10 jest '
WA S 2 3(4') + W(BY) + (B,
ne.

. b—a< Z[(b —|—9n)_ (" f-)]+(a—}—s)—(a—e)+(b—|—s)_

neN

—(b_—s)zgv( — 8+ 5 )+4€<z(b — ay) + 6e,
coZ je spor. .
Necht nyni P= En. Definujme 3, CP a Tpn==53m) jako

v odst. [8'3. Systém G, se sklddd z mnoZin tvaru
A=A, X 4, X ... X Ap, (12)
kde 4;¢3,. Polozme

Im(4) = LIIM(Ai)-

Tim je definovédna konedénd nezépornd mnozinové funkee A,, v oboru 3.

20°4'3. A, je aditivni funkce v oboru Q.

Diikaz. Pro n =1 je ndm to zndmo; necht to,pla,ti pro m=m=n
a doka,zu]me pro m = n + 1. V odst. 18'3 jsme si v&imli, %e systém 3,
mé vlastnost «, takZe podle 1931 existuje koneén4 nezdpornd aditivni
funkce ¢ v oboru ¥, takovd, %e parcidlni funkce g, jest identickd
8 Ap. KdyZ ve vété 20'3°1 za P, Q, P X Q, A, B, uy, pp dosadime
resp. E,, E;, Ent1, o o @, A, vyjde snadno, Ze 4,41 jest aditivni
funkce v oboru J,+1-
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JeZto systém Sm mé vlastnost «, podle 19:3'1 a 20'4'3 existuje
pré.ve jedna koneénd nezdporns aditivni funkce ¢ v oboru &, takovs,
#e parcidlnf funkce @gy, jest identickd s A,. Bez obavy z nedorozumen.{

_pidme A, misto @, takie A, je nyni aditivn{ mnoZinovd funkce
v oboru ¥,..

20°4'4. Nech m, n=1,2,8,... Kdy% ve 20'3 za P, Q, Ql, B,
/41! ‘ug volime 1'38]7 Em: Em Qm, Q”, Am’ z’n: pa'k 798t t(Q[ %) = \.m+n )
a fhe = y—"

Dikaz. Jest (v. cvié. 18-19)

Sm +n = (SM’ 3‘" Qm; Qn) — (t(sm)! t(Sn)) C t(SM) Sﬂ) - t(8m +ﬂ),

tedy

8m+n C (\.m: Qﬂ) C t(3m+n),
tak¥e (v. 1823) , '
t(%ma Qﬂ) - t(8m+'n) $m+n

Obé funkce u;,, a 2.,,,.,.,. jsou aditivni{ v mnoZinovém telese Lo+n
Méme dokézati, %e jsou identické. JeZto Q,,H.,, = t(S,,H.,,) a jeito
systém Jm+n M4 vlastnost «, podle 19-3*| staéi dokizati, Ze jsou identické
parcidlni funkce

(l"’]!)sm+” & ()«m +”)Sm+ﬂ"

*. To je vSak zcela ziejmé.

2045, A je o-aditivni mnoZinovd funkce v oboru Tp.

Dikaz. Pro m = 1 to platf podle 2042, a plati-li to pro m = m,
podle 20°3'2 a 2044 to plati i pro m =n 4 1.

Nyn{ miZeme aplikovati teorii odst. 20"| na euklidovsky prostor
P = En, volice = Apm, U = Tp.*) Mira, ke které takto dospéjeme,
nazyvs se Lebesgueova. V teorii Lebesgueovy miry mluvime struéné
o (horni) mife a o (shora) méfitelngch a nulovjch mnoZinich misto
o (hornf) u-mife a o (shora) u-méfitelnych a u-nulovych mnoZindch
a pifeme |L| a L(En), S)'t(Em) misto | L |, a £, N, Nésledujicf
véty 20'4'5—20'4'8 se vztahuji na Lebesgueovu mfru v En (m =
=1,2,3,...).

20°4'5. Kaidd mnofina M C En je shora méFitelnd a jest

dM)< oo = | M| < 0.

To je ziejmé. '

204'6. Kadd spoletnd mmofina M C Ey je nulovd.
_ To plati pro ]ednobodovou mnoinu podle 20°1*10, tedy pro

ka¥dou spodetnou mmoZinu podle 20°1°6.

20'4'7. Necht L € Q(Enm). Necht ¢ > 0. Pak existuje oteviend mmo-

é’ina G CEy takovd, ¢ LCG, |G@—L|<e. _

*) Pfipometime si (v. 18:64), %o ©(S,,) je systém viech Borelovjch
mnoZin.
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Dikaz. I. Necht L e Q. Kdyz L= 0, staci voliti G = (. Kdyz
L0, jest L=A4, X 43 X ... X Ap, kde pro 1< ¢ < m je budto

m
A; = (a;) = (b;) nebo A;=Ela, <t <b;). Jest |L|=]][(b:i—a).
t =1

il
Existuje 6 >0 takové, ze H(bi —a; + 20) < |L|+ e Polozme
i=1
G=0G; X Gy X ... X Gy, kde G; = E[a; — 6 < t < b; + 6]. Pak mno-
t

m
zina G jest oteviend a jest | G| = A n(bz—a@—l—Zé Jest
i=1
Gécsm, L&'C\S/\'m; LCG, tedy G LE\_,m a 1L|+|G*——-L|—‘
=|G|<|L|+e tedy |G—L]|<e.

n
IL. Necht LeR,,. Pak jest L= 2 A; s disjunktnimi 4; e Jp.
i=1
Podle I existuji oteviené mnoziny G; D A; takové, ze | G; — A; | < —2—-
n
Necht G = Z (. Mnozina G jest oteviend, jest G DL a jest
i=1

n n
—LCO(Gi—A), tedy |G—L|<D | G—A4i|<e.
i=1 i=1
III. Necht Le E(Em). Pak existuji mnoziny A,e <, takové,

ze ZA DL a IZA —L{<—. Podle II existuji oteviené

n=1 n=1

mnoziny G, D A4, takové, Ze |G, —A4,|< Necht G = > G,.
n=1

e
ont1
Pak G jest otevrena, jest G DL a G—L C ( 2 An——L) -+ Z(Gﬂ-——

=1

— A,), tedy |G — L\<12A —L1+21G — A, | <e

n=

20°4-8. Necht L e 2(Ey). Necht gl =01 Pak existuje uzavfend mno-
Zna F CE, takovd, Z¢ FCL, |L—F|<e.

Dékaz. Jest En e 2(En), tedy (v. 20°1°14) E,, — L e £(E ). Podle
2047 existuje oteviend mnozina G takové, %e G D E,—L a |G —
— (Enw—L)| =|GL|<<e. Necht F = E,, — G. Pak I jest uzaviend,
FCLaL—F=@GL, tedy |L—F|<e.

Kdyz za P, Q, P X @ dosadime resp. E,, En Enin mame
(v.20°4°4) ve vétdch 20°3'4—20°3°6 dulezité vztahy mezi Lebesgueovymi
mérami v prostorech E,, E, a En+in-

20'4'9. V E, ewistuji (lebesgueovsky) neméfitelné mmnoZiny.*)

*) V. obecngj$i vétu 21'4'3.



164

Ditkaz. Rozdélme redlnd &isla do skupin tak, %e dvé &fsla x a y
déme do stejné skupiny, kdyi a jen kdy% éislo x —y ]e racionalni.
Vybereme z kazdé skupiny prévé jedno éislo z, a to tak, 2e 0 < < 1.
Necht 4 je mnoZina viech vybranych &fsel a pro kazdé raciondlnf z
necht A(z) = E[t—ze A], tak¥e A = A(0). Lehko se dokéZe, Ze

t

mnoZiny A(z) jsou disjunktni, | A(z) | = | 4 | pro ka%dé raciondlni .
Necht {rn};" je prosté posloupnost, jeji éleny tvot{ mnozinu E[—1 < °
. ot
< t< 1; ¢ je raciondlnf]. Jest
E0<t<1]C ) A(r)CE—1< 6K 2],
t n=1 i
takie podle 20°|'5 jest
o
1< | 2 Alr) |<3.
n=1

Kdyby mnoZina A byla méfitelnd, zfejmé by ka¥d4d mnoZina A(2)
byla méfitelnd, takie podle 20°1*17 by bylo

=2 | Alra) |

Jeito | A(ra)|=| 4|, bylo by rovné 0 nebo o podle

ZIA("n)
n=
toho, zda |A|=0 & | 4| >0 a oboje je spor.

Cviéeni.

20-1. KdyZ P ¢ M, pak M, = P. :
220 2. Necht L e S)RM, necht AL €&, pro kaidou mnoZinu 4 € A. Pak
Le

20 -3. Necht LeEI‘; necht |L |, < . Necht L =L, + Lg; necht
| Ly|, + 1 Lg |, = |L |, Pak L;e€,, Lyef, Pfedpoklad |L |, <
je podstatny.

20-4. Predpoklad | M |, < o ve 20°I'l9 je podstatny.

20-6. MnoZiny L, e £, L, €L, nazveme ekvivalentni, kdyZ L;—L; 0N,
Ly— Ly eN,. Systém £, lze rozdéhtl ve t¥idy tak, Ze kaZdé L € £, je prtivé
v Jedné tﬁdé a %e dvé mnoZmy L;eL, a LyeL, jsou tehdy a ]en tehdy
ve stejné t¥ids, kdyZ ]sou ekv1va1entni Kdy# mnozma. L;eg, Je ekviva-

lentni s L’; € 2#’ pa,k ZL a Z L, ]sou ekv1va.lentn1, 1—I1L a l_[L ; jsou
ekvivalentni, L, — L, a L 1— L ' jsou ekvivalentni. KdyZ L, e 2[4 a L, €L,

necht
0(Ly, Lg) = min (| Ly — Ly |, + | Ly — Ly |, 1)
Kdy% L, a L’; jsou ekvivalentni a kdy% L, a L’y jsou ekvivalentni, pak
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o(Ly, L'y) = @(Ly, L’y). Necht Rc £, obsahuje prévé jednu mnoZinu
z ka¥dé t¥idy mezi sebou ekvivalentnich mnoZin. Pak ¢ je metrika v K.
20-6. Necht {L,}° je cauchyovské posloupnost v prostoru (8, @)

(v. evi. 20-5). Z {L,} lze vybrati posloupnost {L’,}{° tak, %e o(L’,, L",) <
< % pro 1 < n < m. PoloZme

2] o]

M= 1[L f‘i[

n=1t=n

||Ms

Pak jest ‘
' o(L,, M;) - 0, o(L,, My) - 0, o(M,, M,) = 0.
Tedy (R, ¢) je uplny prostor.
20-7.* V oboru £, nemusi byti u-mira jednoznaln& stanovena vlast-

nostmi [1] a [2] vyslovenyml na zadétku odst. 20°2. Necht P = E,, K =
= E[O <t<l], H E[t L0]+ E[t = 1]. Necht systém U, se sklada

ze vsech téch 4 ¢, (v 18'3), pro néz A c K; necht systém QI se sklada
ze vBech mnoZin n&kterého z obou tvari 4 a 4 + H,kde A ¢AU,. Pro A U,
necht w(A) = u(4 4+ H) = 4,(4) (v. 204). Pak ‘21 je mnoZinové téleso
a u je koneéné nezédporné o-aditivni funkce v oboru . Systém £, se sklada
z t&ch mno%in L c E;, pro né% KL ¢ 2(E,), a pro kaZdou L ¢ E” je | L [I‘ =
= | KL | (napravo je Lebesgueova mira). Pro L e £, poloZme: [1] ¢(L) =
| L |,, kdyZ budto soufasnd OeL a leL nebo soudasné 0e E, — L
leEl—L, [2] (L) = |L |, + 1, kdyZ 0 E;,— L, 1eL; [3] ¢(L) =
IL],—1, kdyZ OeL, 1¢ El———L Funkce ¢ mé vlastnosti [1] a [2].
20-8. Necht pu; a uy jsou koneéné nezaporné o-aditivni funkce v mno-
Zinovém télese . Pro kaZdou 4 € A necht u,(4) < ug(A4). Pak je £ sy 2 L e

9’2]“ o) 9?," a

e

Leg, = |L|, £|L|,,

20-9. Tvrzeni véty 20°3'8 1ze zost¥iti takto: Existuji 4 € (), B ¢ 7(B)
takové, e M c A X B.

20-10.* Necht M c E,,. Necht ¢ > 0. Pak existuje otevienéd mnoZina
Gc E, takovd, e MC @G, |G| < | M| + e

20-11. Lebesgueova mira Cantorova diskontinua je rovné nule.

20-12. Necht a e E;, b e E;, a < b. Necht 0 < ¢ < b — a. Pak existuje
disjunktni posloupnost {@,};° intervald

Q,,=]§[u”<t<v”]cE[a<t<b]
i

takové, Ze: [1] ka%dé racionélni &islo intervalu E[a < ¢ < b] néle#i do
t

Z O 12 2 24(@,) =b—a—c. Z toho nésleduje podle 17-83: Ke

kaidému c takovému, ¥e 0 < ¢ < b— a, existuje kompaktni mno#ina K
ridké,vE[a <t < b] a takovs, %o | K | =c.

20- 13. Pro X c E,, necht g(X) = | X |. Pak g je aditivnf mnoZinové
funkee v oboru vSech &ésti prostoru E,. ¢ nenf c-aditivni; ani parcidlni
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funkce @g neni o-aditivni, je-li ® systém vEech otevfenych podmnoZin
prostoru E,,.

§ 21. Obecnd teorie integralu.

21-1. Pro cely odstavec uéinime stejny piedpoklad jako v odst. 20°1.
Opét £, znamend systém vlech u-méfitelnych mnoZin.

Necht L e £, a necht f je funkce v oboru L. Pravime, Ze funkce f
je u-méFitelnd, kdy% pro ka’dé ¢ e E; mnoZina :
E[f(x) < ]

z

je p-méfitelnd. Nasledujici tii véty jsou zfejmé (v. 20°1°14):

21°1°l. Konstanta je u-méFitelnd funkce v oboru L eL,.

21°1°2. Necht | je u-méfitelnd funkce v oboru L e £, a necht M C L,
M € L,. Pak parcidlni funkce fy je u-méfitelnd.

21°1"3. Necht L,eLy (n=1,2,3,...); pro kaZdé n necht f, je
w-méFitelnd funkce v oboru Ly. KdyZ e Ly . Ly, necht fm(x) = fu(2),

takZe existuje funkce f v oboru z L, takovd, %e f(x) =If,,(x), kdykoli
n=1

xeL, (n=1,2,8,...). Pak | je u-méfitelnd funkce.

Z 20°1°7 a 20°1*11 plyne:

21°1'4, KdyZ N je u-nulovd mno¥ina, pak kaZdd funkce v oboru N
je u-méfitelnd.

21°1'5. Necht | je u-méfitelnd funkce v oboru L efL,. Necht B
je Borelova mnofina v prosioru E,. Pak mnofina E[f(z) e B] je u-méfi-
telnd. z

Dikaz. 1. Kdy% a € E;, b € E;, a < b, pak mnoZina Efa < f(z) < b]
z
je u-méfitelnd, nebot (v. 20°1°14) je rovnéd mnoZiné -

]E[f(fv) <b]— E[f(«’v) <al.

II. Necht G jest oteviend mno¥ina v prostoru E,. KaZdému
z € G lze priraditi ¢éfslo d(z) > 0 tak, Ze

ueE),, |u—2|< 8() => ue@.
Mnoziny E[ |u —z | < 8(2)] jsou oteviené v G. Podle 1612 a 16°1'5
G je sepa.:abﬂni prostor, takZe podle [62'2 existuje v G bodové po-
sloupnost {z,} takovd, Ze ”ill:':‘[lu — 2p | < 6(z4)] = G, takZe tim spile

2 Blzn — 8(en) < 4 < 2+ 8enl] = 6,
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tedy
Z Efzg — 8(za) < /(@) < 2 + 8(zn)] = Eff(@) G,

n=1z

takZe E[f(z) e @] je u-méfitelnd podle I a 20°1°14,

x
III. Oznaéme & systém viech otevienych mnoZin v prostoru E,,
takZe (v. 18'6"l) 7(®) je systém viech Borelovych mnoZin v E,.
Ozna¢me § systém téch B e 7(®), pro né% E[f(x) e B] je u- memtelné,

Méme dokéizati, Ze € = ©(®). Kdyz B, ¢ €, podle 20°1°14 je ZB" Q.

Kdyz Be @, B' €€, podle 20°1"14 je B— B’ ¢ €. Tedy € je mnozmové
o-téleso. Podle II je B C €, tedy 7(®) C €. Jeito také € C 7(®), jest
€ = u®).
21°1"6. Necht f je u-méFitelnd funkce v oboru L € L. Pak E[f(x) = oo]
z

a E[f(z) = — o] jsou u-métitelné mnodiny.
* Dakaz. To jo (v. 1843 a 20°1°14) disledek identit
E[f(z) = o] = L— S Bifle) <],

n=1z

Eff(2) = —oo]—ﬂE[f <—n).

n=1lz

21°1-7. Necht f a g 7aou u-métitelné funkce v oboru L efL,. Pak
E[f(z) > g(2)], E[f(x) = g(=)], E[J‘(z) = g()]
jsou u-méfitelné mnoZiny. '

Dikaz. Necht (v. cvié. 3'1) {rp}n—1 je prosté posloupnost jejiz
¢leny tvoii mnoZinu viech ra.cmné.lnich ¢isel. Pak tvrzeni je (v. 20°1°14)
disledkem identit

B{f(z) > g(x)] = n;(lf[g(x) < ra] — Elf(2) < ra]),
Elf(2) 2 g(=)] = L — Elg(2) > f(2)],
E[f = g(x)] = E[l‘(x > 9(z)] — 1‘3[/(90) > g(x)].
v mi,sledu]mim opét 0.00=0.(—0)=0, ¢.00=(—c).
«(— )=, ¢.(— )= (—¢).0=—oc0 pro ceR, ¢>0.
21°1"8. Necht f je u-méfitelnd funkce v oboru L e L,. Necht c e E1

Pak cf je u-méFitelnd funkce.
Diakaz. Pro ¢ =0 podle 21*I*l, pro ¢ > 0 podle identity (@ ¢ E,)

Bl < o] = B =) < 7
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pro ¢ < 0 podle identity
Ble f(z) < a] = E[f(x) > %],
x z

nebot mno%ina napravo je u-méfitelnd podle 21°1°5 a 21°1°6.

21°1'9. Necht f a g jsou u-méfitelné funkce v oboru LsQ,,. Pro
z € L necht: [1] p(x) = f(x) + g(x), kdyZ soucet napravo nent bezvyznam-
ny, [2] @(z) = 0, kdyZ soulet f(x)-+ g(x) je bezvyznamny Pak ¢ ije
pu-méfitelnd funkce.

Diikaz. Oznatme M mnoZinu téch x e L, pro néZ soudet f(x) -+
+ g(x) neni bezvyznamny. Jest

L— M = E[f(z) = 0] . E[g(w) =— 0]+ I2[]‘(%) =-—o00]. EJ[Q(W) = 0],

tak¥e mnozina L — M, a tudiZ i mnoZina M, je u-méfitelnd. Podle
21°1°1 a 21°1'3 stadi dokézati, %e parcidlni funkce @ je u-méfitelnd.
Necht opét {r,} je prostd posloupnost vSech racionilnich c&isel. Pak
je pro ce )

©

Ejpa(@) < ¢] = 2, {E[f(z) < ra] . Blg(a) < o —rul},
takie E[pyn(z) < c] je u-méfitelnd.

z
V nésledujicim | o0 |=|— o0 |= o a pro aeE;, & >0 jest
0% = 0.
2| 1"10. Necht | je u-métitelnd funkce v oboru L € L,. Necht x € E,,
o« > 0. Pak funkce |f|* je u-méfitelnd.

" Dikaz. Necht ¢ e E;. Kdyz ¢ > 0, pak
1

1 1
E[l H@) |*<c]l= E[Oé fle) <e*]+ E[O > f(&) > —c*],
takZe (v. 21°1'5) mnoZina E[[ f(x) |* < ¢] je u-méfitelnd; a to plati
i pro ¢< 0, nebot pak E[If ) [*<e]l=90.

21°1'1l. Necht f a g ysou u-métitelné funkce v oboru L eL,. Pak
-9 je u-méfitelnd funkee.
Ditkaz. Polozme

My = E[f(z) . glx) = 0], My = E[f(z) . g(z) = 0],
My = Ef(a) . g(x) = — o), My=L— (M, + My + My). .

Snadno se presvédéime, %Ze mnoZiny M,, M, a M4 (a tudiZ i M,) jsou

u-méfitelné, takie podle 21°1"l a 2[°1'3 stadi dokdzati, %e parcidlni

funkee (fg)u, je u-méfitelnd, tedy Ze pro ¢ e E; mnoZina M, . E[f(x).
z

.g9(x) < c] je u-méfitelnd. To viak plyne z vét 21°1'7 az 21°1°10,
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nebot
M, . E[f(z) . g(x) < ¢] = M, . E{[{(z) + 9(2)]* < [f(x) —9(«)]® + 4¢c}.

21°1°12. Nechi {fu}1 je poslowpmost u-mékitelngch funkci v oboru
LeL, Pro xeL necht Fy(x) = sup fn(x), Fy(x)= inf fu(x). Pak F,
a F, jsou u-méfitelné funkce.

Diikaz. To je dusledek identit

E{Fy(2) < o] = 2, Elfal@) < ],

Fy(z) = — inf [— fa(2)].
21°1"18. Necht {fu}1 je posloupnost p-méfitelngjch funkei v oboru
LeLy Pro zeL mecht Fy(z)=lim fu(z), Fy(x)=lim fu(z). Pak F,

fa—> o n—y 0
a Fy jsou p-méfitelné funkce.

- Ditkaz. Necht gn(%) = sup fi(2), ha(z) = mffi(x) Podle 21112

l_ﬂ

gn & by jsou u-méfitelné funkce. Ziejmé viak Fl(x) inf gn(x), Fy(x) =
= sup hy(z), takZe podle 21°1*12 také F, a F, jsou u-méfitelné funkce.

21°1°14. Necht | je u-méfitelnd funkce v oboru L e £,. Pak existuje
posloupnost {f,} funkci v oboru L takova, Ze: [1] f, jsou koneéné u-mé¥i-
telné funkce a mmnofiny fn(L) jsou komeéné (t. j. kaidd funkece f,
nabyvd jen koneéného poétu hodnot), [2] f(z) = lim fu(x) pro kaZdy
zel, (3] kiyf zeL, f(2)> 0, pak 0 fu(2) < fo41(@); kdy¥ ze L,
f(2) £ 0, pak 0 = fa(z) = fn+1(z)

Dikaz. Kdy? 0< i < 22, <f( ) < 'H, necht f,.(x):l

kdys 0§ < 2%, — > f() >— Jr,,l,necht: fala) = — o ey

f(x) = 2*, necht fu(x) = 2%; kdyZ f(z) < — 2%, necht f,,(z)—— —2n,
Pro ka?dé ce E;, mnoZina E[f,,(x) < c] jest rovmnéd nékteré z mnoZin

0 E[f(x)g——] A<i<om), E[ﬂz) <2i] A< om, L

které jsou vesmés u-méfitelné, tak¥e funkce f jsou u-méfitelné. Ostatnf
vlastnosti funkei f, jsou zfejmé.

21°1°15. Necht LefL,, |L|,<< oo. Necht f je komeénd funkce
v oboru L; mech? {fn}7 je posloupnost komeényich u-méfitelngch funkes
v oboru L takovd, %e fn(z) — f(x) pro ka2dy x e L. Nechf ¢ > 0. Pak
ematuyemmimaMCLtakow, ZeMeQ, |L—M|,<ea Ze parcidlni
funkce fu je stejnomérnou limitou (v. 14 2) poalcmpnoatt {(Fn)ua}-

Ditkaz. 1. Funkee f je y-méfitelns podle 21*1*13.

E. Cech: Bodové mnoZiny. : 12
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II. Necht jsou déna ¢fsla 6 > 0 a#zn > 0. Necht 4, = E[ f,,(x)
—f(z) | < 6] Pak A, CL a podle vét 21" 7 az 21°1°10 ]est ApeL,.

Necht B, = HA., tak¥e B,CL, B,CBpi1 & B,e®, (v. 1843

a 20°1°14). Jezto f,(z) > f(z) pro kaZdy z e L, jest ZB,, = L. Podle.
n=1

1922 a 20°1°14 jest 0 >| L |, =lim | B, |,, takZe existuje index p
takovy, Ze |L— By |, <7.
III. Prom = 1,2, 3, ... lze podle II uréiti mnoZinu C,, a index ky,

tak, %o Opme L, Cm C L a 20: [1] | O |u <

[21% > km, Te L —Cp = Ifn(w)—f(w)l<2lm

Necht M — L — Y C.Pak M e €, M CL, |L—M|,=| D Cm|u<
m=1

m=1
-] -]
gZ m],.<Z—=eam1moto

n>ky, e M = |fn(z)—f(x)|<§17n*

takie fi; je stejnomérnd limita posloupnosti {(fn)a}.

21-2. 1 v tomto odstavci uéitime stejny pfedpoklad jako v odst. 20" |
Z mnozinovych funkef u v oboru Q a 4, v oboru §; (v. odst. 20'4)
odvodme mnoZinovou funkeci » v oboru #Q, ;) stejné, jako jsme
v odst. 203 odvodili mnoZinovou funkei y,;, v oboru ¥, B) z mnoZi-
novych funkef u; v oboru Q| a u, v oboru B.

21°2'l. Necht L e, Necht [ je mezdpornd y-méfitelnd funkce
v oboru L. Polofme

M=E[zeL 0 t<f(x)]CP X E,.
(z, 1)
Pak mnofina M je v-méFitelnd.

Dikaz. Podle 2|°1"14 existuje posloupnost {f,};’ nezépornych
konecnych u-méfitelnych funkef v oboru L takovd, Ze mnoZiny fa(L)
jsou konedné a %e pro kaidy zeL jest fu(x) < f(x) (n=1,2,3,...)
a fp(x) = f(x). Jest :

M= ZMn, My=ElzeL, 0< < fu(a),
(zl
takie (v. 20°1"14) stali dokézati, Ze M€ L, To véa.k plyne podle
20°3'5 a 2115 z fakta, %e, kdy% ¢; (1 < ¢ < kq) jsou viecky hodnoty,
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kterych nabyvé funkece f,, jest
by,
My = 2, {Blfalw) = ei) X B0 t < il
i=1 2 t
21°2:2. Necht L e%,. Necht f je u-méfitelnd funkce v oboru L.
PoloZme
N =D~EzelL, t=f(x) &= + oo].
(x, 1)
Pak jest N e N,.
Ditkaz. Podle 20°1°16 existuje posloupnost {L,}; takovd, ze

Le®, 0<|L|,< o a L= 2 L, Jest
n=1

N= >N, Ny=E[zel, t=f(x)+ + ol.
n=1

.
(,t)
Zvolme & > 0. Jest

o

N, =2 Npiy Npy= Bl e L,, t = f(x), (1 —1) e < | 1] < ie].
i=1 (@,t)
PoloZzme
Lui = Blwe Ly, (i—1)e< | (a)| < ie],
takze ®
Z Lm’ C Ln
i=1
a

Nm‘CLm' X E[(%—1)8§|H<%‘]
1

Podle 2112 a 21°1'5 je Ly e, takie podle 20°1'6 a 20°3'56 je
| Noui v < 26 .| Lyi |, Podle 20°1'5 a 2016 jest

1 N'n Iv éZJ Nm' |v g 2?2] ‘\ Lm’ |/t'
= §=

o8}

Jezto soutet » L, je disjunktni, podle 207117 je 2 | Ly, =
i=1 =1

= _sz' S| Ly | takie 0 < | Ny |0 < 26 | Ly |y Jeito 0 | Ly |,

<
=1 "
< o0 a jexto ¢islo ¢ > 0 je libovolné, jest | N, |, =0, tedy 0 < | NV |, <

< D [ Nuylh=0, tedy [N|,=0, t. j. NeN,.
1

n=

Pro kazdou funkei f v oboru L C P necht f+ a f— jsou funkce
v oboru L takto definované:

kdyZ f(z) = 0, necht’ f+(x) = f(x), [~(x) = 0,
kdyz f(xz) < 0, necht f+(x) =0, f—(x) = — f(x),

12*
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takze pro kazdy x e L jest
@) 20, f=(2) =20, f(z)=f+(2) —f—(2), |{(2)]|=]*(@)+ [~(a)

Zrejma je veéta:
21°2:3. KdyZ | je [u -méiitelnd funkce v oboru L e8,, pak f+ a [~
jsou u-métitelné funkce.
Necht nyni f je dand u-méfitelnd funkce v oboru L e £,. Podle
21°2'1 a 21'2'3 mnoziny
M+ =E[zeL, 0 t < f*(2)]
(x, 1)
M= pies o 04 ¢ Sitlfi() |
(@, 1)
jsou y-meritelné. Kdyz neni soucasné | M+ |, = | M— |, = o0, pak
¢islo | M+ |, — | M— |, nazyvame inlegralem (uréitéji: u-inlegrdalem)
funkce f v oboru L (iikdva se, ze L jest inlegracni obor) a znacime je

[ f(2) du
L

Kdy#% | M+ |, = | M— |, = oo, fekneme, 7e [ f(x) du neexistuje. Kdyz
L
netoliko [ f(x) du existuje, nybrz je také — oo < [ f(x)du < o0,
L L
pak Fekneme, Ze f f(x) du je konvergentni. Kdyz M C L, M € £,. pak

misto [ fy(x) du (V 2:4) plseme ff ) due.
M
Ziejma je veta:
21'2'4. Necht | je p-méritelna funkce v oboruw LeL,. Pak jest

Lff( dﬂ*ff* d/t——ff (@) du
za predpokladu, Ze budto levd nebo pravd strana existuje.
21'2'b. Necht ce E;, Le®,. Pak
Ifcd,u el ol B
Ditkaz. Podle 21°2'4 staéi dokazovati pro ¢>.0. Pak je viak
podle 2035

fcdy_|E[xeL 0<t<ell=|LxBO<t<cl,=c|Ll,
(2,t)

21°2'6. Necht f je libovolnd funkce v oboru N e N, Pak [f(z) du=0.
N
Diikaz. Funkce f je u-méfitelnd podle 21°1*4. Podle 2034 jest
N X E; e M,, takze podle 2017 je | M+ |,=|M—|, =0, tedy
{ f(z) du = 0.
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2127, Necht f je u-méFitelnd funkce v oboru L e, takovd, Ze
Jf(x) du existuje. Pak pro kaZdou mmofinu X C L, X L, existuje
7
TH=) du = @(X) a @ je o-aditivni mmofinovd funkce v mnoZinovém
x
o-télese (v. cvid. 1813) E[X CL, X e2,].

x

Dikaz. I. Necht f je nezdpornd funkce. Pro X C L, X € £, jest

P(X) = | M(X) |5, kde

M(X)=EzeX, 0< t < f()].
(z,t)

Jeli X, CL, X, €2, a jsou-li mnoZiny X, disjunktni, pak také mno-
o0 -]

¥iny M(X,) jsou disjunktni a jest M( > X,.) = > M(X,), takle
n=1 n=1

podle 20°1°17 a 212°] jest 'M(ZX,,)
n=1

w( ZIX”) = 2, ¢(Xn).
n= n=

II. Opustme piedpoklad, %e f(x)=0. Pak se dikaz snadno‘
dokoné{ podle 19°1°2, 2124, cvid. 194 a L

21-2'8. Nech! f a g jsou funkce v oboru L € L. Necht | je u-méfitelnd.

Necht B[f(x) & g(x)] e N, Necht ewistuje [f(x)du. Pak g je p-méFi-
T L

telnd a

= D | M(Xn) | t. j.
n=1

v

Jo(@) du = Jf(@) du |
Dékaz. Funkee g je u-méFitelnd podle 21172, 21°1'3 a 21°|4.
Polome N — E[f(z) + g(2)]. Podle 2126 a 2127 jest
S () du = [f+(2) du = [g+(z) du = [g+(2) du
L L—N L—N L

dobné
& podobne J-@) du = fo—(a) du,

tak¥e stac¢i aplikovati 21-2°4.
21-2'9. Necht | je u-méfitelnd funkce v oboru L € £,; necht existuje

{f(x) du. Pak
Iff(-'b‘)dﬂ>—°° = I"i[f(z)=——°°]€9?m (1)
{f(x) dp < o0 = Ei[]‘(ﬂc) = 0] € Ny, @)

takze (v. 20°1°9)
' — 0 < Ji(z) du < o = Blf(z) = & 0] ¢ Ry
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Ditkaz. Necht 4 = E[j(x) = 0] = E[j+(a:) = o0]. Jest
M+ =TEzeL, 0< t<f+(x)]3E[zeA 0< t< f+(2)) =
@0 —Ax E[0< 1,

takZe podle 20°1'5, 203’5 a 2I°| 6 jest
ff+(x)iu=|M+ b=14 s 0

Kdy% predpokléddme, Ze ff(x)dﬂ< o, jest ff+(x )du < oo, tedy

o>|4 ],, o, tedy | 4 |,, = 0; tim je doké,zé,no (2). Stejné se dokdze
i(1).

21-2°10. Necht | a g jsou p-méFitelné funkce v oboru L € 2,,. Necht
existuji integraly

Ji(z) du, Jg(z) du @3)
L L

a necht soudet téchto dvou integrdli. neni bezvijznamny. Necht ¢ je funkce
v oboru L takovd, %e @(x) = f(x) + g(x) pro kaZdy x e L takovy, Ze soulet
- f(%) -+ glx) neni bezvgznamny. Pak funkce @ je u-méfitelnd a jest

J1(z) du + Jg(z) du = Jo(x) dp. (4)
L i L

, Dikaz. I. Necht funkce f a g jsou koneéné a neziporné a necht

ka#d4 z nich nabyvé jen konetného podtu hodnot. Necht a; (1 = < i< m)
jsou viecky hodnoty, kterych nabyv f; necht b; (1 < § < n) jsou viecky
hodnoty, kterych nabyvd g. Necht A4;= E[j(x) = a.] 1L 1< m);

necht B; —E[g(x)— ;. Jest A;Bje®, a L Z ZA.B, s dis-

i=1 j=1
junktnimi séitancl, takZe podle 21726 a 21°2°7 jest

Ji@) du = 2 za.lABlm
Lfg(w)d,u=g ibmanw

Ifq»(z)dy=g 2 (@4 b) | 4iBj

z GehoZ nasleduje (4).

II. Necht funkce f a g jsou nezdporné, takie ¢ = f 4 g. Podle
21"1'14 existuji' posloupnosti {fn} & {gn} koneénych u-méfitelnych
funkei v oboru L, z nichz ka%d4 nabyvéd jen koneéného poétu hod-
not, takové, %e pro kazdy zeL jest 0 < fa(2) < fri1(2) < f(2), 0K
< gu(@) < gn11(2) < (), fn(w)—>f(x), gn(z) > g(@), tedy také 0<
< Fal®@) + gn(2) < fat1(2) + Gn+1(2) < @(2), fn(2) + gn(z) > @(2). Tedy
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EzeL, 0< t< f(2)] = 21 BlzeL 0< ¢ < fu@)
(z,1) n=1 @

EzeL 0t <fu(x)]CE[zeL, 0 t < fuir()],
(z,t) (z, 1)

tak¥e podle 19-2:2 je

3)

Jin@) dp— (@) d.
Podobné je .
Jou(@) dp — [g(@) du, [Uin(@) + gu(@)] dp > Jo(@) d.
Aviak podle I je pro kazdy index n: -
Jin(@ du + Jou(@) dp = Jln(@) + gu()] dp,
takze plati (4). :

II1. Necht f a g jsou libovolné u-méfitelné funkce v oboru L.
Jezto soudet integrali (3) neni bezvyznamny, neni ani

Ji(z) du = — [g() du = oo,
I L
ani
— [{(x) dp = [g(x) du = oo,
L L
takie podle 21°2'9 (v. téZ 20°1'7 a 20°1'9) jest N e N,, kde
N= E'[f(-’”) = —g(x) = o] + E[— f(x) = g(2) = 0].
Tédy parcidln{ funkce @y je u-méfitelns podle 21°1°4. Parcidln{ funkce

q’L—N' J'&wméﬁtelmi podle 21-1*9, nebot L — N ef2, podle 20111
a 20°114.

Ztejmé
zeL—N=>0Zg+<f+ 4 g+, 0l g~ < f—+ g
Kdyz ze L — N, ¢+ (%) < oo, smime poloZiti
(@) = f+(z) + g+(2) — g+ (2);
kdyi zeL— N, g—(z) <-o, smime poloiti
v(z) = f~(2) + g—(x) — g—();

kdyz x EL—N,V?""(-T) < © = p—(z), je definovéno u(z) a polozme
(%) = u(z); kdyk ze L —N, g—(z) < o0 = p+(x), je definovéno (z)
a poloime u(x)=v(z); kdy: zeN, poloime wu(x)=v(z)=0.*)

_*) Z¥ejm? neni nikdy p+(z) = p—(x) = oo, tak¥e u(z) a v(x) je defi-
novéano pro kaZdy z e L.
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Z 21°1'3 a 21°1'9 vychdzi snadno, #e u a v jsou u-méfitelné funkce
v oboru L. Snadno se pfesvédéime, Ze

_ (@) + gt (z) = @t (2) + w(2),
Mimo to jest ziejmé
z e L = u(z) = v(x) = 0. (7
Ze (6) a (7) nasleduje podle II, Ze

Jot (@) du + Ju(z) du = [f+() du + [g+(2) dp,
LN LN N LN )
Jo—(2) du + Ju(z) du = [f~(2) du - [g—(2) du.
I—N I—N LN L-N
Jezto integrily (3) existuji a jejich souet neni bezvyznamny, neni

. mo#né, aby pravé strany obou rovnic (8) byly rovné co. JeZto u(z) > 0,
je tedy

®)

0< Ju(z) du < 0. : 9)
I—N _
Podle 21-2'6 a 2127 jest [f+(x) du = [f+(x)du a stejnd pro funkce
L LN
gt, f—, g, ¢+, ¢—, takie (8) lze pséti
Jo*(z) dp + [u(z) dp = [+ (=) dp + Jg+ () dp,
L I-N L L.
Jo—(@) du + [u(x) dp = [f—(x) du + [g—(2) du.
L LN L L
Z (9), (10) a 21°24 ndsleduje (4), méme-li na paméti, Ze integrily (3)

existuji a Ze jejich soucet nenf bezvyznamny. _
21°2°11l. Nech? | a g jsow p-méfitelné funkce v oboru L e L, takové,
%e [f(x)du o [g(x)du existuji. Necht N = E[f(z) > g(x)] e N,. Pak
L L z
Lff(z) dﬂé{.‘l(x) dg. (11)
Dikaz. Podle 2126 a 21°2:7 jest [f+(x) du = [f+(x) du a stejns
L LN
pro funkei g+. JeZto
zeL—N = f(z) < g(=),

podle 20°1°6 jest [f+(x)du< [g+(z)du, t. j.
LN —N
0 §Lff+(x) dﬂ§Lf¥I+(w) du.
Stejné se dokdze, %e .
0 Lf (@) du < Lf (=) dp.
Odtud a z 21°2'4 nésleduje (11).

(10)
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21°2°12. Necht f je u-méFitelnd funkce v oboru L e £,. Necht budto
je | L|.<< oo mebo mecht existuje [f(x)du. Nechtf m e E,. Pak
L

I‘xl[f(x) <m]eNy =>Lff(z) duzm.| Ll (12)

lgtf(x) >m] e Ny =>,ff‘””) dum.|L|u

Diikaz provedme tieba pro (12). V piipadé |L |, = co muaZeme
souditi - takto: Podle 21-2'11 jest [m du < [f(x) du; ale podle 2125
i1 L

je [mdu=m.|L|,
L

V pifpadé | L |, < oo neni podany dilkaz tiplny, nebot je tteba
jekté dokézati, %e [f(x) du existuje. Polofme N = E[f(x) < m]. Podle
L T

21-2'6 a 21°2°7 jest

Ji@ —m—dp = [ (f(z) —m]=du=_[0.du=0,
ta,kze podle 2| 24 existuje f [f(z) —m] du a ]elt

Jif(@) —midu=0.
Podle 212°5 je viak
fmd,u m | L|, tedy ——oo<fmdy< c0.

Tedy podle 21-2°10 existuje f f(z) du a jest

Lff(w)dﬂ—llf[f(z)—m]d#+l_‘fm‘iﬂ.2{mdﬂ=mlLlp-

21-2:13. Necht | je u-méfitelnd funkce v oboru L e L,. Integrdl
1] f(x) du je konvergentni, chy£ a jen kdy% je konvergenini integrdl

fl f(2) | du. Mimo to je pak
lffx)dul<flf(z)ldﬂ
Dikaz. To plyne z 21"2"4 a z fakta, %e podle 21-2°10 je
J11(@) | du = J1+(2) du + Jf~(@) du.

21°2'14. Nech? f a @ jsou u-méfitelné funkce v oboru L e L,. Nech?
E[[ f(z) | > @p(x)] € Ny Necht fcp(x)dp je konmvergentni. Pak f f(x)dy

_ 7e konvergentnt.
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Dikaz. To plyne z 21°2'4 a z fakta, Ze podle 21°2'1 je
0< Ji+ (@) du < Jo(o) du < oo,
L L
0= Ji-(@) dp < Jp(@) du < co.

212:15. Necht | je u-méfitelnd funkce v oboru L L, Necht
| L |, << 0. Necht existuje mnofina N ¢ N, takovd, Ze parcidlni funkce
fr_n je omezend. Pak [f(z)du je konvergentns.

L

To plyne z 2125 a 21-2'14.

21°2°16. Necht | je u-méfitelnd fumkce v oboru L eL,. Nechf
existuje [f(x)du. Necht c ¢ E,. Pak

L

Je f(z) du = c[f(2) du. (13)
L L

Diikaz. 1. Necht funkce f je koneénd a nabyvé jen koneéného poétu
hodnot. Necht a; (1 < ¢ < m) jsou véecky hodnoty funkce f a necht

A= E[j(z) = a;]. Pak jest 4;¢L, a ZA,_ L s disjunktnimi s&-
tanci, “ake podle 2125 a 2127 ]est

J1(2) du =,Zai | i |y Jof(z) dp = D, cai| Ailu
L =1 L t=1

z CehoZ plyne (13).

II. Necht funkce f je nezdpornsd a necht ¢=> 0. Podle 21114
existuje posloupnost {f,} koneénych u-méfitelnych funkei, z nichz
ka?dd nabyvd jen koneéného poétu hodnot, takovd, Ze pro kazdy
zeL jest 0= fu() < fat1(®) < f(x). Tedy plati (5), takie podle

1922 jest Lf fu(z) du —>Lf f(z) du. Podobné Lf ¢ fn(e) du — If ¢ f(z) du.
Aviak podle I je [¢ f4(x) du = c[fa(x) du, tak¥e plati (13).
L L

III. Necht funkce f je nezdporni. Kdy% ¢ = 0, plati (13) podle II.
Kdyz ¢< 0, podle 2124 jest fcf(x) du = ——f| c| f(z) du, tak¥e
opét plati (13).

IV. Opustime-li predpoklad, Ze f je nezdpornd, plati (13) podle III
a 21-2-4.

21°2°17. Necht | a @ jsou u-méfitelné funkce v oboru L € L,. Necht
[o(z) du je konvergentni. Nech? E[p(z) < 0] ¢ N,. Necht m ¢ E,. Pak
L. ' z

Blf(z) < m] e RN, = Lff(x) p(z) du > m Lfcp(z) du, (14)
E[f(z) >m] ¢ R, =>.Lfm) p(z) du < mquJ(x) du.
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Diikaz provedme tieba pro (14)- Podle 20°1°7 a 20°1°9 jest
N = E[(f(z)  m) p(z) < 0] ¢ Ny,
takZe podle 2126 a 2|'12'7 je
Lf[(f(x) —m) p(z)]— du §IJ’{N [(f(x) — m) (@)}~ dp = 0,
takZe podle 2[:2°4 jest
- Ji@ —m) =) dp 2 0.
Podle 21-2°16 je vSak
fm @(z) du = m f(p(w) du, tedy — 0 < fmcp(x) du < oo,
take podle 2]-28 a 2| 2°10 jex)
ff(w) P(x) dp = f(f(z) —m) () du + fm P(x) du = m f‘P(x) d.

21°2'18. Necht {fu}1 je posloupmost u-méfitelngch funkei v oboru
Lef, ProzeL,n=1,2,8,... necht fn(2) < fa+1(x). Necht existuje

[},(@) du @ jest < — co. Pak jest
L
lim £ fnl(@) dy = { lim f(x) du.

Dikaz. Jetto fu(x) < fu+1(x), pro kady z e L existuje lim fu(x) =
= @(x) 8 jest fa(x) < q)(a:)
Polozme N = [j (%) = — 0], takZe N € 9?,4 podle 21-2'9. Necht

n=123,... Pro e N necht wuy(z)=0; pro xeL— N necht
Un(Z) = fn(2) —f1(x): kdy? fi(xz) < 0 a up(x) =0, kdyZ f(x) = .
Podle 21°1°1, 2112, 2113, 2“6&2”9]8011%,(17,-123 J)
p-méfitelné funkce v oboru L. Pro x e L — N jest fu(2) = f,(2) + u,,(z)
Pro zeL jest 0 un(®) < upi1(%), takle existuje lim un(z) = w(x)
a jest u(x) > 0. Pro x e L — N jest () = fi(x) 4+ u(x). Podle 2{-1-13
u je y-méi'itehlé, funkce v oboru L. Jeito us(z) > 0, u(z) > 0, jest

qun(w) du = | 4al» fu(x) du = | B,

kde

Ap=TEzeL, 0 <t < up(2)),
(z,t)

B =E[zeL, 0< t < u(a)).
(z,t)

Jest Ay C Ant1, B= ZIA,,, tak¥e podle 1922 a 21°2+| jest | B[, —=
; ps '

*) Dle 21°29jo Elp(z) = + ]¢ R, a zfojmé f(z) p(a) = [f(z)—m]p(z) +
+ mp(=) pro ¢(z) + + . -
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= lim | Ay |,. Podle 2128 a 212110 a jeito Lff1(x)d#>—°0:

| 42, =0, |B|,=>0, jest
iffﬁ(x) du =1 An | +Lff1(z) du,

fw(x)d/t——— | B, + ffx(x) du,

ftp(z) dy = lim ffu(w)dﬂ
21°2°19. Necht ¢ je u-méfitelnd funkce v oboru LeE,, takovd, Ze
Jop(z) du je konvergentni. Nech? {fn}i je poslowupnost u-métitelngich
7 '

funkci v oboru L takovd, Z¢ pro xeL a pro n=1,2,3,... jest
| () | < @(2). Pak jest

Lim f fn() du = f Lm fu() du, (15)

Iim ffn(x du< f T fo() dp.
Dukaz provedme treb& pro (15) Polozme g,(z) = mf f,(z), takZe

galx) __S_ gn+1(%) a lim g,(x) = llmf,,(z) Jetto | fa(2) ! < @(x), je také
| ga(2) | < p(), takie podle 21°2°14 (v. té% 21°1°12) integrdly

[in(%) du, Jga(z) du
L L

jsou konvergentni. Podle 21-2°|( jest
i 2 n = Jga(®) du < [1i2) dp,

takze

takze také '
Jgn(z) du < inf  [fi(z) du = vp. (16)
L i=n L
Jest lim [fu(2) du = lim v,. Podle 21°2'18 je viak
— .
iflim gn(%) du = limLfg,,(x) du
a pravé strana je < lim v, podle (16). Tedy
J lim gn() dp < lim vy,
L
coz dava (15).
21°2'20. Nech? @ je u-méfitelnd funkce v oboru L L, takovd, Ze
Jop(z) du je Kkomvergenini. Nech? {fu}1 je posloupnost u-métitelnyjch
L 0

funket v oboru L takovd, % pro zeL a pro n=1,2,8,... jest
l/,,(z)|<<p(x) Necht N CL, NeR, Necht F je funlwe v oboru L
takovd, Ze

xeL—N=>f,,(x)—->F(x)
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Pak je
. lim ffn(w) du = fF(x) du.
Diikaz. Podle 212°19 je
fhmf» x)d,u<11mff,.(z)d/,¢< lim ffn z)d#< fhmf,,(x)d,u
Podle 21-2'8 je végk
' Lfl_iglfn(x)du=1{1"(x)dp=1{ﬁ_ﬁf,,(z) du.

21°2-21. Necht | a g jsou u-méfitelné funkce v oboru L € L,. Necht
E[f(x) < g(x)] € N, Necht

— < ff(z)d# fg(x)d,u< co.
Paok E[f(x) =+ g(2)] € Ny
Dikaz. Polo¥me N, = E[f(a:) < g(@)], Ny = EU(z) + 0], Ny =
= E[g(x) = + o], N = N1+N,+ N, Jest N1 €N, a podle 2129
jest Nye Ny, NgeN,, tedy NeN, podle 20°1"9. Pro xe L—N

poloZzme ¢(x) = f(x) — g(x); pro x ¢ N poloZme ¢(x) = 0. Pak ¢ je ne-
zépornd y-méfitelnd funkece (v. 21°1-2, 21*1°3 a 21°1"9) v oboru L. Podle

21°2°10  jest I{[g(z) + ()] du = {g(z) du +I{‘P(x) du =1{f(x) du +
+I{<p(m) du. Aviak N e R, a pro ze L — N jest g(z) + p(x) = f(x);
tedy I{[g(x) + <p(x)]dy=Lff(x)dy podle 2128 (v. t&% 20°1°7). Jeito
Jit@) du + fp(@) du = (@) du + £ o, jest Jo(z) du = 0.

Necht N',, = E[(p(a:) > %] (n=1,2,3,...), takie N’y € £,. JeZto
@ je nezédporns funkce, jest (v. 21-2'7)
>0, >0, | = =0,
N{:P(x)d#= L_{vgi(x)dﬂ_ N{:p(z) du+. lqu:fw)d# Jo@ du=0
tedy [g(x)du = 0. Aviak podle 21°2'5 a 2I'2'|| jest
N'ﬂ

f(x)dp>f—¢u=—|N' -

Nn
Tedy | N'p|u=0, t. j. N',.esn,, Ziejmé viak E[f(x) +g(@)] CN +

+ ZN',., tak¥e E[f(z) = g(z)] e M, podle 2019,
n=1 ]
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21-3. Jako v odst. 20'3 predpoklédejme: Jsou dény prostory P
a ¢, mnoZinov4 télesa A C P a B C Q a konedné nezéporné o-aditivni
mnoZinové funkce u; v oboru Q a u, v oboru B. Jako ve 203 defi-
nujme koneénou nezdpornou o-aditivni mnoZinovou funkei u;; v oboru
YA, B). Jako ve 20°3 pisme

IA |1» IB |2! I C lm’ 21’ 22! 212’ gzl: mz: 9?12

resp. misto |A |, atd. Kdyz CCP X @, zeP, yeQ, definujme
mno%iny ¢'y(C) a ¢"#(C) jako ve 203 (str. 158 dole).

21°3'|. Necht Aef;, CefLyy, CCAXQX*). Pro xzeA poloZme
@(x) = |0"4(C) | (to 1ze podle 20°3'7). Pak ¢ je u,-méFitelnd funkce
v oboru A a jest

f‘P(-”) duy = | C |se.

Dikaz. 1. Zvolme mnoZiny 4 e®;,, Be®, tak, Ze |4 [, < o,
B, < o a poloime

2*1 = E[X € 21, X C A], g*z = ];J[Yegg, YCB]

Podle cvié. 1822 je
1(2*1; 2*2) = :E[Z € 7(217 22)’ Z C A X B]-

Oznadme (pfi danych mnoZindch 4 a B) €systém téch C e T(L*, £*,),
pro né% tvrzeni na¥i véty je spravné. Pak jest € C 7(£*,, £*;) a podle
20°3'5 a 2[°2'5 jest (£*, L*) C €.

Necht C,e€ (n=1,2,8,...) a C = z C, s disjunktnimi séi-
tanci. Doka?me, %e¢ C e &. Pro z ¢ A necht <p(x | 6"2(C) |2s Pn(z) =
= | 0"5(Ch) o Ziejmé o"4(C) = z 0"4(Cp) s disjunktnimi séitanci,

takZe podle 20°1'17 a 20'3'6 jest g(z) = z @n(z) pro kaidy zeA.
n=1
Podle 21210 jest
n

E'quo.(w)du =[ 2 gix)du,

i=1 t=1
a podle 21'2:18 jest
pr-(w) = [ lim Z%(m) du,.

u—)eo 4 i=1

*) K dané mno#iné C € £y, existuje vidy (v.20°1°15 a 20'3-8) mnoZina A
takova, %o A eL;, Cc 4 X Q.
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Tedy

f‘l’(x) du, = z f‘Pn(Z) duy, = Z | Cale= | C 1o
4 n=1 A n=1
kde poslednf rovnost je dusledek véty 20°1°17. Tedy Ce@G.

Necht Cpe€, CDChy1 =1,2,3,...), C= Ho Dokazme,

o C <. Podle 2015 & 2035 jest | C, |y < [AXB[12=|A|1|B|,
< . Opét necht @(z) = |0"4(C) ]y, (@) = | 0"4(Ca)|s pro
zeA. Jeito Cy ¢ €, je C; C A X B, tedy ¢"+C) C B, tedy0<q91(x)
=[0"2(C) < | Bl < 0. Ziejmé 6"5(Cn) D 0"2(Cpt1), 0" (C) =

@D

= 1—[0”,,(0,,), takZe podle 19-2-3, 20°1°17 a 20°3'6 jest
" zeA— N = ¢(x) = lim @u(z).
Jetto 0 < @a(7) < @y(2) pro ze 4 a ]ezto ftpl(x ) dut, je konvergentni,
podle 21220 jest
Aftp(w) du, = limAftp,,(z) dy; = lim | Cp |1 = | C |,

kde posledni rovnost je disledkem vét 192'3 a 20°1*17. Tedy C ¢ G.

Nyni né.sleduje z 18'5'5,*) %e € = 7(£*,,L£*%,). Tim je dokdzino,
%e nase véta je sprivnd, kdy% predpoklad 4 €L, CeLy, CC A X @
nahradime predpokladem A e 21, Be®, Cet(£,L,), CC4 X B,
|4],< o, |Bl< .

II. Necht 4 €8, C Ly, CC 4 X Q. Podle 20°(°22 existuji mno-
ziny Cy e t(A, B) a N, e Ny, takové, Ze C; = C + N,. Podle 20°1-23
existuji mnoZiny Cpe (U, B) a Nye Wy, takové, %e C = Cy + N,.
Jetto A € £,, existuje mnoZina 4 e () takovi, Ze 4(® D A. Polozme
Co=0,.(A® X Q). Jest Cyet(™UA, V), Cret(U, B) a C,C CCC,,
Co—Cy C N, + N,, takie (v. 20:1'7 a 20°19) jest Cy— Cpe Mye
Jeito Cy e T(U, B), jest (v. 20°1°15) Cy € £, take existuje posloupnost

-]

{Dn}y takové, Ze Dy e (U, B) a > D, D C,. Polotme E, = D,
n=1
n
Epiy = D,.+1—Z D; (n=1,2,3,...). Pak posloupnost {E,}* je

disjunktni, jest E, € (A, B) aZE,.D Cy.. Jeito A a B jsou mnoii-

nové télesa, maji vlastnost « (v str. 126 dole), takZe systém (2, B)
mé (v. 18'2'5) vlastnost «; tedy (v. 18:2'4) pro kaizdé n jest E, =

*) Do 18'6'56 je dosaditi (2%, £%;) za AU. JeZto L*; a L*; jsou mnoZi-
nové télesa, mé (v. 18-2'5) systém (L*;, £*;) vlastnost « (v. str. 126 dole),
tedy tim spiSe vlastnost kterd se v 1855 poZaduje na systému A.
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1:11

= > (A'iy- X B'i) s disjunktnimi sdftanci, kde A'ineA, B, e B.
=1

o0 n

Jest Z z (A'n X B'in) D C,.S malou zménou oznadeni miiZeme fei: _

n=1i=1
existuji posloupnosti {A4,}i a {Bn,}i takové, %e A, eA, B, B
a Cy C Z (An X By), kde soudet napravo je disjunktni. Pro z ¢ A©®
n=1

necht -
P(@) = [6"2(0) |2, p(2) = [0"2(C0) las 2(®) = [6"2(C)) |a;
pro xe A®, n=1,2,3,... necht
Ya(2) = | 6"5[C . (An X By)] las xa(®) = | 6"5[Cy . (An X By)] |,.
Podle 20°1-15, 20117 a 20°3'6 jest pro z e A©®

¥(@) = 2, (@) 7(@) = 2 fn(@).
Podle I je pro kazdé n
[ pu(@)dpu = | Cy. (An X By) g

A‘(O)Aﬂ

(0{ An(@)dyy = | Cp . (AnX Bh) |ra-
40) 4,

Podle 20°1°5, 20°1"10 a 20:3'3 je 0= |Cyp.(4sn X By) ;< | 4y X
X By |19 = t1(An) . ps(Bn) < 0. Jetto Cy D Cp, Cy — Oy e Ny, je také
| Co.(An X By) —Cy . (An X By) 1ne Nyp, tedy [Cy. (An X By) iy =
=|Cy.(An X By) |;p. Mimo to pro katdy ze A® je 0< yu(z) <
< ya(#), takie podle 21°2:21 je E[z € A4y, yn(2) &= yn(2)] e N,. Pro

ze AO— Ay jo ya(%) = yn() = 0, takie E[z ¢ AD, y,(2) % ya(2)] € Ny
' z .

Ziejms ]:':‘[x € A, y(z) * g(2)] C ilE[x € A, yu(2) + yu(2)], takie
E[z ¢ AD), y(z) = ()] e Ny Zi‘ej;:'a ;(z) < p(#) < p(x) pro ze AW,
talk¥e Bl ¢ 40), 9(2) + p(o)] € ;. Podle 20°1°17 jost
|Cohg, =2, 1Co- (An X Ba)ls=2, [ va(2)du,.
n=1 #=1 404,
Pro e A®— 4, je pu(x) = 0, tedy podle 2127 je

Jvn@ dpy= [ ya(2) dp,,
400) 40y, -
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takze
[ Co e = Z f Ya(®) dpy

n=1 4(0)
Podle 21°2°10 je viak pro kadé =
Zl f'l’t(z) dy, = f th(%) du,
i=1 4(0

a podle 21°2'18 jest
Z yi(z) dpuy = f Z ¥i(2) duy,

n—o0 A(
takZe
f (2) duy = Z J onl@) dpy =1 Co b
40 n=1 4(0
Podle 2[-2-8 je [y(@) du, = [p(x) ;. Pro zeA®— A4 je
A00) 400)
@(z) =0, takie podle 2127 je [g(2)du,= [o(%)dy,. Jeito C,C
4(0) A

COCOC Cp—CyeNyy je | Clia=Cf g Tedy A[tp(z)d,ul= 1€ e

21°3'2. Necht C e Nyy. Necht M je mmnoina téch x e P, pro né¥
0”5(0) e Ny. Pak P— M ¢ N,.

Ditkaz. Podle 20°3'8 (v. téZ 20°1°15) existuje mnoZina A £,
takovd, %¢ CCA X Q. Kdyz ze P — A, ziejmé 0";(C) = @, tedy
P—ACM,tedy P— M = A — M. Pro z € A necht ¢(x) = | 6"4(C) |,
tak¥e 4 — M = E[p(x) > 0]. Podle 213" jest

f‘P(”)dMl:lCIlz:Oszd!h»
A A

takZe podle 2[-2'2| jest | E[p(z) >0]],=0, t. j. A —M eN,.
z

21°3'3. Nech! C Ly, Nech? je M mnofina téch x <P, pro néf
0"2(C) €2y Pak P— M e N,.

Diikaz. Podle 20123 jest C = U+ N, Ue'r(‘Zl, %), Ne9't12
Podle 2036 jest o”(U) € £, pro ka?dy z ¢« @. Mimo to zfejmé ¢",(0) =
= 0¢"4(U) + o"4(N), tak¥e podle 20°1"11 a 20°1*14

0"3(N) € Ny = 0"4(C) € Ly
Tedy P — M ¢ 9, podle 21°3-2.

21°3'4. Nech? | je p-méfitelnd f'wnkce v oboru CeLyy. Pro kaZdy
x € P definujme funkei f, v oboru o,"(C) takto: f=(y) = f(x, y). Necht
E. Cgch Bodové mnodiny. 13
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je M mnoZina téch x e P, pro néZ: [1] 0"2(C) ¢ @, [2] f, je pg-méFitelnd
funkce v oboru ¢",(C).*) Pak P— M €N,.

Dikaz. Necht {r,}y je posloupnost vgech raciondlnich &fsel.
MnoZina E [f(z, y) < 7s] je pp-méfitelnd. Tedy podle 21°3'3 existuje

(=)
mnoZina N, e N,; takovd, Ze .

zeP—N,=> E[fz( )< n] € Lo
Podle 21°3'3 také existuje mnoZina N, e N, takové, Ze
zeP—Ny=> 0"z (C) e @,
Necht N = 2 Na, tedy N e Ry (v. 20°1°9). Stadf (v. 20°1°7) dokdzati,

e P—NC M Necht tedy z e P— N. JeZto N, C N, jest 0”5(C) € L.
Necht ce E;,. Stadf dokézati, Ze E[f,;(y) < c] €L, Existuji indexy

< ny << ng<< (n,2>1) ta,kove, Ze Ta,<c, limr, = c. Jeito
N,, CN, jest E[f,,(y) < 7] € Ly Aviak
y

E[fz(?/) < cl= Z E[fz(y) < 7).
Tedy Effa(y) < c] ¢ 22 podle 201" |4 |

21 3 B. Necht A €2, B L, Necht f je /Alg méhtelna funkce v oboru
A X B takovd, %e [f(x,y) du,, existuje. Pro ka#dy xe A definujme
AXB

funkei f, v oboru B takto: f,(y) = f(x, y). Nechf K je mnoZina téch z € A,
pro né% funkce f, je ug-métitelnd a [fu(y) dus existuje. Necht ¢ je funkee
B

v oboru A takovd, Ze @(x)= ff,(y) duy pro kady x< K. Pak
ff(x, y) dptsg = f(P(x) dy,. @)

Poznamka. Zpravidla se pife f f(z, ¥) d,ug misto f f=(y) dus.
Dikaz. Necht f nabyva pouzehodnoth 1. Necht C E[f(:c, y) =1].
Pak CefLp, CCA X B a (v. 21"25 a 21°2°7)
== 1 . = 0 y
AiBf(% y) Ay, b[ dps | C lis
takZe podle 21°3"|
J{(x, y) duyg = (%) Qs
AXxB A

*) Ty-Body zeP, pro n& ¢",(0) =9, potitime do mmnoZiny M.
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kde p(z) = la 2(0) |s- JeZto f je nezdpornd funkce, K je mnoZina téch
x e A, pro né% funkce fy je u,-méfitelns. Podle véty 2134 (do které
za C dosadime A X B) jest 4 — K ¢ 9,. Necht M je mnoZina téch
z e A, pro né% 0”";(0) €Ly Podle 2133 jest A — M e N,. Pro ze MK
jest podle 225 a 2127

o(x) =Bffz(y) du, = f 1 d#z ().
Podle 20°1'9 jest A — MK = (4 — .M) + (4 —K) e N,;. Tedy podle

21-2'8
Ty(@) duy, = [ p(x) du,,
A A

takze plati (1).

II. Necht funkce f je koneénd, nezé,porné. a nabyvé pouze koneé-
ného podétu hodnot. Necht ¢; (1< 1< m) jsou véecky hodnoty
funkce f; mnecht C;= E[f(z, c.] Necht f; (1< i< m) je funkce

v oboru 4 X B takové, ze fi(z,y) =1 pro (z,y)eC; a fi(x, y)=0
m

pro (z,y)e(4 X B)—C;, takie f:Zc,-f.-. Necht K; (1< i< m)
Coi=1

je mnoZina, kterd odpovidd funkei f; tak, jako mnoZina K odpovid4
funkei f. Necht @; (1 < ¢ < m) je funkce v oboru 4 takovs, Ze ¢p,(:c) =

—fft(x,y)dﬂapro % ¢ K;. Podle 20|9a.2|34]eA K. I_IK_
=A4— K+2(A —K)eMy. Pro zeK. HK, je

(@) = [z, y) dpy, pi(2) = [l y) dpy,
tedy w(w)=glcm(x) podle 21-2:10 a 21°2'16. Podle tychz vét je

A){.éf(x, y) d,ll/u =izlci4>{3 fi(x’ .'/) d‘u]_z,

1 Zom@ =2 1] i)

Podle 2128 jest .
Af 2, cpi(@) dpy = [ p(2) dpn.
i=]_ A
Podle I jest '
i@ 9) dpa = [ () g
XB A
Tedy plati (1).

13+
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III. Necht funkce f je nezdporni. Podle 21°I°14 existuje posloup-
nost {f,} koneénych u,-méfitelnych funkef v oboru 4 X B, z nichZ

kazd4 nabyvd jen kone¢ného poétu hodnot, takovd, Ze pro kazdy bod
(2,9) €A X B jest 0< ful@, 9) < fuia(®, ¥), I, 9) > f(@, y). Necht
K, (n=1,2,3,...) je mnoZina, kterd odpovidd funkei f, tak, jako
mnoZina K odpovidé funkei f. Necht ¢, (n=1,2,3,...) je funkce

v oboru A takové, %e @n(z) = [fa(x, y) duy pro z e K,. Podle 2019
B

a 2134 joA—K.J[Ky= (A—K)+ D (4 —Ky,) Ry Podle II
n=1 n=1
jest
ffn(-'l» Y) duyy = f‘P»(“’) dy,.
AxB A

Necht y a y, jsou funkce v oboru A takové, %e: [1] pro ze K . 11k,
n=1

jest p(x) = (), Ya() = gn(), [2] pro ze A — K .LIIK,, jest p(z) =

= 0 = yu(x). Podle 21218 jest yn(x) — y(z) pro kaidy z < A a podle
21°2'11 jest 0 < yu(2) < Yn+1(2) pro kazdy x e A. Tedy podle 21-2'18

jest
Jypn(@) dpy > Jy(2) dpu.
Podle téze véty jest
Jin(®, ¥) dusg > [f(2, y) dpe.
AXB AxB
Podle 21-2-8 jest

Jp(@) dpy = [@(=) Ay, [ya(z) dpuy = [@u(x) du,.
A A A A

Tedy plati (1).

IV. Obratme se posléze k obecnému pFipadu. Necht K, a K,
jsou mnoZiny, které odpovidajf funkeim f+ a f— stejné, jako mnoZina K
odpovid4 funkei f. Podle 21°3'4 jest A — K; e M, A — Ky € M;. Necht

@1 & @, jsou funkee v oboru A takové, Ze @,(z) = [f+(, y) du, pro kazdy
B

zeK, a gy(z) = [f(x, y) duys pro ka¥dy z e K, Podle III jest
B

I+ (@ y) duns = [u(@) d, [1(2, y) Qs = [ (=) dpty.
AxB A AxB A
Podle 2124 jest
f f(x! !/) dll’12= f f+(x, y)%_ f f_(x:?l)d,um
AxB AXxB AXB
Jeito integrdl nalevo existuje, asponl jeden z obou integrdli napravo
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je konvergentni. Pro uréitost necht ti'eba f f—(=, y) duy, je konver-

gentni. Pak f @o(x) du, je konvergentm, ta.kie podle 2|29 N =
= E[gy(z) = oo] eN;,. Podle 20°1'9 jest N 4 (4 —K,K,)= N +

L A—K)+(A—E)eR, Pro zeK,Ky— N=— A —[N + (4 —
— K,K,)] podle 2124 jest ¢(x) = @y(x) — @y(x), takZe podle 21-2:10

jest
fw(x) dy, = f%(x) dy, — f%(x) dy,.

| Tedy plati (1).
21'4. Necht nyni P = E,. Ve 2I'l volme Ql Sw (v. 183)
a p=Anm (v. 204). Ap-méfitelné funkce v oboru L e L3, = L(En) na-

zyvaji se krétce méFitelns (uréltep lebesgueovsky méhtelné) funkce.
214°1. Necht f je spojitd funkce v oboru L e 2(Ey). Pak f je méh
telna funkce.
Diikaz. Necht ¢ e E;. MnoZina E[f(x) < c] podle 9'5 jest oteviend

x
v L, tedy (v. 875 a 20'1"14) je mé&fitelns.
21°4'2. Necht | je funkce v oboru L e 2(Ey). | je méFitelnd, kdyZ
a jen kdy% pro kadé ¢ > 0 existuje mno¥ina F uzaviend v E,, a takovd,
%¢ FCL, |L—F|<e a % parcidlni funkce fr je spojitd. ‘
Diikaz. 1. Necht pro n=1,2,3,... existuje uzaviend mnoZina

F,C L takové, ze |L—F,| < —11; a %e parcidlnf funkce f,_ je spojité.
Polotme M = > F,. Pak jest F, C M, tedy L — M C L — F,, tedy
n=1

|L—M|§[L—F,,I<%, tedy |L—M|=0, tedy L—Me
€ N(E,). Necht ¢ e E;. Pak jest

EBlf(2) < ] =2, Elfr,(2) < o] + Elfz—u(®) < ¢}

Jest E[jF () < c] € 2(Em) podle 21-4-1, EUL—M(Z ) < 6] e R(Em) podle
201 5 tedy Efj(x)<c] L(En) podle 20| Il a 20°1"14. Tedy f je

métitelnd funkce.‘

II. Necht f je mdfitelnd funkce v oboru L € £(E») a necht f je
koneénd a nabyvé jen koneéného poétu hodnot. Necht a; (1< 3 < m)
jsou viecky hodnoty, kterych nabyvd f. Necht A;= E[f(z)= a;],

. z

m
take A;e Q(Em) 8 L= D, A; s disjunktnfmi sdftanci. Necht & > 0.
X i=1
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Podle 20°4'8 existuje uzaviens mnozma. F, 1£5:< m) takovd, Ze

F;CAd;a |A;— F; | < —. Necht F = Z F;. Mno#ina, F jest uzaviens

=1

(v. 834), jest FCL a L— Fcz (4i—Fy), tedy |L—F|<
i=1 ’
m

< z | A;— F;| < e. Parcidln{ funkce fp, jsou konstanty a tedy

i=1
jsou spojité. Jeito mnoZiny F; jsou uzaviené, jeito F = Z F; a jeito

parcidlni funkce fp, jsou spojité, podle cvié. 9-5 také parcnilni funkee fz
je spojita.
IIT. Necht f je libovolnd méFitelnd funkce v oboru L e £(En).

Podle 211"14 existuje posloupnost {f,};" koneénych méfitelnych funkef
v oboru L, z nich% ka%d4 nabyvé jen koneéného poétu hodnot, takovs,
. %e fq(x) - f(x) pro kaidy z e L. Podle II existuji uzaviené mnoZiny

FoCL (n=1,23,...) takové, %o | L — 14’,.|<2"+1

funkee (f,)r, jsou spojité. Necht (v. cvis. 9'18) ¢ je homeomorfni
zobrazeni prostoru R na interval E[—1<¢< 1], Pro zelL
. i t -

a %e parcidlni

nocht gn(z) = @lfn(@)], 9(2) = glf(2)]. Necht & — | [ Fa. Mnotina &
n=1

jest uza,vi"ené. (v. 835), jest DCLa L—D= z (L — Fy), tedy

n=

|IL—& | < Z |L—F, |<22,,+1 2. Parcidlnf funkce (f,)s jsou

spopté takze ziejmé i funkce (g,,)¢ jsou spo]lt;e Jezto fu(x) - f(a:)
z¥ejmé g,(x) — g(x). Funkce (g,)p jsou konetné a podle 21°4°| jsou
méfitelné; funkce go je koneénd. Tedy podle 20°4'8 a 21°1°15 existuje

uzaviend mnoZina F C @ takové, e | —F | <‘—;— a %e funkce gp

je stejnomérnou limitou posloupnostl {(gs)r}. Podle [4:5°] funkce gp
je spojitd, tak¥e ziejmé i funkce fr je spojitd. Jeito L — F = (L —
— D)+ (®—PF), jest |[L—F | |L—D|+|P—F|<e.

V ptipadd P=E,, = An se u-integrdl nazyvad Lebesgueiv
integrdl. Lebesgueiv integrdl se znaéi zpravidla ’

[f(2) dz misto [f(z) dAm.
i i

Casto se také pife z= (1, %, ..., Tm) a
'Lff(&a, Tgs . . ., Tm) dzy Ay . . . dz,, misto [f(z) dz.
: i _
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Zékladni véty o Lebesgueové integrilu se dostanou z vét odst. 212,
volime-li P = Ep, p = Ay (@ A = T).*) Véta 21°3'5 (s volbou P =
=Em Q@Q=En PXQ@=Entn M1=}~m, U = An, Mg = Am+n) Je
t. zv. Fubiniova véia. Pomoci této véty se vypodet integrdlu v E,
redukuje na (m-krit provedeny) vypodet integrlu v E;. Tomu je zdénlivé
na prekdzku, %e integraénim oborem na levé strané nenf libovolns
mno%ina C e £y, nybrz mnoZina tvaru A X B, A €L, B eLy; to viak
nevad{, nebot obecné (v. 2113 a 21:2'7) pro C C A X B jest

Ji(x) dua = | o(2) dusas
(4] AXB

kde g@(z) = f(x) pro zeC, ¢p(x) =0 pro ze(4 X B)—C.

21°4'3. V E,. existuji (lebesgueovsky) neméfitelné mmnoZiny.

Diikaz. Pro E, je to pravda podle 20°4'9. Necht pii uréitém m je
to pravda pro E, a dokaime, %e je to pravda pro En+1 = En, X E;.
Podle 2049 existuje neméfitelnd mno¥ina A C E;. Necht ¥ = E,, X 4.
Stadé{ dokdzati, Ze M je neméfitelnd. Predpoklddejme opak. JeZto
| Em | = 00 > 0, podle 233 (kde klademe E,, E;, M misto P, @, O),
jest A méfitelnd, coZ je spor.

Cvideni.

. 21-1. Necht H je n&jakéd mnoZina husté v E, (na p¥. mno#ina vsech
raciondlnich &isel). Necht f je funkce v oboru L e £, Funkee f je u-méfi-

telnd, kdyZ a jen kdy% mnoZina E[f(x) < c] je ,u-méhtelna. pro ka¥dé ¢ € H.

21-2. Necht f je u- méi‘ltelna. funkce v oboru LeE Mno%ina t&ch
ce E;, pro n&% |E[f(z) =c]|, > 0, je spoletné.

21-3. Necht {Z‘} je posloupnost u-méfitelnych funkei v oboru L € £,,.
Necht C je mno%ina téch x ¢ L, v nichZ existuje a je konetns lim f,(x)-
Pak Ce 2

21-4. Nechﬁ p > 1. Necht f a g jsou u-mé¥itelné funkce v oboru L € £,
takové, Ze integraly

»

[1f@) Papa [lg@ [ du
L L

jsou konvergentni. Pak také

f f(x) g(z) dp
je konvergentni a jest (Holderova nerovnost pro integrdly)
1 S

p—1
If fle)g (@) dp S [f1F @) " [f 1g(x) 7 © -
Diikaz se provede napfed podle (2) v 72 pro pfipad, %e funkee f a g jsol
koneéné a nabyvaji jen konetného poétu hodnot.

*) Vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integrélem (pro m = 1)
je (ve zobecnéném tvaru) objasndn v&tami 2356 a 23'5'7.
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21-5. Necht p = 1. Necht f a g jsou u-méfitelné funkce v oborulL ¢ £,
takové, ¥e integraly

{ | f(z) P dp a f | g(zx) [P du

jsou konvergentni. Necht ¢ je funkce v oboru L ta.kové. ¥e @(z) = f(z) +
+ g(z) pro ka¥dy «eL, v némZ pravéd strana mé vyznam. Pak

[ o(=) P du
L

je konvergentni a jest (Minkowského nerovnost pro integrdly)
1 1 1

[f o) Pdpl® < If1 f(@) Pdu” + [f | g(z)Pdu)”.
L L L

P#i dikaze se uZije (3) v 7-2.
21-6. Necht p > 1. Necht L ¢ Ql‘ Necht @, je systém vSech u-méfitel-
nych funkei f v oboru L, pro néZ f | f(z) lpd,u. je konvergentni. KdyZ

€Dy f1e®, ' zvolme funkei fl, v oboru L tak, %o f(x) = f1(x) — fo(®)
pro kaZdy :ceL v n¥m# pravé strana mé vyznam, a poloZme
1

olfy fa) = [Lf | Frale) [P du)”

Cislo o(fy, fa) je funkeemi f,, f, jednoznadné uréeno. Funkee f, € D,afe®,
nazveme ekvivalentni, kdyZ E[fi(z) = fa(x)] € N, Jest o(fy, fa) = 0, kdyZ
x

a jen kdy% f, a f, jsou ekvivalentni. Kdy% f, ¢ @, a g, ¢ @, jsou ekvivalentni
a kdyZ f; €« @, a g, € D), jsou ekvivalentni, jest o(fy, f2) = €(g1, 92)- Systém @,
lze rozdsliti ve t¥idy tak, Ze ka¥dd fe @, jo pravd v jedné t¥id8 a Ze dvé
funkee f, € @, a f; € @, jsou tehdy a jen tehdy ekvivalentni, kdy% jsou ve
stejné t¥ids. Nechﬁ !l’ C @, obsahuje prave jednu funkei z kaZdé tf-idy
mezi sebou ekvwa,lentnich funkcl Pak ¢ je metrika ve Y’

21-7. Necht f je u-méfitelné funkce v oboru L € £ ta.kova,, Ze [ f(x) du
]

je konvergentni. Necht ¢ je o-aditivni mno#inové funkce v oboru E[X £,
X c L] takova, %e
XeC, XCL, acE,, beEj, a<b, Y=E[zecX,a < f(x) < b]
» T

implikuje
a Y], <g¥) b (Y],

Pak @(X) = [ j(x) du pro kaZdou XeL, XcL.
X

21-8. Ve 212’19 vynechme pfedpoklad |f,(x) | < ¢(x) a nahradme
jej predpokladem. f,(z) = 0. Pak z obou nerovnosti 1. c. tvrzenych prva
je spravné, ale druhd muZe byti nesprévnd.

21-9. Z 2142 lze odvoditi tuto v&tu. Necht f je funkce v oboru
L e L(E,,). f je méfitelné, kdy% a jen kdy% existuje mnoZina M c L takova,

Ze: [1] M je G4(E,,); [2] L —-Mem(E ); [3] parcidlni funkce fysje prvé
tiidy.
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21-10.* Necht p a v maji stejny vyznam jako ve 2I'2. Necht L ¢ £,.
Necht f je nezaporné funkce v oboru L. Necht mnoZina

ElzeL, 0 Lt < f(z)]
(z,t)

je v-mé&Fitelns. Pak funkee f je u-mé&fitelnd. Dikaz se provede pomoci 21-3'3
(v. téZ cvié. 21-1).

Necht nyni P je metricky prostor a necht B c P je Borelova mnoZina.
Necht f je funkce v oboru B. Pravime, Ze f je Baireova funkce, kdy% pro ka%dé
¢ ¢ E; mnoZina E[f(z) < c¢] je Borelova.

z .
21-11. Funkce prvni t¥idy (specialné spojité funkce) v oboru B e B(P)
je Baireova funkece.
21-12. Baireova funkce v oboru B ¢ B (E,,) je (lebesgueovsky) mé¥itelnd.
21-13. Ve vétach 21°1'1—21"1'3, 21"1'5—2I1°1"14 a ve cvid. 21-1 a 21-
lze nahraditi u-méFitelné funkce Baireovymi funkcemi, kdy# soutasng
nahradime u-méfitelné mnoZiny Borelovymi mnoZinami.

§ 22. MnoZinové funkce s konedénou variaci.

22°1. V celém odstavei predpokldddme: A C P je dané mnoZinové
téleso; f je dand aditivni mnoZinovéd funkce v oboru 2.
Pro kaidou mnoZinu A4 ¢ poloZme

V(4) = sup {(X), V(4) = — inf /(X),

kde X probihd viecky mnoziny takové, Ze X e, X C A. Tim jsou
funkei f ptifazeny dvé nové mnozinové funkce ¥ a V v oboru . Uréitéji
pifeme V = V;, V = V;. Funkce V a V se nazyvajf resp. horni a dolni
variace funkee f. -

Z 1812 a 19°1*] plyne:

22:1°1. Jest _ '

0L VA< @, 0K VA S @
pro kaZdouw mnofinu A €. o

22'1'2. V a V jsou aditivni mno¥inové funkce v oboru AU.

Ditkaz provedme tieba pro V. Necht A e, BeA, AB=9.
Méme dokizati, %Ze V(4 + B) = V(4)+ V(B). Necht X probihd
viecky mnoZiny takové, %e X ¢, X C 4; necht Y probthd viecky
mnoZiny takové, %e Y e, Y C B. Pak. jest
- V(4) = sup f(X), V(B) = sup {(¥).

Jest X + Y e, X+ Y C A + B. Obrécens, kdy*? Z e, ZC A+ B,
X=A4Z, Y =BZ

jest '

XeU, XCA4, YeU, YCB, X+ Y=2.

Tedy _ :

V(4 + B) = sup (X + Y).
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Jotto AB— 8, jest X¥ =0, tedy
X+ Y)=f(X)+ {(¥)< T(4) + V(B),

takze _ _ _
V(4 + B) < V(4) + T(B).
Na druhé strané

fX)+ (Y)=f(X+ Y)< V(4 + B),

tedy _ _

HX) + V(B) = {(X) + sup {(¥) < V(4 + B),
takize _ _ _ _

V(4) + V(B) = sup f(X) + V(B) < V(4 + B).
Tedy

V(4 4+ B) = V(4) + V(B).
Pro ka¥dou A4 2| poloime
V(4) = V(4) + V(4);
to lze, nebot podle 22'1"| pravéa strana neni bezvyzna,mné, Tim je de-
finovdna novéd mnoZinové. funkce ¥V = V; v oboru Q. Nazyvime ji
totdlni variaci funkce f. Z 22°1°| plyne: :

22°1"3. Jest :
0 V74 L
pro kaZdou mnofinu A .
Z 22'1'2 plyne podle 22°|*| a cvié. 19-2:
22:1"4. V je aditivni mnoZinovd funkce v oboru 2.
22:1'5. Pro ka#dou mnofinu A e, pro kierou rozdil V(A)—V(A)
nent bezvjznamny, jest
f(A) = V(4) — V(4).
Ditkaz. Necht A ¢ a necht rozdfl V(4) — V(A) nenf bezvyznam-
ny, takie podle 22'1*] budto V(4)e E, nebo V(4) ¢ E;. Necht X
probfhd viecky mnoZiny takové, %e X ¢, X C 4, takZe
V(4) = sup f(X), — V(4) = inf f(X). .
Jezto Q je mnoZinové téleso, pi'obfhé, A — X stejné mnoZiny jako X,
takze .. A
V(4) = sup (4 — X), — V(4) = inf (4 — X).
Je#to f jest aditivnf funkce, jest
f(4) = (X) + f(4 — X) < {(X) + sup f(4 — X) = {(X) + V(4),
tedy
f(4) < V(4) + inf {(X) = V(4) — V(4).
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Podobné
f(4) = f(X) + (4 — X) = f(X) + inf f(4 — X) = {(X) — V(4),

tedy B
#(4) = sup X) — V(4) = F(4) — V(A).

Tedy f(4) = V(4) — V(A).

Pravime, %e f mé koneénou variaci (nebo Ze je to funkce 8 koneénou
variact), kdy?% totéln{ variace V; je konednd funkce, nebo, coz je ziejmé
toté, kdyZ horni i dolnf variace V; a V; jsou koneéné funkce. Z 22°1'5
plyne: ‘

22'1"6. Funkce 8 konetnou variaci je koneénd.

Dokonce podle 22°1*1 a 22°-5:

22:1'7. KdyZ | md koneénou variaci, existuji komeéné mezdporné
aditivni mnodinové funkce v oboru U takové, Ze f= h —f,. Lze voliti
na pf f1= Vf: fﬂ= Zf'

22°18. Nech? f, a fy jsou komeénd nezdporné aditivni mmnoZinové
funkce v oboru . Necht f = f, — f,. Pak jest pro katdouw mno¥inu A «U:

h(4) 2 T(4), f(4) = V(4), |

takZe (v. 22'1°1) f md komeénou variaci.
Diikaz. Necht X probfhé viecky mnoZiny takové, Ze X €, X C 4.
Jest _ » 4
HX) = A(X) — H(X) £ A(X) £ A(X) + H(4 — X) = f(4),
tedy _
V(4) = sup f(X) < f,(4).
Podobné
— f(X) = — LX) + fz(X) g fo(X) é fs(X) + fa(A —X)= fz(A),
tedy :
V(4) = —inf f(X) < fi(4).
22'19. Necht | je komeénd aditivni funkce v mnoZinovém télese Y.
Necht existuje o-aditivni funkce p v mnofinovém o-télese T(U) takovd,
Ze parcidlni funkce o je identickd s f. Pak f md koneénou variacs.
_ Ditkaz. Necht naopak existuje mnozina 4 € takovd, Ze tieba
Vi(4) = oo. Jetto p(4) = f(4) # + oo, podle 19'1°2 je @(B) == 4 o
pro kaZdou mnoZinu B takovou, Ze Be (), BC 4.
Sestrojime rekurentné posloupnost {4,};’ takovou, Ze

ApeU, A,CA, Ap11C A4p, 17;(An)"—' o0, If(An)l__>=”—'1
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Volme A, = A. Necht pii ur¢itém = je jiZ sestrojena A,eU. Jest

f’—;(A,,) = o0, tak¥e existuje mnoZina C takovd, Ze

Ce, CC A4, f(C)> ’f(An) |‘|‘ n.
Jest (v. 22°1°2)

VHC) + Vi(An— O) = Vi(4n) = oo,

takie budto V;(C) = oo nebo Vj(4y — C) = co. V prvém piipads lze
voliti A,4+1=0C, ve druhém Ap1=A4,—C.¥)

Jesto A, € U, jest B = HA,,e 7(Q) podle 18'4-3. Jeto Ay 41 C An,
@(4y) = f(44y) == = oo, POd-le 19-2-3 jest

| ¢(B) | = lim | g(4,) | = lim | f(4n) | > lim (n — 1) = co,

coz je spor, nebot Be (), BC 4.

22:1°10. Necht f je komeénd o-aditivni fumkce s komeénow variaci
v mnoZinovém télese A. Pak V; a Vi jsou c-aditivni mnoZinové funkce
v oboru .

Ditkaz. Doka¥me treba, e V je o-aditivni. Necht tedy A, e<QA

n=123,.. _°), AeQYa 4= ZA,, 8 disjunktnfmi séftanci. Méme

n=1
dokézati, e V(4) = > V(4,). Podle 2212 jest Z Vdy) =7V (Z 4;).
n=1

n

Podle 221°1 a podle cvié. 19-8 jest V Z ) < V(4). Tedy 2 V(45 <
< V(4), takie

(4).

(44)

1

A

1Ms

Necht
S V(dy) =c< V(4).

n=1

Pak existuje mno¥ina B takové, te Be U, BC 4, f(B) > c. Jest B=
= > A,B s disjunktnimi 4,B . JeZto f je o-aditivni, jest
n=1

¢ < {(B) =”21 f(A4B).

*) Jest
| /(A4,) | 2 f(A,) = }(O) + f(4, —C) > | /(4,) | + n + f(4,—O),

ted. .
i f(4,—C) < —mn, |{(Ag—0C) | >mn.
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Jetto ApB €U, ApB C Ay, jest f(44B) < V(4y). Tedy

c< Zlf(AnB) < 21 V(4,) = c,
n= n=
‘coZ je spor.

22'2. V tomto odstavei dinfme stejny pfedpoklad jako v odst. 20°1.
Mimo to je déna mnoZina L e £, a mnoZinové o-téleso K takové, ¥e
QRCL.ale

Aeld = AL Q%)

22'2'|. Necht @ je koneénd o-aditivni mnoZinovd funkce v oboru K.
Existuje mnofina Ly e R takovd, %e pro X « Q plati:

XCL—Ly = ¢(X) < 0.
Dikaz. Podle 22°1°9 [kde misto f, U, 7(QA) vezmeme resp. ¢, K, K]

@ m4 koneénou variaci. Podle 22110 7, a ¥, jsou koneéné o-aditivni
funkce v mnoZinovém o-télese . Pro n =1, 2, 3, . . . existuji mnoZiny

Ap e R, An C L takové, %e g(Ay) > V(L) — 2—1” Kdy? X e R, X C Aq,
jest
L 1 _
Vo(L) — o< P(4n) = @(X) + p(4n — X) < @(X) + V4(L),
5 1
tedy @(X) = — ;. Tedy

Ve(4,)
Kdyz XeQ, XCL— A4, jest
- - 1
VolL) 2 ¢(dn + X) = p(4n) + ¢(X) > Vo(L) — o T 9(X),

I

1
&

. 1
— 1
V,,(L - An) g 'é;. °

Necht B, = ﬁ 4;. Pak jest ByeR, By C Byt Mimo to B, C Ay,
takze =

| Vo(Ba) < Voldn) < g @)
T %) Zfejmd také

Aer(U) = AL e R,
takZe také L e R. o
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Déle jest L — By= > (L—Aj), tedy pro p=mn+1Ln+2 ...
i=n
jest podle cvié. 198 a 19-10:

[Z(L Ai)]<ZV(L ')

Y4
aviak podle 1922 jest 7,(L — By) = lim [Z (L— Ai)] takie
h <,

u7\
bA@
r2
A
“fl

_)ao

VoL — Bn) S 57— @3)

2»—1

Necht L,= 2 Bp. Jotto B, C Bniy, podle 1922 jest Vy(Lo) =
= lim V,,,(B,,), tedy podle (2): Vy(Le) < 0 takZe podle 22-(“|
Vo(Lo) = 0. 4)
Mimo to podle 1923 jest V(L — Lo) = Lim V(L — By), tedy podle (3):
VoL — Lg) < 0, takie podle 22°1"1 ,
VolL—Lg) =0. . (6)
Rovnice (4) a (5) znamenaji, Ze plati (1)
22:2:2. Necht @ je koneénd mezdpornd c-aditivni mnodinovd funkce
v oboru K. Necht ¢ > 0. Existuji mnofiny Aa (n =0, 1 2,...) takové,
Ze:[1] Ape R (0 =10,1,2,...); [2] Age Ny [8] L= EOA,. 8 disjunkt-
. : n=
nimi séitanci, [4] pro n=1,2,3,... jest _
eR, XCAp = e(n—1) |X|F<¢(X)San|X|,,.
Diikaz. 1. Necht |L |, < o0.Pron=1,2,3,...definujme mno#i-
novou funkei y, v oboru R takto: y,(X) = (p(LX) —en | LX |,. Pak

¥n je koneénd o-aditivni funkce v oboru R, takZe podle 22:2'| existuje
mno¥ina By, ¢ Q takovd, Ze pro X ¢ R, X C L plati:

XCBy=>pX) 2 en|X |
XCL—B,=> X)L en| X |

Necht 4, = L — ZB,,,A,H_I_B —Z Bin=1,2,3,...), 4, =
i=n+1

=L— ZA Pa,k]estA,.e.Q(n—012 .)aL=2A,, s dis-

n=0
]unktnfm1 séitanci.
Zrejmé A, je mnoZina téch bodi ze L, které ndlefeji do neko-
neéné mnoha z mno%in B, (n=1,2,3,...), tak¥e pro n =1,2,3,...
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jest 4, cZB Tedy A, = Z Chi 8 disjunktnfmi Cp; € R, Cni C B;, take

9(do) = 2, 9(Cm) g_g &i | Cui lu = nsig” | Cni |u = me | Ao |,

Jezto @p(Ag) < o0, 6 >0, jest |Ag|, =0, t. j. AgeN,.

Necht n=1,2,8,..., XeR, XC A4,. Pak je pFedn8 X C B,—;
(je-li zatim n > 2), tedy P(X) = e(n — 1) | X |4 (a to platii pron = 1,
je¥to @ je nezdpornd funkce); za druhé je X C L — By, takie ¢(X) < <
Len| X |,

II. Necht |L|,= co. Podle véty 20°1'16 a podle poznimky
k cit. vété existuji mpoZiny L; e R (1 =1,2,3, .. .) takové, %o | L; |, <

< wate L= I sdisjunktnfmi séftanci. PodleIpros=1,2,3,...
i=1
existuji mno¥iny 44, (n =0, 1,2,...) takové, Ze Ai, e R, Aijpe N,
= z Ay s disjunktnimi séitanci a Ze pro n=1,2,3,... jest
n=0
XeR XCAun=>en—1) | X[,SpX) S en| X [
Necht 4, = D Ain (n=0,1,2,...). Pakjest Ape R(n=0,1,2,...)
i=1
a L= D A, s disjunktnfmi séftanci. Podle 2019 jest 4, N,. Necht
n=1
X eR, XC Ay Pak je X = 2 XL; s disjunktnfmi XIZ; C 4.
i=1
Jest
o(X) =_§1¢<XL )S 2 on| XLilu=en| X |,

p(X) = _Z-qJ(XLi) gZ sn—1) | XLi |y =en—1)| X |u

22'2'3. Necht ¢ je konelnd o-aditivni mno#inovd funkce v oboru Q.
Pak existuje koneénd u-méitelnd bodovd funkce f v oboru L takovd, Ze

Jf(z) du je konvergentni a mnoZina N ¢ Ny, N € K takovd, Ze pro katdou
L

X eQ jest
@(X) = p(NX) + 2{ f(=) du. ®

: Diikaz. 1. Necht funkce ¢ je nezdpornd. Pron =1,2,3, ... podle
22:2-2 existuji mno¥iny Ay e K (1=0,1,2,...) takové, Ze Ange N,
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= D Ag; 8 disjunktnimi s8ftanci a %e pro i =1,2,3,... jest
i=0
i—1 )
XeQ XCAm = 5 | X hZoX) S 55 | X e (7)
Necht indexy 7, i > 1, j = 1 jsou takové, ze | Ani. Ayy1,], > 0.
Podle véty 20°1"16 a podle pozmimky k cit. vété existujf mnoZiny
BieR (k=1,2,8,...) takové, e |Bp|, < © & Ap.Apy1;=

= z Bi. Podle 20"1°6 existuje index k takovy, %e | Bx |, > 0. Podle (7)
k=1

jest
i—1 i
—|Bk|#§¢(3k)§§|3k l/u
2,,+1|Bklp<¢(3k)_2,,+1|3k|u-
Jeto 0 < |Bg|, < oo, jest 2 (1 —1)< 5, j—1< 2. Tedy
121,521 |Agi - Apsrilu>0=>[j—2i| S 2. 8)

Jezto L = Z Ay s disjunktnimi séitanci, lze pro n =1,2,3, ...
definovati bodovou funkei f, v oboru L takto:
Ty = (@) =0, zedp(i=1,2,3,...) = fa(z) = '—2;—1.

Ziejmé f, je koneénd nezdpornd u-méfitelnd funkce v oboru L.
PoloZme

Np=Any+ An+10+ Ej: Api . Api1js
i
kde soucet Z se vztahuje na ty pary indexu i, j, pro néz jest ¢ > 1,
&

j=1, |§—2i|>2. Jest N,eR; jeito Ange N, a jeito plati (8),
[

jest NpeN,. Polokme N = D N, Pak jest NeR, NeRN, a pro
n=1

n=1,2,3,... jest ND A,,.
Necht xeL—N. Necht n=1,2,8,... Jeito L—NCL— Apy=

- ZA,.,-, existuje index i>1 takovy, % wedy. Podobné
emstu]e index j>1 takovy, te x eA,,+1, Jeito L NCL—N,,
jest |7——2z <2 Jestf,.(x)‘_ 2,,' s fa+1(z) = tedyfn+1 z) —

2n+1’
2 1
— @) =" L, talde | fasa(e) —fal@) | < gy Tedy pro
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. = 1 1 .
p=1,2,3,... jest |fnip(x)— fa(z)| _<_=kg” 1= e take po-

sloupnost {fa(z)}1 je cauchyovsks a tudiz konvergentni (v prostoru E,).
Tedy existuje koneénd bodové funkce f v oboru L takova, Ze
zeN = f(x) =0, e L — N => f(z) = lim fu(x).

Jeito f, jsou nezdporné funkce, také f je nezdpornd. Jeito f, jsou
p-méFitelné funkce, podle 21°1"13 (v. té% 21°1°3) také f je u-méfitelns.
Pristupme k dikazu rovnice (6) predpoklidajice nejprve, %e

| X|,<oo. Pron=123,... jest L= Ay, s disjunktnimi s&-
tanci a A,y C N, takZe 0
X=NX+§ (47X — N)
s disjunktnfmi séftanci. Tedy -
¢(X) = p(NX) + 2 P(AnX — N) (9)
a podle (7) jest ’
?

—1
—T—|A”;X—N]#§¢(A,,,X N)< IAMX N |, 10y

Pro xe4,;X —N ]est fulx) = tedy (v. 21-2'b)

2" ’
o .
Lo 4w — N o= d @) du any.
Mimo to pro & « AwX — N jost | fo(z) —f(2) | = im | fo(z) —fu-+5(2) | <

<

= on—2’

| @y dp—, | f@)du]=], ] Jiata) — f) | <

tedy (v. 21°24, 21°2'5, 21-2'10 a 21-2'11)

< / Ifn(x) — @) | du < < ! AuX —N llh

tak¥e podle (10) a (11)
PUnX —B)— [ @) 4| < g X — N | (12
niX—N . S

Podle 2126 a 21'2'7 je viak
J f(2) du = Z panCLT

E. Cech: Bodové mnoiny. 14
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tak¥e podle (9) pro n=1,2,3,... jest
1 < 1
| p(X)— gV X)— [ f(2) dp | < 55 2, | AnE — N u < o5 | X
z Geho% nédsleduje (6). '
Zbyvs dokdzati (6) v pifpadé |X |, = co. Podle véty 20°1"16
a podle pozndmky k cit. vété existuji disjunktni mnoZiny Xie R

(k=1,23,...) takové, e X = > X, | Xz |, < 0. Jedto | Xi|, <
k=1
< o0, mdme jiz dokdzdno, Ze

(X)) = @(NXy) +xf f(z) du.
k

Jezto mnozinové funkce @ je o-aditivni, jest

p(X) = 2 ¢(X), pNE) = 3, ¢ Xx)
a podle 21-2'7 jest
 H@)du= . [fx)dp
X k=1 X3

Tedy (6) plati, i kdy? |X |, = co.

IT. Opustme predpoklad, Ze ¢ je nezéporni. Podle 2219 ¢ m4
konetnou variaci a podle 22'1°10 (v. téz 22:1°1) ¥, a ¥V, jsou nezéporné
c-aditivnf mnoZinové funkee v oboru Q. Tedy podle T existuji u-nulové
mnoziny N;, N, a nezdporné y-méfitelné bodové funkce f; a f, v oboru L
takové, Ze pro kaidou mnoZinu X e R jest

To(X) = V(N X) + z{flm du,
Zaf(X) = pr(NgX) +2ffz(w) du.

Necht N = N, + N, tak¥e N e N,, N C L. Podle (13) a 21-26
jest

(13)

- VoNX) = Vo(N,X), V,(NX) = Vy(N,X),
tedy . . .
Vo(X) = V.,,(NX) + ff1(x) du,

FYo(X) = Vo(NX) +] f fo() dp,

takie podle 2| 24 a 22'1"5 plati (6), vo]ime if=f—f .
Necht ¢ je o-aditivnf mno¥inové funkce v oboru K. Pravime,
Ze g je totd,lné 8pojitd (také se Tiké absolutné spojitd), kdy% ¢ je koneénd a

NeR, |N|,=0= g(N)=0. (14)
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22-2'4. Necht' @ je mnoZinovd funkce v oboru K. ¢ je o-aditivni

totdalné spojita funkee, kdyZ a jen kdyZ existuje u-méiitelna bodovd funkce f
v oboru L takovd, %e [f(z) du je konvergentni a Ze pro kafdou mnoZinu
L

X e R jest

X) = {_f(x) du. (15)

Dikaz. 1. Kdyz plati (15), pak podle 21'2'7 ¢ je o-aditivni
v oboru R. Kdyz [f(x) du je konvergentni, pak funkce ¢ je konecnd
L

podle 19-1-2, takZe @ je totdlné spojitd podle 21-2°6.

IT. Necht ¢ je g-aditivni totalné spojita funkce. Pak ¢ je konecna,
takze podle 22:2'3 existuje u-métitelnd bodova funkce f v oboru L
a mnozina N ¢ N, N e R takovd, Ze plati (6). Podle (14) je ¢ (NX) = 0,
takze plati (15).

22:2'5. Necht ¢ je c-aditivni totalné spojitc mmnoZinovd funkce
v oboru K. Pak existuje o-aditivni totdlné spojita mnofinovd funkce vy
© oboru E[X L X C L] takovd, e parcidlni funkce pg jest identickd s ¢.

To pl\ne z 21°2'7 a 22:2°4.
22:2'6. Nechl ¢ je konetnd o-aditivni mnofinovd funkce v oboru R.
@ je totdlné spojita, kdyZ a jen kdyZ kaZdému e > 0 lze pFifaditi 6 > 0
takové, Ze
XeQ X |,<0=|pX)|<e (16)
Dikaz. 1. Kdyz plati (16), ziejmé plati i (14), takze ¢ je totdlné
spojitd.
I1. Necht ¢ je totédlné spojitd a mnecht &> 0. Podle 22:2'4
existuje p-méfitelnd bodovd funkce f v oboru K takovd, Ze [H(z) du
L
je Ixonvergen‘cm a ze pro X ¢  plati (15). Pro n =1,2,3, ... defi-
nujme funkei f, v oboru L takto:
[ f(2) | < n = ful2) = f(x
f(@) >n = fu(x) =mn,
Aiejmé fn jsou p-métitelné funkce v oboru L, jest f,*(z)—> f*+(2),
fo (@) = [ (), 0= frt (o) < fH(e), 0 f(2) < f—(x) pro kazdy xe L
a ]ntegraly f f+ (=) du, f f—(x) du jsou konvergentni, takze podle 21-2:20

jest
Ke@bffn(“’ d“_>ff-{ ) d, f.fn d/,t—>ff () du.

Vsecky ¢tyfi prdvé napsané integrdly jsou konvergentni (v. 21-2°13
a 212'14). Tedy (v. téz 21-2'11) existuje index p takovy, Ze
14%



204

4

— &
0 (@) du—Jfy (@) du < 5 -

0 gLf f+(2) du —Lff;’(x) du < =,

Podle 21-2-7, 21210 a 21°2'11 jest
0= Xff+ (x) du — I{f;*(z) du = J{ [f+(x) —fp (@1du <
< JUf+ () — f5 (@) dp + [[f+(z) — f7 (2)] du =
X L—X
= Lf[f+(w) —fp (@)] dp = Lff+<x> du —Lff:(x) du

a stejné s f—, f, misto f+, f5. Tedy
XeR=0< i) dp—){f;(x)d,u< z,

XeR = 0< [ du— [l @) du < 5
X X

Volme nyni a:%. Necht X eQ, |X|,<d. Podle (15) a 2124
jest ’

| (X — [fyle) dpu | < -

Podle 2126, 21-2°11 a 21-2'13 jest
| Jfo(@) du | < [ 1) | du < [pdu=p| X |, < pd =,
X X X )

tedy | p(X) | <e. _
22:27. Necht | je u-méfitelnd bodovd funkce v oboru L takovd, Ze

{ f(x) du je konvergenini. Nechf ¢ je o-aditivni totdiné spojitd (v. 22:2'4)

mnoZinovd funkce v oboru R takovd, Ze pro X ¢ Q plati (15). Pak je pro
XeR

VolX) = 1+ (@) duy VolX) = Ji=(@) d, VolX) = [ | f@) | dp.

Dikaz provedme tfeba pro V,. Zvolme X,eR. Kdyr YR .
a Y C X,, pak je
@(Y) = [f(z) du = [f+ () dp — [f—(2) du < [f+(2) du < [f+ () dp,
b4 ¥ ¥ ¥ X,
tedy _ - '
Vnp(Xo)___<—_A[f+(x) du. - a0
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Zvolme & > 0. Podle 22:2"4 (kde mfsto & volime E[X ¢£,, X C L])
x
a podle 22:2'6 existuje d > 0 takové, Ze
Xe®y XCL, | X|,<6= [X[f(x)d,u|<s.
Zvolme opét XoeR a poloZme M = E[z e X, f(x)__>=0].‘ Pak jest
. z
MCX, a M 52,. ' Tedy existuje posloupnost {4} ta.kové,, ¥e
Age, MCZ Ay, | Z Ay— M|, <9, tedy také M C Z LA,
=YeQ, YcL | Y — M|,,<6 Jest
¢(Y)=[f@)du=[f(x)du + [ [(z)dpu,
¥ s Y—M
JH(@) du = [+ (@) du = [f+(x)du, | [ Ha)du|<e.
M a X, M

Tedy Yef, YCXp a .
' o(¥) 2 ] f+(@) du—e,
takze ’ :
VolXo) 2 J f f+(2) du —e. . (18)

Jeito £ > 0 je libovolné, podle (17) a (18) jest Vo(Xo) = f f+ () du.

Necht ¢ je g-aditivnf mnoZinové funkce v oboru K. Pra.vime, ze
@ je smg_ularm, kdy% existuje mnoZina N ¢ R takovd, Ze N e N, a Ze

XeR XN =0 => g(X)=0.

22:28. Necht ¢ je konednd o-aditivni mnofinovd funkce v oboru R.
Pak lze uriti prdvé jednim zpisobem dvé konmeéné o-aditivni mnoZinové
funkce @1 @ @y v oboru R tak, Ze: [1] ¢ = ¢, + @y, [2] @, jest totdlné
spojitd, [3] @, je singuldrni.

Dakaz. I. Uréeme bodovou funkci f a mnoZinu N podle 22-2-3.
Pro X ¢ Q poloZme .

=2{ {(z) du, go(X) = p(NX).

Ziejmé @, je koneénd o-aditivni singuldrn{ funkce. Podle 22:2'4 ¢, je
g-aditivni totdlné spojitd funkce. Ziejmé ¢ = @) + @,.

II. Necht p =@, + go =19, + Yo kde @y, @3 1, 95 jsou konedné
o-aditivni funkce v oboru R, ¢; a ¥, jsou totdlné spojité, g, a y, ]sou
smgulé,rm Lehko se dokdZe, e o-aditivni funkce ¢,-—1; =y, —
je soudasné totdlné spojitéd i singuldrni, z &ehoZ ihned plyne, Ze ]est’
identicky rovna nule.

22:3. V tomto odst. jest P = E,,. Mira a integrél jsou mineny
v Lebesgueové smyslu. Je déno mnoZinové o-téleso K, které obsahuje
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viecky Borelovy mnoZiny a jehoZ kaZdd mnoZina je méfitelnd, tedy

(v. 18'6°4)
7(Tm) C K C L(Em)-
Mimo to je déna koneéns mnozinové funkce ¢ v oboru K.

Poznamka. Vysledky, ke kterym dospéjeme, se snadno pienesou
na obecnéj¥ pifpad, kde je dina mnoina L € £(Em), mnoZinové o-téleso
Ko 8 nejvétdim prvkem L takové, Ze

A et(p) = AL e Ky, Ko C L(En),

a konednd mnoZinové funkce p v oboru R,. Stadi za R voliti systém
viech mno%in tvaru K, -+ M, kde K¢ e Ko, M € (E,), LM = @, a de-
finovati funkei ¢ tak, Ze @(Ko-+ M) = p(Ko).

Kdyz ¢ = (¢, €5, - - ., Cm) € Epn @ kdyZ s je kladné éislo, nazveme
Ctvercem o sifedu ¢ a strané s a oznatime A(c,8) mnoZinu téch
(1, %35 . - -, ¥m) € Em, pro né% platf | 2, —c;| g% pro 1< i m.

Ziejmé kazdy Gtverec ndleii do L, tedy do K.
22'3'1.*¥) Necht @ == M C E,,. Necht D je systém CEtverci takovy,
Ze ke kaZdému bodu x € M a ke kaZdému & > 0 existuje Stverec A(c, 8) € D
takovy, %e z e A(c, 8) a 8 < &. Pak existuje disjunkini koneénd mebo me-
koneénd posloupnost {An}s (k=1,2,8,..., nebo k= o) takovd, %
k

| M —2 A, | = 0.
n=1

Dikaz. I. Necht mnoZina M jest omezend. Predpoklidejme, Ze

M neni podmnoZinou souétu koneéného poctu disjunktnich étverca

systému 9, neboﬁ ]mak véta je trividlnf. Oznaéme Q), systém téch

A(c, 8)e®, pro n&z s< 1. Zvolme A, ¢ D), tak, %e.4,M =+ @. Necht

pii urditém n byly jiZ zvoleny disjunktni &tverce A; A(ci, 8;) €D,

(1 £ + < n). Oznadme o, supremum mnoziny viech stran téch étverci 4
n

systému @),, pronéz AM 0,4 . z A; = @; Ze takové &tverce existuji,
i=1
n
je zfejmé, nebot podle predpokladu M —; Z A; + 0. Ziejmé 0 <
< a,,< 1. Zvolme pak Api1= A(Cn+1 8”+1) tak, Ze A”+1M =+ 0,
Apyiy - z 4; =9, o<1 < On-
Stadi dokdzati, ie | M — Z Ay |- = 0. Necht naopak & = | M —

— Z A, | > 0. Jeito Gtverce A, jsou disjunktni, jest 21 |4y | ="
n=1 n=

' %) To je t. zv. Vitaliova véta.
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= |ﬂ§=:1 A, |. Jeito mnoZina M jest omezeng a MA, =+ @, 8, < 1, jest

0 -]
21 | 44 | < 0. Tedy nekoneénd rada zl | 4n | je konvergentni. Tedy
& Z

existuje index p takovy, Ze 5™ . z | dn| < . Je-li A’y = Acp, 584),

n=p+1

jest z |A“| <(x-—[M—ZA,.I takZe (v. 20°1'5) existuje

bod xeM—-—(z A, + z A’,,). Jest xeM—z A,. Jezto mnoZina
n=1 n=1 :

n=p+1

P
ZA,, jest uzaviend, existuje Gtverec A* = A(c*, s*) €®, takovy, e
n=1 )

Y4 .
zed* (tedy A*M +¢) a A*. D A, = 9. Kdyby bylo A*4, =
n=1 ’
pro ka%dé n, bylo by 0 < * < 0, < 23,+1, takle by fada D, |4s| =
n=1

= Z 8p byla divergentni, coZ je spor. Tedy existuje index g takovy,
ie pro n=1,2,3,... jest

n<q= A4*4, = 0, ale 4*¥4, + .
Jezto A*. z A, =0, jest g>p. Pro 1< n<gq jest 4*4, =0,

A*M =+ 0, tedy s* < Og—1. Jeito ¢ >p, jest zed* — A’y Tedy
A*Ag + @ = A4* — A'y. Z toho nésleduje snadno, %e s* > 2s,. Aviak
8* < 041 < 28, ta.kie mame Spor.

" II. Necht M, = E[zeM n—1< o(z, w) < n],kden_ 1,2,3,.

a w=(0,0,...,0)¢E, Lehko se dokife, %¢ | M — ZM,,|_0

Pro kaidé » (= 1,2,3,...) necht ®, je systém téch A € @ pro néZ
4 CE[n — 1<g(z,w)<n] 'Z 1 snadno vychdzi, %e existuje dls]unktnf spo-

cetny systém S, C D, takovy, ¥e | M, ZA | = 0. Necht S = Z Sa.
Pak SCD, S je disjunktnf spoetny systém a jest M — z a4cC

C(M—Z Mn)+ > (My— D A), takie |M— > A|=0.
n=1 n=1 4eS,, 463
Zvolme a ¢ E,,. Pro ka¥dé ¢ > 0 oznadme h(c) supremum a k(e)

infimum mnoZiny viech &fsel %, kde 0 <8< ¢ a bod ceEp
) 1
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je volen tak, %e aed(c,8). Jest — oo < k(e) < h(e) < 0. Kdyi
0 < ¢ < &, ziejmé -

ler) < Meg) < hley) < hley)- M)
Nazveme horni derivaci mnoZinové funkce ¢ v bodé a a oznaéime ¢(a)
infimum mnoZiny viech &isel A(¢); nazveme dolni derivaci mnoZinové
funkce ¢ v bodé a a ozna¢ime g(a) supremum mnoZiny viech &fsel k(e).*)
Z (1) vychdzi, %e je vidy '

— o0 < g(a) < p(a) < . @)
Dilezity piipad nastane, kdyZ g(a) = g(a); pak piSeme

(@) = pla) = ¢'(@)
a &slo ¢'(a) nazyvdme derivaci mnoZinové funkce ¢ v bodé a; kdyZ

(a,) < tp(a), pravime, %e ¢'(a) neexistuje.
Snadno se dokdZe:
22:3-2. Nech? a € E, A€ R. Tehdy a jen tehdy existuje ¢'(a) a jest

¢'(@) = 4, kdy pro kaZdy pdr posloupnosti {ca}’, {sn}r, pro ktery
cneEm 8n€eEy, 8, >0, 8,0, aed(cy,s,), jest
@[A(cp, 85)] A
| A(cn, 8a) |
22:3'3. ¢ a @ jsou méFitelné bodové funkce v oboru E,,
Dikaz provedme tieba pro ¢. Zvolme a e E;. Polofme A —
= E[p(z) < a]. Méme dokézati, s¢ A e S(En). Pro n=1,2,3,...
T~ N

polozme

Ay, = E[¢(z)<a——1-] B, = E[ () < a,—;];—]

Prok=1,2,8,...necht Du je systém viech &tverci A(c, 8) takovych,
1

te 8 < % a @[d(c, 8)] < (a—;— | A(c, 8) |. Lehko se dokdZe, Ze pro

xred, a e¢>0 existuje ¢tverec A(c, 8) e D, takovy, Ze xe A(c, s),

8 < e. Tedy podle 22'3"1 pfi danych indexech =, k existuje koneénd

nebo nekonednd disjunktni posloupnost {Amw};™ (um=1,2,3,.

nebo uu, = o0) ta,kova,, e Auki€ Dk, | Tor| =0, kde Ty = A,,

Unk

— Z Ay PoloZme
=1

St = _Z Aiis n—l'Is,,k, 8= Zsm

n=1

*) V obvyklém oznadeni jest oviem g(a) = lim k(s), p(a) = lim &(s).
e—>0+ = e>0+



209

Tnzz T ur, T:HT,;
k=1 n=1

. P — — ¥ ;e T, jest
T LTt O e o Ao S| T, tedy 40 C 50 T
tedy | ACS4T. . 3)
Zvolme z ¢ 8,. Pak pro kaddé | existujo inde § takovy, %e @ € Anki €
€ Dy, takle g(dnr) < (a — ;) | Apis |- P¥i pevném = strany étvercd

Au; jsou mensf nek i Jezto — — 0, vychdz{ snadno, Ze z(x)g

% &
ch2m=m

n=1 n=1

<a—2L tj.% x ¢ By Tedy S, C By, takie § =
n

Tedy
SCA. 4)

Ze (3) a (4) ndsleduje, Ze
A=8+ AT.

Jest Se2(Em) a |T|=0, tedy AT ¢ £(E,,) podle 20°1"7 a 20111,
takie A € Q(Em).

22:3'4. Nech? funkce @ je nezdpornd a c-aditivni. Necht mnoZina
G C E,, je oteviend. Necht A C G. Necht a e E,, a > 0. Necht

zed = E(z) > a.

Pak je p(@) = a | 4|

Diikaz. Necht @ je systém viech &tverci A takovych, Ze 4 C G,
@(4) >a | A|. Lehko se dokéZe, %e ke ka¥dému z ¢ A a ke ka¥dému

£ > 0 existuje Stverec systému @ obsahujici # a majiei stranu mensf
ne’ . Tedy podle 22°3°| existuje mnoZina B C 4 takové,%e | A — B | =

— 0 a disjunktnf posloupnost {4;}—; (k=1,2,3,... nebo k= o)
0 _
takové, %e 4; ¢ ®, 2, 4;DB. Jest |B|< |4 |<|B|+|4—B|=
: i=1 .

k ko
=Bl tedy 0< | 4| =|BIS| 24| =2, | 4] a (v. ovid. 196)

k k k ‘ .
o6 2 9Q4) = 29(d) z a2 | Az al4].

223'5. Nech? @ je nezdpornd a o-aditivni. Necht M = E[p(z) = oo].
Pak M ¢« N(En). z
. Dikaz. Zvolme a > 0. Podle 22°3'4 (kde volime @ = E,,, 4 = M)
jest p(Em) = a | M |. Jetto a > 0 je libovolns, jest g(Em) > oo .| M l.
Jezto funkce ¢ je konedns, jest | M |=0. . S :
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22'3'6. Nech! @ je o-aditivni. Necht K je mnoZina téch e Ey,
pro néf existuje ¢'(%) a jest — oo < ¢'(x) < 0. Pak En— K ¢ N(Ey).
Dakaz. 1. Necht ¢ je nezdpornd. Necht L = E[p(z) > ¢(z)),

M = E[p(x) = ©]. Zfejmé E, —K=L+ M. Podle 2235 jest

z
| M | = 0, takZe stadi dokdzati, e | L |= 0. Necht naopak |L|>0.
Pro n=1,2,3,... necht’ L, = E[xeL o(z, w) < n], kde =

=(0,0,...,0) € En. Jest L_ZL,,, tedy 0<|L[§Z!L,,|,
=1

n=1 n
tak¥e existuje index n, takovy, Ze |L, | > 0. Polozme H = Ly,
Ziejmé 0 < |H| < . Necht (v. 3'5'1 a 352) {(rn, 8,)}7 je po-
sloupnost v¥ech péri (r, s) raciondlnich é&fsel takovych, Ze » > s > 0.
[}

Ziejmé H = ZH,., H, = E[z ¢« H,p(2) > 10 > 8y, > @()]. Jest 0<

<|H|L Z | Hy |, take existuje index p takovy, %e | H,|>0.
=1

Ziejmé | H » | < 0. Zvolme &islo ¢ tak, %e r, > ¢ > 8,. Podle cvié. £0°10
existuje oteviend mnoZina @ takovd, Ze Hp,C G, t| Hp| > s, G|
Oznatme ® systém viech Gtverci A takovych, e 4 C G a ¢(4) <
< 8p|A4|. Jeito p(x) < s, pro zeH,, zfejmé ke kaidému -z e H,
a ke kazdému & > 0 existuje ¢tverec A(c, 8) € ® takovy, Ze z € A(c, 8)
a 8<e Tedy podle 2231 existuje mnozina A C H, takovd, Ze

|H,—A| =0, tedy | 4|=|H,|, a disjunktni posloupnost {A:}i
k

(k=1,2,3,... nebo k= o) takovd, %e A;e®, D A;DA. Jest
i=1

k k k .
P2, 4) =2, p(di) < 8 2, | 4| =
-ik=1 i=1 =1
=8| 241 < |Gl <t|Hy|=t]4].
=
Necht D-=2A-(1<i< kneboi=1,2,3,...). Jest AD; C AD;.,,

ZAD AZA;—A KdyZz k< oo, jest ADyp= A, takie pro

q_k]estr,,|ADq|>t[A| kdy% k = oo, podle 20°1-20 jest | 4 | =
= lim | AD; |, takze zase existuje index ¢ takovy, Ze 7, | ADq | >

>t|A| Jest D, C ZA‘, tak¥e podle cvié. 19 8]est<p(Dq) < ¢( Z 4;) <
< t] 4 |. MnoZina, Dq jest uzaviend, takze podle 13-2 exmtu]I otevrené

mnoziny I’y (n=1,2,3,...) takové, %e I, D Ipt; a nl"u= D,.
: n=1
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Podle 19:2'3 jest p(I'n) = @(Dg) < ¢| A4 |. Tedy existuje index » takovy,

e (') < t|A|. Jeito AD; C Hy, jest p(x) > 5 pro z e ADy; jeito
AD, C T, podle 2234 jest ¢(I'y) = r, | AD, |. Tedy

t| A <rp| AD | S g(To) <t| 4],
co% je spor.

II. Opustme pfedpoklad, Ze funkce ¢ je nezéporns: Podle 22°1'8
m4 ¢ koneénou variaci a podle 22:1| a 22'{*10 jsou V, a V, nezéporné
o-aditivnf funkce v oboru K. Necht mnofiny K, a K, majf k funkcim
V,a V, stejny vztah, jako mnofina K k funkci . Podle I jest
| Em— Ky | = | En— Ky | = 0. Podle 2232 jest K D K;K,, tedy
Em_‘KC(Em_Kl)"‘ (Em"—KB)’ takZze | Em_KI:‘O'

22:3'7. Necht {pn}7 je posloupmost koneénych nezdpornyjch o-aditiv-

nich mnodinovych funkci takovd, % gn(Em) > 0a Ze pron=1,2,3,.
a pro katdou X e R jest pu(X) > ¢p,,+1(X) Necht M je mnoima, téch
e Ep, v nichZ pro viecka n existuji a jsou komedné ¢'n(x) a jest
@'a(z) > 0. Pak Ep— M e N(Em).

Dikaz. Pro n=1,2,3,... necht M, je mnoZina téch xe En,

v nichZ existuje ¢',(z) a jest |@'n(%)| << co. Necht M* = HM,,

Podle 20°1'9 a 22°3'6 jest E,, — M* € 92(Em) Lehko se doké,ie, Ze pro

zeM* a pro n=1,2,3,... jest 0 > @'n(x) = ¢'n+,(x) = 0, takie

pro kaidy xze M* existuje 1p(z) = lim ¢'y(2) a jest 0 < y(x) < co.

Necht A = E[x e M*, y(x) > 0]. Stali dokézati, e | A | = 0. Necht
x

© ' 1
naopak |A4A|>0. Jest 4 = Z A; A = E[x e M*, p(x) > T] Pak
i=1 z
existuje index j takovy, Ze | A4;| > 0. Pro ka¥dé n a pro x e M* jest
@'n(x) = p(x), takie pro zed; je ¢'n(2) >—:,— pro viecka n. Tedy

podle 22:3'4 jest @u(En)=> l | 4;] >0 pro viecka =, coZ je spor.

22:3'8. Necht {ps}7 je posloupnoat koneénych o-aditivnich mnoZi-
- mavych funkei v oboru K. Pro kafdou X e R mecht @n(X)—> p(X)
a pu(X) < <p,,+1(X) n=1,2,8,...). Necht M 7e mnoina téch x € Ep,
v nich? existuji a jsou koneéné demvace ¢'(z) a ¢'a(z) (n=1,2,3,. )
a jest ¢'y(x) - ¢'(x). Pak jest Em— M € N(En).

Ditkaz. O funkei ¢ stéle predpoklé,dé.me, %e je koneénd. Polozme
Yn = @n — @, Y = ¢ —@,. Pak jsou p, a p konetné nezdporné mnozi-
nové funkce v oboru R a funkce y, jsou o-aditivni. Mimo to pro ka%dou
X e R je p(X) = pn+1(X) = pa(X) = 0, pa(X) - p(X). Necht {X}7
je disjunktnf posloupnost mnoZin X; e Q. Pak je pfedné pro viecka n
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V’(i ) % Ya(Xs) = gw(X.)

w(é ) iﬁ (X9 = 2 WXy,

Tedy w(Z X ) Z p(X;), tak¥e funkce y je o- a,dltlvni tedy také

=1

=yp+ ¢ je o-aditivnd. Podle 22:3'6 existuje mnoZina N, eE)'l(E,,,)
takova, %e pro z ¢ E,, ——N1 existuje a je konednd derivace ¢,'(z). Po-
lofme y, = @ — @,. Pak jsou g, koneéné neziporné o-aditivni funkce
v oboru R a pro X ¢ R je ga(X) > 0, gn(X) 2 @ +i(X). Tedy podle
22-3"7 existuje mnoZina N, e N(E,;) takovd, %e pro = ¢ E,, — N, existuji
a jsou konedéné derivace y'n(x) a jest x,,(x)—>0 Ziejmé Ep—M C
C Ny + Ny, tedy Ep— M e R(En).

Necht M je libovolnd podmnoZina prostoru E,, a necht z e E,.
Pravime, Ze x je bod metrické horni hustoty mno#iny M, kdy% ke kaidému
& > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze, kdyZ x e A(c, 8) a 8 < §, horni mira
| MA | mnofiny MA je vét&i nez (1 —e).| 4 |.*) Pravime, Ze z je
bod metrické ¥#idkosti mmofiny M, kdy? ke kardému & >0 existuje
d >0 takové, %e, kdyZ = € A(c, 8) a 8 < 8, hornf mira | MA | mnoZiny
MA je meniine? e | 4 |. Pravime, Ze z je bod metrické hustoty mnoZiny M,
kdyZ z je bod metrické ¥{dkosti mnoZiny E, — M.

22:3'9. KaZdy bod metrické hustoty mmofiny M C Em je .bodem
metrické-horni hustoty mnoZiny M.

Nebot

| MA |+ |(En— M) 4|2 | 4].

22-3'10. Kdy% M C E,, je méFitelnd mno¥ina, pak kaZdy bod me-
trické hornit hustoty mnoziny M je bodem metrické hustoty mnoZiny M
Nebot nyni je (v. 20°1*17)

| MA |+ [(En— M)A |=|4].

*) P¥i tom ovSem nemusi byti ze M.
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22:3'11. Necht L ¢ &(En). Necht A je mnofina véech bodi metricks
hustoty mnofiny L; nechf B je mno¥ina viech bodi metrické Fidkosti
mmno¥iny L. Pak L—A e N(En), (Em — L) — B e NY(En).

Diikaz. 1. Z 2047 nésleduje snadno, Ze existuje posloupnost {Gy}1
otevienych mnoZin takové, Ze

Gn D G, 1_[1 GuDL, | ]_IIG,,—-L |=o0.
. n= n= i .
Zvolme 1=1,2,3,... a poloime I;= E[p(z,w)<1?], kde w=

z
=(0,0,...,0) e En. Pro X e £(E) necht pu(X) = | GnX |, pin(X) =
=yu(XT3) r=1,2,3,...), p(X)=|LX |, piX)=p(XI%). Snadno
se presvédéime, Ze 4 = E[y'(z) = 1]. Ziejmé @in, Yn, @5 a ¥ jsou ne-

z
zédporné o-aditivn{ mnoZinové funkce v oboru £(E;); mimo to funkce
@in & @; jsou koneéné a jest @; n41(X) < @i 4(X) pro kaZdou X € £(E,).
Diéle jest

p(X) = |LX1§|XEGA§1LX!+|”I=Ilan—L|=

= | LX | = y(X),
tedy podle 1923, 20'114 a 20°1°I7

w(X)=iXEGnI=lim|XG»I=1im%(X)

pro kazdou X e £(En) takovou, fe | X | < oo; je#to ‘
ng(Em)_$ XT; e £(En), |XP1'I_S_ | T3] < oo,

jest @y(X) = lim @;y(X) pro kazdou X e £(E,). ,

Tedy podle véty 22:3-8 (do které dosadime— @i, a— @; za @, a @)
existuje mno%ina C; takovs, %e E, — C; e N(Ep) a Ze pro kaidy z e C;
exmtu]i derivace @'in(Z) a ¢'s(z) a jest hmcp.,,(z) ¢'i(z). Necht C =

2 ol
Nechﬁ z e LC. Pak existuje index ¢ takovy, %e x e LC;I;. Jetto @

. ._,mi.leif do oteviené mnoziny I3, existuje ¢fslo- «x > 0 takové, Ze

zed(c,8), 8s<<oa= A8 CIl; (6)

Jeto z e C;, existuji derivace @'in(z) a ¢'s(z) a Jest @ in(%) = @'s().
Z (5) né,sledu]e snadno, %e ¢p 'in(2) = ¥'a(2), ¢'i(2) = 9'(), takie y'y(x) —

—9/(x). Jeito z'eLC H Gy, jest z e Gy pro kaidy index n. Jeito

mnoimy G,. jsou otevrené dokéze se snadno, Ze v,(z) = 1. Tedy
¥ () = 1, takie zeE[v) () =1], tedy zeA. Tim je doké.zé,no, Ze
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LC C A, takze

L—ACE,—C= Z (P—C)C Z (Em— C5),

takZe L — A e N Em)

II. KdyZ mnoZinu L nahradime mnoZinou E,, — L, pak mno%ina 4
prejde v mnozinu B, takie podle I jest (En,— L) — B e N(Em).

22'3'12. Necht M C E,,. Necht A je mno¥ina vdech bodii metrické
horni hustoty mnoZiny M. Pak M — A € N(En). :

Diikaz. Podle 20°[*2]1 existuje mno¥ina L e £(E,) takovd, Ze
MCLaz% |MX|=|LX| pro ka’dou X ¢ £(Ex). Z toho ndsleduje
snadno, %e A je mno%ina vSech bodi metrické horni hustoty mno-
Ziny L. Podle 22'3'9 a 22-3-Il jest | L— A |=0. Jeito M C L, jest
|M—4|=o.

22'3°13. Necht' | je méFitelnd bodovd funkce v oboru E,, takovd,
e f f(a:) dz konverguje. Pro X € £(En) necht p(X) = f f(x) dz.*) Necht

M(]‘) je mnofina téch x € Ey, v nich? ¢'(x) = f(x) =+ i 0. Pak E,—
— M) e R(Em)
Diikaz. 1. Necht f nabyva pouze hodnot 0al.Necht L = E[f(z)=1],

z
tedy L ef£(E;). Necht 4 je mnoZina viech bodi metrické hustoty
mnoZiny L; necht B je mnoZina vSech bodi metrické Fidkosti mno-
Ziny L. Snadno se dokéize, Ze

zed = ¢'(x)=1, xeB = ¢'(x) =0,
tak¥e AL + (B— L) C M(f), tedy
En — M(f) C(L—A4) + (En— L) — B],

takZe En— M(f) e RUE,) podle 22:3:11.

II. Necht f nabyvé pouze koneéného poétu hodnot vesmés ko-
neénych. Necht o; (1 < ¢ < m) jsou viecky hodnoty, kterych nabyvs L.
Necht 4; = E[](x) = a;] (1 < 1 < m), takde A; € 2(Epm). Necht fi(z) = 1

pro zed; a f,-(x) =0 pro z¢ E,, — A;. Snadno se dokdze, Ze

MO 11 M(f),

takie En— M(f) e N(E,) podle 1.
III. Necht funkce f je nezédpornd. Podle 211-14 existuje posloup-

nost {f,,}l koneénych méfitelnych funkei v oboru Em, z nich% kazdé
nabyvé jen koneéného podtu hodnot, takové, e 0 < fu(2) < fri1(2)

a fu(%) = f(z) pro ka¥dy x e Epn. Necht gu(X) xf fu() dz pro kaZdou

*).Tento integrdl konverguje podle 19'1°2 a 21-2:7.
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X e 2(E,) Podle II jest Em — M(f,) e N(E,,). Podle 21-2'7 a 22°3-8*)
existuje mnoZina M, takovd, Ze E,, — M,e N(En) a %e pro ze M,
existuji a jsou koneéné derivace ¢',(2) a ¢ () a jest ¢'n(x) - ¢'().
Ziejmé
| M) C My [T M),
ne

tak¥e E, — M(f) e N(En)-

IV. Pristupme k obecnému piipadu. Ziejmé M(f) D M(f+) . M(f—),
ta:kie En; —_ M(f) € 92( Em) Pod]-e IIT1.

22-3'14. Necht ¢ je o-aditivni totdlns spojild mmnofinovd funkce
v oboru L(En). Necht | je bodovd funkce v oboru E takovd, %e existuje
mnotina M e E,, takovd, g E,,— M ¢ N(En) a % pro x ¢ M jest f(x) =
= ¢'(z). Pak pro kafdou mmnofinu X e 2(En) je ¢(X)= [f(z)d=.
C - x

Dikaz. Podle 22-2'4 existuje métitelnd bodovs funkce g v oboru Ey,
takovs, Ze ¢(X) = [g(x) dz. Aviak [g(z)dz = [f(2) dz podle 21-2'8

x x x
a 22:3-13.
"~ 22'3'15. Necht o je koneénd o-aditivni mnoZinovd funkce v oboru R.

Necht M(p) je mnofina téch x € En, v nich? ¢'(x) existuje a jest rovnd

nule. Funkce @ je singuldrni, kdy% a jen kdyZ En— M(p) e N(Em).
Diikaz. 1. Necht ¢ je nezdpornd a singuldrni. Necht |4 | >0,

kde 4 = E[p(z) > 0]. Méme dojiti ke sporu. Jest 4 = » A,, kde
z . n=1

. = 1
A, = E[tp(x) > _n—] ; je#to | A | >0, existuje index p takovy, Ze

z
| Ap | > 0. Ztejmé existuje mnozina B C A, takové, %e 0 < | B| < 0.
Jeito @ je singuldrni, existuje mnoZina N ¢ Q(En) takovd, Ze

XeR XN=0= ¢X)=0.
Jetto |N|=0<|B]|, podle 2047 existuje oteviens mnoZina &
takové, 2 N C G, 2| G| < | B|. Podle 132 existuje posloupnost {I'n}i
otevienych mno%in takovd, %e Iy DIy, I—I Iy=E,—@G. Jest

n=1

|B|< |Blu|+ |G| <|BlW|+ %] By,
. 1 1

tedy | B| < 2| BI',|. Podle 22:3:4 jest qo(I’,.)g;]BP,.l>%| Bl
*) A’bychom mohli uZiti véty 22-3-8, musime v&déti, e funkce ¥n
jsou koneéné, t.j. Ze f fo(z) dz konverguji To plyne z pFedchézejici PO-

znémky pod arou podle 21°214. Podle 21211 je ,(X) < ¢(X) & podle
21°2'18 je @,(X)—> ¢(X).
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Podle 19-2'3 jest p(Em — @) = lim ('), tedy (p(Em —H 2= él;) [ B|>

> 0, coz je spor, nebot (En,— G) N = 0.
II. Necht ¢ je singulérni. Podle 22'1"9 ¢ méd koneénou variaci.

Podle 22:1°10 V a Z.,, jsou kone¢né o-aditivni mnoZinové funkce
v oboru R. Jetto @ je singuldrni, nahlédneme snadno, e V, a V, jsou
také singuldrni. Podle 221"l a podle I jest E,— M(V,) e R(En),
Em——M(V,,) N(Em)- Podle 22:1°5 jest M(p) D M(V,) . M( V), takZe
Em — M (‘P) N(Em).

III. Necht En— M(p) € N(En). Podle 22-2-8 exmtu]i konecné
g-aditivn{ mno#inové funkee @; a @, v oboru K takové, Ze ¢ = ¢; + @,,
Ze @, jest totdlné spojitd a Ze @, je singuldrni. Podle II jest E, — M(g,) €
€ RUEm). Ziejmé M(p)) D M(p). M(p,), tedy Em— M(p1) e N(Em),
takZe podle 223 |4*) (v. téz 21-2'8) pro kazdou X e R jest ¢(X) = 0.
Tedy ¢ = gy, t. j. @ je singuldrni.

22-3-16. Necht ? je o-aditivni totdlné spojitd mmoZinovd funkce
v oboru Q. Nechi N je mnofina téch z e P, v nichZ existuje ¢'(x) a jest
¢'(2) < 0. KdyZ N e R(En), pak ¢ je mezdpornd funkce.

Dikaz. M4-li funkce f tyZ vyznam jako ve 22-3-14**), pak podle

22313 jest E[f(x) < 0] e N(Em). Tedy pro kazdou Xe K ]est f f(x)dx >
= 0 podle. 2l 2:11, tedy ¢(X) = 0 podle 223" 14.
Cvideni.

. -]
22-1. Necht P je mnoZina vSech pFirozenych &isel. Necht Z c" je
absolutnd konvergentni fada. Kdy% A c P, necht: [1] ¢,(4) = c kdvi
ned;[2] g (4) = 0, kdyZ ne P— A. Kdy% 4 C P, necht f(4) = z Pa(A).

n=1
Pak f je o-aditivni funkce s koneénou variaci v oboru P a pro kazdoud c P

A+ =B ed, ¢, >0}, 4~ =Elncd, ¢, < 0.

22-2. Pojem totdlni spojitosti zdvisi na volb8 funkce u; mluvme
urditéji o totdlni u-spojitosti. Jsou-li u, a uy dve volby funkee u, pak nutné
a postadujici podminka, aby se pojem totalni u,-spojitosti kryl s pojmem
totalni ug-spojitosti, jest***): Ke kaZdému & > 0 existuje § > 0 takové, Ze

AdeU, p(d) < 6 = py(4) <,
, AdeU, py(4) < 6 = uy(4) <e. :
*) Aby se mohlo u¥iti véty 22:3'14, je t¥eba definici funkce @, Toz&ifiti
z. oboru R na obor £(E,,); to se stane podle 22:2'5 (v tomto odst. je totiZ
L = Ep)
*¥) f existuje podle 22:3'6.
**¥) Pfedpokldddme, Ze QIC R (v. 22:2).
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22-3. Vitaliova véta (22:3'1) zistane v platnosti, kdy% A(c, s) ne-
znameng &tverec, nybrZ kouli, tedy mnoZinu t&ch (z,, z,, - . - z,,) e E,

pro n&% plati z (%, — ) < 8%

i=1
Ve cvié. 22:4 je P = Ey, u= 1, a R je systém viech Borelovych
mno¥in v E,.
. 22-4. Nech‘B K,c E; a K,c E, jsou disjunktni koneéné mnoZiny.
Necht M; = E [(= + 124+ y2< 1], My, = (E )[(m—— 124 42 < l] Kdyi

y)
B € R, necht: @ [1] fl(B) znamené diferenci mezi pottem bodi mnozmy K,B
a podtem bodd mnoZiny K,B, [2] f4o(B) znamens diferenci mezi Lebesgueo-
vym1 mérami mnoZin M,B C Eza M,B C E,; [3] f3(B) znamens Lebesgueovu
miru mnoémy E[O <L 21, (, ) € B]. Pak fy, f5 & f; jsou o-aditivni mnoZi-

nové funkee s koneénou variaci v oboru Q. Funkee f, a f; jsou singulérni,
funkce f; jeo totdlné spojitéd. Kdyi ae E;— (K; + K,), jo fi(a) = 0;
kdyZ a € K;, jo f/y(a) = ; kdy%Z a e Kj, jo f'1(a) = — . Kdy% a e E;—

— (M, + My), je faa) ='0; kdyk a e M;—M,, jo fyla) = 1, fy(a) = 0;
kdy¥ @ e My — M,, jo T5(a) = 0, fy(a) = — 1; kdyZ a =(0, 0), jo fy(a) = 1,
f_,(a) = — 1. Kdy% a = (2, y), kde budto = & y nebo z < 0 nebo =z > 1,
je fa(a) = 0; kdyt a = (z,2), 0 <z < 1, jo fy(a) = o, fy(a) = 0.

§23. Bodové funkee s konednou variac; Stieltjesav integrél.

23'l. V celé kapitole necht jsou pevné déna &fsla xe R a fe R
takové, %e & << B. Polozime P=E[te R, x < ¢t < f]. V celé kapitole
t

necht je pevné déna koneénd funkce f v oboru P.

V tomto odst. necht JO(P) je systém sklddajici se jednak z mno-
Ziny 0, jednak ze véech intervali tvaru E[a< t<b), kde al a<<

< b< B. Snadno se presvédéime, Ze systém 3°(P) mé vlastnost x
(v. str. 126 dole), tak¥e podle 18:2'4 mnozmové téleso UP) = t{[J%P)]

. se sklddd ze vSech disjunktnich soudti ZA,, A; e JO(P).
Definujme mnoZinovou furikci A% v oboru QO(P) takto:
4°(9) = 0, A°f(E[a§ ¢t < b]) = £(b) — f(a).

Podobné Jako véta 20°4°1 se odvodi: ’

23°1°l. 4% je komeénd aditivni mmnodinovd funkce v oboru J°(P).

Obrécend plati, jak se lehko dokéze:

23°12. Necht ¢ je komeéna aditivni mmoZinovd funkce v oboru
JO(P). Nech? ¢ € E,. Pak existuje pravé jedna komeénd bodovd funkce f
v oboru P takovd, %e f(x) =c a A% = ¢. .

Podle 19°3"1 a 23°1*| existuje prévé jedna koneénd aditivni mnoil-
nové funkce ¢ v oboru LO(P) takovd, %e parcidlni funkce ggp) jest
identick4d s A9%. Bez obavy z nedorozuméni piSme A°f misto ¢, tak¥e

E. Gech: Bodové mnofiny. 15
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nyni A% znamend (koneénou aditivni) mnoZinovou funkci v oboru
LP).

O bodové funkei f pravime, %e md koneénou wvariaci, kdy% mno#i-
novs funkee A% mé koneénou variaci, coz se dé zfejmé vysloviti i takto:
Funkce | md konebnow variaci, kdyZ a jen kdy% existuje u e E,, p >0
takové, Ze '

“éax..<b1§“2<bz§---_S__am<bm§ﬂ=>

Z 22'1"7 a 22°1'8 plyne snadno:

23:1'3. Bodovd funkce | md komeénou wariaci, kdy? a jen kdyZ
existujt koneéné neklesajict bodové funkce f, a f, v oboru P takové, %e
f=h—

0d tohoto mista predpoklé,dé.me (v celé kapitole), Ze f m4 koneénou
variaci. Funkce fl a fy vyskytujici se ve vété 2313 miZeme (v. 23°1°2
a 22:'1'8) a budeme voliti tak, Ze

Vo= A%, Vaop= A%, . 1)
Necht 1 = 1, 2. Kdy% a € P, a 3 &, pak necht f;(a — 0) = sup fi();

mimo to necht fi(x —0)= fi(x). KdyZ aeP, a8, palz:anecht’
file + 0) = inf fy(x); mimo to necht f;( + 0) = f;(B). Jeito f; a f; jsou

r>a
koneéné neklesajici funkce, zfejmé fi(@ - 0) 5 4 oo. Poloime

fla—0)= fl(“_o)—fz(a—'o), (2)
fla + 0) = f1(@ + 0) — fy(a + 0).
Symboly f(a 4- 0) maji tento vyznam v celé kapitole.
Jezto f; a f, jsou koneéné neklesajici funkee, vycha,zf snadno ze (2)
a z definice &isel f(a 4 0):

Zpe P, z, < a, %y —> a = f(zy) > f(a—0), 3) -
zp € P, 2, > a, 2, — a = f(z,) - f(a + 0).

Cislo f(a) — f(@ — 0) nazveme levym skokem funkce f v bodé a; éfslo
f(a + 0) — f(a) nazveme pmvym skokem funkce f v bodé a. Zre]me

2314, Funkce | je spojitd v bodé a € P, kdyi a jen kdy% oba jeji
skoky v bodé a jsou rowvné mule.

23:1'5. Jest o

o 20 (=gt

{ fi(@) —fi(a —0) = 0,
_ hl@) — fola —0) = | f(a) — fa—0) |,
fa+0)—f@y 2 0= { fat O —ha =la+0—f)

(@ + 0) — fy(a) = 0,
fla+0)—f@) S 0=\ (a1 0)—fia) = | f(a + 0)— @ |-

2. 1f6) — @] < .

fl@) —fla—0)< 0 =
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Dikaz provedme tieba pro prvé z téchto Styi tvrzeni. V piipadé
a = x je to zfejmé. Necht tedy « < a < B. Polozme
fi(@) — fila —0) = 8, fy(a) — fz(‘?' —0) =8,
takie f(a) — f(@ —0) = 8, — 8, tedy 8 > 8. Jeito f, je neklesajic
funkce, zfejmé s, > 0. Definujme konedné funkce ¢; a @, v oboru P
takto: '
aS z<a= @) =hx), = @) = fy();
el ® éﬂ = @1(%) = [1(®) — 85, Py(2) = [o(7) — 8,.
Jeito fi(@) — fy(@ —0) = 85, faola) —fyl@a — 0) = 8, a jeito funkece f;
a f, neklesajf, zfejmé ani ¢; a @, neklesaji. Tedy 4%, a 4%, jsou ne-
zédporné aditivni mnoZinové funkce v oboru LO(P). Jeito f = @, — @,,
ziejmé A% = A%, — A%,, takie podle (1) a 22-1"8 jest
4 e SAP) = Aogy(4) > A%(A). . C @)
Pro A =E[z< t<a], kde a < < a, plyne ze (4)
i
Pa(a) — @a(z) 2 fy(@) — fo(),

Pa(a) — @o(@ — 0) 2 fy(a) — fo(a —0).

Ziejmé viak gy(a — 0) = fy(a — 0), @y(a) = fy(a) — 8,, takde — 8, > 0.
Jeito také s, > 0, jest 8, = fy(a) — fy(a — 0) = 0, tedy f(a) — f(@a — 0)=
=8 = fi(@) — fila —0).

Z vé&t 23'1-2—231"5 plyne:

23°1"6. KdyZ | je spojitd funkce s kometnou variaci, pak existuji
koneéné spojité meklesajici funkce f, a f, v oboru P takové, %e f = f, — f,.

23'1'7. Necht (xg x, << 12< < zméﬂ. Pak

izl | fag) — f(2g — 0) | 4+ 1'21 |f(x; + 0) — f(z'-) | é VA’I(P) < . (5)
Diikaz. Zvolme &fsla y; (1< < m—1) tak, e

x1<y1<x2<yz<...<ym_1<x,,,

a poloime y, = &, ym = B. Jeito funkee fi (k = 1, 2) neklesajf, ziejmé
fi(@s 4 0) — fu(2s — 0) < fu(yi) — fa(¥i—1) pro 1 < i < m. Odtud, z (1)
a z 23°1'b ndsleduje, Ze levd strana v (5) jest :

takze

2 m 2 m
= 2, 2, o) — o — 00+ 3 2 [+ 0) — fuw] =
2 .m . 2 m )
= 2, 2wt 0 —fum— OIS 3 S () — )] =
=1 4=1 k=14i=1

k=1

[4(B) — fle)] = Vasr(P) + V o(P) = V af(P).

15%
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Z 23 1'7 nésleduje, 2e pron =1, 2, 3, . . . je jen konéén)’7 podet bodu
z e P, v nich% néktery z obou skokti funkce f jest absolutné > %

Tedy (v. 23'1°4)
23'1'8. Mno#ina téch xe P, v mich% | je mespojitd, je spoleind.
23-2. Stile predpokliddme, Ze f je danéd bodovd funkce s koneénou
variaci v oboru P = E[oc <t Bl

Zvolme (v. 231 8) spoéetnou mnoZinu D C P tak, Ze funkce f
je spojitd v kazdém bodé ze P — D.

Definujme prostor (= mnoZinu) P* takto: P* se sklddd jednak
ze viech bodi mmnoziny P — D, jednak z novych ,bodi, prifaze-
nych jednotlivym bodém mnoZiny D; kazdému bodu a €D jsou pfi-.
fazeny privé dva body mnoZiny P*, které oznaéime ¢ — 0 a a -+ 0.
Kdyz a € P — D, nazveme jeho projekci bod a sdm; kdy% a € D, nazveme
bod a projekef bodu @ +- 0 i projekei bodu @ — 0. Tedy projekeif kazdého
bodu mnoziny P* jest uréity bod mnoZiny P, pfi éemZ ka%dy bod mno-
%iny P— D je projekei pravé jednoho bodu a kazdy bod mmnoziny D
‘je projekei prévé dvou bodi.

Pro kaZzdou mnoZinu 4 C P necht A* znamend mnoZinu vsech
téch bodiu prostoru P*, jejichZz projekce ndleZeji do mnoZiny 4.

Oznadme J(P*) systém sklddajici se jednak z mnoZiny @ a ze
viech jednobodovych mnozZin obsaZenych v P*, jednak ze vSech mnoZin
tvaru

(E[a <t<b)*, @

kde a<a<b< B Snadno se presvédéime, Z%e systém J(P*) ms
vlastnost « (v. str. 126 dole), takZe podle |824 mnoimové téleso

Q(P*) — §3(P*)] se skladé ze viech disjunktnich soudti ZA,, kde

A; e J(P*).

Definujme mnoZinovou funkei Af v oboru J(P*) takto: [1] 4f(9) =
= 0, [2] kdy% @ ¢ P — D, pak Af((a)) =0, [3] kdy% a ¢ D, pak Af((a —
—0)) = f(a) — fla —0), Af((a + 0)) = f(a + 0) — f(a), [4] kdyz A4
znamen4 mno#inu (1), pak Af(4) = f(b — 0) — f(a + 0).

Podobné jako véta 20°4°| se odvodi: .

23:2'1. Af je koneénd aditivni mnofinovd funkce v oboru J(P*).

Podle 19°3-1 a 23-2'| existuje prdvé jedna koneénd aditivni mnozi- .
nové funkce ¢ v oboru (P*) takové, Ze parcidlni funkce ggpe) jest
identickd s Af. Bez obavy z nedorozuméni pifeme Af misto ¢, takze
nyn{ Af znamend (konecnou aditivn{) mnoZinovou funkci v oboru
L(P*).

Zvolme opét konetné neklesajicf bodové funkece f, & f, v oboru P
tak, Ze plat{ formule (1) z odst. 23'1. Vychdzejice od bodovych funkef
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f1 a f;, odvodme mnoZinové funkce Af, a Af, v oboru T (P*) tak, jako
jsme z bodové funkce f odvodili mnoZinovou funkeci Af.*)

23°2'2. Mnotinovd funkce Af md koneénow variaci a jest

Var = Afs Vg = Afy, tedy Af = Afy— Afs.

Diakaz. Ziejmé Af(A) = Afy(4) — Afy(4) pro A e J(P*), tedy také -
pro A « T(P*); podle 23°1°5 jsou Af; a Af, koneéné a nezdporné, takie
(v. 22°1"8) Af mé kone¢nou variaci a jest

V4 X) < Af(X), V 41(X) < Afy(X).
Dokaime, %e V4(X)=Af,(X); to stalf, nebot Af(X)= V 4(X)—
— Vay(X) = Af(X) — Afp(X). Podle [9:3:] stadf dokazovati pro

X 3(P*). Kdy? mno%ina X je nejvys ]ednobodové, je to zfejmé
(v. 23°1*5). Necht tedy

(E[a <t B>

Zvolme & > 0. Existuj{ ¢isla a’, b’ takovs, %e a < a' < b’ <ba
A1(X) = h(b —0) —fila + 0) < f1(b') — f1(a’) + e = A°%h(X") + &,
kde X' = E[a’' < t < b']. Jeito Afy(X) < A%(X')+ & a A%, = Vo
t
existuje mnoZina Y, ¢ ¥°(P) takovd, e ¥, C X' a
Af1(X) < Aof(yo) + &
Lehko se nahlédne, %e existuje mnoZina Y e $(P*) takovd, e Y C X
a %e Af(Y) = A°%(Y,). Tedy
ARX) < A{(X) + e < Vay(X) + e
Jeto & > 0 je libovolné, je Af,(X) < V 4(X) < Afy(X), tedy Af,(X) =
= TV 41,(X).
Vyhoda zde zavedené mnoZinové funkce Af pied mnoZinovou
funkei 4% z odst. 23°1 je (v. cvié. 23-1) v tom, Ze plat{ véta:
23'2'3. Af je o-aditivnt mnofinovd funkce v oboru (P*).
Dikaz. Jeto Af = Af, — Af, a jeito funkce Af, Af, a Af, jsou
koneéné, stadf dokdzati, e mno¥inové funkce Af, a Af, jsou g-aditivni

v oboru (P*). Provedme dikaz tteba pro funkei Af,. Podle 19-3-2
stadi doké,zati, ze A f1 je o-aditivn{ v oboru §(P*), Ze tedy pro A,, € 3(P*),

AeJ(P*), 4= ZA s disjunktnfmi sdftanci jest Af,(4) = Z Afy(Ap).

To je zfejmé, kdyi mnoima, 4 je prézdnd nebo jednobodovi. Nechﬁ tedy
= (E[a <t < b])*,

kde x<a<bZ B Pnpomeneme li si definici systému J(P*) a de-

"‘) Mnoina D zﬁsté.vé. beze zmény, viimnéme si, Ze (v. 23'1"4 a 23:1'5)
obsahuje viecky body z e P, v nich¥ nékters z funkei f, & f; je nespojité.
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finici mno%inové funkce Af,, vidime, Ze staéi dojiti ke sporu z nésledu-
jictho predpokladu: Necht a;e P, b;e P, a; << b;; necht cjeP; pii
tom kazdy z obou indexii ¢ a § nabyvé budto viech hodnot 1,2, 3, ...
nebo jen koneéného poétu takovych hodnot; necht

Bla <i<b]= §§[m <t<bl+ ;(c,.), 2)
kde mno#Ziny napravo jsou disjunktnf. Necht*) _
hib— 0) — fy(a + 0) = S5 — 0) — hlas + )] +
+ Z[fl(c, + 0) — fy(e; — 0)].

Jeito funkce h neklesé, vychdzi snadno ze (2), Ze cislo, které
se dostane, kdy% napravo v souctech Z 2 déme indexu ¢ nebo § pro-

3)

(] ] °
bfhati jen koneény pocet jeho hodnot, jest nejvys rovné levé strané
ve (3). Tedy ze (3) nésleduje, Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze

folb — 0) — fy(@ + 0) — 4 > Zm(b —0) — fylas + 0)] +

+ SThies + 0) — fyleg— Ol @
Volime-li kladnd &isla  a v; dosti mald, bude
filb—u) > f,(b—0) —e¢, fi(a + u) < fy(a + 0) + &,
hie— ) > hie;—0) —5 hle + v) < Ao+ 0) + 5
takZe podle (4) bude
A —w) — hla+w) < 2[hG:i—0) — fhla + 01+ "

+ 2Ih(e + v) — file; — vy)].
7

Podle (2) vSak bude

K=Eao+ult<b—u]lC '

¢ (6)
C 2Blo <t < b+ 2Bl — v <t< ¢+ vl
i it

Aviak mnoZina K je kompaktni (v. [7°2'3) a praniky mnoZiny K
s mnoZinami vyskytujicfmi se napravo v (6) jsou oteviené v K, take,
podle 17°5'4 existuji indexy m a n takové, Ze

: m on -
Eo+u<t<b—ulC EBlas<t<b]+ 21]:3[6,-—0,-<t<c,-+ vl
‘t_‘ i=11 j= (7)

. "")~J e¥to funkece f, neklesé v oboru P = E[x < ¢ < B)], vidime snadno,
t

%e kaZdy z obou souétti napravo ve (3), mé-li vitbec nekoneénd mnoho élent,
je konvergentni [a mé hodnotu mezi 0 a fy(8) — fi(x)]-
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Jezto funkce f;, nekless, ndsleduje ze (7) snadno, Ze

hb—1)— e+ w< 3 Uh(bi—0)—hlai+ 0)] +
.- ®)
+ 2 thie+ v —h (G — )

Jezto funkce f, neklesd, relace (5) a (8) si navzijem odporuji.

Podle 23-23 jsou A4f, a Af, koneéné nezédporné g-aditivni mnozinové
funkce v mnoZinovém télese (P*), tak¥e na né muZeme aplikovati
teorii odstavce 20°|. Zfejmé kard4 podmnoZina prostoru P* je shora
Af,-méfitelnd i shora Af,-méfitelnd. Systém viech Af,-méfitelnych
mnoZin méli bychom podle 20°| oznaditi £;,; oznaéme jej pohodlngji
£(f,); v obdobném smyslu pi§me £(f,). Misto Af,-méfitelnd a Af,-mé¥i-
telnd mnoZina Fkejme struénéji f,-méfitelnd a f,-méfitelnd mnoZina.
Systémy £(f,) a £(f,) podle 20°1"14 jsou mnoZinové o-télesa; jejich
prunik oznaéme £(f), takZe zfejmé i £(f) je mnoZinové o-téleso. Mno-
Ziny systému £(f) nazveme f-méfitelné. MnoZinové g-téleso [T (P*)]
oznaéme struénéji' 4(P*). Lehko se dokaZe (sr. 18°6°4 a cvié. 18-18):

23'2'A. Podmno¥ina A prostoru P* ndle¥ do mmnofinového o-télesa
Io(P*) tehdy a jen tehdy, kdyZ mnofina projekei vdech bodt mnofiny A
jest Borelova mnoZina prosioru P.

Podle 20°1-15 jest

L(P*) C L)

KdyZ L, € £(f,), pak Af,-méru | L, |4, mnoZiny L, oznadime strug-
néji | L, |, a nazveme ji struénéji f,-mérouw mno%iny L,; obdobné mime
 foemiru | Ly |;, mnoZiny L,e2(f;). Kdyt LeI(P*), jest |L|;,=
= Afy(L), | L|;, = Afy(L) podle 20°110. Specielné

| P* |r, = h(B) — hl), | P* |, = fo(B) — fal)- (9)
Podle (9), 20°1"17 a cvid. 19'8 f,-mira je o-aditivni nezdpornéd omezens
mnoZinové funkce v oboru £(f;) a stejné f,-mira v oboru £(f;). KdyZ
LeL(f), polofme |L|j=|L|,—|L|, a ¢&slo |L|, nazveme
f-mérou mnoZiny L. Tedy f-mira je o-aditivni omezend mnoZinovd funkce
v oboru L(f), kterd viak miuZe nabyvati i zépornych hodnot. Ziejmé

L e(P*) = | L |y = 4f(L).

23-2'5. Nech? ¢ je komeénd o-aditivni mnofinovd funkce v mno#i-
novém o-télese To(P)*) takovd, Ze g((a)) = 0 pro kaZdou jednobodovou
mnoZinu (@), kdea e P. Necht - c ¢ E,. Pak existuje prdvé jedna spojitd
bodovd funkce f 8 komeénou variact v oboru P takovd, %e f(x) =c a Ze
Af(A) = p(4) pro katdou mnofinu A eT(P). Pro kaZdou mnofinu
LeZo(P) jest | L= plL).

*) Volime D = @, tedy P* = P.



‘224

Diikaz. 1. Podle 22'1"9 ¢ ma konednou variaci. Necht y, = ¥,
= Vo Podle 22'1°| a 22'1"'l0 y, a v, jsou nezéporné o- aditivad
mno%inové funkce v oboru To(P). Kdy% a € P, pak

¥1((2)) = V(@) = max (p((a), ¢(®)) = 0,
a podobné y,((a)) = 0. Pro z e P polozme
01(2) = o + p(Bla <t < 2]), 95() = poBlx < £ < 7)),

takZe g, a g, jsou neklesajici (v. cvié. 19:8) koneéné bodové funkce
v oboru P. Lehko se dokdZe (v. 19-2'3), Ze g, a g; jsou spojité, takZe
f = 91 — g, je spojité funkce s koneénou variaci v oboru P. Definujme
f1 & f, jako obvykle, volice f(«) = ¢, fo(x) = 0. Bude f = f, —fy = g; — 5.
Z 22°1'8 se snadno odvodf, Ze pro kaidy bod zeP jest g,(z) >
> fl(x)’ tedy

v (Bl =<_- i< z]) = Ah(Ex < t< ).
t i

Ziejmé f(x) = ¢ a Af(4) = @(4) pro kaZdou mnoZinu 4 e E(P). Tedy
f-mira a @ jsou dvé ¢-aditivnf mnoZinové funkce v oboru L,(P), jejichz
parcidlni funkce v oboru (P) splynou s Af, tak¥e podle 2023 je
@(L) = |-L |; pro kaZdou L e T4 P).

II. Jsou-li f a F dvé funkce Vyhovu]fci naSim podminkdm, pak
pro kazdou A4 € E(P) je Af(A) = AF(A4). Volime-li 4 = E[x < t < «],

t

vidime ihned, Ze f= F.

23-3. Stédle predpokldddme, Ze f je dand bodové funkce s koneénou
variaci v oboru P=E[x < t< ). Také f,, fo, D, P*, A*, I (P*), ,(P*),

t

£(f) a |L|; maji stejny vyznam jako dosud. Definujme bodovou
funkei 9 v oboru P takto:

Y(2) = ; [f(d 4 0) — (& — 0)] + f(z) — f(z —0),

kde d probih4 ta &fsla d € D, pro né% o« < d < . Podle 23°1"8 nabyvé d

jen spoéetného podtu hodnot; kdy% tento poéet je koneény, pak vy-

znam soudtu z je jasny (neexistujf-li viibec &fsla d, pak > znamens
d ' a

nulu), kdyZ poéet hodnot, kterych d nabyvs, je nekoneény, sestavime

viecka d néjakym zpisobem v posloupnost {d,}; a soudet Z znamend
3

soudet nekoneéné fady
2, [f(da + 0) — fidp —O)L
n= X
kters podle 2317 jest absolutné konvergentni, tak¥e (v. na pt. Petr,

Pocet diferencidlng, str. 64) jeji soudet nezdvisi na tom, jakym zpisobem
sestavime ¢isla d v posloupnost {d,}.
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Odvodme funkce y; & o, z funkei f, & f, stejné, jako jsme odvodili ¢
z f. Zrejmé v, a y, jsou neklesajicf funkce a podle 23-1°5 jest p = y; — s,
takZe (v. 23'1'3) p je funkce s konetnou variaci.
Pti danych xzeP, ' ¢ P (x < ') polotme na okamZik Dy, =
=E[deD, x<d < z']. Pak jest, jak se lehko pfesvédéime,
d

P(&) — (@) = 1@+ 0) — fa) + &) — [ =0+ ),
+ 2 Hd+ 0 —f@—o),

kde fada D budto mé kone¢ny potet &lent nebo jest absolutné kon-
deD,

vergentni. KdyZ nyn{ pfi daném z probihé z’ néjakou posloupnost {x,}
takovou, %e z,eP, %, >, x,—> x, odvodime z (1) snadno, Ze
P(xy) —y(x) - f(x + 0) — f(z). Tedy pro kazdy ze P jest

(@ + 0) —y(2) = f(x + 0) — f(x),
a podobné se dokéZe, Ze

w(z) — p(x — 0) = f(@) — f(z —0).

Tedy funkce @ = f—w je spojitd a podobné i funkce @, =f, —y,
8 @, = fa — Y, jsou spojité. Mimo to se lehko dokdZe, %e ¢, a @, jsou.

neklesa]icf funkce, takZe @ = @, — @, je spojitdé funkce s konednou
variaci.

Pravime, Ze fje funkce skoki, kdy% kadému e >01ze pritaditi
konecnou mno%inu K, C P tak, Ze, kdy%

L0 <b<a<h<..Zan<bp<p 2)

m
akdy? K, . E[a; <t p]=0 pro 1<i<m, jest | Z[j(b.-) —
t i=1
—fla)] | <e.
23:3°l. v, v, a v, jsou funkce skoki.
Diikaz stati provésti pro funkei . Jeito mnoZina D je spodetns,
existuje prostd posloupnost {d,,}i0 takové, %e d,eD pro viecka n

a Z a) D D. Vime (v. 23°1 7), Ze rady

2, 1@t 0)—fdn)], Z 1) —fdn—0) | ®

n=
]sou konvergentni. Zvolme ‘& > 0. Z konvergence fad (3) nésleduje,
%e existuje index p takovy, Ze

@x

3t O —fd) | <3 D ) —[d— O <.

n=p+1 n=p+1
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Zvolme K, = Z(d,) Necht plati (2) a K, . E[a,< t< b=
1im). Z (1) né.sledu_]e snadno, Ze

@

glw(b,-)—'w(a,-)] < 3t 0 —fd) |+

n=p+

+ 2 () —f(dn—0) | <e.
n=p+1

23'3:2. Necht f je funkce s konednou variaci v oboru P — Ex<
t

< t< Bl. Necht c e E,. Pak lze uréiti pravé jednim zpusobem funkce @
a y 8 konelnou variaci v oboru P tak, Ze: [1] p(x) =c¢, [2] f=¢ + »,
[3] @ je spojitd, [4] p je funkce skokd.

Diakaz. I. Jednim zpﬁsobem byly jiz funkce ¢ a y urdeny. Pii
tom oviem bylo y(x) = 0, ale pfi libovolné daném ¢ staéi vziti (x) — ¢
a y(x) 4+ ¢ resp. misto @(z) a w(m)

II. Necht @y, 9, & @a, ¥, jsou dva péry funkei s predepsanymi
v]astnostml Jest f= @ + ¥, = @, + p,, tak¥e lze poloZiti g = o1 —

Po = Yo — Yy Jeito @; a @, jsou spojité funkce s koneénou variaci,
z¥ejmé také g ]e spopté, funkce s koneénou variacf. JeZto p, a y, jsou
funkce skokii, zfejmé také g je funkce skoki. Jezto vy (x) = yy(x) = ¢,
jest g() = 0. Zvolme & > 0. Je¥to g je funkce skoki, existuje konecna,
mno%ina K, takova, Ze, kdyz plati (2) a kdyz K. . E[ai <t b=

pro 1< ¢ m, jest | z gbi) —g(a;) | < e. Zvolme yeP, a <y.
Jeto mnoZina K, C P je konecné, existuji éisla u; (0 1< m) ta,kova.

fouy =0, um =79, >u1(1< 1< m), K, . E[(x< t< y]1C Z ().
Zvolme 8 > 0 a polozme a; = u;—; + §, b; = u,t —34. Ex.lstu]e 60 >0
takové, %e pro 6 < d, plati (2) a K, . E[a; <t < b]=0 1< i< m),
t
m
takZe pro 0 < 6 < 4, jest | '21 [(g(w; — 8) — g(ui—;1 + 0)] | < &. Tedy
i=
také (jezto g je spojitd)
e 2> lim 2 [g(us

§>0|i=1
= | g(um) —g(uo) | = | 9(y) —g(x) l—lg(y [

Jezto ¢ > 0 je hbovolné, jest g(y) =0, t. j. ¢p1(y) = @a(y), Y1i(y) = waly)
pro kazdy bod y e P.
23"4. Necht nynf — o< <f < o0, tedy P = E[x < t < B1C Ey,
¢

a necht f je spojita funkce s koneénou variaci v intervalu P, takZe

— g(u.—l)]
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ve 232 mi¥eme voliti D=0, tely P*=P a (P)=E[XZ,,

: x
X C P] (Z; m4 stejny vyznam jako v [8:3), takZe (v. 18'6'4 a cvié. 18- 18)

L(P) je systém viech B(P) &ili systém viech B(E;) vnofenych do P.

Oznaéme R systém vSech mnoZin tvaru L, 4 L, kde L, C P,
Ly,CE,—P, L e2(f), L e L(E,), Lye L(E;) a polotme (L, + L,) =
= | L |s. Jezto £(f) a L(E,) jsou mnoZinové o-télesa, zrejmé i K je
mnoZinové g-téleso. Mimo to 7(F;) C K C L(E;) & ¢ je konetns o-adi-
tivni mnoZinovd funkce v oboru K. Tedy jsou splnény predpoklady
z odst. 22'3 (kde volime m = 1), tudi% i predpoklady z odst. 22-2 (kde
dosadime E;, 1, a P resp. za P, p a L).

23-4-1. Uislo A € R je derivact (v klasickém smyslu) bodové funkce f
v bodé ¢ (x < ¢ < B), kdyZ a jen kdyZ A je derivaci (ve smyslu odst. 22° 3)
mnoZinové funkce ¢ v bodé c.

Ditkaz provedme jen pro — oo << A << oo (v. cvié. 23-2).

I. Necht A je derivaci mnoZinové funkce ¢ v bodé ¢. Kdy% z, € P,
Zy—> €, T, & ¢, pak mnoZiny

Elc< t< ), kdyZ z, > ¢,

t
A= Elz, <t c], kdyZ o, < ¢
N

jsou étverce (vevsmyslu odst. 22'3, kde m = 1) o strané |z, —c¢|—0
a jest ¢ e A, C P. Tedy podle 22:3-2

o) (4w
[4a] ~ [oa—o] " *
Lehko se viak dokdZe, Ze
¢(A ) — {f(mﬂ) _f(c)’ kdyi &y > C,
f(e) — fH(zq), kdyZ 2, <c,

flaw) — 1) _ 9w _

Tpn—c  |xp—c]|

takZe

t. j. f'(c)= A
II. Necht f'(c) = A. Necht A, = A(xp, 83) = E[ |t — 2, | < }8a)s

t
cely, 8, >0, 8 <c—0, 8, <<f—¢, 8,—0. Podle 2232 méme
dokézati, %e
'P(An) _ @(4n) -~ A

: |4 | T 8
Zvolme ¢ > 0. JeZto f'(c) = 4, existuje § > 0 takové, Ze
0< |t—c|< b= f(t) f(") —il<e
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tedy
[t —c|<<d = |fl)—fle)—At—c) | Ze|t—c]. (1)
Jezto s, — 0, existuje index p takovy, Ze pro n = p jest 0 < s, << d.
Lehko se dokdze, Ze
n) Jf xn isn) T f(xn — '-13'31';)-

Kdyz n > p, jest- [ (- 38,) — ¢ | < s, <7 8, takZe podle (1) jest
pro n = p
| faen + égn)—f{c} — My 4= fsy—0) | S £ |2n 4= %Sﬂ_cl § €8y,
tedy
| @(dn) — Asn | < 2¢ 8y,
W(ﬁsl) gk
sﬂ.

7 2236 a 234'| plyne:

23:4'2. Necht | je spojila funkce s konefnouw wariaci v intervalu
P= E[as< t << f1C E;. Pak existuje nulovd mnoZina N C P lakovd,

takze

e ;’wbk&v | ma koneénow derivact f'(x) v kaZdém bodé xe P— N.
Necht nyni { je libovolna kone{.na funkee v intervalu P = h[a <

< t<< B1 C E,. Pravime, Ze | je toldlné (nebo absolutné) spo;ztrp, kdyz
kazdému & > 0 lze piitaditi 6 > 0 takové, %e

< b < a<h< .. San<bn<p S i—a)<d @)
2=

implikuje
e |
EIU(”“’ —fa)] | <e. (3)

Jinak ftedeno, pravime, Ze [ je totdlné spojitd, kdyz (v. 23°1)

kazdémn g == 0 lze pritaditi 0 > 0 takové, Ze
AeQUP), |A|<é= |4%4)]<e

23°4'3. Totalne spojita bodovd funkce f je spojild a md koneénou
variact,

Ditkaz. Spojitost je patrnd z definice totdlni spojitosti, kdyz
ve (2) volime m = 1. Zvolime-li ¢ >0 a uré¢ime-li pifslugné ¢ > 0,
pak existuje piirozené ¢islo k takové, ze interval P je soucet & intervala
délky mend{ nez §, nacez ziejmé

o< ap< b <a3<bq<...<am<b. < B =

|m

= | 2,160 —f ad)

takze f ma koneénou variaci.

< ke,
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23'44, Nech? | je totdlné spojita. Pak f, a f, (v. (1) v odst. 23°1)
jsou totalné spojité.
Dikaz staci provésti pro f,. Zvolme & > 0. Jeito f je totdlné spo-
jitd, existuje & > 0 takové, Ze
AeUP), [A]< 8= |M4)|<e.
Avsak .
A%, (A) = V 44(4) = sup A°%/(X),
kde X probihd mnoZiny takové, 7e X ¢ LUP), X C A. Tedy
AeQUP), |[A|<d=>XeQUP), XCA = |A%X)|<e
takZe
AeQUP), A< d= A% (A)]| L e
Tedy f, je totdlnd spojit4.
23-4°5. Bodovd funkce | je toldlné spojita (ve smyslu pravé defi-

novaném), kdyZ a jen kdyZ mnofinovd funkce @ je totdlné spojitd (ve
smyslu odst. 22'2, kde za P, u a L dosadime resp. E;, 4; a P).

Diikaz. I. Necht ¢ je totdlné spojitd. Zvolme & > 0. Podle 22:2'6
existuje 6 > 0 takové, Ze

XeQ | X|<dé=>|pX)|<e.

Necht' plati (2) a necht X = ZE[ac < t < b;). Lehko se doké¥e, Ze
i=11

Xe® |X|<$, oX)= .Zl [f(Bs) — f(as)], take plati (3). Tedy f je

totdlné spojitd.
II. Necht f je totdlns spojitéd. Necht N e NRU(E,), N C E[x < t < 1.
‘ t

Zvolme & > 0. Podle 234'4 f, je (nezdpornd) totdlné spojitd funkce,
takZe existuje 4 > 0 takové, Ze (2) implikuje
m .
2. 1) — hlad] < e. @)
iz .

Podle 20-4-7 existuje oteviend mmoZina G C E, takovéd, ¢ N C G
a |G| < 8. MiuZeme piedpoklidati, Ze @ + G C E[x < t < f]. Podle
t

1781 a 1782 existuje disjunktni koneéns nebo nekoneéné posloupnost
{Co)} (k=1,2,8,... nebo k= o0) intervali C, = E[a,.< t< by C

C P takové, %e G = 2 Cy. Jest Z (bn—an) = | G| < 8. Jeito (2)
implikuje (4), dokéie se sna,dno, ie

| ”gl [F1(6w) —.fl(a..)] <e.
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Ziejmé viak | Cy |1, = f1(bn) — f1(@n), takie Z [f1(ba) — h(@n)] = | G |1,

Tedy |G|, < ¢, takZe podle 20°1'5 ]est |N|,1< e. Jeito ¢ >0 je
libovolné, jest | N |;, = 0. Tedy

Nem(El),NcE[cx<t<ﬁ]:>|N|,]=0_ (5)

Jeito f je spojitd, také f, je spojité, tedy | (x) |, = | (B) |, = 0. Z toho
ndsleduje snadno, %e v (5) miZeme pfedpoklad N C_E[zx <t<pl

nahraditi predpokladem N C E[x < ¢ < f]= P. Tedy
t

NeQ(E), NCP = |N|,=0. (6)
Stejné oviem . :
: NeNR(E), NCP= |N|,=0.

Jezto obecné @(N)= | NP |;,— | NP |;, je tedy
Ne‘-.)t(El) = @p(N)=0.
Tedy ¢ je totdlné spojitd.
'28'4'6. KdyZ | je totdlné spojitd, jest E[XCP, X e L(E)] C 2.

. Dikaz. Necht X C P, X € £(E,). Podle 18'6'4 (v. téz cvid. 1818)
a 20°1'23 existuji mnoZiny BeB(P), N eL(E,), N CP takové, Ze
X =B+ N. Podle 2324 jest Be<,(P)C L2(f). Podle (6) a 20111
jest N e £(f). Tedy X € £(f)-

Necht opét f je libovolnd koneénd funkce v intervalu P = E[oc <

< t< B C E,. Pravime, Ze | je singuldrni, kdy% pfi libovolné danem
& > 0 lze ka¥dé mno¥iné 4 ¢ K(P) piitaditi mnoZinu B ¢ LUP) tak, Ze
BCA, |B|<e |A%M4—B)|<ce.
23'47. Necht f je singuldrni bodovd funkce s komeénou variact
v intervalu P*. Pak f, a fy [v. (1) v odst. 23-1] jsou singuldrni. :
Dikaz stali provésti pro f,. Necht &> 0. Zvolme 4 e LYP).
Existuje mnoZina B ¢ $%P), B C 4 takovd, %e

A%(B) > V s 4) — -
Jetto f je singuldrni, existuje mno¥ina CeX%(P), C C B takova, Ze

10| <e, A°f(B—C)<;—.

Jest ‘ . B
Va(C) = A%(C) = A%(B) — A%(B — C) > V (4) —&,
tedy . "_— .

0 é VA.I(.A -—-C) = Vdcf(A) —_ VA-,(C’) <e.
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Aviak V4 = A%,. Tedy
CeSUAP), CCA, |0|<e 05 A%(4A—0)<e.
Tedy f, je singuldrni.

23:4'8. Necht | je spoyzta, bodovd funkce s koneénou variact v inter-
valu P. Bodovd funkce | je singuldrni (ve smyslu pravé definovaném),
kdyZ a jen kdyZ mno&inovd funkce @ je singuldrni (ve smyslu odst. 22°2,
kde za P, y a L dosadime resp. E,, 4, a P).

Diikaz. I. Necht ¢ je smgula,rm Pak existuje mnoZina N ¢ R,
N ¢ N(E,) takova, Ze

XeR XN=0= ¢X)=0.
Necht £ >0, 4¢TUP). Jest A = Z E[a,< t< b, kde a.< a; <
<AL i<m)ab < a4 (1<z<m—l) Jest |N. E[a,
< t< b | = 0, tak¥e podle 20'4'7 existuje oteviend mnoZina G 1
<i<m) takovh, e N. E[d,-< t<b]CGia |Gi|< i. MiZeme
predpoklédati, %e G; CE[a, < t < b;]. Podle 1781 a IT 2 8 existuje
disjunktn{ konedn4 nebo nekonecmi, posloupnost {C'm}n 1 (=1, 2 3

nebo k; = o) intervali C;i, = E[a,,,, < t < bin) takovd, Fe G; = Z Cin-

k;
Jest (G;) = Z(p(C;,,), takse existuje index p; (1< 1 < Kipi< o0)
n=1

(2
ta.kovy, Ze l (p(G‘) —_— Z (p(C,;,,) l < _;ib- Zfe1mé Aof(]:][a'm é < b;‘,.]) =
X =1
— g(Cin), take ,

m P
_Zl ‘21 ¢p(0’;,,) = Aof(B)»

kde A
m Pi
= 2, 2 Elin<t< bn] e TP, BCA.
t=1n=1 1t
Jest
m ’l m
|B|= Z Z (Bin — Bim) = 2, ZC.,, Z | Gi| <e.
t=1n=1 i=1 = =

Jest
> g(Ela; < t < bil) = 4%(4)-
i=1 t



232 ' |
Jeito N . ]?[a; <t< b]CG; C]til[a,- < t < b}, ziejmé

: P(Blos < ¢ < bi]) = (G,
tedy
@(Gs) = A% (4).

1Mz

(2

Tedy
m P
44 — B) = A°0(4) — A%(B) = 3. [9(@) — 2. ¢(Cinll

tedy | 4%(4 — B) | < e.

Tedy f je singuldrni.

II. Necht f je singuldrni. Podle 23-4'7 také f, je singuldrni. JeZto
P ¢ ZYP), existuji mnoZiny A4,eSUP) (n=1,2,3,...) takové, %e

| 4n] < g AY(P — Ap) < 2—1,, Ziejmé Ay e T(P), A% (P — A,) =

=|P—Ayl;. Polotme B,= > A; Pak B,eZu(P), |B,|<

1=n
1

PHAED> 2_1‘=2T__1. Pro i > n jest P— B, C P — A, tedy
1=n

M

<,

n

| P—Baly < | P— 431, < gz tedy |P— Byl = 0. Necht N, =
1

By Pk Ny € ©u(P) C R; dile N, C By tody | My | < | Bl <y

I
s

3
I

oo
pron=1,2,3,..., tedy |N,|=0; konetn P— N, = > (P— By),
n=1

tedy |P—N, |, < 21|P—-B,,;,1=0, t. j. |P—N, |, =0. Tedy
n= .

MR |Ny|=0, |[P—N,|,=0.
Podobné existuje mno%ina N, takovi, Ze
NyeR, |Ny|=0, | P—Ny|;,=0.
Necht N = N, + N,. Pak N e, | N |= 0; mimo to
XeQ XN=0= XPC(P—N,) (P—N, =
= |XP|,=0=|XP|, = ¢(X)=| XP|;,—| XP|,=0.
Tedy ¢ je singuldrni. .
Z 22-2'8, 23-2'5, 2345 a 23'48 nésleduje snadno:
23'49. Necht | je spojitd bodovd funkce s konednou variact v inter-
valu P = E[x < t< B C E,. Necht ¢ € E,. Pak lze uréiti prdavé jednim
t
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zpiisobem bodové funkce § @ h s konednou variaci v intervalu P tak, Ze:
[1] g(&) = ¢, [2] f =9 + }, [3] g je totdiné spojitd, [4] h je singuldrni.
Z 22:3-15, 2341 a 2348 nésleduje:
93:4-10. Necht | je 8pojitd bodovd funkce s koneénou variact v inter-
valu P = E[x < t < BIC E;. Necht je M mnoina téch x (x < z < f),

v nich? exigstuje f(z) @ jest f'(x) = 0. Funkee | je singuldrni, kdy% a jen
kdyt P — M ¢ NR(E,)-

23'4°11. Necht | je totdlné spojitd funkce v oboru P. Necht M je
mno&ina téch x ¢ P, v nichZ existuje derivace f'(x) a jest 0 > f'(x) > — co.
Kdyz M e R(E,), pak | je neklesajici funkce.

Ditkaz se provede snadno podle 22:3°16, 23-4'1 a 23'4°5.

23:4°12. Necht g je méFitelnd funkce v oboru P takovd, z'epf g(z) dz

je konvergentni. Necht c e E,. Pak existuje prdvé jedna totdlné spojitd
funkce f v oboru P takovd, Ze: [1] f(x) = ¢, [2] kdyZ M je mnoZina téch
ze P, v nich existuje f'(x) a je f'(x)=g(x), pak P— M e N(E,).

Dikaz. I. Pro ze¢ P necht h(x)= g(z); pro ze E;— P necht
h(z) = 0. Pak h je méFitelnd funkce v oboru E, a Ef W) dz = I_Jfg(x) dz

je konvergentni. Pro X ¢ £(E,) necht ¢(X)= fh(:;) dz. Podle 2224
x

@ je o-aditivni totdlné spojitd mnoZinové funkce v oboru £(E,). Podle
223'13 existuje mno%ina N ¢ N(E;) takové, %e pro ze E,— N je
¢'(%) = h(x) + 4 o0, tak¥e pro ze P—N je ¢'(x) = g(z) + + 0.
Podle 23-2°5 existuje bodovd funkce f s koneénou variaci takové, %e
pro X eL(E,)), XCP je o(X)=|X|;. Podle 23'4'5 f jest totdlns
spojité a podle 23-4'| je f'(x) = ¢'(x) = g(x) pro kaidy zeP —N.

IL. Jsou-li f a F dvé funkce vyhovujicf na¥im podminkdm, pak
f—F jest totdlné spojitd a existuje mnoZina N ¢ N(E,) takovd, Ze
pro kasdy x ¢ E; je f'(x) = F'(x) &= 4+ oo. Podle 23'4'I| f —F a F —f -
jsou neklesajicf{ funkce, tak¥e F —f je konstanta.

23-413. Necht | je totdiné spojitd funkce v oboru P. Nechi f, a f,
maji obvykly vgznam. Necht M je mnofina téch x e P, v nich¥ existuji
a jsou komeéné derivace f'(x), ['1(z), fa(x) @ mimo to je budito f(x)=
—Ty(@), faa)="0 nebo F(@) = — fo(a), fy(@)=0. Pak P— M e
€ N( E].)' ) . :

Diikaz. Necht M, je mnoZina téch z e P, v nich¥ existuj{ a jsou -
koneéné derivace f';(x) a f'3(z). Podle 23"42 je P — M, e N(E,). Jeito
f1 & f, jsou neklesajict funkce a f = f; — f,, ziejmé f';(x) = 0, f5(x) = 0,
f(x) = f'4(x) — fo(x) pro katdy zeM, Tedy M= M,—N, kde

N = E[z e M,, f1(z) >0, f5(z) > 0],

takZe stadf dokézati, %¢ |N | =0. Necht naopak |N|>0. Jest
E. Cech: Bodové mnoiny. 16
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N = > N, kde

n=1

n = E[w € Mo: f’l(x) >;1’:'r qu(x) > %]

Jest 0 < | N | Z | N, |, takZe ex1stuJe index p takovy, Zze | Np | > 0.

Z 21'17, 22-3-3 a 23 4-| se snadno odvod1 %e N, e £(E,). Tedy podle
23412 existuje mnozina K ¢ N(E,) a totdlnsé spojitd funkce g v oboru P

takové, Ze pro z e Np— K je g'() :;1)— a %e pro ze(P—Np) — K

je g (x) = 0. Funkce f; —g a f,— g jsou totdlné spojité a maji nezs-
porné derivace pro kardy xe M,— K. Jezto P— (M,— K) C K +
+ (P — M,) e R(E,), podle 234 Il f,—g a fy—g jsou neklesajici
funkee. Je#to f= (fl—g) — (f—g), odvodi se snadno z 22°1'8 a z (1)
v 231, Ze g(x) = g(x) pro kaZdy z ¢ P, tedy také g'(x) = 0, coZ je spor.

" 23'5. Necht f je libovoln4 funkce s konednou variaci v intervalu
P=ExZt<f] (—o<a<BX ©). Necht D je mnoZina téch

t

ze P, v nich | je nespo_uta, Necht P*, A*, J(P*), T(P*), fi, fa
| L|; a £(f) maji stejny vyznam jako dosud.

O bodové funkci ¢ v oboru A e £(f,) pravime, ze je fi-méfitelnd,
kdy% je Af,-méfitelnd ve smyslu odst. 21*l (kde u = Af,). Podobné
definujeme f,-méfitelné funkce v oboru A e £(f;). O bodové funkei ¢
v oboru A e £(f) pravime, Ze je f-méFitelnd, kdy% je i f,-méfitelns
i fy-métitelnd.

Kdy?% g je bodové funkce v oboru 4 C P, pak oznac¢ime g* bodovou
funkei v oboru A* takto definovanou: kdyZ x e A — D, pak g¥z) =
=g(z): kdyz zeAD, pak g*(x + 0) = g¥*(x — 0) = g(x).*) Kdyz
A* € 2(f,), pak pravime, Ze g je f,-méFitelnd, kdyZ g* je f,-méfitelns;
v podobném smyslu mluv1me také o f,-méfitelngch a o f-méFitelngjch
funkeich g.

Z 23°4'6 nésleduje: :

23'5°l. Necht f je absoluiné spojitd. Necht g je méfitelna funkce
v oboru P. Pak g je f-méfitelnd.

Kdyz ¢ je fl -mé¥itelnd funkce v oboru A € £(f;), pak A4f,-integral

f @(z) d4f, znacéime f @(z) df;(x); podobné definujeme f () dfy(z).
dez @ je f-mentelmi funkce v oboru A € £(f), pak. kla,deme

qu: x) df(z) fqo(x) dfy(z) — fcp(x) dfy():

*) Symboly g*(z &+ 0) zde oviem znamenayji hodnoty, kterych nabyva
g* v bodech z + 0 prostoru P*, maji tedy zcela jiny vyznam neZ symboly
e = 0) definované v 23°1.
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integrédl nalevo existuje tehdy a jen tehdy, kdyZ existuji oba integraly
napravo a kdyZ mimo to jejich rozdil neni bezvyznamny.
KdyZ g je funkce v oboru A C P, pak

{ g(2) dfy(=), J 9(2) dfy(@), Af g() df(x) (1)
znamend resp. ’ )

[*(@) dfu(@), [g*(@) df(a), [g*(@) df(a): @)

kazdy integral (1) existuje, kdyZ a jen kdyZ existuje prislu$ny integral (2).

Pravé definované integraly se nazyvaji Lebesgue-Stieltjesovy inte-
graly; kdy%z f(x) = x pro kazdy z e P, pak jsou to Lebesgueovy inte-
grily (v. 214, kde m = 1). Zikladni véty o Lebesgue-Stieltjesovu
integrdlu vzniknou ovSem specialisaci vét odst. 21-2. -

23'5°2. Necht | je absolutné spojitd. Necht ¢ je funkce v oboru P
takovd, Ze p(x) = f'(z) pro kaZdy x e P, ve kterém existuje f'(x). Necht
g je méFitelnd funkce v oboru L e 2(E;), L C P. Jest

If g(z) df(z) = ,f g(z) p(z) dx (3)

za predpokladu, e jeden z obou integrdli je komvergentni.
Diikaz. 1. Necht @, a @, jsou funkce v oboru P takové, Ze @,(x) =
= f'1(x), po(x) = f’a(x) pro kazdy z ¢ P, ve kterém pravé strana existuje.
Necht g je méfitelnd funkce v oboru L, kterd nabyvi pouze
hodnot 0 a 1. Necht 4 = E[g( ) ="1]. Podle 21-2°5, 21-2°7 a 23'5°|
jest

Lf g(x) dfy(x) = | 4 |y,
Pod_le 21-2:7, 22:3-14, 23°4°1, 23-4-2, 23'4'4 a 23'4'5 jest
,f g(x) @y(2) dz = f @u(z) dz = | 4 |,

Tedy [0 ah() = [o(@) pi(e) dz. )

IIT. Necht g je konecnd mentelné, funkce v oboru L, kterd nabyva
jen koneéného poétu hodnot. Necht a; (1 < 7 < m) jsou viecky hod-
noty, kterych nabyv4 funkce g; necht A4; = E[g(x) = a;]. Necht' g; ]e

funkce v oboru L takové, Ze g;(x) = 1 pro xeA,, gi(x) == 0 pro ze

e L —4; Podle 2125, 21'2:'16 a 23'5'1 jest

_[g(w> dfy(z) = 2 a; fg;(z) dfy(z), f g(z) gy(x) da = Z a; fg,<x) @) de.
Podle II je vsak

Lf gi(@) dfy(z) = Lf gi(z) @y(2) dz,
takze plati (4).

16*
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IV. Necht g je nezdpornd méfitelnd funkce v oboru L. Podle
21°1'14 existuje posloupnost {g,} koneénych méfitelnych funkei
v oboru L, z nich% kazds nabyvé jen koneéného podtu hodnot, takovs,
Ze 0< gn(®) < gn+1(%), gn(x) > g(x) pro kaidy ze L. Podle 21°2:18
a 235"l jest

Jon@) dfy() > Lf 9(2) dh(2), [on() pa(2) dz J9@ o1(@) d.
Podle III je vSak

Jon(@) dh(@) = [a(®) pu(=) d,

takze piati 4).
V. Necht g je métitelnd funkce v oboru L. Podle 21-2'4 a 23-5°I
jest ‘

Jo(@) dh(@) = [¢+ @) dh(@) — Jo(@) dh(@)
za predpokladu, Ze budto levd nebo pravé strana existuje, a
9@ u() Az = [+ (2) ga(2) dz — [7~(2) () d=
za obdobného predpokladu. Podle IV je viak
Jot @ dh@) = [+ @ (@) dz, [g—(2) dh(@) = [7(2) pi(a) da

Tedy plati (4) za predpokladu, %e budto levd nebo pravé strana existuje.
VI. Stejné se dokdie, Ze pro kaZdou méfitelnou funkei g v oboru L

lati
plat Jote) o) = [o(a) pta) do

za predpokladu, #e jedna z obou stran existuje.
VII. Necht g je méfitelnd funkce v oboru L ta.kové Ze f g(x) df(x)

je konvergentni. Pak ]est
Jo(@) df(@) = [o(@) dh(=) — [o(=) dfy(a)
a oba integraly napravo jsou konvergentni. Podle V jest
' 9@ dh(@) = [9(2) (@) dz,
ta,kie integrél napravo je konvergentni Podle VI jest
- Jo(@) dh(@) = [9(2) pala) do

takZe iutegrdl napravo je konvergentni. Jeito f= f, — fs, nﬁsleduje
z 2342 snadno, %e existuje mno#ina M C P takovéd, e |P— M | =0
a fo xe M => @(z) = @y(2) — @y(z). Tedy

Lf g(2) ¢y(x) dw — Lf 9() py(z) do = Lf 9(2) p(x) dz
podle 21-2:8 a 21-2:10. Tedy platf (3).
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VIII. Necht g je méfitelnd funkce v oboru L takovs, Ze f g9(z) p(z) dz

je konvergentni. Podle 23413 existuje mnoZina N e N( E1) takovd, Ze
pro e P— N je 0 < 9y(2) < | @(2) |, 0 < go(2) < | () |- Tedy podle

21-2°13 a 21214 [g(x) @i(z)dx a Lf g(x) py(x) dz jsou konvergentni,
takZe podle V a VI 1[ g(z) dfy(z) a Lf g(x) dfy(x) jsou konvergentni. Tedy
[g(x) df(x) je konvergentni, tak%e podle VII plati (3).

‘ Nazveme délenim intervalu P koneénou posloupnost {457 takovou,
Ze: [1] P= ZA 8 disjunktnfmi séftanci, [2] ka%d4 mnoZina A; ]e
]ednoho Z obou tva.ru (@) a E[a/t<b], kde ae P, be P, a<b.

MnoZindm A4; budeme Fikati pole déleni {4;}7'; pole tvaru (@) nazveme
bodovd, pole tvaru E[a < t < b] nazveme ofevfend. Nazveme f-normou
¢

déleni {4;}7" &islo max [Af,(4;*) + Afy(4:*)], kde i probih4 ty indexy
i

(1< i< m), pro které pole A; jest oteviené. Nazveme f-normdini

kazdou posloupnost {I',};° délen{ intervalu P, pro kterou posloupnost
f-norem déleni I'j, konverguje k nule. Existence f-normélnich posloup-
nosti je disledkem véty:

23°5'3. Ke ka#dému & > 0 existuje délent intervalu P, jeho¥ f-norma
je mendi meZ e.

Dakaz. Oznaéme g metriku v P uréenou podle 63 a 9'4 vztahem
P C R.*) Podle |7-2'2 a cvié. 17-23 P je kompaktni prostor. Zavedme
funkce @y, @y, Y1, Y, jako v odst. 233, takZe ¢, a @, jsou spojité a f, =

=@, + Y1, fa= @+ p,. Jeito @, a @, jsou konetné a spojité, podle
9'6'1 a 1744 existuje 6 > 0 takové, Ze:

) € K
zeP, yeP, o 9) <8 = |p(@) — o)) < o | 9a(2) —@d) [ < o

Necht (v. 23'1'8) {d,}i’ je prostd posloupnost, obsahujfci kady bod
mnoziny D. Podle 2317 jsou konvergentni fady (s nezdpornymi éleny)

2. Uh(da+ 0) —fyda—O0, 3, Uisldn+ 0) — fsda— O},
takse existuje index p takovy, Ze '
2 [h(dn+ 0)— filds — 0] < 5
n=p+1
Z [fs(dn + 0) — fy(dn — 0)] < _8_.

*) V p¥ip adé — o < a < B < o mifeme ovéem u¥iti také metnky
urdené v P vztahem Pc E,;.
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Ziejmé existuje déleni I' intervalu P takové, %e: [1]pro 1< n < p
e (d,) bodovym polem déleni I', [2] pro ka¥dé oteviené pole l;][a <

< t<< b] déleni I jest p(a, b) < 6.
Necht 4 = Efa < ¢ < b] je oteviené pole déleni I'". Jezto e(a, b) <
¢

< 4, je
€ €
Apy(A4*) = @y(b) — @y(a) < 1 Apy(A*) = @y(b) — pa(a) < 1
Jeito (d,) (1 < n < p) jsou bodové pole déleni I' a jetto pole déleni I’
jsou disjunktni, je: d,eAd = n > p. Tedy (v. 23-3)

]

Apy(4%) = b+ 0) —pe— O L D> [hdut0) — hd—< 7

n=p+1
a podobné i Ay,(4*) < ‘;; Jeito fy = @1 + 91, fa= @ + yo, je AL(A¥) <

< —;-,Afg (A% < f’2— pro kazdé oteviené pole A dsleni I'. Tedy f-norma

déleni I" je mensi ne? e.
Necht je nyni ddna omezend funkce g v oboru P. Pro kazdé déleni

I' = {4;}]" intervalu P poloZme .

8ye, 1) = 2, supg(a) . (4, Sl(g, )= 3. intg(a). Ah(4®),
8ig, ) = 2, supg(a) . A(A*), Syg, I) = Zl Infgte) - Ak

Polozme
my = inf g(2), ug = sup g(z);
xeP xeP
m
jezto funkce g je omezend, jest — 0o < u; < uy << 0. Jeiito z Afids) =
i=1

= Af(P*) = fi(B) — fr(x), jest 3
w Afy(P*) < Si(g, I') < 8ulg, 1) < pe Afe(P*) (k= 1, 2). (5)
Polozme

_ B —
R [9(z) dfy(z) = inf Si(g, I, 6)

8 .
R [ 9(x) dfi(z) = sup Si(g, I), (M)

kde I" probfhé viecka déleni intervalu P. (6) se nazyvd horni Riemann-
Stieltjesiw integrdl, (7) se nazyvd dolni Riemann-Stieltjestiv integrdl.
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V pifpadé —oo<a<<f< o, f(#)=Fh()=2 k=1 mluvime
o hornim a dolnim Riemannovu inltegrdlu.

23-5'4. Necht {I',} je f-normdlni posloupnost déleni intervalu P.
Pak jest

_ _ B
8u(g, I')) — R [g(2) dfu(=),

B
Si(g, T) - R [g(z) dfa(x).

Diikaz provedme tfeba pro posloupnost {S;(g, I,)}. Pro stru¢nost
piSme

B
R [ g(z) dfy(z) = .

Podle (5) jest — 00 << w << 00. Zvolme ¢ > 0. Podle (6) existuje déleni
A = {B;}] intervalu P takové, Ze S,(g, A) < w + &. Necht y,, je f-norma
déleni I,

Zvolme index n a poloZme I, = {4;}\". Oznaéme N, mno%inu
téch indexi ¢ (1 < 4 < m), k nim# existuje index j (1 < j < g) takovy,
%e A;C Bj; oznatme N, mnoZinu ostatnich indexiu ¢ (1< i< m).
Lehko se doké,ie, Ze pro kaZdé i e N, pole A4; je oteviené a Ze je v ném
obsaZeno a.spon ]edno bodové pole déleni A; tedy poéet A prvki mno-
#iny N, je nejvys roven pottu bodovych poli déleni A, takze r< g

Pro kaidy index ie N, ziejmé muZeme poloZiti 4;= Z Ciy s dis-

junktnimi C;, (1 < r < »;) v koneéném poétu, z nich% kazda. ]e nékterého
z obou tvari: (a) a E[a<t< bl @e P, be P, a < b) a kaidd Cy je

casti nékteré B;. Tedy existuje déleni @ intervalu P, jehoZ pole jsou
jednak 4; (i e Nl), jednak Ci (1eN,, 1 7 < ).
Lehko se nahlédne, Ze
|80, 7o) — 8,9, 0) | < o — ) 2, Af(4s*),

8,(9.0) < 8y(g, A).

Pro ¢ e N, pole 4; je oteviené, tedy Af,(4;*) < y,. JeZto podet prvki
mnoZiny N, je men&i ne% m, je tedy Z Af,(A*) < g . yu. Tedy

o < 8i(9, I') = 8i(g, ) + [81(9, I') — (g, O] <

< 819, A) + (o — ) qvn < @ + & + (43— 1) Q.

Jezto y, — 0, existuje index p takovy, Ze pron > P je (us— u1)gya<<

< e Pron>pije o< 89, ) < o + 2. Jeito ¢ > 0 bylo libovolné,
jest S, (9, Iy) - w.
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Z (5) a 23'5'4 plyne:
23-5'5. Jest

B _ B '
R [¢(2) dfslz) < R [g() dfa(z) (k= 1,2). 8)

Dulezity je pifipad, kdy% (pro & = 1:nebo k = 2) v (8) plati zna-
meni rovnosti. V tomto piipadé spolecnou hodnotu obou stran re-
lace (8) oznatime

ng(x) dfi(z) (k=1,2). . 9)

(9) se nazyvi Riemann-Stieltjesﬁv tntegrdl. V pripadé — oo < x < f <
< o, f(x) = f(x) = =z, k=1 je to klasicky Riemanniiv integrdl.

Kdyz (pro k=1 nebo k= 2) v (8) platl znameni nerovnosti,
pravime, Ze (9) neexistuje. KdyZ (9) existuje i pro k=1 i pro k = 2,
piSeme

B 8 B .
R [g(2) df(=) = R [g(z) dfy(2) — R[g(z) dfs(a); (10)

kdy% pro k£ = 1 nebo pro k = 2 neexistuje (9), pravime, %e (10) neexi-
stuje. Také (10) se nazyvd Riemann-Stieltjesiv integrdl.

23'5'6. Nech! k=1 nebo k = 2. Necht M je mnofina téch x e P,
v nichg: [1] f je spojitd, [2] g je nespojita. Riemann-Stieltjestiv integral

8
R [g(z) dfs(x)

existuje tehdy a jen tehdy, kdyZ | M |z = 0.

Diikaz. Pro uréitost necht k = 1. I. Necht | M [;, > 0. Pro kaidy
z € M existuje (v. 9°1*]) éislo ¢ > 0 takové, %e pro kazdé 6 > 0 existuje
bod 2’ € P takovy, %e*) o(z, ') < 8, |g(z') —g(z)| >e. Tedy M =
= > M,, kde M, je mno¥ina téch ¢ P — D, k nim# pii libovoln&

n=1

daném 6 > 0 existuje bod z' e P takovy, %e o(z, 2') <4, |g(z')—

—g(z) | >;l,l. Jeito 0< | M [, < Z | My |y, existuje index p ta-
n=1

kovy, Ze | M,|s > 0.
Necht I'= {4;}1" je libovolné déleni intervalu P. Necht N je
mnoZina téch 1ndexu t (1< 1< m), prondz A; . M, = 0. Jest > 4D

ieN

DM, tedy 2 Afy(A*) = 2 | A* |;,> | My, >0. Necht N, je
mnoZina tech i eN pro né% pole A; jest oteviens. KdyZ i e N—N,,

*) p znamend metriku v P zavedenou na zalatku dtikazu véty 23-5'3.
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jest 4; = (a), kde a e P— D, tedy A4f,(4:*) = 0. Tedy
2 Ah(A) 2 | My, > 0.

i€ a
Pro kazdé 7 € N, existuje bod x; € 4; . M,. Jeito i € Ny, jest A; oteviené
pole, takie existuje §; > 0 takové, Ze: ye P, o(z;, ¥) < 6 = ye A,
JeZto x; e My, existuje bod z'; e P takovy, Ze o(wi, «'s) < 6; a | g(2;) —

1 . , . .
—9(z') | > e Jeito o(x;, 2's) < 0i,jest x'; € A;. Tedy pro i e N, jest

sup g9(x) — inf g(x) = | g(2:) — g(=') | >%

zed; zed;

Tedy
8,9, I — 8y(g, F> ZAA(A*)>—IM I >0,

teN,
takze

B B
— 1
R f 9(2) dfy(z) — R f (@) (@) 2 - | M, [y > 0.

B
Tedy R f g(z) df,(x) neexistuje.

IIL. Nechﬁ | M |, = 0. Zvolme & > 0. Podobn$ jako véta 2047
se dok4¥e,. ¥e pro kazdou mno¥inu L C P takovou, %e L* ¢ £(f,), existuje
mnoZina G oteviend v P a takovd, J¢e LCG a |G* —L* | <e.
Jeito | M |;, = 0, M C P — D, existuje tedy mnoZina @ oteviend v P

a takovd, e M C G, |G* |, <e. Necht (v. 23'1'8) {d.}i je prosté
posloupnost, jejimz ¢lenem je kaZdy bod z e D. Podle 23:1*7 konverguje
fada (s nezdpornymi ¢leny)

Z[fl(d + 0) — fida — O],

takze exmtu]e mdex P ta.kovy, Ze

Fgﬂm(d,. +0) —hidn—0)] <.
Pritadime ka’dému xe P interval K(z) = Eu(z) <t << v(z)]
- t

obsahujici bod z, a to takto.*) Necht piedné x ¢ D. Pak existuje index n
takovy, Ze * = d,. Volme u(z) a v() tak, Ze o < u(z) < z < v(z) < B
a Ze

ha—0) —hiua) <g  Al@I—h=+0 <z

*) Pro = = o odpadne u(z) a K(x) = E[a <t<w(x)]; pro x =4
odpadne o(x) a K(B) = E[u(8) <t < Bl '
t
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Necht za druhé x e M. Pak volme u(x) a v(x) tak, Ze ze K(z) a Ze
K(z) C G. Necht za tFeti x ¢ P — (M - D). Pak g je spojitda v bodé =,
takZe (v. 9'1'l) miZeme u(x) a v(x) voliti tak, %e x e K(x) a Ze
Ve K(z), ype K(2) = | g(yy) —9(1) | < &.
Jezto prostor P je kompaktni (v. cvié. 17-23), podle 17°56'4 existuji

¢
body zje P (1< §< q) v koneéném podtu takové, Ze P = ZK(xj).

Ziejmé existuje déleni I' = {4;}]" takové, Ze: (1] pro 1 <n < P je (dy)
bodové pole déleni I, 2] kazdé pole 4; (1 <:< m) je &asti nékterého
intervalu K(z;) (1< < g). Ziejmé miZeme mnozinu viech indexi i
rozdéliti ve ¢tyFi disjunktni ¢dsti N;, Ny, Ny, N, takové, Ze: [1] pole A
je bodové, kdyz a jen kdyZ i € Ny, [2] ke kazdému 1€ Ny Ny + N,
existuje index j = 9(i) takovy, ze A; C K(x;), [3] pro i e Ny, ¢ e Ny,
te N, je resp. xpiye D, zgiye M, 254y € P— (M + D).
Pro i e N, je ziejmé )
sup g(x) = inf g(z).

zed; zed;

Pro i€ N, pole A4; jest oteviené a existuje index = takovy, Ze
Zogiy = dn. Jest A; C ]t?.[u(d,.) < t<v(d,)],*) tedy
A4 < A, Eu(de) < ¢ < vdI)* <
< iy —0) — hlaldn)] + fdn + 0) — f(da—0) + ho(dn)] —
— hln - O] < 2o 4 fy(dy+ 0) — fd —O).

Je-lin < p, je (d,) bodové pole déleni I, takZe je budto 4; C E[u(d,,) <
< t < dy,] nebo 4; C E[d < t < v(d,)]; v prvém piipadé je Afl(A *) <
< fildn — 0) — fi[u(d, ] < ,,’ ve druhém je Af(4:*) < fi[v(dn)] —

— fi(da + 0)] < Tedy

S AN 2+ 3 T+ 0 — hid—0)] <3e.

ie N, n=p+1
Pro 1 e Ny je xgsye M, tedy A4; C K(xsy)) C G, tedy
> AAM |6 |, <e.

ie N,

*) Ctena,i‘ si sdm vyFidi snadné modifikace nutné v p¥ipadsé Tyiy =0
nebo Ty =
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Pro te N, je zpuye P— (M + D). Jesto A; C K(zsy), Zouy e P —
— (M + D) je
sup g(z) — m:t; g(z) < e.
1

zet

Tedy, je-li opét p, = 1nf g(z), e = Sup g(x), jest

Sy(g, ) — 8y(g, ) = 5 [sup g(2) - int g(2)] 4f;(4%) <

i=1zed;

< de(ug—m) + ¢ Afl(P*),
takZe

_ B B
R [g(z) dfy(z) — R [g(2) dfy(®) < 4e(uy — py) + & Afy(P*).

Je¥to &€ > 0 je libovolné, podle 23'5°5 existuje
B
R [g(a) dfy(2).

23°5°7. Necht g je omezend funkce v oboru P takovd, %¢ R fg(x) df(x)
existuje. Pak g je [-méfitelnd a

R f g(x) df(z) = fy(x) df(z).

Dikaz ziejmé staéi provésti pro f, a pro f, misto pro f. Pro-
vedme jej tfeba pro f,. Misto pro funkei g stadi zfejmé provésti dikaz pro
funkci b takovou, %e h(x) = g(z) + ¢, kde ¢ je konstanta. JeZto g je
omezend, stadi tedy dokazovati pro g a pro f, za predpokladu, Ze g je
nezapornd.

Necht u je koneéns o-aditivni mnoZinové funkce v mnoZinovém
télese H(T(P*), ;) odvozend z mnoZinové funkce Af, v oboru L(P*)
a z mnoZinové funkce A, v oboru ; (v. 20'4) stejné, jako byla
v odst. 20'3 odvozena mnoZinové funkce u;3 v oboru #(Q, B) z mnozi-
novych funkef g, v oboru 2 a u, v oboru B.

Necht _

M = E[z* ¢ P*, 0< ¢ < g(2)],

(z%,1)

kde z e P je projekce bodu z* ¢ P*. Staé{ dokdzati (v. cvié. 21'10),
: ]
te Mc®, a % |M|,= R [g(z)df().
S Jeli I'= {47 déleni intervalu P, necht

MI) = Z Blz e 4;, 0< < supg(a)],

i=1(z*%,t) zed;



m
M) = > EBlaed;, 0<t<infg(x)],
— i1 (@%,1) wedy

kde opét xe P je projekee bodu a* e P*. Ziejmé
M) e UK (P*), ) M(T) UI(PF), T,

ML) |= p[M(ID)] == Sy(g, ), | M(D) [ = p M) = Sy(g, I'), (1)

MI)C M CIT). -
Necht' {17} Je f-normélni posloupnost delem intervalu P. Pak jest

i)

| ML I/LAR! g(x) dfy(x), | M%) l,w»ng ) dfy(), takze podle
(11) a 20°1'5 jest | M (,,_ng ) dfy(x). Necht 7 = [ [[M(I,) —
n=1

— M), S = Z M(I,). Jest Se®,, TeQ,, SCMCS+ T. Necht

- n=1 .
e > 0. Pak existuje index p takovy, Zze | M(I%,) — M(I) |, << ¢, takze
podle 20715 jest |7 |, <<e. Jeito ¢ >0 je libovolné, je |71 ], =0,
tedy také MT |, == 0, takze (v. 20" 1"11) MT € L,. Jeito M = S+ T,

je Me&,.

(‘viceni.

23-1.* MnozZinova funkce A% (v. 23'1) je c-aditivni v oboru TP)
tehdy a jen tehdy., kdyz f(x) = f(x-— 0) pro kazdé xeP.
3:2.% Doplniti dikaz véty 2341 pro pripad 2 = 4+ oo.
23-3. Necht @ je systém vsech funkei f s konetnou variaci v intervalu
_§ t < 1] takovych, Ze f(0) = 0. KdyZz f, ¢ @, f, ¢ @, necht

o(f1: [2) = Aﬂj,mm;g (2 (1)]
Pak o je metrika ve @. Prostor @ = (@, p) je uplny a meni separabilni.
23-4. Necht @ je systém vsech spojitych zohrazeni intervalu P ==
= E[0 £t £ 1] do intervalu P. Kdyz [, e @, f, e @, necht
t

Q(Q

~@e
=
O%

P o

o(fs, fo) = max | [1(¢) — [o(t) |,
tel”

takZe (v. 17°75) @ = (@, o) je uplny prostor. Necht 0 <o < b < 1.
@ = BEla < t < b] a necht ¥(a,b) znamend systém téch fe®, pro né%

¢
parcialni funkece ]‘Q ma kone¢nou variaci. Kdyz n =1,2,3,..., necht
Y(a, b, n) znamend systém téch f e ¥(a, b), pro néz Ag(Q) < n, kde g = fQ,

[el
takze ¥(a, b) = Z Y(a, b, n). JakoZto bodova mnoZina vnorend do (@, o)
n=1

je ¥(a, b, n) ve @ Fidka a uzaviend a ¥(q, b) je prvé kategorie ve @. Z toho
néasleduje podle 15:8'2, Ze existuji funkce f e @, pro n&Z parcidlni funkce fo
nemad koneénou variaci pro Zadnou volbu intervalu @ c P.

235, Z véty 22:3'8 nasleduje véta: Necht {f } je posloupnost koneé-
nych neklesajicich funkei v intervalu P = Ela <t < b]c E;. Pro ze P,

t
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yeP, <y necht f(y)— fu(a) = fn+1(y) — f 41(®)- Pro ka._idé @ e P
necht existuje lim f,(z) = f(2) ¢ E,. Necht M je mnoZina téch z ¢ P, v nichZ
existuji a jsou kone&né derivace (%) & f(x) a jest f,(z)— f(x). Pak
P— M ¢ N(E,).

Dodatek.

O derivovanych &islech funkci jedné proménné.
Napsal Vojtéch Jarnik.

D I. V celém tomto dodatku bude slovo ,,funkce‘ znaditi t. zv.
konetnou funkei jedné reilné proménné, to jest funkei, jejiz obor
(viz 2'3) je podmnoZinou mnoZiny E, (opatfené metrikou po(z, y) =
= | z — y |, viz 6°1) a jejiZ hodnoty jsou vesmés rizné od + co. Je-li 4
obor funkce f a je-li M C A, budeme iikati, Ze funkce f je definovéna
v mno#iné M. Je-li aeE;, be E;, a < b, budeme psdti ,

(@, b) = E(a < & << b)*) (ndzev: otevieny interval),
z.

[a,b] = E(@a < < b) (ndzev: uzavieny interval).
@

V tomto dvodnim odstavei budu se zabyvati pojmy ,limes superior
a ,,limes inferior<. Cten4¥, ktery tyto pojmy ovliddé z elementi, muZe
tento odstavec D | vynechati.

D I*l. Necht | je funkce; necht zqe E, a nechi existuje &slo 6 > 0
tak, 2e funkce f je definovina v intervalu (z,, x, -+ 6). Potom existuje
jedno_a jen jedno &islo a € R,**) jeZ md tyto dvé viastnosti:

1. Je-li o' < a, potom ke kaZdému e >0 existuje éislo x tak, Ze

o< < xy+ 8 flx) >a.

2. Je-li a' > a, potom existuje é_’islo e >0 tak, %e
, o< x< zZy+ &= flx)<a.

Obdobnt existuje jedno a jen jedno &islo b e R, jeZ md tyto dvé vlastnosti:

1. Jels b > b, potom ke katdému & > 0 existuje &islo z tak, Ze

zy < &< %y + &, f(x) <V '

*) Zémdny s oznadenim prvkid cartézského soudinu (viz 2'l) neni
tfeba se ob&vati. P¥ipouStime tedy zde jen t. zv. ,,konetné* (v nasi termi-
.nologii: omezené) intervaly, a¢ mnohé z nésledujicich vysledkh by platily

pPro @ = — oo nebo b = oo.
**) R je definovéno v 2:3. MiZe tedy byti té% a = o nebo a = — co.
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