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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Répartition des matrices en espéces el for-

mation de loules les espéces.
Note de M. Ed. Weyr, présentée par M. Hermite.

< Je me permets de présenter quelques résultats ultérieurs que j’ai obtenus
dans la théorie des matrices.

> Soient M une matrice quelconque d’ordre n et pi, une racine a"P'® de M.
En formant les puissances de M — p14, on tombe nécessairement sur une puissan-

ce (M — pq)? qui est de nullité «; les puissances plus élevées sont de la méme
nullité.

> Désignons par oy, aj+ag, ..., a1 +az+- - +a, = « les degrés de nullité
des matrices M — 1o, (M — pta)?, ..., (M — po)¢; alors je dis que la suite des
nombres ay, as, ..., a, ne peul jamais croilre, c’est-a-dire qu’on a toujours

algagg---zag.

> Pour abréger, je dis que la racine y, a pour caractéristiques les nombres
(o, a1, @, ..., 0p).

> Soient maintenant pio, pg ..., pa les racines de M, et soient leurs carac-
téristiques respectives (o, a1, ..., ), (3,81,--,8s)y - -y (A A1, .0, A7),

Alors égquation de degré minimum, satisfaite par M, est la suivante:
(M = 10)2(M = pg)” ... (M = ) = 0.

> Je dis, de deux matrices d’ordre n, qu’elles sont de méme espéce si elles
possedent les mémes racines aux mémes caractéristiques.

> M el N étant deuz matrices de méme espéce, on peut toujours assigner
des matrices Q, de nullité zéro, lelles qu’on ait

N=Q 'MQ.

Et, réciproquement, deux matrices M et N, lies par une telle équation, sont
de méme espece.

> De 13, on conclut qu’ayant trouvé une seule matrice M d’une certaine
espéce, on les a toutes par la formule Q~!MQ, Q étant une matrice quelconque
de nullité zéro.

s Deux matrices de méme espéce satisfont évidemment a la méme équation
de degré minimum; la réciproque n’a pas toujours lieu.

> Les entiers a, a1, ..., ap; B, B1, .-, Boy -~ 3 A A1, ..., Ap ayant été
choisis de maniére que chacun d’eux soit au moins égal a1, et que les suites
(ary..yap), (Bry. .-y Bo)y - -, (A1, ..., Ar) ne soient jamais croissantes, et que,
de plus,
a:a1+"'+a91 ,B‘:.Bl'*'"';*_ﬂa') Ty A‘T'Al'*'+'AT7

n=a+pf+--+2A,
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Je dis qu’il eziste toujours des matrices d’ordre n, ayant les racines pq, pg,

., M auz caractéristiques respectives (a,aq,...,a,), (B8,81,-..,8+), ---,
(A A1,y A7), les valeurs pgo, pg, ..., pa €lant arbitraires, mais distincles
entre elles.

» En effet, on peut trouver une telle matrice M de la maniére suivante:

> Je forme d’abord une matrice H d’ordre « a la racine aP'® ju, caractérisée
)
par les nombres (a, ay, ..., a,).

> Pour cet effet, désignons par G,-1 — po la matrice zéro, et d’ordre a,, et
posons successivement,

(cg-1). (og-2)-
0...0 G o o
Go—1—Ha _ —2—Ha
Go—2 — pla = —q;e_—“ - 2,Goiz — o = ‘JK;_T“ ,

lo... 0 o o
(a2). (a1)

o o o o

—_ — 9..2;”_'3_ R — Gi—pa
G,y Ha Az , H Ko A
o 0 o 0
> Les nombres ap_1, ay—9, ..., @1, mis au-dessus des colonnes formées par

des zéros, marquent le nombre de ces colonnes. Les compartiments A,_1, A,_2,
..., Ay sont formés de la maniére suivante :

(ag)- () (ag-1).
P PR ——
10 0) (0 ...0 10 )

o1 o 0...0 01 o
Apm1 =00 ... 1 3 (ap-1), A,_,__Z:ﬁo...o 00 ... 1 p(ap_2),
oo o o 0O 0O o
\o o o ) L0 ... 0 0O o)

s> Dans le cas de a, = a,_1, le compartiment A,_; aura la forme d’un carré
et ne contiendra pas les lignes remplies entierement de zéros; les mémes lignes
manqueront dans A,_», si ap,_1 = a,_2, et ainsi de suite.

»> A l’aide de H on peut former une matrice K d’ordre v+ ayant les racines
Ho €t ptg aux caractéristiques (o, aq,...,a,), (B, 51,...,B,). Il suffit de poser
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successivement
(Bo). (Bo-1)-
—_——
o o 0...0
Hy_i—
Hd—l — M3 = B:‘ﬁ 3 HU—Z — Hg = B;_luﬂ )
o o 0...0
(B1) (B2)
" 0...0 0...0
- , H, -
H]-/_[p: —28—2#'9 ; I\—-ﬂﬂ: XB—;#ﬁ'
0...0 0...0

»> Le compartiment B, est entiérement arbitraire et peut étre rempli, par
exemple, par des zéros; les compartiments B,_;, B,_2, ..., B, sont formés
comme il suit :

(). (o). (a4Bs).  (Bo-1)
—— —— ————
(O ... O 1 0 ... O0) 0O...0 10... 0)
O...001...0 0O...0¢C61...0

ﬂd_l:ﬁ o o oo::: 1 ([5,,.71); B,_o =X o 0 00::: 1 }(Bo-2),

s> Aprés avoir formé K, on formera de la méme maniére une matrice L
d’ordre « + 8 + v ayant les racines o, ftg, jty aux caractéristiques données, et
ainsi de suite jusqu’a la matrice cherchée M. Alors Q"!MQ donne toutes les
matrices de P’espéce caractérisée. >
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