Clovék-uméni-matematika

Jan CiZzmar
Vznik a vyvoj algebrickej geometrie

In: Jind¥ich Be¢var (editor); Eduard Fuchs (editor): Clovék-uméni-matematika. Sbornik prednések z
letnich Skol Historie matematiky. (Czech). Praha: Prometheus, 1996. pp. 72-105.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/400566

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/400566
http://dml.cz

72

RENE DESCARTES
(1596 — 1650)



73

VZNIK A VYVOJ ALGEBRICKEJ GEOMETRIE

JAN CizMmAR

Algebricka geometria nepatri k disciplinam, ktoré by popularitou mohli sii-
taZzit s klasickymi oblastami matematiky, ani k tym modernym odvetviam,
ktorych médnost alebo prakticks pouZitelnost pritahuji zdujem va&iny alebo
znadnej €asti nastupujicich generacii matematikov. Hlavnou pri¢inou tohto po-
stavenia algebrickej geometrie v sistave matematickych disciplin je jej zloZitost,
vysok4 naro¢nost predpokladov a objem vedomosti zna¢ne $pecidlneho charak-
teru, s ktorymi moZno pomyslat na seriézne $tidium algebrickej geometrie, tym
viac na tvorivi pricu v nej. Jej Zivotna spitost s algebrou, s dostatone vyso-
kou a efektivne pouZitelnou bazou algebrickych metéd, st zdkladnou pri¢inou,
preco sa algebricka geometria ako samostatnd matematicka disciplina v stdas-
nom ponimani zatala konStituovat v porovnani s inymi odvetviami modernej
matematiky pomerne neskoro — koncom prvej polovice 19. storoéia.

Nézov ,,geometria“ v pomenovani v priebehu celej histérie temer automatic-
ky vyradoval algebricki geometriu zo zoznamu predmetov, ktorych znalost by
sa pre ucelené vzdelanie matematika povaZovala za nevyhnutni & aspoii uZitoé-
ni. U nés je tento postoj k algebrickej geometrii azda eSte vyraznejsi s vynimkou
kratkeho medzivojnového obdobia, v ktorom vedeckd a pedagogickd autorita
akademika B. BydZovského vydobyla algebrickej geometrii dostojnejSie miesto
v siistave uznavanych disciplin. Ini¢ stoji algebrickd geometria u nis na okraji
oficidlneho ziujmu a pri Zivote sa udrZiava len vdaka nadSeniu histky zapé-
lenych amatérov, ktorych ciefom je uchovat kontinuitu pestovania algebrickej
geometrie a pribliZit ju aspoii v niektorych smeroch k stiasnému svetovému
stavu, odrizajicemu podla mienky niektorych poprednych odbornikov trendy
vyvoja matematiky v budiicom storo&i. Nie je to ciel prili§ perspektivny, lebo
s postupujiicim obmedzovanim (& likvidiciou) uditelského §tidia deskriptivnej
geometrie — posledného Studijného odboru, v ktorého u¢ebnych planoch algeb-
rickd geometria figuruje ako povinny predmet — sa strica legilna zikladia,
o ktori sa snahy uvedeného druhu méZu opriet.

Zakladnym metodologickym problémom vyskumu v oblasti dejin algebric-
kej geometrie je dilema: zvolit postup chronologicky s akcentom na vSeobecny
vyvoj matematiky a stvislosti algebrickej geometrie s progresivne sa rozvijaji-
cimi disciplinami toho-ktorého obdobia, alebo sledovat historicky vyvoj rieSenia
problémov algebrickej geometrie v niekolkych nepo&etnych tematickych okru-
hoch, ktoré st trvale predmetom zdujmu algebrickej geometrie od jej vzniku
aZ po sicasnost. Je totiZ pre algebrickii geometriu priznaény jav, Ze visina jej
hlavnych problémov sa periodicky — v sivislosti s vyvinom v oblastiach, ktoré
st zékladom met6d algebrickej geometrie — vidy znovu stiva centrom ziuj-
mu pokroku discipliny a rieSi sa na vy$Sej irovni, Gplnejfie a vSeobecnejsie,
pri¢om temer kaZdé takéto rieSenie mozno oznaéit len za relativne definitivne.
Samozrejme, ani jeden z oboch postupov nemd zmysel absolutizovat. V tomto
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nédrte, pokial vobec mozno hovorit o rydzosti metédy, sa uprednostiiuje prva
metbda so zdveretnym zhrnutim hlavnych tematickych okruhov.

K periodizécii dejin a hodnoteniu prinosu jednotlivych teoérii, §kol, ndrodov
a geografickych oblasti treba poznamenat, Ze nedostatok prehladnych a ucele-
nych diel o dejinich algebrickej geometrie neumoziiuje kritické porovnévanie a
dostatodne presné odliZenie objektivneho pohladu autorov od ich subjektivne-
ho a &asto nacionalistického skreslovania vyznamu a zastoja niektorych pridov
vo vyvoji algebrickej geometrie.

I. Predhistéria
(pribliZne 400 pr. n. 1. - 1630 n. 1.)
1. Starogrécka matematika

S istou nadsadzkou, ktorej sa sotva moZno vyhnit pri skiimani prvopociat-
kov ktorejkolvek matematickej discipliny, moZno za prvé zarodky algebrickej
geometrie oznafit dlohy starovekej matematiky, v ktorych spojenie algebry a
geometrie bolo v stilade s charakterom tlohy a predstavovalo G¢elnii metédu.ich
rieSenia. Priklady tohto druhu sa vyskytuji uZz v pamiatkach mezopotimskej
matematiky s vyraznou tendenciou algebrizicie geometrickych tloh. Ak sa za
vlastny zrod matematiky ako vedy uznajt aZ vysledky, v ktorych nechybaja
prvky logickej dedukcie — o je prvotné obdobie vyvoja starogréckej matematiky
v 6. st. pr. n. 1. — za zirodky algebrickej geometrie treba povaZovat aZ riese-
nie Gloh geometrickej algebry, ktorych analytickogeometricky prepis dneSnymi
prostriedkami predstavuje latku elementarnej algebrickej geometrie. V pojmoch
geometrickej algebry éislo predstavovala tsecka (v skutoénosti — dl¥ka tsecky)
a napr. rieSenie tlohy, napisanej dne¥nym zipisom z? = ab, kde a, b st zndme
Usla (teda dizky zndmych tsediek), znamend najst stranu z $tvorca, ktorého
obsah sa rovna obsahu obdf#nika so stranami df¥ky a a b. Okrem toho si tre-
ba pripomenit, Ze jednou z univerzilnych (numerickych) metéd starogréckej
matematiky bola metéda pomerov (proporcif), v reéi ktorej by uvedend dloha
mala (v dnefnom zapise) tvara:z =z : b.

Hlavnym obsahom starogréckej matematiky bolo riesenie problémov. Medzi
sposoby, ktorymi sa riefenie niektorych problémov hladalo, patria met6dy, kto-
ré z hladiska dne3nej klasifikicie predstavuji elementy tedrie kriviek a pléch.
Tak napr. delsky problém zdvojnasobenia objemu kocky formulovany dne$nym
zépisom v tvare z3 = 2a3, kde a je dfzka hrany danej kocky, m4 v zovieobec-
nenej podobe z3 = ba® so znidmou konstantou b u Hippokrata (ostrov Chios,
okolo r. 440 pr. n. 1.) rieSenie v tvare ,zloZenych pomerov*

a:z=z:y=y:b
s nezndmymi z, y. Rovnice

?=ay : 1)
zy =ab 2
y:=be ®3)
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vyplyvajice z uvedenej zloZenej imery a vedice k rieSeniu
ad:2¥=a%:a%b=0a:b

maji u zakladatela teérie kuZelosetiek Menaichma (okolo r. 350 pr. n. 1.) geo-
metrické rieSenie v podobe prieseénika paraboly 1, hyperboly 2 a paraboly
3 (obr. 1). (Nazvy parabola a hyperbola sa u Menaichma nevyskytujd; po-
chadzaji a% od Apollonia z 3. st. pr. n. 1., ktorého traktit o kuZelosetkich bol
po stirodia vzorom vedeckého diela.)

Obr. 1

Geometricko-algebricka tematika tvori aj siast matematického diela filozofa
a matematika Demokrita (Abdera, priblizne 460-371 pr. n. 1.), ktory sa zaoberal
problémami dotyku s kruZnicou a gulovou plochou, aproximéciou ¢asti gulovej
plochy rovinnym ttvarom a podobnymi otdzkami. (Zial, Demokritovo pisomné
dielo bolo temer celkom zniéené.)

Izolované priklady algebrickych a transcendentnych kriviek sa vyskytovali
v stvislosti s rieSenim tloh aj u dalfich autorov. Hippias (Elida, okolo 420
pr. n. 1.) je povodcom konStrukcie krivky zvanej kvadratrix (obr. 2), ktorej
vyjadrenie v polarnych stradniciach mé tvar

esing = lp

a ktora je zndzornend (v pravouhlej sistave stiradnic (0; z,y)) na obr. 3. Hippias
ju vyuZival na rieSenie dalSieho klasického problému - tlohy o trisekcii uhla.
Neskor Deinostrates a Nikomedes pouZili tato krivku pri hladani rieSenia po-
slednej klasickej Gilohy — kvadratiry kruhu.

Archytas (Tarent, priblizne 400-365 pr. n. 1.) na rieSenie tlohy o zdvojnéso-
beni objemu kocky vypracoval domyselnt stereometrickd konstrukciu, v ktorej
pouZil tieto rotaéné plochy: valcovi, kuZelovii, gulovi plochu a anuloid.
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Vys8ie spomenuty Menaichmos sa ako prvy systematickejSie zaoberal ku-
#elosetkami ako rezmi rotatnej kuZelovej plochy vhodnymi rovinami.

V matematickom diele najvicSieho matematika a fyzika staroveku Archime-
dao (Syrakizy, 287-212 pr. n. 1.) zaberaji krivky a plochy vyznamné miesto.
V traktate O Spirdlach opisuje konStrukciu bodov krivky nazyvanej dnes Archi-
medova $pirdle (rovnica v poldrnych sradniciach: g = ap, a # 0 — konStanta),
konStrukciu doty¢nice v Iubovolnom bode krivky a vypocéet obsahu rovinného
atvaru ohranieného dvoma polomermi a oblikom krivky (obr. 4).

V spise O konoidoch a sféroidoch sa uvadza rotalny paraboloid, dvojdielny ro-
tatny hyperboloid a rotaény elipsoid. I ked hlavna pozornost sa upriamuje na
vypolet objemu &asti tychto telies, rutinne narabanie s nimi svedéi o doklad-
nom zvladnuti ich geometrickej podstaty. ESte viac o tom presvied¢a implicitné
vyuZivanie vztahov medzi kruZnicou a elipsou, resp. gulovou plochou a rotac-
nym elipsoidom, ktoré v dnesnej terminoldgii predstavuji kolmii osova afinitu
v rovine, resp. kolmil rovinova afinitu v priestore, vyjadreni v kanonickom
tvare rovnicami

=z
y' =ky (k#0,1) (obr. 5a)

resp.

=z
¥ =y
Z'=kz (k#0,1) (obr.5b)
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Obr. 4
s
X
M1 M+
‘Mt ‘M+
X O \\ 0
N
~ 2 X 0
X
Obr. 5a, 5b

Nikomedes (Alexandria, okolo 180 pr. n. 1.) okrem pouZitia krivky kvadratrix
na rieSenie kvadratiry kruhu je znamy ako pévodca krivky konchoida (obr. 6)

(nazyvanej aj jeho menom), ktorti pouzival na riesenie tiloh o trisekeii uhla a
o zdvojnasobeni objemu kocky.

Apollonios (Perga, 262-190 pr. n. 1.) patri s Euklidom a Archimedom k troj-
hviezdiu najvyznamnejSich starogréckych matematikov. Jeho teéria epicyklov
a excentrov, ktora vypracoval na zéklade Stidia pohybu planét a ich stredov,
bola jednym z pramehov Ptolemaiovho astronomického u&enia. V diele KuZelo-
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Obr. 6

setky (Konika), pozostavajicom z 8 knih, podal ucelent teériu kuZzeloseciek,
neprekonant az do ¢ias novovekej modernej matematiky. V jazyku ,propor-
cii* formuloval vlastnosti kuZeloseliek, ktoré sa analytickym zapisom prepisu
jednoducho na rovnice kuZzelose¢iek. Napr. pri kruZnici (obr. 7) imera

Y:x1=z:9y

ma v dneSnom zapise tvar
v =iz,

Obr. 7

Analogickou metddou sa dostane rovnica paraboly v tvare

v’ =pz.

V spise O rovinnych miestach pouZiva Apollonios transformécie rovnolahlosti
(z' = kz, y' = ky, k # 0) a kruznicovej inverzie (analytické vyjadrenie:
, r’z , r?y

x = —————x2 +y2 , Yy = ——1:2 +y2 ) (obr. 8).



VZNIK A VYVOJ ALGEBRICKEJ GEOMETRIE 79

Obr. 8

V obdobi vieobecného tipadku starogréckej matematiky Pappos (Alexand-
ria, okolo 320 n. 1.) prispel k rozvoju geometrie vysledkami, ktorych hibka sa
odhalila a7 v 19.-20. storo&i pri skiimani logickych zékladov geometrii. Pat-
ria k nim vysledky o projektivnych transformdciach, z ktorych veta opisuj-
ca incidenéné vlastnosti dvoch trojic bodov na réznych priamkach (obr. 9;
12N12=R, 13N13 =P, 23n23 = Q, body P, Q, R lezia na jednej
priamke)

Obr. 9

je ekvivalentna so zdkladnou vetou projektivnej geometrie a ako Pappova axié-
ma je charakteristicka pre algebricki vystavbu projektivnej roviny nad polom.

2. Stredoveka arabska matematika

Zasluhy stredovekej arabskej matematiky na uchovani a rozvinuti dedicstva
starovekej gréckej matematiky mnohi eurépski autori dejin matematiky dodnes
v plnej miere nedocenili. Hoci v geometrii tento prinos nie je tak zjavny ako
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napr. v algebre a aritmetike, aj tu pouZitie kuZelose€iek na rieSenie rovnic 3. a
4. stupfia znamenalo v detailoch obohatenie znalosti o vlastnostiach kuZzelose-
¢iek. Ulohami tohto druhu sa zaoberali al-Chazin (10. st.), al-Hajtham (10.-11.
st.), al-Kahi (10. st.) a osobitne matematik, astroném, filozof a basnik Omar
Chajjam (11.-12. st.). V jeho podani sa napr. kubicka rovnica 3pecidlneho typu

2 tar=>
rie$i najprv prevodom na tvar
23 + p’z = pPq

a potom geometricky pomocou kruZnice

?+y’=gqz
a paraboly
22 =py
(obr. 10).
A+
|
|
|
! X+
Obr. 10

Predmetom samostatného teoretického zaujmu boli kuZzeloseéky u bratov
band-Musa, Abu’l-Vafu, Tabita ibn Qurra a dalSich arabskych matematikov
stredoveku. Celkovy charakter arabskej matematiky s jej vyraznou algebri-
zaciou vSak neumoznil §ir§i rozvoj geometrickych idei ani podstatny pokrok
v znalostiach o krivkach a plochéch.

Spojenie algebry a geometrie sa v starogréckej a arabskej matematike neroz-
vinulo a nesystemizovalo do tej miery (hoci geometrizacia algebry v starogréckej
matematike bola dominujiicim javom), aby sa znalost kvantitativnych vztahov
medzi dfzkami tseiek v geometrickych objektoch mohla staf zdkladom wseo-
becnej metody algebrizacie geometrie.
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I1. Zarodky algebrickej geometrie
(1630-1800)

Rozhodujtcim predpokladom pre vznik algebrickej geometrie ako samostat-
nej discipliny bolo zavedenie analytickej metédy Fermatom a Descartom.

Pierre Fermat (1601-1665) v praci Uvod do ($ttidia) rovinnych a telesovych
miest (Ad locos planos et solidos isagoge), zndmej okolo r. 1630 a uverejnene;j
posmrtne r. 1679 vyjadril zdkladnt ideu analytickej metédy ako moznost vy-
jadrit dlzku y Gse¢ky M M’ bodu M znimej &iary (priamky alebo kuZelosecky)
prechidzajicej bodom N pomocou algebrickej rovnice medzi z, y (obr. 11).

L

Obr. 11

Vyznamnym uspechom pouzitia metédy bol vysledok, Ze vSetky rovnice
2. stupha v z, y st vyjadrenim prave vSetkych afinnych typov kuZeloseciek.

U Fermata chyba odvodzovanie geometrickych vlastnosti kriviek podrobnej-
$im rozborom algebrickych rovnic. Je mu vak znamy (explicitne neformulova-
ny) pojem rozmeru v tom zmysle, %e jedna algebricka rovnica definuje v rovine
krivku, v priestore plochu a Ze pojem mozno formalne rozsirit aj na vacsi pocet
premennych.

René€ Descartes (1596-1650) spisom Geometria (Géométrie) z r. 1637 vlastne
mienil predviest ukazku aplikicie svojej filozofickej met6dy na $pecidlnu vedni
disciplinu. Hlbs$ia erudicia v algebre umoZnila Descartovi viac neZ u Fermata
chapat analyticka geometriu ako metédu, ndstroj rieSenia geometrickych tloh.
V zikladnom pristupe vyjadrovania bodov pomocou usporiadanych dvojic &isel
niet u Descarta v porovnani s Fermatom podstatného rozdielu (obr. 12).

Podla dne$ného chépania poloha osi y nie je vyslovne fixovani; je dané len
osnova rovnobeziek (do ktorej dnes patri aj os y) a zaliatolny bod merania
tisetiek na osi z. Zavislost dizky y od vzdialenosti z v tvare

y = f(z)
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pre vSetky body uré€itej Ciary chape Descartes ako rovnicu ¢iary. Novym prvkom
u Descarta je odvodzovanie geometrickych vlastnosti na zaklade algebrickych
aprav a rieSenia rovnic. Z tohto hladiska rozliSuje dva typy tloh:

1. ,Urcité" tlohy, ktorych algebrické rieSenie vedie ku koneénému poé&tu
vysledkov s geometrickou interpretaciou.

2. ,Neuré¢ité* tlohy, pri ktorych polet hladanych geometrickych rieSeni nie
je koneény a vyjadruje algebricky hladand veli¢inu pomocou premennej ve-
li¢iny; vysledkom rieSenia je algebrickd zdvislost veli¢in, ktorej geometrickou
interpretéciou je krivka.

Sam Descartes svoju metddu prili§ ob3irne nezaZitkoval, ale jasnostou vykla-
du a inStruktivnostou prikladov poloZil dobré ziklady pouZivania analytickej
metddy pri skimani (algebrickych) kriviek a ploch Tubovolného stupia.

(Jedna z kriviek 3. stupiia s rovnicou

2+ —3azy =0

mé nazov Descartov list (obr. 13).)

Analytickd metéda mala kardinilny vyznam ako pracovnd metdda diferen-
cidlneho a integralneho poctu. V syntetizujicom matematicko-fyzikalnom diele
Isaaca Newtona (1642-1727) priniesla okrem prvoradych vysledkov fyziky a
matematiky ako ,vedlaj$i“ produkt aj afinno-metricka klasifikiciu kriviek tre-
tieho stupha (v euklidovskej rovine) v diele Vy¢islenie kriviek tretieho radu
(Enumeratio linearum tertii ordinis), ktoré bolo dokonéené uz r. 1676, ale tla-
¢ou vySlo az r. 1704 ako dodatok k dielu Optika. Celkovy pocet 72 typov tych-
to kriviek neskor Stirling doplnil na 76. Za povSimnutie stoji, Ze Casti kriviek
v kvadrantoch so zadpornymi stradnicami sa povazuji za rovnocenné s Casta-
mi v kvadrante s oboma stiradnicami kladnymi. (To je v dnesnej analytickej
geometrii samozrejmé, ale v 17. storoéi to predstavovalo vyznamné abstraktné
roz§irenie oboru zdpornych ¢isel do geometrie.)

(Na porovnanie: DneSné projektivna klasifikicia rovinnych algebrickych ku-
bik obsahuje 3 typy: typ s uzlovym bodom (obr. 14a), typ s bodom vratu
(obr. 14b) a typ bez singuldrnych bodov (obr. 14c).)
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Obr. 13

Obr. 14a, b, ¢

Parametrické vyjadrovanie kriviek v Newtonovom podani dosiahlo vysoki
aroven.

Dalsi vjyznamny pokrok v rozvoji tedric kriviek a pléch priniesol 2. diel knihy
Leonharda Eulera (1707-1783) Uvod do analjzy nekone¢ne malych veli¢in (In-
troductio in analysin infinitorum), 1748, ktory mozno s istym zjednodusenim
oznafit ako teériu a aplikiciu analytickej geometrie. Dolezité partie algebric-
kogeometrickej povahy v diele si:

— afinna klasifikicia rovinnych algebrickych kriviek 3. stupiia (16 typov)

— rieSenie otazok dotyku iar, nasobnosti bodov na nich (singularit), in-
flexie (bez hlbsej systemizacie)

— zavedenie a pouZivanie afinngch transformdcii, napr. transformécii typu

2 =ax, y =iy

(obr. 15)
— obSirna tedria a neaplna klasifikdcia ploch 2. stupna.
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Obr. 15

Gabriel Cramer (1704-1752), zndmy najmi svojim prinosom v teérii rieSenia
ststav linedrnych rovnic (Cramerovo pravidlo), v diele Uvod do analjzy kriviek
(Introduction & ’analyse des lignes courbes), vydanom r. 1750, zhrnul a doplnil
znalosti o pocte urcujicich prvkov krivky, o singularitach, o ndsobnosti priese-
ku kriviek a pouziti metdd analyzy do takej miery, Ze podstatne zavaznejSich
vysledkov v tedrii algebrickych kriviek sa uZ v 18. storo¢i nedosiahlo.

Z vysledkov, ktoré aj dnes tvoria stucast klasickej tedrie kriviek, hodno spo-
menat vyznamné vety Colina Maclaurina (1698-1746), tykajice sa ¢iselnych
invariantov rovinnych algebrickych kriviek:

— pocet jednoduchych nezavislych podmienok uréujicich krivku stupiia n

je
_n(n+3) (n+2 )
potery (1)

tento vysledok je Specidlnym pripadom vety, podla ktorej pocet jedno-
duchych nezévislych podmienok urcujicich nadplochu stupfia n v m-
rozmernom projektivnom priestore je

m
(n + ) _1
.m
— pocet dvojnasobnych bodov krivky stupha n, ktord nemd singularity
vysSich radov, neprevysuje ¢islo

1
5(n=1)(n-2)

— pocet priese¢nikov dvoch rovinnych algebrickych kriviek stupiiov m a
n za istych zjednodusujicich okolnosti sa rovna &islu mn.

Tieto vysledky Maclaurin publikoval v rokoch 1718-1720. Naznaky posled-
nej vety sa objavili uZz u Newtona a Leibniza, ktori naértli aj Géinny proces
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eliminicie vedicej k vysledku, ale explicitné vyjadrenie vety pochddza aZ od
Maclaurina. Spresnenie vety, najmé s ohfadom na vlastnosti priese¢nikov, ktoré
st n4sobnymi bodmi kriviek, podal r. 1764 Etienne Bézout (1730-1783). Od
neho pochadza aj zovSeobecnenie vety na prienik troch ploch v trojrozmernom
priestore, podla ktorého podet vSetkych spoloénych bodov troch pléch stupiiov
m, n, p so zapocitanim ,nasobnosti“ je mnp. Zovieobechiovanie tohto vysledku
je dodnes predmetom intenzivneho badania v modernej algebrickej geometrii.

III. Budovanie zékladov (projektivna geometria; krivky; plochy)
(1800-1860)

1. Projektivna geometria

Vyraznejsi pokrok smerom k osamostatneniu algebrickej geometrie nebol
myslitelny bez upevnenia logickych zakladov priestoru, ktory sa nésledne his-
toricky ukdzal ako najvhodnejsi priestor algebrickogeometrickych objektov.
Tymto priestorom bol projektivny priestor.

Zéaklady niektorych partii projektivnej geometrie polozil uz Girard Desargues
(1591-1661) pri hladani matematického oddvodnenia geometrickych metéd
v niektorych odvetviach. V praci Nacrt pristupu k javom vznikajicim pri stret-
nuti kuzela s rovinou (Brouillon project d’une atteinte aux événements des re-
ncontres du cone avec un plan) z r. 1639 pri §tdiu stredového premietania
zavadza ,nevlastné“ prvky, formuluje a dokazuje niektoré vety projektivnej
geometrie (0. i. vetu o dvoch trojuholnikoch v istej Specidlnej polohe; veta sa
dnes nazyva Desargovou vetou a je jednym z kardindlnych vyrokov projektiv-
nej geometrie), zavddza a pouZiva transformécie, niektoré z nich $pecidlneho
druhu (involicia), na jednotnom zaklade definuje a rozvija teériu kuZeloseiek
a priamkovych ploch 2. stupha.

Desargovo dielo — na $kodu matematiky — okrem vyuZitia u Pascala a de La
aZ vo vSeobecnom rozvoji projektivnej geometrie v 19. storodi.

Vlastnému vzniku projektivnej geometrie tesne predchidzalo dielo Gasparda
Mongea (1746-1818) Deskriptivna geometria (Géométrie déscriptive, 1799) a
dielo jeho Ziaka Lazara N. M. Carnota (1753-1823) O korelécii Gtvarov v geo-
metrii (De la corrélation des figures en géométrie, 1801) a Geometria polohy
(Géométrie de position, 1803), v ktorych boli uvedené niektoré pojmy a vety
projektivnej geometrie, ako napr. niektoré vlastnosti polarity, polohové a &i-
selné invarianty vzhladom na Specidlne projektivne transformacie, dvojpomer
ai.

Za tvorcu prvého viac-menej uceleného systému projektivnej geometrie moz-
no povazovat iného Mongeovho Ziaka Jean- Victora Ponceleta (1788-1867), kto-
ry v diele Traktat o projektivnych vlastnostiach Gtvarov (Traité des propriétés
projectives des figures, 1822), vychddzajic zo stredového premietania, polozil
zdklady systematického rozvijania projektivnej geometrie definovanim podsta-
ty projektivnych vlastnosti a ich opisom v rovinnych a priestorovych atvaroch
prevaZne syntetickou metddou. Istd nevyhnutnost pouzitia algebry sa prejavila
v zavedeni a pouZivani imagindrnych prvkov.
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K rozvoju franctzskej Skoly syntetickej projektivnej geometrie prispel aj
Charles J. Brianchon (1785-1864), ktory v praci Memoar o &arach 2. rddu
(Mémoire sur les lignes du 2¢ ordre, 1817) dospel na prah definicie pojmu dua-
lita. S4m pojem duality, ktory je jednym z kardindlnych pojmov projektivnej
geometrie, pochadza aZ od Ponceleta.

Pomocou polarity sformuloval Brianchon r. 1806 vetu (neskdr nazvani jeho
menom) duélnu k vete Pascalove;j.

Obr. 16 a, b

(Pascalova veta charakterizuje incidenciu 6 bodov s jednou kuZeloseckou (obr.
16a): 12N45 = P, 23N 56 = R, 34N 61 = @; body P, Q, R inciduja s jednou
priamkou. Brianchonova veta charakterizuje inciden¢né viizby 6 doty¢nic jednej
kuZelosecky (obr. 16b): priamky (1N2)U(3N4), (2N3)U(5N6), (3N4)U(6N1)
incidujt s jednym bodom.)

O vypracovanie algebrickych metéd projektivnej geometrie sa zaslazili na-
jmé August Ferdinand Mobius (1790-1868), Julius Plicker (1801-1868) a Ar-
thur Cayley (1821-1895). Mobius v diele Barycentricky polet (Der barycentris-
che Calcul, 1827) obsiahlo rozpracoval analytické met6dy projektivnej geomet-
rie a zna¢ne pokroéil v charakterizicii invariantov vzhladom na rozli¢né typy
transformécii. V zna¢nej miere tak pripravil predpoklady Kleinovej klasifikicie
grup transformécii na zaciatku 70. rokov 19. storodia. Pliicker v dvojdielnej kni-
he Analyticko-geometrické vyskumy (Analytisch-geometrische Entwicklungen
I, II, 1828-31) a v diele Systém analytickej geometrie (System der analytischen
Geometrie, 1835) utvoril pevny algebricky zéklad takych pojmov projektivnej
geometrie, ako si homogénne stradnice, nevlastné prvky, imaginirne prvky,
dualita a i. Zo série Cayleyho ¢lankov o analytickych metddach projektivnej
geometrie sa za najvyznamnej$i povazuje Siesty memodr o formach (A sixth
memoir upon quantics, 1859), ktory bol vychodiskovym bodom teérie projek-
tivnych metrik.



VZNIK A VYVOJ ALGEBRICKEJ GEOMETRIE 87

Popri budovani algebrickych zdkladov projektivnej geometrie pokracoval in-
tenzivny rozvoj syntetickej projektivnej geometrie. V diele Jacoba Steinera
(1796-1863) Syntetické rozvijanie vzajomnej zavislosti geometrickych atvarov
(Systematische Entwicklung der Abhingigkeit geometrischer Gestalten von ei-
nander, 1832) je cela projektivna geometria budovand na zéklade jednoduchych
a nazornych geometrickych Gtvarov a transformécii medzi nimi, pri¢om zaklad-
nymi druhmi transformacii st perspektivne a od nich odvodené projektivne
transforméacie Gtvarov prvého rddu (mnoZina bodov priamky, zvizok priamok).
Taktiez Michel Chasles (1793-1880) v dielach Traktat o vysSej geometrii (Trai-
té de géométrie superieure, 1852) a Traktat o kuZeloseckich (Traité des sections
coniques, 1865) nezavisle od Steinera rozvijal podobné idey vystavby projek-
tivnej geometrie linearnych Gtvarov, kuZzelosediek a kvadratickych ploch na ba-
ze elementarnych atvarov, projektivnych transformacii a dvojpomeru. Chaslov
»brincip korespondencie“ bol v obdobi klasickej algebrickej geometrie zovseo-
becneny na jeden z nosnych vysledkov tedrie koreSpondencii s poletnymi ap-
likdciami. Fundamentalny prinos do vyvinu syntetickej projektivnej geometrie
zaznamenal Christian von Staudt (1798-1867) svojim dielom Geometria polohy
(Geometrie der Lage, 1847) a seridlom Prispevky ku geometrii polohy (Beitrige
zur Geometrie der Lage, 1856-60), v ktorych vybudoval vSetky zakladné pojmy
projektivnej geometrie nezavisle od metriky a syntetickou metédou zvlddol aj
zavedenie a pouZitie imaginarnych elementov.

2. n-rozmerny priestor

S istym casovym posuvom, ale temer stibezne s rozvojom algebrickych metéd
projektivnej geometrie dvoj- a trojrozmerného priestoru prebiehala vystav-
ba algebrickej teérie abstraktnych n-rozmernych priestorov. Diela Hermanna
Grassmanna (1809-1877) Teéria linearnej extenzie (Die lineale Ausdehnun-
gslehre, 1844) a Tedria extenzie (Die Ausdehnungslehre, 1862) st zdkladné
pramene, ktorymi sa za¢ina teéria n-rozmernych vektorovych priestorov, hoci
terminologicky st este znacne vzdialené dnesnému ponimaniu. Pliickerovo die-
lo Nova geometria priestoru postavena na chipanie priamok ako priestorového
prvku (Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linien als Raumelement, 1868) nemd vo vztahu k rozmeru priestoru vSeobec-
nost Grassmannovych diel, ale metédou, ideami a blizkostou k projektivnemu
priestoru je podnetnejsie pre rozvijanie toho smerovania, ktoré vyustilo v pojme
n-rozmerného projektivneho priestoru nad polom realnych alebo komplexnych
Cisel ako priestoru najvhodnejsieho na vyjadrovanie vlastnosti objektov algeb-
rickej geometrie. Vyjadrenie priamky trojrozmerného projektivneho priestoru
uréenej bodmi (a) = (ao, a1, az,a3) a (b) = (bo, by, b, bs) pomocou Pliickero-
vych stradnic
a; aj

b; bj

ktoré st viazané vztahom

Po1P23 + Po2p31 + Posp21 =0, (1)
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mé v dnenej teérii n-rozmerného projektivneho priestoru analégiu v Grass-
mannovych (v nemeckej literattre Pliickerovych) stradniciach d-rozmerného
podpriestoru P? projektivneho priestoru P (d < n), uréenych takto:

Ak (@) = @P,...,a?),..., (@) = (a}?,...,a?) je d + 1 linearne nezé-
vislych bodov uréujticich d-rozmerny podpriestor P¢, hodnoty

(0) (0)
a;,’ ... a . o '
Digewiig = | eveereeannnnn. ; do < <ig;{ioy..-,ta} C{0,...,n};
(d) (2)
a; a;,

st Grassmannovymi stradnicami podpriestoru P¢. Medzi tymito stradnicami
platia tzv. kvadratické p-vztahy, ktoré st zovSeobecnenim vztahu (1).
Analytickd vystavbu n-rozmerného euklidovského priestoru v zakladnych
Crtéch zavisil Ludwig Schlifli (1814-1895) v diele Teéria mnohondsobnej kon-
tinuity (Theorie der vielfachen Kontinuitit), ktoré sice bolo uverejnené a7 po-
smrtne r. 1901, ale jeho zdkladné idey boli publikované uZ pred r. 1860.

3. Algebrické krivky

V stvislosti s pokrokom algebrickych metdd v projektivnej geometrii vyde-
lila sa z analytickej geometrie v 1. polovici 19. storo€ia ako samostatny celok
teéria algebrickych kriviek stupna vysSieho ako 2. Tento zjav je moZné s istou
historickou licenciou povaZovat za vznik algebrickej geometrie ako samostatne]
matematicke]j discipliny. PouZivanie nevlastnych a imaginarnych prvkov naslo
v homogénnych projektivnych stradniciach, ktorymi mohli byt aj komplex-
né Cisla, svoj pevny algebricky zdklad. Zakladnym priestorom $tadia algebric-
kych kriviek sa stala projektivna rovina alebo projektivny priestor nad polom
realnych &isel, doplnené podla potreby komplexnymi elementmi (t. j. bodmi,
priamkami, rovinami, ktorych stradnice st komplexné €isla). Teda najvSeobec-
nej$im ambientnym (nosnym) priestorom kriviek je priestor, ktorého dneSné
n-rozmerné analogén nad polom komplexnych éisel m4 tvar

P™(C) =[C™ —{(0,...,0)}I/R,

kde R je relcia ekvivalencie, definované nasledovne:
(zoy---,Zn)R(Y0,- - - ,Yn) Prave vtedy, ked existuje také &islor € C, Ze x; = ry;,
1=0,1,...,n.

K rozvoju teérie algebrickych kriviek v uvddzanom obdobi (priblizne do
r. 1860) vyznamne prispeli také matematické osobnosti, ako boli Carl Gustav
Jacob Jacobi (1804-1851), Ludwig Otto Hesse (1811-1874), H. Grassmann,
J. Pliicker, A. Cayley, Rudolph Friedrich Alfred Clebsch (1833-1872), Fugenio
Beltrami (1835-1900), Luigi Cremona (1830-1903). Uz v Systéme analyticke]
geometrie r. 1835 Pliicker opravil mnoho Eulerovych nepresnosti v klasifikicii
kriviek 4. stupiia. Sam sa v8ak pre nedostatoéné reSpektovanie projektivneho
hladiska dopustil novych omylov. Vyznamnym prinosom v3ak bolo iplné vyjas-
nenie poctu inflexnych bodov kubickej krivky a stanovenie vietkych typov sin-
gularit kriviek 4. stupiia. Vo fundamentalnom diele Tedria algebrickych kriviek
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(Theorie der algebraischen Curven, 1839) vsak uZ Pliicker s plnym tspechom
vyuzil svoje algebrické metédy projektivnej geometrie na stanovenie zavislosti
medzi ddleZitymi ¢iselnymi invariantmi rovinnej algebrickej krivky:
n - stupen (maximdalny po&et spoloénych bodov krivky s priamkou)
m - trieda (maximdalny polet dotyénic krivky idacich jednym bodom)
u - pocet uzlovych bodov krivky
k - pocet bodov vratu krivky
i - pocet inflexnych bodov krivky (obr. 17)
t - poéet dvojnasobnych dotyénic krivky (obr. 18)

N N

~

Obr. 17 a 18

Pouzitim duality ukazal, Ze pre priamky projektivnej roviny mozno zaviest
priamkové stradnice (ug,u1,u2), pomocou ktorych vsetky dotyénice krivky
f(zo,21,22) = 0 vyjadruje urcita rovnica @(uo, u1,u2) = 0. Krivky cy, resp. c,
definované rovnicami f(zo,21,22) = 0 a ¢(zo,Z1,Z2) = 0 s navzdjem dudlne
krivky a ich body, doty¢nice a ¢iselné invarianty si bijektivne koreSponduja
takto:

Na cy: Na c,:

bod dotyc¢nica

dotycnica bod

uzlovy bod dvojnasobna doty¢nica

bod vratu inflexné dotyénica
inflexny bod  doty¢nica v bode vratu
stupen trieda

trieda stupen

Pre krivku stupiia n, ktorad okrem u uzlovych bodov a k& bodov vratu nema
iné singularity, plati:

m=mn(n-1)—-2u— 3k (2)
i =3n(n —2) — 6u — 8k 3)
n=m(m—1)—2t—3i (4)

k =3m(m—2) -6t —8i (5)
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Vztahy (2), resp. (3) sa nazyvaja prvy, resp. druhy Pliickerov vzorec, (4) a
(5) st dudine Pliickerove vzorce.
Pri skiimani inflexnych bodov krivky f(zo,z1,%2) = 0 sa ukézala doleZitou
krivka ur€end rovnicou
o*f )
3:1:i(9$ 7 ((L‘

stupiia 3n(n — 2) $tudovand Hessem a neskér pomenovana po iom Hesseho
krivkou.

Algebraick tedriu invariantov kriviek zavisil Salmon pracami Traktat o vys-
§ich rovinnych krivkach (Treatise on the higher plane curves, 1852) a Modernd
vysSia algebra (Modern higher algebra, 1859).

Od Sylvestra pochidza algebricka formulacia elimina¢ného procesu, ktorym
sa uréuji spoloéné body dvoch rovinnych algebrickych kriviek. Ak !c, resp. 2¢c
sa krivky stupiia n, resp. m uréené rovnicami

=0

et f(zo, 21, 72) =uo(zo,r1)Ty + u1(To,21)25 + -+ +
+ ui(a:o,:vl)x;—i + -+ un(zo,21) =0

2c: g(zo, 71, 22) =vo(%0,21)2F* + v1 (20, 71)25 1 4+ -+
+ i (20, 21)25 7 + -+ + U (20,21) = 0

kde f, resp. g si homogénne polynémy stupiia n, resp. m, u;, resp. v; su
homogénne polynémy stupiia ¢, resp. j, homogénna rovnica

(%) Uu .o Un 0 e 0
m 0 w ... Up—1 U, ... O
_ 0 0 Ug Uy Un | _
R:sz (fa g) - o v Um O O - 0
n 0 Vo Um—-1 Um 0
0 0 Vo (1 Um

s nezndmymi zg, z; je bud splnen4 identicky, bud mé (so zapoéitanim nasob-
nosti) prave mn koretiov (yo,y1). V prvom pripade maji krivky 'c, %c spoloént
stcast, v druhom pripade st korene (yo,¥1) prvymi dvoma stradnicami spo-
lo¢nych bodov kriviek c, %c.

Vysledok je algebrickym zdkladom Bézoutovej vety o pocte spoloénych bo-
dov dvoch kriviek.

4. Algebrické plochy

Trvalym predmetom zdujmu projektivnej (a algebrickej) geometrie v 19. sto-
ro¢i boli plochy stupiia 2 a ich linedrne systémy. Rydzo algebrickogeometricka
tému predstavovali algebrické plochy vysSich stuphov, najmi stupha 3 a 4.
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Osobitne frekventovanou témou boli plochy stupiia 3, ktoré svojimi $pecidlny-
mi vlastnostami boli vdaénym objektom pozornosti, velmi pristupnym na skii-
manie analytickymi aj syntetickymi metédami. Plocha stupiia 3 je totiz podla
Chaslovho principu koreSpondencie plochou najvyssieho stupna, na ktorej je
v8eobecne zarudend existencia priamok, a to — pokial nejde o priamkové plochy
— v koneénom pocte. Existenciu 27 priamok na vSeobecnej kubickej ploche uka-
zali r. 1849 nezavisle Cayley a Salmon. Synteticky sa $tadiu plochy 3. stupiia
venoval Steiner. Schldfli poukazal na zavaZzné odliSnosti kubickych pléch v re-
alnom a v komplexnom projektivnom priestore. Prvy materidlny model plochy
3. stupia, ktory zhotovil r. 1869 Christian Wiener, bol isty ¢as povaZovany
za vrcholny matematicky vykon v konstrukénej geometrii. Jeho vyznam pokle-
sol po tom, ako Klein vypracoval celd sériu modelov takéhoto druhu. Kubické
plochy putali pozornost aj v dalSich obdobiach vyvoja algebrickej geometrie a
ich nové spracovania byvaji skiSobnym kamefnom G¢innosti novonastupujicich
metdd. Napr. dielo Jurija Ivanovi¢a Manina Kubické formy (Kubiceskije formy)
z r. 1972 je syntetizujicim dielom opierajicim sa o najnovsie metddy algebry,
geometrie a tedrie Cisel v spracovani problémov, ktorych tGstrednym bodom st
vlastnosti kubickych ploch.

Z ploch stupiia 4 boli atraktivne najmi Kummerove priamkové plochy, kto-
rych vyznam je dodnes aktuilny.

Vlastny frontalny rozvoj vSeobecnej tedrie algebrickych ploch nastal aZ o nie-
kolko desatroéi v talianskej Skole algebrickej geometrie.

IV. Transcendentné metody
(1850-1866)

Pre rozvoj transcendentnych metdd, ktoré sa neskor Géinne osvedcili pri
zvlddnuti opisu lokalnych vlastnosti algebrickych kriviek a ploch, mali velky
vyznam publikicie Bernharde Riemanna (1826-1866) z pitdesiatych rokov
19. storocia. Pracou Zaklady pre vSeobecnd tedriu funkcii jednej premennej
komplexnej veliiny (Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen
einer verdnderlichen komplexen Grosse, 1851) uzavrel etapu hladania korekt-
nych zakladov funkcii komplexnej premennej u svojich predchodcov, z ktorych
dielo Teéria abelovskych funkcii (Theorie der Abelschen Funktionen, 1857),
v ktorom boli zahrnuté také dolezité pojmy, vysledky a metédy, ako sa abelov-
ské eliptické integrély tvaru

R(t)dt

VP(t)

(P(t) je polyném 3. alebo 4. stupia, R(t) je raciondlna funkcia), Cauchyho
komplexn4 analyza, algebrickd funkcia s komplexnej premennej z definovand
algebrickou rovnicou F(s,z) = 0 ai. S algebrickou funkciou boli spité pojmy a
vysledky zvy$ujlice ndzornost tedrie: n-listovd Riemannova plocha bez okraja
funkcie s(z), veta o koneénom pocte bodov rozvetvenia, definicia vetvy.
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Pre tcely algebrickej geometrie sa ukazali eSte posobivejsie vysledky, ktoré
uviedol Victor Alezandre Puiseuz (1820-1883) v pracach Vyskumy o algebric-
kych funkcidch (Recherches sur les fonctions algébriques, 1850) a Nové vysku-
my o algebrickych funkcidch (Nouvelles recherches sur les foncions algébriques,
1851). Podla nich vyjadrenie vetvy funkcie v okoli bodu 2z pomocou uniformi-
zujliceho parametra ¢ — ¢o m4 geometricki interpreticiu v pojme vetvy rovinnej
algebrickej krivky v bode zp — mé tvar

z -—zozth, s —sg=a1t™ +at™ +..., m<mg<...
Pre bod (s, z) = (0,0) moZno toto vyjadrenie uviest na tvar

s =12+ b2+ ... m<ry<...;

s raciondlnymi exponentmi ry, o, ... .

V 20. storodi sa tieto vysledky rozvinuli na teériu formalnych mocninovych
radov s koeficientmi v Tubovolnom poli. Tu v8ak uZ otizka konvergencie radu,
ktora mala vZdy zmysel v pripade pola redlnych alebo komplexnych ¢isel, zavisi
podstatne od povahy pola koeficientov.

Riemann oZivil zdujem o biracionalne transformaécie ploch zavedenim trans-
formacif

xl = fl(x’ y,z) r= 91(17',3/'»2’)
y' = folzy,2)  y=g2(a',y,2)
Z, = f3($)yvz) z= 93(50',?/'72')

(f1,..-,93 st raciondlne funkcie), ktoré sa v §pecidlnych tvaroch sporadicky
objavovali v matematike uz davnejsie (napr. pre krivky v tvare 2’ = L ¢/ = £
uz u Newtona). Biracionalne transformécie, ktoré sa plného rozkvetu dockali
o niekolko desatrodi, sa osvedéili ako vhodny aparat na redukciu singuldrnych
bodov. Pri skiimani pGsobenia biraciondlnych transformacii na krivky odhalil
Riemann {iselny invariant p, ktory Clebsch r. 1865 nazval rodom krivky a pre
ktory v tom istom roku nagiel zavislost od stupiia krivky a poétu dvojnasobnych
bodov v tvare

p:%(n—l)(n—Z)—-u—-k.

Riemann pri hfadani parametrizacie kriviek zistil, Ze krivky rodu 0 st paramet-
rizovatelné raciondlnymi funkciami — také krivky nazval raciondlne (unikurzal-
ne), krivky rodu 1 s parametrizovatelné eliptickymi funkciami — také krivky

nazval eliptické (bikurzélne), a krivky rodu vacSieho neZ 1 st parametrizova-
telné hypereliptickymi funkciami — také krivky nazval hypereliptické.
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V. Extenzivny rozvoj
(1860-1925)
1. Algebricky pristup

O spresnenie a algebrizaciu transcendentnych metdéd teérie funkcii sa oso-
bitne zasliZila nemecka algebrickd $kola druhej polovice 19. storodia.

Richard Dedekind (1831-1916) a Heinrich Weber (1841-1913) v praci Teéria
algebrickych funkcii jednej premennej (Theorie der algebraischen Funktionen
einer Verdnderlichen, 1882) algebrizovali Riemannove idey z tedrie funkeii jed-
nej komplexnej premennej zavedenim pojmov, ktoré v temer nezmenenej forme
dodnes predstavuja G¢inny aparat algebrickej geometrie. Do ststavy kardinal-
nych pojmov patria o. i. pole raciondlnych funkcii variety, rad funkcie v bode,
ohodnotenie a pridruZzené pojmy (napr. celistvé prvky, okruh ohodnotenia atd.),
divizor a pridruZené pojmy. Praca obsahuje aj zovSeobecnenie vety v pvodnej
podobe formulovanej Riemannom a spresnenej Gustavom Rochom (1839-1866)
r. 1864, zndmej pod nazvom Riemannova-Rochova veta, v podobe

I(D)-l(A-D)=stupD+1-g,

kde (D) je rozmer linedrneho priestoru viazaného na divizor D, A je divizor
prislusny ku kanonickej triede divizorov, g je rod a stup D je stupeh divizora.

Leopold Kronecker (1823-1891) v préaci Zaklady aritmetickej teérie algeb-
rickych veli¢in (Grundlagen einer arithmetischen Theorie der algebraischen
Grossen, 1882) pripravil algebrické zdklady Givodnych pojmov tedrie algebric-
kych variet, ako st definujici systém rovnic algebrickej variety, zovSeobecneny
eliminaény postup, rozmer variety a jeho sivis s po¢tom definujicich rovnic,
ireducibilita, rozklad variety a i. Problém minimalizicie definujiceho systému
rovnic je dodnes aktudlny v podobe klasického problému teérie kriviek — pro-
blému, ¢ kazda dokonal4 krivka projektivneho priestoru je iplnym prienikom
dvoch ploch.

Kroneckerovu liniu rozvijali Emanuel Lasker (1868-1941) (majster sveta
v Sachu) v praci K tedrii modulov a idedlov (Zur Theorie der Moduln und
Ideale, 1905) a F. S. Macaulay v diele Algebrickd tedria modularnych systé-
mov (Algebraic theory of modular systems, 1916), v ktorom st poletné ukazky
pouzitia vrcholnej siidobej algebry na stadium kriviek a pléch projektivneho
priestoru.

Do linie vyrazne algebrického pristupu k $§tidiu objektov algebrickej geomet-
rie zapadd aj dielo Hermanna Schuberta (1848-1911) Podet enumerativnej geo-
metrie (Kalkiil der abzihlenden Geometrie, 1879), ktorého tstrednym problé-
mom je uréovanie rozmeru sustav linedrnych variet splhajucich isté podmienky
incidencie. Pomerne nejasné, viac intuitivne nez logické zaklady teérie boli Hil-
bertovi pohniitkou k zaradeniu tlohy vybudovat exaktné zaklady Schubertovho
poétu do zoznamu nerieSenych problémov na svetovom kongrese matematikov
r. 1900 v Parizi (15. Hilbertov problém). Okrem toho tzv. Schubertove variety
na$li modernt podobu v teérii priestorov zastav.

2. Rozvinutie Riemannovych idei
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Met6dy Riemannovej teérie algebrickych funkcii aplikoval Gspes$ne na kriv-
ky Clebsch v pracach O rovinnych krivkach, ktorych stradnice s raciondlnymi
funkciami jedného parametra (Uber diejenigen ebenen Curven deren Coordina-
te rationale Functionen eines Parameters sind, 1865) a O singularitich algeb-
rickych kriviek (Uber die Singularitéiten algebraischer Curven, 1865), ktorych
hlavné vysledky boli uvedené v predchidzajicej kapitole. Okrem toho Clebsch
prispel ku klasifikicii kriviek a zaoberal sa aj otdzkami algebrickych ploch.

Znaénym prinosom k teérii algebrickych ploch v trojrozmernom projektiv-
nom priestore boli prace Maza Noethera (1844-1921) K teérii jednoznaénej ko-
reSpondencie algebrickych Gtvarov (Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens
algebraischer Gebilde, 1870-75) a Rozsirenie Riemannovej-Rochovej vety na
algebrické plochy (Extension du théoréme de Riemann-Roch aux surfaces al-
gébriques, 1886), ako aj Cayleyho préace o algebrickych plochach po r. 1870.
Pomocou vyjadrenia ploch rovnicami s nehomogénnymi stradnicami v tvare
F(z,y,z) = 0 sa Studuja vlastnosti integralov typu [[ R(z,y,z)dzdy, kde R
je racionélna funkcia, na tychto plochéch.

K tomuto pridu sa zaraduje aj Emile Picard (1856-1941), ktory pouzival
aj dalSie typy abelovskych integrilov na $tidium vlastnosti rezov algebrickych
ploch osnovou rovnobeZnych rovin na zistovanie a charakterizaciu singularit al-
gebrickych pléch. Prostriedkami modernej algebry zovSeobecnend metéda rov-
nobezZnych rezov patri aj v siiCasnosti do efektivnej vybavy algebrickej geomet-
rie.

3. Talianska 3kola

Tento smer je najplodnej§im a objemom vysledkov najbohat$im smerom
rozvoja algebrickej geometrie v poslednych desatro€iach 19. storotia a prvych
desatrodiach 20. storodia. Vychadzajic z idei Clebscha a Noethera talianska
gkola nahromadila v tedrii algebrickych ploch tak rozsiahly materidl, Ze jeho
spractivanie modernymi metédami, doplianie a korekcia (pri tak extenzivnom
rozvoji uréité nekorektnosti s zdkonité) st dodnes Zivnou pddou niektorych
st¢asnych pridov modernej algebrickej geometrie. Nie nepravom sa pre ta-
liansku Skolu v historiografii matematiky pouziva aj nazov klasickd algebrickd
geometria. '

Za zakladatelov talianskej Skoly sa povazuji Luigi Cremona (1830-1903),
Corrado Segre (1863-1924) a Eugenio Bertini (1846-1933). Najvyznamnej$imi
predstavitelmi $koly boli Guido Castelnuovo (1865-1952), Federigo Enriques
(1871-1946) a Francesco Severi (1879-1961).

Cremona pracou O geometrickych transforméaciich rovinnych atvarov (Sulle
transformazioni geometriche delle figure piane, 1862-65) pripravil ziklady a
dal impulz k Stidiu biraciondlnych transformécii, ktoré tvorili jeden z hlav-
nych tematickych okruhov talianskej Skoly ako samostatny objekt Stadia aj
ako prostriedok $tdia inych objektov. (Na jeho podest sa zvykli nazyvat aj
Cremonovymi transforméciami.)

Dal$imi vyznaénymi okruhmi zaujmu talianskej $koly boli:

— vystavba projektivneho priestoru a Struktira jeho podpriestorov
— linedrne transformdcie (kolineacie) a ich klasifikicia (C. Segre)
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— konfiguricie linedrnych podpriestorov

— krivky, ich singularity, transformécie, iselné charakteristiky a klasifi-
kacia

— line4rne ststavy kriviek a ploch a stvisiace problémy (prieseky, ndsob-
nost a i.)

Najvyznamnejsie vysledky dosiahla talianska Skola v tedrii ploch. Na ich
$tadium v mnohom nadvizuje vyskumna praca skupiny pracovnikov Matema-
tického tstavu Akadémie vied ZSSR od 60. rokov 20. storocia.

Cestné miesto v zozname vyznamnych predstavitelov klasickej algebrickej
geometrie zaujima akademik CSAV Bohumil BydZovsky (1880-1969), ktory na-
jmi v tedrii konfiguracii dosahoval sidobé vrcholné vysledky.

VI. Prestavba zakladov. Nové Struktury
(1925-1950)

Vseobecny rozmach matematiky v 20. rokoch nasho storodia, najmi rychle
napredovanie topolégie, algebry, diferenciilnej geometrie a niektorych dalsich
disciplin, nezostal bez nasledkov ani v pretvarani vzhladu algebrickej geometrie.

1. Speciélne variety

ZbliZzovanie predtym znacne separovanych oblasti matematiky na baze pou-
zivania metdd novovznikajacich odvetvi viedlo v geometrii ku vzniku objektov,
ktoré bolo tazko podrobit klasifikicii podla zauzivanych kritérii. Casto o zarade-
ni novych objektov do tej ¢i onej oblasti geometrie okrem podstatnych dévodov
rozhodovali aj ndhodilé momenty; rydzost starych kritérii nebolo mozné plne
reSpektovat.

Tak napr. kompleznd varieta, ¢o je hausdorflovsky topologicky priestor,
v ktorom kazdy bod mé okolie homeomorfné s oblastou v n-rozmernom eukli-
dovskom priestore E™(C) nad polom komplexnych &isel a v ktorom transfor-
mécia sustavy suradnic je vyjadrend komplexno-analytickymi funkciami, mé
v mnohom ohlade ovela blizsie k diferencovatelnym varietam, ¢o s objek-
ty diferencidlnogeometrické, nez ku klasickym algebrickym varietam. Na dru-
hej strane v8ak hlbSie $tidium vnatornej $truktiry ukazuje blizkost podstaty
komplexnych variet s algebrickymi varietami: obsahom Chowovej vety je to-
tiz zistenie, Ze kazda kompaktnd komplexna varieta je algebrickou varietou.
(Obrétené tvrdenie pre nesinguldrnu algebrickd varietu v priestore nad polom
komplexnych &isel je zrejmé.)

V medzivojnovom obdobi sa objavila cela plejada typov variet s metrikami,
ktoré mali svoj pévod v Riemannovej idei vnitornej metriky priestoru a ta-
zili taktieZ z vyrazného pokroku komplexnej analyzy. Tak napr. na varietach
komplexného priestoru s hermitouvskou metrikou definovanou vztahom

ds? = Z Zgij:dzidzj; Gijx = Gji ;
i J

splnenim dopliwujicich podmienok

Ok~ _ 99ij+ _ Ogik- _ 9gij
0zt 9z* ©ooz oz

=0
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je definovana kihlerovska metrika a variety s touto metrikou sa nazyvaja kih-
lerovske. '

Dalsie $pecialne typy variet boli po r. 1940 definované aj s pouZitim homolo-
gickych prostriedkov a o ich zavedenie mali zasluhy G. De Rham, W. L. Chow,
S. S. Chern a dal3i vyznamni matematici neddvnej minulosti a si¢asnosti.

Niektoré smery algebrickej geometrie sa rozvijali v tesnej blizkosti a v spo-
lupréci s algebrickou teériou #isel a tato symbidza je aj v sii¢asnej matematike
velmi Ziva a plodonosna.

2. Abstraktna algebrickid geometria

Tymto ndzvom sa oznatuje jedna z najvyznamnejsich etap vo vyvoji algeb-
rickej geometrie, v ktorej boli zaklady algebrickej geometrie prebudované tak
vyraznym spdsobom, Ze to v celej predchadzajicej historii algebrickej geomet-
rie nemalo obdoby. Privlastkom ,abstraktna“, ktory sa zacal pouZivat okolo
r. 1950, sa mala vyjadrit odli3nost od predchddzajtceho ,klasického* obdobia
talianskej Skoly a zd6raznit spdtost tohto smeru s modernou, ,abstraktnou“
algebrou. Algebrické zaklady abstraktnej algebrickej geometrie boli pripravené
v dvadsiatych a tridsiatych rokoch 20. storoéia nemeckou algebrickou $kolou,
ktorej dstrednou postavou bola Emmy Noetherovd (1882-1935), dcéra Maxa
Noethera. Jej prace Teéria idedlov v okruhoch (Idealtheorie in Ringbereichen,
1921) a Tebria eliminécie a vieobecnd tedria idedlov (Eliminationstheorie und
allgemeine Idealtheorie, 1923), ako aj dielo Wolfganga Krulla (1899-1971) Te6-
ria idedlov (Idealtheorie, 1935) poskytli tedriou takych struktir, ako boli okru-
hy a moduly, najmi noetherovské, idealy v noetherovskych okruhoch, telesd a
polia, silny algebricky aparat, ktory sa priam ntkal na prestavbu zikladov al-
gebrickej geometrie. Na tto tlohu sa podujal mlady Barthel Leendert van der
Waerden (1903), autor sldvnej Modernej algebry (Moderne Algebra, 1930-31),
ktory sériou prac K algebrickej geometrii I-XVIII (Zur algebraischen Geometrie
I-XVIII) v 20. rokoch uviedol nové algebrické $truktiry ako metédu do algeb-
rickej geometrie. Nie je nezaujimavé, Ze nedospel v nich k pouZitiu pojmu ideél,
ktory sa stal kardinidlnym pojmom abstraktnej algebrickej geometrie, rovnako
ako ho nepouzival ani vo svojom fundamentalnom diele Uvod do algebrickej
geometrie (Einfithrung in die algebraische Geometrie, 1939). Teéria idedlov sa
explicitne nevyuZiva eSte ani v klasickom diele Oscara Zariského (1899) Al-
gebrické plochy (Algebraic surfaces, 1935), hoci Zariski uZ na prahu pouZitia
tejto tedrie stal a ovladal ju, ako to majstrovsky preukizal v sérii fundamen-
télnych prac v 40. rokoch, ktorymi prekliesnil abstraktnej algebrickej geometrii
cestu do zivota. Z tychto prac maji mimoriadny vyznam Zaklady vSeobecnej
tedrie biracionalnych koreSpondencii (Foundations of general theory of biratio-
nal correspondences, 1943) a Redukcia singularit algebrickych trojrozmernych
variet (Reduction of the singularities of algebraic three-dimensional varieties,
1944). Drubd préca zostavala dvadsat rokov vrcholnym vykonom v tedrii re-
dukcie singularit, kym ju r. 1964 neprekonal H. Hironaka vSeobecnym rieSenim
pre variety lubovolného rozmeru nad polom charakteristiky nula. Zariski bol
neskorgie spolu s P. Samuelom autorom vybornej dvojdielnej ,,uéebnice* komu-
tativnej algebry (Commutative algebra I, 1958, II, 1960), napisanej Specidlne



VZNIK A VYVOJ ALGEBRICKE] GEOMETRIE 97

z hladiska potrieb abstraktnej algebrickej geometrie.

Cesty hladania spojenia modernych algebrickych Struktir s algebrickou geo-
metriou Gspesne zakon¢il syntézou André Weil (1906) v diele Zaklady algebric-
kej geometrie (Foundations of algebraic geometry, 1946), ktoré prinajmensom
jednej generacii slizilo ako u¢ebnica pouzivania idedlovych metdd v algebrickej
geometrii.

V abstraktnej algebrickej geometrii si paralely a vizby algebrickych a geo-
metrickych Struktir tak tesné a ofividné, Ze obvykle staCi zamena algebrickej
terminolégie geometrickou (a obratene), aby pojem, vysledok alebo metéda
komutativnej algebry nadobudli geometricky vyznam (a obratene). V jazyku
tedrie kategorii, ktorej pojmy, metédy a terminolégia prenikli do algebrickej
geometrie koncom pétdesiatych a zaciatkom Sestdesiatych rokov, ide o ekviva-
lenciu niektorych algebrickych a geometrickych Struktar.

Nasledujaca schéma naznacuje koreSpondenciu algebrickych a algebrickogeo-
metrickych pojmov, je v8ak len malym ilustraénym prikladom ovela bohatsieho
vztahu, na Gplnejsi rozbor ktorého v tomto nacrte niet miesta.

Komutativna algebra Algebricka geometria
k — zakladné pole

k — algebricky uzéaver

zékladného pola

Casto sa predpoklada, ze zéa-

kladné pole je uz algebricky

uzavreté, t. j. k = k.

k[X] = k[X1,..., X, - A™(k) = k™ — n-rozmerny afin-
obor integrity polynémov n ny priestor nad polom k
neuréitych Xy,..., X, nad

polom k

idedl a C k[X] algebrick4 varieta V(a) =

= {(z) € A"(k); f(z) = 0 pre
kazdy polyném f € a}

stdet ideélov (a, b) prienik variet V(a) NV (b)
prienik idedlov anbd zjednotenie variet V(a) U V (b)
a=g,N---NgNg. NN Vig=V(p)u---UV(p)
Ng, - rozklad idedlu a V(p,) st ireducibilné a

na priméarne idedly, ktorych Vip,) € U V(z_)j)

radikaly PP, s izo-

lované a radikédly p_ PUTRRRY
p, s vloZené
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Komutativna algebra Algebricka geometria
k[ X]/a=k[t1,...,ta] = t1,...,t, — stradnicové
= k[t] funkcie na variete V(a); k[t]-
— okruh regularnych funkcii
na variete
a — prvoideal V(a) - ireducibilnd varieta
a — prvoideél & k[t] — obor  (t1,...,t,) — véeobecny bod
integrity variety V' (a)
podielové pole k[t]o) = k(t) — pole racionalnych funk-
= k(t) cii na variete V'(a)
stupen transcendentnosti po- rozmer ireducibilnej variety
la k(t) nad polom & V(a) nad polom k
atd.

Okolo r. 1950 bola abstraktnd algebrickd geometria skonsolidovanou dis-
ciplinou s dominantnym postavenim v celej algebrickej geometrii, s najlepsi-
mi predpokladmi prestavat na svojich zakladoch vysledky klasického obdobia,
v potrebnych pripadoch ich skorigovat a Gspe$ne pokroéit v rieSeni starSich
problémov, ktoré odolavali predchiddzajicim metédam.

VII. Nova prestavba zakladov. Schémy
(Po r. 1955)

Algebricka geometria eSte nestacila absorbovat vSetky stimuly svojich ab-
straktnych met6d a rozvinit metddy v plnej Skile ich prednosti, ked sa znova
ocitla v kvase prerodu a chaose, ktory vidy sprevadza podstatnii prestavbu
zdkladov discipliny. Tato prestavba, ktord priniesla dal$ie zovieobecnenie za-
kladnych §truktir a metéd algebrickej geometrie, sa skryto pripravovala 10-20-
roénym vyvojom progresivnych odvetvi matematiky, ktorych vSeobecné met6dy
a vysledky nasli svoju syntézu v algebrickej geometrii schém.

Jednym z najdélezitejSich predpokladov vzniku novych Struktir algebric-
kej geometrie bol rozvoj komutativnej algebry, najmi lokilnej, v obdobi po
2. svetovej vojne, osobitne v pitdesiatych a neskor$ich rokoch. Price a knihy
O. Zariského, P. Samuela, D. G. Northcotta, M. F. Atiyaha, I. G. Macdonalda
a dalSich autorov sa svojou inklindciou k algebrickej geometrii stali hlavnou
oporou prestavby.

Druhou disciplinou, ktord sa ako metdda stala nevyhnutnou zlozkou tvor-
by novej algebrickej geometrie, je tedria kategorii, ktorej zaCiatky spadaji
do 40. rokov a ktord v 60. rokoch po publikovani monografii B. Mitchella,
Ch. Ehresmanna, S. MacLana, I. Bucura a A. Deleanuho a inych zadala &o-
raz viac zaujimat rolu vSeobecného metodologického zdkladu mnohych oblasti
matematiky, v istom zmysle analogického vyznamu teérie mnozin na prelome
19. a 20. storodia.

Tretou oblastou, ktorej metéddy tvoria neodhatelni sicast algebrickej geo-
metrie sti¢asnej epochy, je homologickd algebra a algebrickd topoldgia. Jej mo-
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derné zéklady poméahali budovat H. Cartan, N. Steenrod, S. Eilenberg, R. Go-
dement a i.

Pomerne Specialnou a §irSej matematickej verejnosti nie prili§ zndmou ob-
lastou je tedria zvizkov, ktorej zdklady pri $tidiu Struktiry funkcii na kom-
plexnych varietach nadrtol J. Leray a o prenesenie ktorej na algebrické variety
sa velmi zdarilo zaslazil J.-P. Serre.

Prvé préce, ktoré naznacovali nastup novej etapy vo vyvoji algebrickej geo-
metrie, sa objavili v prvej polovici patdesiatych rokov. A. Weil r. 1952 uverejnil
pracu Rozvrstvené priestory v algebrickej geometrii (Fibre spaces in algebraic
geometry) a r. 1955 publikoval Jean-Pierre Serre (1926) rozsiahlu pracu Kohe-
rentné algebrické zvizky (Faisceaux algébriques cohérents), ktora sa vSeobecne
povazuje za prelomové dielo vo vzniku tedrie schém.

Na zéklade podnetov francizskej algebrickogeometrickej $koly (seminar pod
vedenim H. Cartana a C. Chevalleyho) a osobného pobddania, ktoré prejavili
J.-P. Serre, P. Cartier a J. Dieudonné, sa koncom péatdesiatych rokov Ale-
zandre Grothendieck (1928) podujal na grandiéznu pracu prebudovat zaklady
algebrickej geometrie na podklade met6d prevzatych zo Styroch vyssie uvede-
nych oblasti. Hoci sa pdvodne planovany zamer neuskutoc¢nil v plnom rozsahu,
dosiahnuté vysledky podstatnym spésobom ovplyvnili podobu aj smerovanie
modernej algebrickej geometrie. Teéria schém sa stala zdkladom a hlavnym
pradom stcasnej algebrickej geometrie, hoci zaiste nemoZno si utvarat zjedno-
dusent predstavu, Ze sa nou vyCerpdva cely obsah algebrickej geometrie. Po-
jem schémy (v Grothendieckovej terminol6gii predchémy) bol vychodiskovym
bodom dalSieho zovSeobechovania Struktir, ktoré bolo cez sériu Gastkovych
zov8eobecneni istym spdsobom uzavreté v pojme algebrického priestoru, po-
chidzajiicom od M. Artina (M. Artin: Algebraic spaces, 1969).

Predobrazom schémy je algebricka varieta V(a) C A™(k) vybaven4 uréitou
vnatornou Struktrou, ktort napr. podla D. Mumforda mozno so zachytenim
algebrickej a geometrickej paralely pribliZit nasledujicou schémou.

Algebra Geometria

k = k — algebricky uzavreté

pole

k[X] = k[X1,...,Xn] — obor A™(k) = k™ — n-rozmerny afin-
integrity polynémov n neur- ny priestor nad polom k
¢itych

idedl a C k[X] algebricka varieta V(a) C A™(k)
R :=k[t] = k[t1,...,ta] = t1,...,t, — saradnicové

= k[X]/a - okruh reguldrnych funkcie na V(a) s vlastnostou
funkcii (stradnicovy okruh) ti(z1,...,2,) = x; pre kaZ-
variety V (a) dy (z) € V(a)

(a - prvoidedl & R — obor (V(a) - ireducibilné varieta)
integrity)

idedl bC R

rozsirenie b’ = b - k[ X] V(b') - podvarieta variety V (a)
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Algebra Geometria
Ry = k(X)) =k[t'|= (#,...,t,) — Specializicia
= k[t},...,t)] bodu (t1,...,tn)

Na z4klade tohto vztahu celt $truktiru podvariet variety V (a) moZno vystihnat
idealmi okruhu R.

okruh o, = {’_g) f.g€R,g# O}—(— bod (z)€V(a)

lokalny okruh bodu (z)

Postupy v okruhu R, ktoré algebricky koreSponduji geometrickym vztahom
na V(a), mozno formalizovat pre fubovolny okruh. Z geometrického hladiska
st v8ak vyznamné len komutativne okruhy s jednotkovym prvkom.

Nech teda A je komutativny okruh s jednotkovym prvkom. Spektrom (prvos-
pektrom) okruhu A sa nazyva mnozina vietkych prvoidedlov okruhu A (réznych
od A v pripade, ked 4 je obor integrity); oznacenie: Spec(A). Prvoidedlyp C A
ako prvky Spec(A) sa nazyvaji body a oznalujl sa z. Spec(A) sa vtedy nazjva
priestorom; oznalime ho Spec(A) =: X. Pre IubovoIni podmnozinu E C A sa
definuje V(E) C X ako mnoZina vietkych bodov z € X, ktoré ako prvoidealy
okruhu A obsahuji E. Podmnoziny V (E) spliajt axiémy topolégie uzavretjch
mnozin priestoru X.

Vystavba zakladného objektu zvaného afinnd schéma sa deje tymto postu-
pom:

1. X = Spec(A) je topologicky priestor s uzavretymi podmnoZinami tva-
ru V(E), E C A. Tato topoldgia sa nazyva Zariského topoldgia a z hladiska
oddelitelnosti je Tp-topoldgia.

2. Ku kazdému bodu z € X sa priradi lokdlny okruh

a
0; = {g;a,be Abé¢p},
nazyvany lokdinym okruhom bodu z, s maximalnym idedlom
c
m, = {E’cega:’d ¢p_4} .
3. Ku kaZdej otvorenej podmnozine U C X sa priradi okruh

AU) = ﬂ 0z

zeU

nazyvany okruhom reguldrnych funkcii na podmnozine U.
Pre kazdé dve otvorené podmnoziny V', U viazané inkliziou V C U existuje
homomorfizmus
0 A(U) = A(V).

Systém (A(U),rY) pre vietky otvorené podmnoziny priestoru X tvori zvizok;
oznatuje sa A. Na vyjadrenie prislusnosti k priestoru X sa oznatuje aj Ox.

4. Usporiadand dvojica (Spec(4), A) = (X, Ox) je $pecialnym pripadom tzv.
okruhovaného priestoru. Tento okruhovany priestor sa nazyva afinnd schéma
okruhu A.
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5. Okruhovany priestor, pre ktory existuje pokrytie (nemusi byt konecné)
afinnymi schémami, sa nazyva schéma.

Pri vhodnej definicii morfizmu schém trieda vSetkych schém a morfizmov
tvori kategoériu. Pouzitie aparatu tedrie kategérii umoziiuje rozsiahle tadium
vlastnosti schém a dal$ie zovSeobeciiovanie, jednym stupifiom ktorého je napr.
aj pojem algebrického priestoru, ktory sa ziska nasledovne: Ak U je Iubovolnd
schéma a R C U x U je relacia ekvivalencie na U, faktorobjekt (v kategorii)
X = U/R sa nazyva algebrickym priestorom, ak morfizmus U — X je tzv.
etalny, t. j. ak je istym druhom lokélneho izomorfizmu.

Jednoduchym prikladom algebrického priestoru je projektivna priamka P* (k)
nad polom k, ktora sa dostane faktoriziciou zjednotenia dvoch exemplarov afin-
nej priamky A! (k) nad polom k podlIa rel4cie ekvivalencie R obsahujticej vietky
dvojice (z, L) pre z # 0 a vietky dvojice tvaru (0,a) a (b,0); a # 0, b # 0 (obr.
19a, 19b).

0 1 X 1 — 0 1
— o > A g ——@ )P
- - —0—— 4 0 >
0 -1 -X A
Obr. 19a, b

(A'uAl)/R=A'-{0}u(0,1)u(1,0) S P?

VIII. Hlavné tematické okruhy algebrickej geometrie

Z predchadzajiceho kratkeho (a velmi netplného) prehladu dejin algebric-
kej geometrie sa zretelne rtd poznanie, Ze v celom svojom vyvoji sa algebricka
geometria zaoberala nevelkym po¢tom tém, ktoré v nej na urcitom stupni vy-
voja vznikali a ku ktorym sa v jednotlivych etapich s rozlicnou intenzitou
zdujmu vracala. Nasledujiica systemizicia tém je viac pokusom neZ kategoric-
kym vysledkom; napriek tomu vSak — s istou mierou subjektivnosti, ktorej sa
sotva moZno vyhnit — nenechiva bez povSimnutia Ziadne objekty, metody a
tendencie, o ktorych bola v prehlade zmienka.

1. Vymedzenie predmetu, stanovenie objektov

Tato téma je pritomné v algebrickej geometrii od ¢ias jej predhistérie. V kaz-
dom obdobi v etape extenzivneho rozvoja pristup k nej bol viac intuitivny nez
exaktny; snaha o presné vymedzenie nastupovala v ¢ase triedenia a sprestiova-
nia vysledkov.

2. Transformacie

Od nesystematického pouzivania jednotlivych transformécii bez uvedomenia,
si ich spolo¢ného zakladu a diktovaného prevazne bezprostrednymi utilitaris-
tickymi cielmi cez prvé pokusy o rozliSenie transformacii rozli¢nej povahy aZ
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po klasifikdciu druhov a zovSeobecnenie v pojmoch koreSpondencie a morfiz-
mu tvoria transformaécie stabilni, trvale pritomnd tému algebrickej geometrie.
Ich zékladna funkcia — podrobit objekty takym zmenam, ktoré dajia vyniknit
istym spolofnym vlastnostiam objektov — zostava po cely €as histérie primar-
na, a to aj v obdobiach, ked sa stavali samostatnym a intenzivne $tudovanym
predmetom zaujmu.

3. Klasifikacia objektov

Tato téma stala vidy vyrazne v popredi. Jej obsahom bolo usilie zaviest
systém do chaosu jednotlivosti, stanovit kritéria typizacie a realizovat triede-
nie. Priznacne pre historicky vyvoj je zovSeobeciovanie klasifika¢nych znakov,
zjednodusovanie a zmenSovanie poctu typov.

4. Invarianty

Pojem invariantu je charakteristicky dlhym historickym obdobim intuitiv-
neho pouZivania. Jeho explicitné zavedenie a program hladania invariantov st
nerozlucéne spojené so vznikom a rozvojom modernych matematickych disciplin
19. storocia. V urcitych éasovych tsekoch hladanie invariantov patrilo k na-
jaktudlnejsim dloham algebrickej geometrie a bolo kritériom jej napredovania.
Teéria invariantov ma v stasnosti svoje pevné miesto a vaznost v systéme
dolezitych problémov algebrickej geometrie.

Pri pozornej analyze je zrejmé, Ze tematické okruhy 1-4, v ziZenejSom po-
nati 2—4 tvoria jednotny celok, v ktorom oddelenie tém a ich relativna samo-
statnost maju len metodologicky vyznam. Klasifikicia objektov sa v podstate
robila vZdy na zdklade hladania ich invariantov voéi uréitym transformécidm.
To historicky uréuje aj fakticky vstup tychto tém ako cielavedome;j ¢innosti do
dejin algebrickej geometrie aZ v druhom &asovom obdobi jej vyvoja (kapitola
11).

5. Singularity; nasobnost prieseku

S to stale témy algebrickej geometrie, v plnom zmysle obsahu v nej pritomné
az od Cias zavedenia analytickych metéd. Boli sice dlhé obdobia, ked sa singu-
larity v projektivnej geometrii Studovali intenzivne aj syntetickymi metédami,
ale konecny punc exaktnosti davalo vysledkom vzdy az potvrdenie modernymi
prostriedkami algebry. Tedria singularit a nasobnosti prieseku variet je aj v si-
Casnosti poprednym a stale aktudlnym odvetvim algebrickej geometrie, ktorého
pokrok je v zna¢nej miere meradlom pokroku celej discipliny.

6. RozSirovanie zakladného pola

Téma je aktudlna od ¢ias Gplného udomaécnenia sa komplexnych ¢isel v ma-
tematike. Zavedenie imagindrnych prvkov v projektivnej geometrii a komplex-
nych saradnic v analytickej geometrii znamenalo rozSirenie zdkladného pola
geometrie z pola redlnych ¢isel na pole komplexnych ¢isel. Hoci v algebrickej
geometrii toto rozSirenie prebehlo bez vacSich problémov uz na rozhrani pr-
vej a druhej polovice 19. storocia, dodnes sa u nas nedostalo v nalezitej miere
do obsahu vzdelavania v geometrii ani na strednych ani na vysokych $kolach.
V 20. storodi sa problém v algebrickej geometrii posunul smerom k abstraktnym
poliam (v¢itane koneénych) a bol v obdobi abstraktnej algebrickej geometrie
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rieSeny zavedenim univerzéilneho pola. Analogén zmeny pola je v tedrii schém
zmena bazovej schémy.

7. Rozsirovanie ambientného priestoru

Druh priestoru, v ktorom sa nachidzaja objekty algebrickej geometrie, pre-
Siel v histérii podstatnymi zmenami. Kazd4 z nich prinaSala zovSeobecnenie,
zahriujice predchadzajici priestor ako Specializaciu. Euklidovsky priestor (nad
polom reélnych &isel) bol po starofia jedinym priestorom akejkolvek geometrie.
Intuitivne pouZivanie afinného priestoru patri uz k niektorym geometrickym
postupom 18. storocia. 19. storocie prinieslo pojem projektivneho priestoru a
stalo sa zlatym vekom projektivnej geometrie. Pojem variety v abstraktnej al-
gebrickej geometrii, hoci je definovany pomocou projektivneho alebo afinného
priestoru, mé schopnost zahrnat aj tieto priestory do svojho obsahu. Pojmy
schémy a algebrického priestoru predstavuji v stéasnosti vrchol algebrického
zovSeobechovania geometrického priestoru.

Je prirodzené, Ze procesy rozSirovania zdkladného pola a druhu priestoru
prebiehali ¢asto sicasne v jednote alebo sibeZne.

8. Met6dy matematickej analyzy a topologie

Je zrejmé, Ze odlidnost a ist4 cudzorodost metéd analyzy sa v algebrickej
geometrii mohla zacat pocifovat aZ na vysokom stupni rozvoja algebrickych
metdéd. AvSak od ¢ias Riemanna sa Géinnost a uZitoc¢nost transcendentnych
metdd (svojim povodom metéd analyzy) v algebrickej geometrii osvedéila v ta-
kej miere a rozsahu, Ze sa ich algebrickd geometria nemohla vzdat; naopak,
znacne ich rozvijala pre vlastné potreby a vo vlastnom duchu, takZe dnes tvoria
rozsiahle a relativne samostatné odvetvie algebrickej geometrie, plnohodnotné
a plnopravne v sistave algebrickogeometrickych smerov a velmi blizke k témam
a metédam hraniciacim s modernou diferencidlnou geometriou a diferencidlnou
topolégiou.

9. Met6dy komutativnej algebry a homologickej algebry

Od c¢ias exaktnej algebrizacie v 2. polovici 19. storodia cez vyuzitie vysledkov
nemeckej algebrickej §koly v 20.-30. rokoch 20. storoéia sa vyvojom po 2. sveto-
vej vojne stali tieto metddy jadrom stGéasnej algebrickej geometrie a nastrojom
jej pokroku. Neoddelitelnost a vzajomné ovplyviiovanie komutativnej algebry
a algebrickej geometrie je stimulatorom napredovania v oboch disciplinach.

Homologicka algebra priniesla do algebrickej geometrie nové, velmi ¢inné a
prehladné moZnosti charakterizicie a klasifikicie objektov.

IX. Filozofické aspekty vyvoja algebrickej geometrie

Pritomnost filozofickych stvztaznosti a ich naliehavost v algebrickej geo-
metrii je vymedzend skutonostou, Ze algebrickd geometria nie je zdkladna
matematickd disciplina, ale je disciplinou nadstavbovou, zaloZenou na istom,
pomerne vysokom stupni vyvoja algebry a geometrie. Preto je z metodologic-
kého hladiska pochopitelné a oddévodnené, Ze ani sama, ani zovieobechujtce,
metodologické a filozofické problémy s fhou spojené sa netykaji — aspoi nie
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v prevazujuicej a rozhodujicej miere — zakladnych filozofickych problémov ma-
tematiky. Napriek tomu tu spojenie existuje a v niekolkych tézach sa pokiisime
ilustrovat aktudlnost tejto tematiky na konkrétnej litke algebrickej geometrie.

1. Zékladné, prvopociatoéné objekty algebrickej geometrie, ktorymi boli kon-
krétne krivky a plochy, maji svoj povod v oblasti materidlnej ¢innosti Iudi,
v praxi, z ktorej sa procesom vedeckého poznévania dostali do tedrie, kde sa
stali predmetom samostatného, od praxe bezprostredne nezavislého Studia.

Druhotnym zdrojom rozvoja algebrickej geometrie bola vedeckd prax, pro-
blematika tych odvetvi vedy, ktoré riesili priamo otdzky praxe a Cast teoretic-
kého rieSenia prestivali ako tlohu do algebrickej geometrie. Ako priklad moZno
uviest transformacie a klasifikaciu kriviek 3. stuphia u Newtona, kde neslo o sa-
motudelnt tému, ale o pripravu podkladov na pouzitie vo fyzikalnych tedridch.

2. Vysledky algebrickej geometrie, zdanlivo akokolvek abstraktné, sa mozu
v urditom $tadiu vyvoja vedy a techniky preukizat ako pouZitené, uzitocné,
ba nevyhnutne potrebné. Tym sa teéria vracia k praxi — ¢asto k inej, nez
z ktorej vysla, ale rovnako dolezZitej a uZitocnej. Napr. teéria kuZeloseciek bola
rydzo abstraktnd tedria, kym sa Keplerovymi zdkonmi spolu s Newtonovym
zdkonom graviticie nestala sii¢astou matematicko-geometrického zékladu teérie
pohybu vesmirnych telies. Algebrické krivky boli od Zivota vzdialenou teériou,
kym sa v obdobi vieobecného rozmachu vyroby strojov neukdzali ako velmi
uzitony néstroj na navrhovanie mechanizmov a prevodov. (Obrétene treba
priznaft, Ze problémy techniky inSpirujico pdsobili na rozvoj niektorych smerov
tedrie kriviek (napr. kinematiky), a to nielen algebrickych.) Algebrické plochy
nasli uplatnenie v modernom stavebnictve, tedria schém v kvantovej mechanike.
V prikladoch by bolo mozné pokracovat.

3. Algebricka geometria je v prevazujucej Casti svojej histérie presvedéivym
prikladom relativnej samostatnosti vyvoja matematickej discipliny. Maly pocet
nie prili§ naliehavych problémov praxe tvori len nevelki ¢ast bezprostrednych
podnetov jej rozvoja. Hlavnou hnacou silou jej pokroku su jej vlastné teoretické
problémy, na rieSenie ktorych sa upriamuje pozornost poprednych vedeckych
pracovnikov v tejto oblasti. Ako disciplina, ktorej logické zaklady sa netykaja
fundamentélnych matematickych pojmov, ale preberajt ich z inych asti mate-
matiky v urditej ustilenej podobe, nepresla obdobiami krizy, v ktorych by boli
vystavené pochybnostiam jej kardindlne pojmy. Skér mozno pri nej hovorit o is-
tych obdobiach relativnej stagnacie a tvorivej krizy, ked G¢innost pouzivanych
prostriedkov a metéd zaostavala za naroénostou problémov, ktoré pred fou
stali.

4. Vyvoj nosnych pojmov algebrickej geometrie je eklatantnym potvrdenim
vSeobecného procesu zvySovania abstrakcie matematickych pojmov. UZ prvotné
pojmy algebrickej geometrie s abstrakciami najmenej druhého stupiia a kazda
dalsia etapa vyvoja prinaSa pozdvihnutie abstrakcie na vy8§i stupen, ktorym
sa hibsie prenika k povahe objektov, poznanie sa stava bohat$im a pre povodné
pojmy aj konkrétnej§im. Napr. v postupnosti zovieobecneni krivka — varieta —
schéma nejde len o podriadenie pojmu krivka pojmu schéma, ale aj o moZnost
aplikdcie metéd, prostriedkov a vysledkov teérie schém na krivky, ¢im sa teéria
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kriviek dopfiia, obohacuje a v niektorych pripadoch sa otvara mo#nost rielenia
problémov v predchidzajtcich Stadidch nerieSitelnych (napr. proces rozdutia
variet znamenal principidlny pokrok v rieSeni problémov desingularizicie).

5. Historicky vyvoj algebrickej geometrie potvrdzuje na Specifickej latke jed-
notu a striedanie procesov analyzy a syntézy, ukazuje ich sti¢asné, paralelné
i vzdjomne prelinajiice sa pdsobenie v kazdej konkrétnej etape a ich spojenie
ako jedini redlnu cestu pokroku discipliny. Periodizicia dejin neznamena vlast-
ne ni¢ iné, nez vyjadrenie a ¢asové roztriedenie etdp evoluéného a revoluéného
vyvoja, rast discipliny do 3irky a hibky v rdmci jednej koncepcie (paradigmy)
a prudky zvrat k novej koncepcii, ktord je v uréitom zmysle negiciou pred-
chadzajiicej (napr. talianska gkola — abstraktna algebrick4 geometria).

6. Cela historia algebrickej geometrie je ndzornym prikladom jednoty mate-
matiky, jednoty neustdle narasSajicej sa, rozStepujicej a siasne obnovujicej
sa. Algebrickd geometria prave svojou povahou nadstavby, syntetizujacim cha-
rakterom spéija odvetvia matematiky na prvy pohlad vzdialené a nestavisiace,
uzavreté do ulit vlastnych problémov a met6d, zdanlivo bez vnitorného, pri-
rodzeného spojiva. Spojenie tak odlahlych oblasti, ako je komutativna algebra,
tedria kategorii, algebricka topolégia a teéria funkcii komplexnych premennych
v stiCasnej algebrickej geometrii je presvedéivym dokazom, Ze stile pritomny
proces diferenciicie a integracie matematickych disciplin je jednym zo zdrojov
Zivotnosti a vnitorného samopohybu matematiky.
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