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Kapitola 4

Axiomaticka teorie mnozin

4.1 Zakladni (meta)matematické pojmy

V nésledujicich dvou oddilech je uveden pfehled fundamentéalnich pojmu z ma-
tematické logiky a teorie mnozin, na jejichz znalosti jsou zalozeny dalsi ¢asti
této prace. Podrobnéjsi vyklad lze nalézt nap¥. v monografiich [St&82], [Soch01]
a [BS86].

4.1.1 Zakladni logické pojmy

Jednim ze zdkladnich néstroji matematické logiky je jazyk (matematiky i ji-
nych obori). Budeme pracovat s jazykem proniho fddu, ktery ma pouze jeden
typ proménnych (proménné pro individua) a budeme se pohybovat v (predikd-
tové) logice pruniho Fddu.t

Definice: Necht L je né&jaky jazyk prvniho fadu a A formule jazyka L.
Rikdme, Ze proménnd z mé ve formuli A vdzany vijskyt nebo Ze je vdzand,
jestliZe je soucasti néjaké podformule tvaru (3z)B ¢&i (Va)B. V opa¢ném piipadé
fikdme, Ze x mé ve formuli A wvolny vyskyt nebo Ze je volnd. Pokud formule
neobsahuje Zaddnou vazanou proménnou, nazyva se oteviend, pokud formule
neobsahuje zddnou volnou proménnou, nazyva se uzaviend nebo sentence.

Definice: Je-li L néjaky jazyk prvniho fadu a 7" mnozina formuli jazyka
L. Pak tikdme, ze T je (aziomatickd) teorie pruniho Tddu (v predikdtové logice
s jazykem L). Formule z mnoziny T nazyvame specidlni axiomy teorie T2

Definice: Rikame, Ze teorie T je spornd, jestlize existuje takova formule A,
ze v T je dokazatelnd A i nonA.

1Pfipomenime, Ze jazyk prvniho ¥a4du obsahuje nésledujici znaky: symboly pro proménné,
funkéni a predikdtové symboly (nazyvané — pfipadné az na znameni rovnosti — specidlni
symboly), logické spojky, kvantifikdtory a pomocné symboly.

Jazyky, které maji vice druhii proménnych, se nazyvaji jazyky vyssich rddi. Predikdtovou
logiku vyssiho fadu pouzijeme pozdéji pfi definici interpretace.

2Predikatova logika je specialnim piipadem teorie prvniho ¥adu, kterd nemé zadné speci-
alni axiomy.
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144 AXIOMATICKA TEORIE MNOZIN

Neni-li teorie spornd, fikdme, ze je bezespornd.

Definice: Rikdme, ze A je nerozhodnutelnd formule teorie T, jestlize v T
neni dokazatelnd ani A, ani nonA.

Definice: Teorie T' se nazyva (syntakticky) dplnd, jestlize v ni neexistuje
uzaviend nerozhodnutelna formule (tj. pro kazdou uzavienou formuli A je v T
dokazatelnd A & nonA).

Definice: Necht L je jazyk prvniho fadu. Struktura M, kterd obsahuje
e neprazdnou mnozinu M,

e zobrazeni faq : M™ = M pro libovolny n-arni funkéni symbol f jazyka
L,

e n-arni relaci ppq € M pro libovolny n-arni predikatovy symbol p jazyka
L

se nazyva realizace jazyka L. Prvky univerza M se nazyvaji individua.

Definice: Rikame, Ze formule je splnéna (je pravdivd nebo plati) v M,
jestlize je pravdiva v M pfi libovolném ohodnoceni, tj. pfi libovolném pevné
daném vyznamu volnych proménnych.

Pojem pravdivosti formule v M pri daném ohodnoceni se definuje meta-
matematickou indukci podle slozitosti formule a my jej, pfip. s dalsimi pojmy,
pokladame za znamy, pfip. odkazujeme na monografie uvedené na zacatku této
kapitoly.

Definice: Formule A jazyka L se nazyva logicky pravdiva (¢i téZ logicky
platnd, znacime = A), jestlize je splnéna v kazdé realizaci M jazyka L.

Logicky pravdiva formule je tedy splnéna bez ohledu na realizaci jazyka,
tedy pfi libovolné realizaci specidlnich symbolii.

Definice: Je-li T teorie s jazykem L a M realizace jazyka L, fikame, ze M
je (sémantickym) modelem teorie T, je-li v. M splnén kazdy specidlni axiom
teorie 7'

Definice: Rikdme, Ze formule A je pravdivd v T, (znac¢ime T = A), je-li
splnéna v kazdém modelu teorie T

Godelova véta o aplnosti predikatového kalkulu prvniho fadu

Tato fundamentéalni véta byla poprvé zformulovana roku 1929 v Gédelové dok-
torské dizertaci Uber die Vollstindigkeit des Logikkalkiils, jez byla zédkladem
publikace [G6d30]. K. Godel nejprve dokézal vétu o uplnosti pro predikdtovy
kalkul bez rovnosti, poté zformuloval jako jeji dusledek tzv. Vétu o kompakt-
nosti® a tyto vysledky dokézal pro predikitovy kalkul s rovnosti. V zévéru

3 Vétu o kompaktnosti 1ze formulovat takto: Mnozina formuli ma model, pravé kdyz kazda
jeji konec¢na podmnozina ma model.
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své dizertace se Godel zaméril na problém nezavislosti axiomu predikatového
kalkulu prvniho fadu s rovnosti.

Prace [G6d30] je zédkladnim priikopnickym dilem teorie modelt. K. Godel
zde vSak vyuzival jiz zndmé vysledky z monografie D. Hilberta (1962-1943)
a W. Ackermanna (1896-1962) Grundziige der theoretischen Logik [HA28],
L. Lowenheima* [Low15], T. Skolema® [Sko19] a P. Bernayse [Ber26].

Godelova véta o Uplnosti podéva ekvivalenci mezi platnymi (pravdivymi)
a dokazatelnymi formulemi predikatového kalkulu prvniho fadu. V tomto pri-
padé, ve srovnani s vyrokovym kalkulem, pouziti pravdivostnich tabulek k na-
lezeni platnych formuli selhava, nebot tyto tabulky jsou nekoneéné. Godelova
véta o (sémantické) aplnosti predikdtového kalkulu otevird novou cestu k nale-
zeni pravdivosti — prostfednictvim ditkazu.

Godelova véta o uplnosti: Kazda logicky pravdiva formule je dokaza-
telna.

Poznamky:

1. Nékdy byva tato véta formulovana ve formé ekvivalence, tedy:

Formule je logicky pravdiva pravé tehdy, kdyz je dokazatelnd.

2. Implikace, ze kazda dokazatelna formule je logicky pravdiva, se nazyva
Véta o korektnosti; byla zndma jiz diive.

3. Lze rici, ze Godelova véta o uplnosti ukazuje opravnénost axiomu a od-
vozovacich pravidel predikatové logiky prvniho fadu. Tato pravidla jsou
,uplnd“ v tom smyslu, ze jsou dostateéné silna, aby mohly byt doka-
zany vSechny logicky pravdivé formule. (To, Ze jiné formule nemohou byt
dokéazany, jiz plyne z Véty o korektnosti.)

4. Uvedena Godelova véta se nékdy (v angli¢ting) nazyva Gédel’s narrower
completeness theorem. Pavodni Godelova formulace byla pozdéji rozsi-
fena a zobecnéna A.I. Mal’cevem v [Mal’36]. Tato zobecnénd nebo téz
Gadelova-Mal’cevova véta o uplnosti méa nasledujici znéni:

Kazdd bezespornd mnozina formuli ma sémanticky model.

5. Ditsledkem je nasledujici véta:

Predikdtova logika je bezespornd.

4Leopold Léwenheim (1878-1957), némecky matematik a logik. V matematické logice
navazoval na C. Peirceho, E. Schrodera a A.N. Whiteheada. Velka ¢ast jeho prace byla
znicena v roce 1943 pii bombovém utoku na Berlin. Podal prvni verzi a dikaz Léwenheimo-
vy-Skolemovy véty (viz ¢ast 3.3.2), jez byva povazovana za pocatek teorie modelu.

5Thoralf Skolem (1887-1963), norsky matematik. Studoval a pozdé&ji ptisobil zejména
na univerzité v Oslo, kde byl roku 1938 jmenovéan profesorem. Védecky byl velmi ¢inny,
publikoval prace predevsim z matematické logiky a teorie mnozin, z teorie grup a svazu a
o diofantovskych rovnicich. T. Skolem zformuloval Léwenheimovu-Skolemovu vétu (viz ¢ast
3.3.2) a zkonstruoval nestandardni model aritmetiky. Je jednim z prikopniki teorie modeld
a pocitacové védy a nositelem fady ocenéni.
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Interpretace

Interpretace je jednim z nejbéznéjsich prostfedkti pouzivanych k dikazu re-
lativni bezespornosti néjaké teorie®, ¢ehoz, jak uvidime pozdéji, bude vyuzito
v dalsim textu. Definici interpretace poddme obecné pro predikdtovy pocet
s vice druhy proménnych.

Definice: Interpretaci jazyka L v jazyce L' nazyvidme metamatematické
zobrazeni *, které prifazuje

e kazdému druhu proménnych r jazyka L druh proménnych r* jazyka L',

e kazdé n-arni funkci f jazyka L n-arni funkci f* jazyka L',

e kazdému n-arnimu predikatu p jazyka L n-arni predikat p* jazyka L'7
a pro které je navic pozadovano:

i) mé-li jazyk L vice druhii proménnych a proménné druhu r jsou zéroveti
proménnymi druhu s tohoto jazyka, pak proménné druhu r* musi byt
také proménnymi druhu s* jazyka L',

ii) je-li v jazyce L pro n-arni fukci f uréeno, Ze pro pofadi druhi objektt re-

prezentovanych postupné proménnymi z1,...,z, je hodnota této funkce
objekt druhu r, pak v jazyce L’ je pozadovéno, aby hodnota funkce f*
byla pro potadi druhti «7,...,x;, druhu r*.

v

Interpretace * jazyka L v jazyce L’ se dale rozsifi metamatematickou indukei
podle slozitosti term@® a formuli na zobrazeni piitazujici kazdému termu t
jazyka L term t* jazyka L' a pfitfazujici kazdé formuli ¢ jazyka L formuli ¢*
jazyka L'.°

Definice: Rikdme, 7e formule ¢ jazyka L plati v teorii T ve smyslu in-

terpretace * (jazyka L v jazyce teorie T, jestlize formule ¢* je v teorii T
dokazatelna.

Definice: Interpretaci x jazyka teorie T v jazyce teorie T nazyvame in-
terpretact teorie To v teorii Ty, jestlize:

1. ve smyslu interpretace * plati v teorii 77 kazdy ze specidlnich axiomii
teorie Th,

2. je-li teorie T teorii s rovnosti, pak ve smyslu interpretace * plati v teorii
Ty kazdy z axiomu rovnosti jazyka L.

6Tj. prokdzani bezespornosti této teorie za piedpokladu bezespornosti jiné teorie.

7Je-li L jazykem s rovnosti, je mozno predikatu = piifadit interpretaci libovolny binarni
predikdt =* jazyka L'.

8 Termy jsou vyrazy, které se konstruuji induktivné z proménnych a vyrazt f(t1,...,tm),
kde f je m-arni funkéni symbol.

9Tato indukce je zcela pfirozena, a proto jeji popis vynechadme. Piipadné zajemce odka-
zujeme na [Soch01].
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Ty se nazyva interpretujict teorie a Ts se nazyva interpretovand teorie.

Poznamka: Je zfejmé, Ze pro kazdou teorii existuje interpretace v ni samé,
napi. identické pfifazeni * po fadé druhu proménnych, funkci a predikata. Tato
interpretace se nazyva identickd interpretace.

Obraz interpretované teorie 77 v interpretujici teorii T L.S. Rieger nazyva
modelem teorie 11 v teorii T,. Jedna se o definici syntaktického modelu, ktery
se v pripadé teorie mnozin nazyva vnitini model.

4.1.2 Zakladni pojmy teorie mnoZin

Nez ¢tenafe podrobné sezndmime s axiomatickou teorii mnozin, kterou budeme
v praci uvazovat, pfipomeneme definici tzv. ,alefu’, nekoneénych kardinélnich
¢isel. Definice kardinalnich a ordinalnich ¢isel povazujeme za znamé, pripadné
odkazujeme na monografii [BS86]. Pro tiplnost dodejme, 7e Rq znaci kardinalni
¢islo mnoziny pfirozenych ¢isel (a tedy kazdé nekoneéné spoéetné mnoziny).

Definice: Necht m je libovolné nekoneéné kardinalni ¢islo. Oznacéme w(m)
nejmensi prvek mnoziny vSech ordinélnich ¢isel mohutnosti m. Definujme

O(m) :=={w(n): Vg <n <m}.

Necht « je ordinalni typ mnoziny O(m). Pak ¢éislo w(m) ozna¢ime w, a kardi-
nalni ¢islo m oznacime N,. w, se nazyva pocdtecni ordindlni ¢islo mohutnosti
N,.

Jelikoz mnoZina O(m) je dobfe uspofddand, je a ordinalni ¢islo. Plati, ze
kazdé nekonecné kardindlni cislo je nekterym alefem a ze kaZdé ordindlni cislo
je indexem néekterého alefu.

V nasledujicich odstavcich jiz popiSeme tzv. Gddelovu aziomatickou teorii
mnozin (a trid).1°

K. Godel uvazuje dva druhy zdkladnich proménnych — pro t7idy a pro mno-
Ziny. Jazyk jeho teorie obsahuje t¥i prediktaty: T7() (,byt t¥idou®), Mn() (,,byt
mnoZinou“) a € (predikat nélezeni).!! Proménné pro t¥idy budou oznaceny vel-
kymi pismeny, proménné pro mnoziny malymi pismeny.

Godelova teorie mnozin (a t¥id) zavedend ve slavné praci [G6d40] je déna
tfemi skupinami axiomi oznacovanymi A, B, C.12

Al: Kazdad mnozina je tfida: TF(x).

A2: Pouze mnoziny mohou byt prvky téidy: X € Y = Mn(X).

10Poznamenejme, ze Godelova teorie mnozin byvéa ¢asto nazyvana Godelova-Bernaysova G
Neumannova-Bernaysova-Godelova. Je to proto, Ze impuls ke vzniku této teorie dal ve dvaca-
tych letech dvacatého stoleti John von Neumann, na néhoz navazal roku 1937 Paul Bernays.
Jeho axiomatika byla zjednodusena Kurtem Godelem a poprvé publikovana v [G6d40].

11Poéet primitivnich pojmt tohoto systému lze zredukovat, aviak L.S. Rieger ve svych
pracich vychazi z ptivodni Gédelovy verze.

12Pro soucasnou formulaci axiomit Godelovy, resp. (v dnesni dobé pievazné pouzivané)
Zermelovy-Fraenkelovy teorie mnozin odkazujeme na [BS74], resp. [BS86].
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A3:
A4:
B1:
B2:
B3:
B4:
B5:
B6:
B7:

BS&:

Cl:

C2:
C3:
C4:

Aziom extenzionality: (Vu)(ue X S ueY)=X=Y).

Aziom dvojice: (Vz)(Vy)(Fz)(Vu)(u € z & (u = x vel u = y)).

Aziom relace €: (3Z2)(Vx)(Vy)((x,y) € Z & x € y).

Aziom priniku: (VX)VY)3Z)Vu)(ue Z & (ue X etu €Y)).
Aziom dopliiku: (VX)(3Y)(Vu)(u € Y < non(u € X)).

Aziom definiéniho oboru: (VX)(3IY)(Vz)(z € Y & (3y)((y,z) € X)).13
Aziom kartézského soucinu: (VX)(IY)(Vz)(Vy)((y,x) € Y & z € X).
Aziom dvogité konverze: (VX)(3Y)(Vx)(Vy)((z,y) € Y & (y,z) € X).
Proni axziom trojité konverze:

(VX)) (Vo) (V) (V2) ({2, 9) , 2) €Y & ((y,2) , ) € X).
Druhyj aziom trojité konverze:
(VX)EY)(V2) (V) (v2) (((2,9) , 2) € ¥ & ({,2) ,y) € X).
Aziom nekonecna:
(F2)(z# Vet (Vo)[x € 2= (Fy)(y € z et x Cy)]),

tj. existuje neprédzdna mnozina z takova, ze kazdy jeji prvek je obsazen
(jako vlastni podmnozina) v jiném jejim prvku.

Aziom sumy: (Vz)(3y)(Vu) (¥0) ((u € v et v € z) = u € y).
Aziom potencni mnoZiny: (Vo)(Jy)(Vu)(u C = u € y).
Aziom nahrazent:
(Vz) (VU ) ([(Vu) (Vo) (Yw) ([{v, u) € U et (w,u) € U] = v =w)] =
= @) (Vu)ucy o Fo)(vezet (uv) e U)]),

tj. obrazem kazdé mnoziny x libovolnym zobrazenim U'# je mnozina.

Teorie mnozin obsahujici tyto axiomy jsou oznaceny jako gddelovské:

Definice: Teorie mnozin se nazyva gddelovskd, jestlize obsahuje t¥i skupiny
Godelovych axiomid A, B, C.

Zakladni skupiny axiomi A, B, C jsou doplnény axiomem D (axiom fun-
dovanosti), pfipadné E (axiom vybéru) ¢i axiomem konstruovatelnosti. Nékdy
se pridava napf. axiom existence predikativnich mnozin ¢i zobecnéné hypotéza
kontinua. Nyni se s témito axiomy blize seznamime.

13Defini¢ni obor (doména) t¥idy X je tedy definovan jako {z : (Jy)({y,z) € X)}. Upozor-
nujeme zde na poradi prvka usporddané dvojice.
K. Godel nazyval U jednoznaénd tiida.
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D: Aziom fundovanosti (tzv. Fundierungsaziom):

VX)X #0= Fy)(ye X etynX =0)).

E: Aziom vybéru:
Necht a # ) je libovolnd mnozina a {a, : o € a} systém neprazdnych
mnozin, které jsou po dvou disjunktni. Pak existuje mnozina m takova,
ze:
1.mCc{

2. m N m, je jednoprvkovd mnozina pro kazdé « € a.

aca Ma,

o (Godeluv) aziom konstruovatelnosti:

V = L, kde V je univerzum mnozin a L je tfida vSech konstruovatelnych
mnozin (v Godelové smyslu).

Co jsou to konstruovatelné mnozZiny?

Citujeme nyni autory knihy [BS86]:

Pojem konstruovatelné mnozZiny je radikdlnim pokusem o co nejpresnéjsi
vymezeni univerza mnozin. Konstruovatelné mmnoziny tvori jakési mi-
nimdlni jddro univerza mnozin, jehoz prvky se konstruuji kaZdy zvldst

transfinitnim iterovdnim neékolika jednoduchych operaci.t®

K. Godel ve své praci [God40] pise:

Constructible sets are those which can be obtained by iterated application
of the operations given by axioms A4, B1-B8, modified so that they yield
sets if applied to sets. In addition, at certain stages of this generating
process the set of all previously obtained sets will be added as a new
constructible set. This permits the generating process to continue into
the transfinite.'S

Jedna se tedy o takové mnoziny, které vznikaji pouze z jednodussich (jiz
vznikljch) mnozin pomoci uréitych jednoduchych operaci, spolu s operaci
sjednoceni vsech mnozin takto vzniklych do urc¢itého ¢asového okamziku.
Tento proces konstrukce je transfinitni, tedy mutze pokracovat pro libo-
volné ordinalni ¢islo v Case. Podrobnéji je o tomto tématu pojednano
v Casti 4.2.7.

15[BS86], str. 200.

16[Gsd53], str. 35.

Cesky pteklad: Konstruovatelné mnoziny jsou takové, které lze ziskat iteraci operaci danych
axiomy A4, B1-B8 modifikovanymi tak, ze vysledkem mnozinové operace je mnozina. Déle,
v jistych stupnich tohoto procesu generovani, je mezi konstruovatelné mnoziny pfidana i
mnozina vSech dosud ziskanych mnozin. Toto umoziuje transfinitnost generujiciho procesu.
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o (Russelliw) aziom existence predikativnich mnoZin: (3x)(x € x).

e Zobecnend hypotéza kontinua:

Na — N,+1 pro kazdé ordinélni ¢islo a.

Poznamka: Pfimo v ivodu upozoriiujeme na jisté terminologické odchylky
tykajici se logickych a mnozinovych pojmi. Proménné, resp. konstanty L.S. Rie-
ger nazgyval individuovymi proménnymi, resp. individuovymi konstantamsi. Pre-
dikdtové konstanty oznacovaly dnesni predikdty. Pro (predikatové) formule po-
uzival Rieger termin vyrokové funkce.

Drobné zmény jsou i v chapani pojmu interpretace. Terminem interpretace
(teorie v jiné teorii) oznacoval L.S. Rieger (v dnes$ni feéi) interpretaci jazyka,
dnesni interpretaci teorie nazyval spravnd (angl. correct) interpretace. Zaroven
dodejme, Ze pro pojem konstruovatelnosti pouzival termin konstruktivita (podle
anglického constructivity).

4.2 Prace z axiomatické teorie mnozin

Kolem roku 1954 zacal L.S. Rieger pracovat v oblasti axiomatické teorie mno-
7in; vychézel zejména z prace [God40]'7, a tedy i z Godelovy axiomatiky. Do
této oblasti patii fada jeho velmi naro¢nych a Casto znac¢né rozsahlych praci.
L.S. Rieger byl v té dobé jiz zralym a zkuSenym matematikem a blizil se k vr-
cholu své védecké drahy.

Zasadni vyznam v jeho matematické tvorbé mé predev§im prvni z trojice
¢lankt A contribution to Gddel’s aziomatic set theory, I, II, IIT ([R13], [R15],
[R18]), jejiz prvni dvé &asti tvorily Riegrovu doktorskou dizertaci obhéjenou
v prosinci 1959.

Dilezitou roli v jeho pracich z teorie mnozin hrala tzv. Gédelova axioma-
ticka teorie koneénych mnozin, jejiz vlastnosti L.S. Rieger studoval a poté vyuzil
v publikacich [R15]-[R18]. Je tieba téZ vyzdvihnout vyznam obséhlého ¢lanku
[R20], v némz bylo podano podstatné zjednoduseni proslulého a znacéné slozi-
tého Godelova dikazu o (relativni) bezespornosti axiomu vybéru a zobecnéné
hypotézy kontinua.

4.2.1 O nékterych zakladnich otazkach matematické lo-
giky ([R38] (1956)

Tato Riegrova prace je doplnénou verzi jeho prednasky O zdkladnich problé-
mech matematické logiky I potadané Matematickou obci praZskou dne 16. 5.
1955. Clanek je urcen $irsimu okruhu matematiktl, nem4 tedy ryze védecky
charakter, nékteré iivahy a stanoviska jsou filozofického razu. L.S. Rieger se
zde soustfeduje na otdzku pojeti, cilt a vhodnych (pfijatelnych) prostfedka
matematické logiky, zmirnuje téz zasadni vysledky dosazené v této discipliné.

17L.S. Rieger se odkazuje konkrétné na jeji vydani [G6d53)].
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Na uvedenou predndsku navézala o tyden pozdé&ji (24. 5.) jeji druha
C4st.'® Zaméfena byla na detailnéjsi rozbor matematickych prostiedkd uzi-
vanych v matematické logice. L.S. Rieger mél v planu sepsat obdobny ¢lanek
diskutujici rovnéz otazky z jeho druhé prednasky, patrné tak vSak neucinil.

V tvodu publikace [R38] se pozastavuje nad tehdejsi nedostateénou pozor-
nosti vénovanou matematické logice v Ceskoslovensku a s ni souvisejici neu-
spokojivou situaci ve vyzkumu této oblasti. Prvnim diskutovanym tématem je
pojeti matematické logiky a charakterizace hlavniho pfedmétu jejiho badani.
L.S. Rieger zaujima toto stanovisko:

Matematickd logika je ve své podstaté studium zdkonitosti ve vztahu di-
sledku mezi matematickymi vétami, provddéné matematickymi metodams.'®

Zdtraznuje, ze matematicka logika je obecné chipéna jako aplikovana ma-
tematika (jistého druhu).

Déle diskutuje matematické prostiedky uzivané v logice (jakozto v aplikaci
matematiky). Nejprve popisuje t¥i mozné pohledy na hlavni pfedmét vyzkumu
matematické logiky — vztah disledku a jeho zdkonitosti. Jako zdkladni mate-
maticky nastroj logiky pak uvadi kombinatoriku kone¢nych posloupnosti, kte-
rou pozdéji, na zakladé Godelovych zasadnich vysledkt, nahradila elementarni
aritmetika, zejména teorie rekurzivnich funkci, resp. teorie algoritm.

Zde se prirozené naskytla otazka, zda je mozno v matematické logice pouzit
i dalsi, ne jiz kone¢né konstruktivni prostfedky. V jejim zodpovézeni se tehdejsi
odbornici 1igili, L.S. Rieger se pfiklanél k pozitivni odpovédi. Své stanovisko, ze
v matematické logice lze piipustit i nékteré nekoneéné?® matematické pojmy,
obhajuje napf. porovninim s jistymi ,nekone¢nymi“ vahami Gspésné prova-
dénymi ve fyzice.

V zéavéru ¢lanku [R38] se L.S. Rieger vénuje zdsadni otdzce vyznamu ma-
tematické logiky a piipomind nékteré podstatné vysledky. Clanek zakoncuje
svym osobnim vyznanim této discipliné:

Matematika vzdor zdsadni konecnosti svych vyrazovych prostredkid pronikd
stdale hloubéji do zdkonitosti nekonecna a lze Tici, Ze se zmocnuje dokonce (po-
kud prilis neutikd skutecnosti) nekoneéen ruzngch druhi. Jednim z nejhlubsich
a nejuchvatnéjsich ukoli matematicke logiky jest kriticky objasnovat dialektiku
vztaht mezi konecnem a nekonecnem v matematice, tento zdpas matematiky
o nekonecno — a pomoci matematice nalézt v ném nové cesty.?!

V souvislosti s osobnosti L.S. Riegra jako zakladatele ¢eskoslovenské mate-
matické logiky je ¢lanek [R38] citovan v knize A. Sochora Klasickd matematickd

18Datovani téchto dvou piednasek je prevzato z ¢asti A.4, L.S. Rieger v [R38] uvadi patrné
mylna data 6. 5. a 27. 5. 1955.

19[R38], str. 343.

Hloubéji je tento jeho pFistup rozpracovan v monografii [R22], viz ¢ast 5.2.2.

20Rieger pouziva termin infinitni.

21IR38], str. 351.



152 AXIOMATICKA TEORIE MNOZIN

logika [Soch01] a v ¢ldnku P. Hé4jka [HAj66]. Hajkova prace pojednava i o vy-
znamnych vysledcich v aplikaci syntaktickych metod na metamatematické pro-
blémy teorie mnozin, jichz bylo v Ceskoslovensku dosazeno po Riegrové smrti,
zejména P. Vopénkou.

4.2.2 A contribution to Godel’s axiomatic set theory, 1
[R13] (1957)

Clanek [R13] je vénovan modeltim, vztahiim mezi nékterymi axiomy a nékte-
rymi vétami v Gédelové teorii mnozin. L.S. Rieger zde vychézi z jiz zminované
stézejni Godelovy prace [God40]. Piebird Godelovo znadeni a jeho terminologii.
Své vysledky prezentoval L.S. Rieger na schtizi Prazské matematické spolecnosti
konané 28. kvétna 1956.

Prace [R13] je rozdélena do t¥i ¢asti. V prvni éasti L.S. Rieger definuje
zdkladni (meta)matematické pojmy, se kterymi déle pracuje. Ve druhé kon-
struuje godelovské teorie mnozin, jez jsou zobecnénim piipadil uvazovanych
K. Godelem v [G5d40]. Jadrem préce je tfeti ¢ast, jez vyuziva vysledki z ¢asti
predchozi. Zde jsou zavedeny nové, ,normalizované“ modely, tzv. indexové mo-
dely (¢i T-modely). Pro lepsi piehlednost zachovame v dalsim vykladu pivodni

Riegrovo ¢lenéni.

Cast 1.: Uvod, nékteré metamatematické pojmy

V této ¢asti prace [R13] podava L.S. Rieger zakladni definice z teorie Booleo-
vych algeber a z predikatového kalkulu prvniho faddu. Soustfeduje se zejména
na algebraickou formulaci logickych pojmi.

Definuje pojem volné zobecnéné o-algebry a jako jeji priklad udéva Tar-
ského-Lindenbaumovu algebru t¥id logicky ekvivalentnich formuli néjaké teorie
prvniho fadu. Pozornost vénuje téz algebraickému popisu logiky s rovnosti.
Na zavér podavé algebraickou definici interpretace teorie, (syntaktického) mo-
delu?? a dalsich termin® s nimi souvisejicich.

Cast 2.: Vynechdni axiomu D

Godelova axiomatika byla popsana v tvodni ¢asti, kde byl ¢tenafr seznamen se
skupinami axiom@t A, B a C. Vyznamnd ¢4st prace [G6d40] je vénovana se-
strojeni modelu A. K. Godel uvazoval nasledujici teorie mnozin: interpretujici
teorie T}~ je axiomatickd teorie zadana axiomy A, B, C a D (nazyvana sys-
tém X). Interpretovana teorie T2A je zadana axiomy A, B, C, D a axiomem
konstruovatelnosti.

Interpretace jazyka vypadd nésledovné: predikaty T#(X), resp. Mn(X)
zZ T2A jsou v TlA interpretovany formulemi ,,X je konstruovatelna tirida, resp.

22Rieger pise, 7ze ucelné nepracuje se sémantickym pojmem modelu teorie, jeliko# je pie-
svédCen, ze nemuze byt zkouman matematickymi prostredky.
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mnozina“ v TlA , predikdt X €2 Y z T2A jev T1A interpretovan formuli ,X €; Y
pro X,Y konstruovatelné“.?3

L.S. Rieger zobecnil Godelovu situaci takto: 77 je libovolna godelovska
teorie mnozin, 75 je teorie mnozin dand axiomy A, B, C a jistym zpisobem
zobecnénym axiomem konstruovatelnosti. Zobecnéni spociva v prizptisobeni
pojmu konstruovatelnosti t¥id a mnozin tak, aby byl nezavisly na axiomu D.
Riegrova interpretace odpovida Godelové interpretaci popsané vyse.

Pti vystavbé teorie 77 nasledoval L.S. Rieger Godeltiv postup z kapitol I az
IV v [G6d40]. Déle potieboval zobecnéni pojmu ordinédlniho éisla (jehoz formu-
lace byla u K. Gédela zavisla na axiomu D), jeZ ziskal pouzitim Robinsonovy
definice z [Rob37].24 Poté dospél k zavéru, Ze viechny véty o ordinélnich &islech
7z [G6d40] potf¥ebné k zavedeni pojmu konstruovatelnosti a k sestrojeni modelu
T2A v TlA , jsou platné i pro tuto novou definici.

Timto jiz L.S. Rieger ziskal formulaci zobecnéného axiomu konstruovatel-
nosti. Déle tedy sestrojil, krok po kroku jako v [G6d40], zobecnény Gédeliv
model konstruovatelnych tfid a mnozin z 77 tim, Ze ovéril, ze vSechny axiomy
z Ty plati v teorii T} ve smyslu interpretace jazyka.?®> Toto ovéieni provedl, az
na vyjimku tykajici se zobecnéného axiomu konstruovatelnosti, opét analogic-
kym zpisobem jako K. Godel v kapitolach V az VII v [G5d40].

Na zavér L.S. Rieger dokazal néasledujici vétu:

Véta: Axiom D je disledkem axiomi A, B, C a (zobecnéného) axiomu
konstruovatelnosti.

Pomoci nékterych vysledkti z Godelovy prace [God40] dokézal tato tvrzeni:

Véta: Zobecnény Godeluv model Ize vytvorit v libovolné gédelovské teorii
mnozin. Plati v ném axiomy A, B, C, D, E a zobecnéné hypotéza kontinua.

Véta: Je-li teorie danéd axiomy A, B, C bezesporné, je bezesporna i teorie
vytvorend pridanim axiomt D, E a zobecnéné hypotézy kontinua.

Cast 3.: Indexové modely (T-modely) a jejich proni aplikace

Hlavni ¢ast prace [R13] L.S. Rieger vénuje ,normalizaci“ modeltl, tj. redukci
daného modelu na model jistého standardniho typu. Tyto ,normalizované“
modely nazyva indexové modely (T-modely):

Definice: Model gidelovské teorie mnozin 75 v jiné godelovské teorii mno-
7in Ty dany predikaty TFr (), Mnr(), € interpretujicimi T¥a(), Mnao(), €2 2z To
se nazyva indezovy model (nebo presnéji T-model), jsou-li splnény nésledujici
podminky:

V teorii T existuje tfida C' a bijektivni zobrazeni T této t¥idy na né&jakou
dalsi t¥idu C,C C P(C), kde P(C) znadi potenéni tiidu C, a déle

MnT(X) s X e C,

23Pro zjednoduseni oznacujeme odpovidajici si proménné v obou teoriich stejné.

24Robinsonova definice ordinalniho &isla je pouzivana do dne$ni doby.

25Tedy vsechny tyto axiomy reformulované v odpovidajicich interpretujicich (*-)terminech
jsou v interpretujici teorii dokazatelné formule.
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X €7 Y & (Mnp(X) et Trp(Y) et T(X) €1 Y).

T¥ida C se nazyva trida indexd a kazdé T'(x) € C se nazyvé inder ,mno-
ziny* x z T-modelu.

T-model se nazyvé tplng, jestlize C = P(C) a Tip(Y) <Y C C.

Vysvétleme nyni vztah mezi ur¢itym modelem a jemu pfislusejicim 7-mo-
delem. Nejprve je tfeba urcit, jaké modely lze ,redukovat“ na T-modely. V né-
sledujicich odstavcich uvidime, zZe se tato moznost vztahuje na velkou skupinu
modelu.

Mé¢jme zadanou interpretaci jazyka néjaké godelovské teorie mnozin Th
v jiné godelovské teorii mnozin Tj, kterad je ddna predikaty Tr*(), Mn*(), €*
interpretujicimi T¥s(), Mns(), €2 z Ts, a predpoklddejme, ze v T existuje tiida
C, pro kterou plati

Mn*(X) & X €, .20

Pak existuje zobrazeni T s vlastnostmi popsanymi v pfedchozi definici a lze
zadat interpretaci jazyka T¥r(), Mnr(), €r (predikatia TF2(), Mna(), €2 z Ts)
splnujici téz vlastnosti predchozi definice. Déle lze dokazat, Ze je-li interpretace
jazyka dand TF*(), Mn*(), €* interpretaci teorie, pak je interpretaci teorie i
interpretace jazyka dand T¥r(), Mnr(), €r.

Navic model dany 77*(), Mn*(), € a model dany TFr(), Mnr(), €r jsou
ekvivalentni (ve smyslu o-izomorfismu jistych faktorovych algeber pfisluseji-
cich témto modelim). Ziskany T-model se téz nazjva T-reductum piavodniho
modelu.

Dale se L.S. Rieger zabyval zejména tuplnymi indexovymi modely a dokazal
nasledujici véty:

Véta: Necht T} je libovolnéd a T godelovskd teorie mnozin zadand pouze
skupinami axiomt A, B, C. Necht T je v T} bijektivni zobrazeni potenéni t¥idy
P(C) na vlastni t¥idu C z T;. Polozme

MnT(X) < X e P(C),

Tir(Y) &Y CC,

XerYs (M’H,T(X) et TfT(Y) et T(X) €1 Y)

26Toto omezeni je velmi pFirozené.

V zavéru prace [R15], kde jsou uvedeny opravy k ¢élanku [R13], L.S. Rieger dodava, ze
navic mlcky predpokladé, ze pro kazdé X €1 C existuje tfida vSech Y takovych, ze Y €* X,
a tato tfida je mnozinou.
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Pak TFr(), Mnr(), €r davaji interpretaci teorie Ty s predikaty T#s(), Mna(),
€4, tedy dostavame uplny T-model teorie T, v teorii T7.

Predpokladame-li navic v 75 axiom vybéru, pak je splnén i v ziskaném
T-modelu.

Véta: V libovolné giodelovské teorii mnozin lze vytvorit uplny 7-model,
v némz existuji predikativni mnoziny.

Poznamka: Pfipomertime, Ze existence predikativnich mnoZin je v rozporu
s axiomem D, a tim spiSe se zobecnénym axiomem konstruovatelnosti.

Nejvyznamnéjsim vysledkem préace jsou nasledujici dvé tvrzeni:

Véta: Je-li teorie dana axiomy A, B, C, E a zobecnénou hypotézou kon-
tinua bezespornd, je bezesporna i teorie vytvorena pridanim axiomu existence
predikativnich mnozin.

Véta: Axiom D a tedy i zobecnény axiom konstruovatelnosti jsou nezévislé
na axiomech A, B, C a E doplnénych hypotézou kontinua.

K ditkazu této véty vyuziva L.S. Rieger téz vysledki P. Bernayse z [Ber48].
V souvislosti s timto dikazem je préce [R13] citovédna na str. 48 v knize U. Felg-
nera Models of ZF-set theory [Fel7l]. Nezavislosti axiomu D se v padesatych
letech dvacétého stoleti zabyvali napf. E. Specker [Spe57] a E. Mendelson
[Men56].

Navazujici prace

Clanek [R13] je jednim z nejvice citovanych Riegrovych dél. Vétsina citujicich
praci byla dohledana prostfednictvim internetové databize Web of Science
[Web]; jsou z relativné nového obdobi (od roku 1980). Jedna se o publikace
J. Kupera [Kup91], G. Kreisela [Kre92], A. Petryho [Pet92], déle R.S. Lazice a
A.W. Roscoea [LR96], M.V. Marshalla a M.G. Schwarzeho [MS99] a G. Uzqui-
ana [Uzq99].

T.E. Forster v ¢lanku Permutation models in the sense of Rieger-Bernays
[For87] definoval tzv. Riegrovy-Bernaysovy modely permutaci, jejichz prostied-
nictvim (na zékladé vysledki z [R13]) podal dtikaz nezavislosti axiomu fundo-
vanosti na ostatnich axiomech Zermelovy-Fraenkelovy teorie mnozin. S témito
modely T.E. Forster pracuje i v publikacich [For90] a [For03], Riegrovu préci
[R13] cituje i v tématicky odlisném ¢lanku [For93).

Vysledkt publikace [R13] déle vyuzivaji H. Wang (1921-1995) a R. McNau-
ghton [WM53], P. Vopénka [Vop64b] a M. Boffa (1939-2001) [Bof67].

4.2.3 A contribution to Godel’s axiomatic set theory, 11
[R15] (1959)

Tato publikace je opét tizce spjata s fundamentalni Godelovou praci [G6d40].
L.S. Rieger uvazuje v celé praci tzv. Gddelovu teorii konecngjch mnozin, tj. teorii
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zadanou Godelovymi axiomy A, B, C, D a E s vyjimkou axiomu C1 (axiomu
nekonecna), jenz je nahrazen svou negaci, tzv. aziomem konecna:

non(3z)(z # 0 et (Vx)[z € z = (Fy)(y € z et © C y))),

tj. neexistuje neprazdnd mnozina takova, ze kazdy jeji prvek je obsazen (jako
vlastni podmnozina) v jiném jejim prvku.

V ¢lanku [R15] se L.S. Rieger vénuje novym typtm aritmeticky konstruova-
nych modeld Godelovy teorie konecnych mnozin, které nazyva dyadické modely.
Nejprve sestrojuje nejjednodussi dyadicky model. Zobecnénim jeho konstrukce
jsou pak sestrojeny dva nestandardni?’, a dokonce nespoéetné modely této te-
orie.

Prace [R15] je rozdélena do ¢tyf ¢asti. V prvni ¢asti jsou podany zékladni
udaje o dyadické valuaci a Henselovych?® dyadickych ¢islech, pomoci nichz
je sestrojen nejjednodussi dyadicky model. Ve druhé ¢asti je rozvinuta teorie
dyadickych okruhi a jejich rozsiteni. Pomoci této teorie jsou pak ve tfeti casti
definovany tzv. dyadické okruhy mnozinové-teoretického typu, zkracené m-t-
-okruhy,?® které vedou k sestrojeni obecnych dyadickych modeld. V posledni
Casti jsou spocetné m-t-okruhy rozsifeny na nespocetné, a tak jsou sestrojeny
nestandardni nespocetné modely Godelovy teorie koneénych mnozin.

Tato publikace je volnym pokracovanim predchoziho ¢ldnku [R13]. Své vy-
sledky L.S. Rieger opét prezentoval na schtzi Prazské matematické spolecnosti
konané tentokrat 26. listopadu 1956. V zimnim semestru 1957/58 o této proble-
matice prednasel na MFF UK v ramci Semindre z deskriptivni theorie mnozin.
Pripomenime, ze obé zminéné prace tvorily obsah Riegrovy doktorské dizertace
obhajené v prosinci 1959.

Nyni zavedeme potiebné definice a podrobnéji prihlédneme k jednotlivym
oddiltm préace [R15].

Cast 1.: Uvodni pozndmky

Definujme funkci W néasledujicim zptisobem:
W(m) = n pro celé éislo m = 2"(2k + 1), m # 0,
Wi(p/q) = W(p)—W(q) pro racionélni ¢islo p/q,q # 0.

W se nazyva dyadickd valuace definovanid na nenulovych prvcich télesa T
racionalnich ¢isel. Dale zavedeme na tomto télese metriku:

a= W=y pro x #y, kde a > 1 je libovolna konstanta,

p(z,y)
plx,z) =
Tak muzeme sestrojit — standardnim zpisobem pomoci fundamentalnich

(cauchyovskych) posloupnosti — tiplny obal T' tohoto télesa, ktery nazyvime
téleso Henselovych dyadickych cisel.

27Viz Gast 4.2.6. L.S. Rieger pouzival termin nenormdini.
28Kurt Hensel (1861-1941).
29 Angl. s-t-rings.
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Lze dokazat, ze pro kazdé Henselovo dyadické cislo = existuje dyadicky
rozklad © = Z;’ik ¢;2%, kde k je celé ¢islo a ¢; = 0 nebo ¢; = 1.

Ta dyadicka ¢isla, pro néz je k nezaporné, nazyvame Henselova celd dyadickad
¢isla. Tato ¢Eisla tvori obor integrity obsahujici obor integrity celjch &isel.30

Nyni polozime celd dyadicka ¢isla jako ,t¥idy*, nezaporna cela cisla jako
,mnoziny*“ a definujeme relaci ,nélezeni* néasledovné: x €* y, jestlize = je celé
neziporné ¢islo a 2% se vyskytuje v dyadickém rozkladu éisla y (tj. ¢, = 1).

Lze dokéazat, ze pravé popsand interpretace jazyka Godelovy teorie konec-
nych mnozin je interpretaci této teorie; ziskali jsme tedy model, v némz plati
vSechny axiomy A, B, C (mimo C1), D, E a nonC1. Tento model je nejjedno-
dussi dyadicky model (viz déle), ktery je tzv. podstatné normdlni (tj. relace €*
je v jistém smyslu izomorfni parcializované zdkladni relaci €).

Riegrovym tkolem bylo nyni zobecnit konstrukci tohoto nejjednodussiho
dyadického modelu a ziskat model, jenz nebude podstatné normalni. K tomu
bylo nejprve zapotiebi zavést pojem tzv. dyadického okruhu a vybudovat teo-
rii téchto struktur, jez umozni ziskani aritmetickych vlastnosti potfebnych (a
zérovenl postacujicich) k definici nového modelu.

Cast 2.: Dyadické okruhy a jejich bezprostredni rozsireni

Tento oddil je nejdelsi ¢asti (zaujiméd témér polovinu prace), obsahuje znac-
né mnozstvi pomérné komplikovanych definic a tvrzeni potiebnych k dikazu
hlavni véty ¢asti nasledujici. Nasim zdmeérem je nové pojmy spise priblizit nez
presné definovat, protoze by exaktni definice byla pravdépodobné samotcelna.
Slovni popis (doslovny i pfiblizny), jenz bude nahrazovat pfesnou matematickou
formulaci, budeme psat v uvozovkach. Omezime se téz pouze na nejnutnéjsi
terminy.

Prvnim zadkladnim pojmem je diskrétné uspordadany okruh. Lze Tici, Ze se
jedna o linedrné usporaddany obor integrity, jenz navic spliiuje podminku
(x <y <axz+1) = (r = y). L.S. Rieger jej definuje pomoci funkce sgn
(misto relace <).

Diskrétné usporadany okruh R se nazyva dyadicky okruh, je-li navic dana
funkce 20, tzv. dyadické umocriovdnd, definovana na nezaporngch prvcich z R,
jez mé nasledujici vlastnosti:

1. 2t =2,

2. 2% .2Y = 2%y

3. r < 2%,

4. ,eukleidovska vlastnost pro déleni mocninami dvou se zbytkem*,

5. ,kaZzdy nenulovy prvek je délitelny (beze zbytku) jistou maximéalni moc-
ninou dvojky“.

30Pro cela éisla se jedna o klasicky zapis ve dvojkové soustave.
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Uvédomme si, Ze obor integrity celych ¢isel je dyadickym okruhem, funkce
dyadického umociiovani je zde rovna klasické exponencialni funkei 20 (parciali-
zované na mnozinu nezapornych celych ¢isel). Uvedme si jesté jednu spoleénou
vlastnost celych ¢isel a prvka dyadického okruhu. Plati, Ze kazdy nenulovy pr-
vek dyadického okruhu lze zapsat ve tvaru z = 2P(2¢ + 1),p > 0, kde p,q
jsou jednoznacné urcéeny prvkem x. Podobné jako na télese racionalnich cisel
definujeme nyni dyadickou valuaci dyadického okruhu R: W(z) = p.

Tak se dyadické okruhy stavaji specidlnim typem tzv. okruht s valuaci, pro
néz L.S. Rieger definuje pojem rozsireni. Tento pojem je pomeérné intuitivni,
nebudeme jej podrobné rozepisovat.?! Specidlnim piipadem rozsifeni je tzv.
bezprostredni rozsirent.

Déle L.S. Rieger definuje charakteristickou funkei (funkci s oborem hodnot
{0, 1}), kterou budeme chapat v jednodussim smyslu a jeji hodnoty oznacovat
C¥ pro prvky z,y dyadického okruhu R, x > 0. Tato funkce je ddna pomérné
jednoduchym aritmetickym vzorcem.3?

Nyni méame jiz vSe potiebné k tomu, abychom mohli zavést tstfedni pojem
prace, pojem tzv. m-t-okruhu.

Cast 3.: Dyadické okruhy mnozinové-teoretického typu (m-t-okruhy)
a dyadické modely Gddelovy axiomatické teorie koneénych mnozZin

Hlavnim cilem tohoto oddilu je konstrukce obecného dyadického modelu pti-
slusné teorie mnozin, proto je zpocatku tfeba zavést zédkladni mnozinové pojmy.

V nésledujicim textu budeme mnozinu nezdpornych prvkia dyadického ok-
ruhu R zna¢it RZ. Podobné jako v prvni ¢asti prace budou nyni tyto prvky
chapany jako ,mnoziny“. Skute¢nost, ze C¥ = 1 pro z,y € RZ, L.S. Rieger
interpretoval ,mnozZina“ x je prvkem ,mnoZiny“ y.

Déle pomoci aritmetickych operaci (na prvcich z dyadického okruhu)
L.S. Rieger zavedl pojmy ,neusporadana dvojice“, ,uspofddand dvojice“, ,u-
sporfadand n-tice* apod.

Samotnd definice m-t-okruhu je dosti komplikovana (v Riegrové praci za-
ujimé t¥i plné strany), proto tento pojem opét pouze pfiblizime. Mnozinové-
-teoreticky okruh (m-t-okruh) je dyadicky okruh, jenz splituje dalsi ,mnozi-
nové“ vlastnosti (m0)—(m8).

Pozadavky (m1)—(m?7) jsou pravé Godelovy axiomy B, jez jsou zde formu-
lovdny aritmeticky a pouze pro ,mmnoziny“ (ne tedy pro ,t¥idy“ budouciho
dyadického modelu).33 Axiomy B2 (axiom priiniku) a B3 (axiom doplitku) jsou
zde nahrazeny vlastnosti (m2) mnozinového rozdilu. Aritmeticky axiom (m3)
ekvivalentni s axiomem definiéniho oboru B4 je zde formulovan jako pozadavek
na ekvivalenci dvou nové zavedenych operaci.

31Napi. musi platit, ze okruh R; s valuaci, ktery je rozsifenim okruhu Ro s valuaci, je
nadokruhem Rj a valuace okruhu R; je na podokruhu Ry definovéana stejné jako valuace na
Ro.

32Plati C¥ = [£] — 2 [QT%], kde [ ] znaéi ,celou ¢ast prvku z R. Existence (a jedno-

znacnost) [2%] je zarucena ¢tvrtou vlastnosti funkce dyadického umocnovani.
33Uvédomme si, ze kandidata na pojem ,t¥idy“ jesté nemame k dispozici.
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Vlastnost (m8) reprezentuje slabsi formu axiomu vybéru E. Pozadavek (m0)
zajistuje mj. platnost axiomt nonC1, C2, C3, C4.

Dodejme, ze obor integrity celych ¢isel patii mezi m-t-okruhy.

Déle L.S. Rieger definuje bezprostfedni tzv. slabé pseudoperfekini rozsireni
R* m-t-okruhu R.3* Obecné jsou prvky z tohoto rozsifeni R* nazyvany ,t¥idy“
a je pro né pozadovano devét vlastnosti obdobnych odpovidajicim vlastnostem
m-t-okruhu.

Prvnim hlavnim zavérem préce [R15] je nasledujici tvrzeni:

Véta: Necht R je m-t-okruh a R* jeho slabé pseudoperfektni rozsifeni.
Polozme
Mn*(X) < X € R=,

Ti*(Y) < Y € R,
X €'Y & Mn*(X) et TF*(Y) et Cx =1).3°

Pak Mn*(), Tr*(), €* definuji tzv. dyadicky model Gdelovy axiomatické teorie
koneénych mnozin.

Cast 4.: Skolemovské rozsireni spocetnich m-t-okruhi

Hlavnim tkolem posledni ¢asti prace [R15] bylo sestrojeni m-t-okruhu nespo-
cetné mohutnosti 1. PopiSeme zhruba zakladni myslenky jeho konstrukce.

Jak jiz bylo zminéno, ptikladem (spoetného) m-t-okruhu je napf. obor
integrity celych ¢éisel. Ten L.S. Rieger uvaZoval jako vychozi m-t-okruh (my jej
ozna¢ime symbolem R;) a dale postupoval nasledujici transfinitni konstrukei:
je-li dan spocetny m-t-okruh R,,a < wi, pak za R,+1 polozime m-t-okruh,
jez vznikne tzv. skolemovskym rozsirenim m-t-okruhu R,,, tj. pouzitim obecné
Skolemovy metody popsané v [Sko34].

Tak L.S. Rieger ziskal nespocetnou rostouci posloupnost (Ry)a<w, do sebe
vnotrenych spocetnych m-t-okruhti a za vysledny m-t-okruh R polozil m-t-
-okruh, jenz vznikl jejich mnozinovym sjednocenim.

Aplikaci hlavni véty z pfedchozi ¢asti dosahl L.S. Rieger zasadniho vysledku
celé prace:

Véta: Necht R je nespocetny m-t-okruh sestrojeny pravé popsanou kon-
strukci a R* jeho slabé pseudoperfektni rozsireni. Pak dyadicky model popsany
v predchozi vété méa nasledujici vlastnost: mnozina ,koneénych ordinalnich ¢i-
sel“ tohoto modelu ma mohutnost N;.

Je-li rozsifeni R* minimélni (tj. je podokruhem libovolného slabé pseudo-
perfektniho rozsifeni m-t-okruhu R), pak mnozina vSech ,t¥id“ tohoto modelu
mé téZ mohutnost Ny.

Je-li splnéna jin4d dodateéna podminka?®®, pak mnozina vsech ,tiid“ tohoto
modelu ma mohutnost 2.

34L.S. Rieger je v praci [R17], kde se o ném zmifuje, nazyvéa dyadicky obal.

35R* je dyadickym okruhem, charakteristicka funkce C¥ je zde proto zavedena. Formalné
definujeme C¥ := 0 pro € R* — R=.

36Tu zde explicitné neuvadime.
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Na zavér dodejme, ze prostfednictvim konstrukce modeli Gédelovy axio-
matické teorie koneénych mnozin, jez maji nespocetné mnoho ,koneénych or-
dinéalnich“ neboli ,pfirozenych® cisel, se oteviel novy pohled na relativnost
axiomaticky uréeného pojmu konecna, prirozeného cisla, aritmetiky apod.

4.2.4 A contribution to Godel’s axiomatic set theory,
IIT [R18] (1963)

Posledni z trojice praci vénovanych Godelové teorii mnozin opét navazuje na
predchozi ¢lanek této série. V praci [R15] L.S. Rieger zkonstruoval nékteré kon-
krétni priklady axiomatické teorie popisujici systém Henselovych celych dya-
dickych éisel a nazval je m-t-okruhy (pfesnéji se jednd o dyadické obaly m-t-
-okruhil), zmifiovanou teorii oznacuje terminem dyadickd aritmetika. V praci
[R18] je obecny pojem dyadické aritmetiky definovan pomoci 31 axiomt. Primi-
tivni pojmy tvori sé¢itani, ndsobeni a mocnéni dvojky. Hlavnim tématem prace
je urCeni vztahu dyadické aritmetiky ke Godelové teorii konecénych mnozin.
L.S. Rieger dokazuje, Ze tyto dva systémy jsou vzajemné interpretovatelné, své
vysledky prezentuje ve formé dvou tvrzeni — Véty o ekvivalenci a Véty o repro-
dukci.

Problematika tohoto ¢lanku byla predmétem seminafe konaného na MFF
UK v akademickém roce 1959/60. L.S. Rieger mél v planu sepsat jesté navazujici
publikaci, tedy ¢tvrtou v této fadé. V ni chtél podat mj. vice ptikladi dyadické
aritmetiky ¢i obecnou algebraickou metodu na rozsifeni dyadické aritmetiky.
O svém zaméru se v praci [R18] nékolikrat zminil, ¢as byl vSak netprosny a
predcasna smrt vSe ukoncéila. L.S. Rieger se nedozil ani uvefejnéni prace [R18].

V nésledujicim vykladu opét ponechdme Riegrovo ¢lenéni prace [R18], vy-
nechame pouze ¢ast prvni (Uvodni poznamky) a posledni (Zavéreéné poznamky
a oteviené problémy).

Cast 2.: Axiomy teorie konecnjjch mnozin (Bernaysovy-Gdédelovy) a
jejich redukce.

Na pocatku préace vypisuje L.S. Rieger axiomy teorie kone¢njch mnozin, tedy
A1 - A4, B1 - B8, nonCl, C2 — C4, D a E z Godelovy prace [God40]. Zaroven
poznamenava, ze axiom B8 (druhy axiom trojité konverze) lze vynechat, ne-
bot je dusledkem ostatnich axiomi Gédelova systému (af uz uvazujeme C1 ¢i
nonC1). Déle, tentokrat pouze v teorii kone¢nych mnozin, 1ze odvodit axiom C3
(axiom potenénich mnozin) a axiom E (axiom vybéru) z axiomii zbyvajicich.3”

L.S. Rieger v dalsim uvazuje takto redukovany systém teorie konec¢nych
mnozin s pridanym existenénim axiomem postulujicim, Ze existuje alespon
jedna mnozina.

37Tato redukce je vysledkem P. Vopénky [Vop64a).
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Cast 3.: Aziomaticky systém (o) dyadické aritmetiky

Nyni blize popiSeme axiomaticky systém dyadické aritmetiky, jak jej zavadi
L.S. Rieger. K lepsimu pochopeni tilohy jednotlivych axiomt tohoto systému
odkazujeme Ctenafe na definici m-t-okruhu. Pti budovéani systému o se budeme
snazit nalézt analogie s axiomy m-t-okruhu.

Uvazujme jazyk prvniho fadu s rovnosti. Objekty nasi teorie budeme na-
zyvat dyadickd celd ¢isla. Axiomaticky systém o obsahuje nasledujici t¥i pre-
dikaty:

a) terndrni predikat s¢itani: zépis +(X,Y, Z) znadi, Ze Z je souftem X a Y,
b) ternarni predikat ndsobeni: zipis -(X,Y, Z) znadi, Ze Z je sou¢inem X a Y,
¢) binarni predikdt mocnéni dvojky: zdpis 2(X,Y") znadi, ze Y vzniklo umoc-
nénim dvojky na X .38

Axiomy systému o udavajici pozadavky na predikaty
)y () 20,)

se rozpadaji do tfi skupin; axiomy okruhu, dyadické axiomy a axiomy trid.
Celkovy pocet téchto axiomi je 30, poslednim (tj. 31.) axiomem systému o je
princip naslednika, ktery ma mezi axiomy odliSnou pozici, a je proto uvazovan
zvl4st. Nyni se s jednotlivymi skupinami axiomt bliZze sezndmime.

Axiomy okruhu se vztahuji pouze na predikaty s¢itani a nasobeni. Jejich
prostfednictvim je pozadovano, aby celd dyadicka cisla tvorila obor integrity
s charakteristikou riznou od dvou (tj. 1 + 1 # 0). Zéaroven je zde zahrnut
poZadavek na neexistenci jedné poloviny — (VX)(non(X + X = 1)).

Dyadickymi aziomy jsou zadany pozadavky na mocnéni dvojky. L.S. Rieger
je rozdélil do dvou skupin. Axiomy prvni skupiny umoznuji zavést tzv. konecnd
celd dyadickd ¢isla, neboli definovat vlastnost byt vétsi nebo roven nule, a to
nerovnosti 2% #£ 0. Cisla s touto vlastnosti tvoii diskrétné uspoiddany podobor
integrity®® oboru integrity celych dyadickych ¢isel, a to vzhledem k nésledujici
relaci:

X<Y& (X#Yet 2" X #£0).

Druh4 skupina dyadickych axiomt zajistuje definici relace nalezeni €*. Je
zde také definovana dyadickd valuace (analogicky jako u dyadického okruhu,
viz ¢ast 4.2.3).

Poznamka 1: Objasnéme nyni vztah mezi dyadickym umoctiovanim u dya-
dického okruhu a funkei 20, jez vznikla pravé definovanym mocnénim dvojky
(tj. pomoci dyadickych axiomu).

Funkce dyadického umocnovani je definovana pouze pro nezaporné prvky
(diskrétné) uspofadaného oboru integrity a z jejich vlastnosti plyne, Ze mé
hodnoty vzdy vétsi nez nula.

38Zjednodusené pak zapisujeme Z = X +Y, resp. Z = XY, resp. Z = 2% . Tim dost4dvame
operace () + (), () - (),20.

39Viz definice diskrétné uspofaddaného okruhu, ¢ast 4.2.3.
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Naproti tomu funkce 20 je definovana pro viechny prvky oboru integrity a
(diskrétni) uspotfadani je zde definovdno prostiednictvim jejich hodnot. Plati
téz, ze (VX)(2% > 0). Pro nezaporné prvky ma funkce 20 stejné vlastnosti jako
funkce dyadického umocnovani.

Poznamka 2: Relace nélezeni €* (jak uvidime dale) je definovana pro-
stfednictvim analogického pfedpisu jako v piipadé dyadickych modeld (zde se
jednalo o charakteristickou funkci C¥). Jako ,mnoziny“ zde uvazujeme konec¢na
(tedy nezdporna) celd dyadicka ¢isla a jako ,t¥idy“ vSechna celd dyadick4 éisla.

Prévé zminéné axiomy budované teorie dyadické aritmetiky zajistuji plat-
nost Godelovych axiomt A a axiomu B2.

Pro zadéani posledni skupiny axiomu bylo nejprve tieba zavést pojmy ,ne-
usporadand dvojice“, ,usporadana dvojice“ apod., coz L.S. Rieger provedl po-
moci aritmetickych operaci na celych dyadickych ¢islech, analogickym zptso-
bem jako v predchozi praci.

Aziomy trid jsou ekvivalentni Godelovym axiomtm B (kromé axiomu B2),
jsou formulovény aritmeticky, obdobnym zptsobem jako vlastnosti (ml)—(m?7)
u m-t-okruhu (v tomto pfipadé vsak i pro ,,t¥idy“, nejen pro ,mnoziny“). Pfipo-
mindme, Ze v této praci L.S. Rieger pracuje s redukovanym systémem Godelovy
axiomatiky.

Poslednim axiomem je princip ndslednika, ktery ma opét podobny charak-
ter jako vlastnost (m0) v definici m-t-okruhu. V tomto piipadé nezajistuje
mnozinové-teoretické vlastnosti pro relaci nalezeni, ale je podstatny pro plat-
nost Véty o reprodukeci.

Na zavér tohoto oddilu znovu pripomenme, ze vSechny pravé zminéné axi-
omy dyadické aritmetiky spliiuji napt. Henselova celd dyadickd cisla (viz Cast
4.2.3).

Cast 4.: Véta o ekvivalenci a véta o reprodukci

Na zakladé vysledkt druhé a tfeti ¢asti dokazal L.S. Rieger ve ¢tvrté ¢asti prace
[R18] nésledujici dvé hlavni tvrzeni:

Véta o ekvivalenci:

1. Necht () + (), () - (),20 jsou operace dyadické aritmetiky, pro néz plati
axiomy okruhu, dyadické axiomy a axiomy t¥id (tedy bez principu néslednika).
Definujme predikaty 77*(), Mn*(), €* nésledovné:

Mn*(X) < 2% £0,
7" (Y)&sY =Y,

X €'Y < sgn(2¥) (B;} -2 [2;1]) =140

40Porovnej s definici dyadického modelu, éast 4.2.3.

L.S. Rieger v praci nejprve dokazal, ze vyraz sgn(2X) <[2LX] -2 [zx%]) muze nabyvat
pouze hodnot 0 ¢i 1.
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Potom T7*(), Mn*(), €* spliiuji axiomy Godelovy teorie koneénych mno-
zin. 4!

2. Necht T7(), Mn(), € jsou predikity Godelovy teorie koneénych mno-
zin. Potom lze zavést zdkladni dyadické operace () + (),() - (),20 spliujici
2! = 2 = {{0}}*? pro vSechny ti{dy ptivodniho systému tak, Ze jsou splnény
vSechny axiomy dyadické aritmetiky vcéetné principu naslednika.

Véta o reprodukci:

1. Uvazujme situaci z prvni ¢asti Véty o ekvivalenci. Nechf dale plati princip
naslednika. Zavedme nové dyadické operace () +* (), () -* (),2*" na ,tiidach*
pomoci druhé ¢asti Véty o ekvivalenci, avsak aplikované na predikat €*. Potom
2* = 2 a operace ()+* (), ()-* (), 2%V jsou identické s operacemi ()+ (), ()- (), 20.

2. Uvazujme nyni situaci z druhé ¢asti Véty o ekvivalenci. Zavedme novy
predikat nalezeni €* pomoci prvni ¢asti Véty o ekvivalenci aplikované na praveé
definované dyadické operace () + (), () - (),20. Potom predikat €* je identicky
s pivodnim predikatem €.

Nyni blize osvétlime vyznam pravé uvedenych tvrzeni. Véta o ekvivalenci
davd moznost vzajemné interpretovatelnosti dyadické aritmetiky v Godelové
teorii koneénych mnozin a naopak. Véta o reprodukci fika, ze postupnym pro-
vedenim téchto dvou interpretaci (v libovolném potadi) ziskavame identickou
interpretaci.

Jinak feCeno L.S. Rieger ukazuje, jak je mozno sestrojit model jedné teorie
ve druhé a naopak, a déle, ze pokud sestrojime model jednoho systému (A)
ve druhém (B) a poté model pravé zkonstruovaného modelu v pivodnim sys-
tému (A), pak tento model (tedy model modelu teorie A) reprodukuje ptivodni
systém (A).

Tim je ukédzéano, ze axiomaticky systém dyadické aritmetiky je presné to
samé jako Godelova axiomaticka teorie kone¢nych mnozin, ovSem s jinymi pri-
mitivnimi pojmy. Uvazujeme-li tedy teorii kone¢nych mnozin, pak relace néle-
zeni ma aritmeticky charakter.

Na zavér dodejme nékolik poznamek k dikazim téchto tvrzeni. L.S. Rieger
dokazuje druhou c¢ast Véty o ekvivalenci a Véty o reprodukci dohromady, a
to v nékolika krocich; dalsi dvé ¢asti jsou pak dokdzany oddélené. O znacné
naroc¢nosti a hloubce Riegrovych tvah svédéi i to, Ze A. Mostowski v recenzi
tohoto ¢lanku v casopise Mathematical Reviews dodéava, ze pres velkou snahu
se mu nepodafilo vsem dilkaziim porozumét.

V Uplném zavéru prace pak L.S. Rieger uvadi nékolik poznamek, tykajicich
se zejména neplatnosti vyse zmifiovanych tvah (tj. aritmetického pfistupu) pro
pfipad teorie nekoneénych mnozin. Nastinuje zde i néktera pfipadné feSeni
tohoto problému (napf. zeslabeni jistych axiomt dyadické aritmetiky).

41Uvédomme si, ze prvni hlavni vysledek prace [R15] je velice podobny tomuto tvrzeni.
42() zna¢i prazdnou mnozinu.
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4.2.5 Sur le probléme des nombres naturels [R16] (1959)

V publikaci [R16] L.S. Rieger aplikuje své vysledky z [R15] a [R18] na FeSeni
otazky, zda je mozné chdpat tehdejsi zdklady teorie cisel jako analogickée ke
geometrické teorii zacdtku 19. stoleti (tj. pred tim, nez byla zndma existence
neeukleidovskych geometrii). Problematika tohoto ¢lanku je do jisté miry obsa-
Zena v praci [R17], kterd na [R16] patrné navazovala. L.S. Rieger tento ¢lanek
vsak v [R17] nezmifuje.

Nejprve vysvétluje, pro¢ je odpovéd na danou otdzku, tak, jak byla chapéna
do té doby, negativni. Poukazuje na to, ze obecné jsou prirozena ¢isla chapana
jako ,absolutni“ pojem (piSe, Ze si lze pfedstavit néjaky stroj ¢i fyzicky pro-
ces, ktery vytvaii strukturu absolutnich pfirozengch ¢isel). Dodéva, ze tento
absolutni pojem je prijiman mj. proto, Ze je potfebny pro pfesnou formulaci
samotné Peanovy aritmetiky (viz ¢ast 4.2.6).

Ukazuje, ze tento zptisob vymezeni absolutniho pojmu pfirozenych ¢isel je
dosti problematicky. Snazi se opustit takovéto presvédéeni, pfitom zminuje pii-
spévek A.S.E. Volpina ze stejného sborniku, ve kterém je prezentovan obdobny
nazor.

Na otézku polozenou v ivodu hled4 odpovéd pomoci striktné axiomatickych
prostiedki (vyuzitim vysledktl z [R15] a [R18]). Nejprve uvadi piedpoklady
svého (axiomatického) pohledu na zdklady teorie ¢isel:

1. Zakladni teorii ¢isel je tieba chapat jako axiomatickou teorii prvniho fadu.
2. Pojem pfirozeného cisla nelze chépat jako dany.

3. Vsechny matematické ivahy musi byt relativizovany ciselnou konstantou
(jakozto horni hranici pro pocet pouzitych symbol a kroky matematic-
kych rekurzi branych v tvahu).

4. Pro samotné primitivni pojmy hledaného axiomatického systému musime
uzit nékteré zakladni aritmetické operace.

Déle ukazuje, Ze vySe pozadované lze splnit aZz prekvapivé jednoduchym
zpusobem na zékladé zavéra z praci [R15] a [R18]:

Gddelova axiomatickd teorie konecngch mnozin je pouze jinou formulaci
urcité konecné aziomatické teorie Henselovych celjch dyadickych cisel (v [R18]
nazyvané dyadickd aritmetika). Tuto teorii struéné popisuje a uvadi i znéni
Véty o ekvivalenci a Véty o reprodukci. Domniva se, Ze takovato axiomatizace
dyadickych celych ¢isel by mohla byt pfijata za zaklad teorie ¢isel nebo alespon
za dilezity fragment algebraické teorie cisel.

V zéavéru prace L.S. Rieger uvadi dva zasadni problémy, které je tfeba vy-
Fesit pro dokdzéni dané analogie (mezi geometrii a teorii ¢isel).

Prvnim je nalézt dostatecné prirozenou hypotézu teorie cisel a dvé interpre-
tace aziomatické teorie celych dyadickych cisel (v Godelové axiomatické teorii
mnoZin), z nichz jedna by potvrzovala a druhd vyvracela tuto hypotézu (srovnej
s definici absolutni nerozhodnutenosti, ¢ast 4.2.6, viz téz poznamka 47).43

43 Tento problém je jiz vyiesen. Takové pFirozené hypotézy nalezli J.B. Paris a L. Harrington
[PHT77].
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Druhym problémem je, jakym zpiusobem lze ,unotit* libovolny model teo-
rie konecnych mnozin do modelu obecné teorie mnozin tak, Ze ordindlni c¢isla
modelu ,unoreného® se stanou konecnymi ordindlnimi c¢isly celého modelu.

Na zavér dodejme, Ze prace [R16] byla publikovana ve sborniku Mezindrod-
ntho symposia ze zdkladi matematiky konaného v zari 1959, na némz L.S. Rie-
ger vystoupil se stejnojmennym referatem.

4.2.6 Problém tzv. absolutné nerozhodnutelnych vét te-
orie c¢isel [R17] (1960)

V ¢lanku [R17] je zpracovdn obsah pfednasky O wvztazich mezi teorid cisel, te-
orii mnozin a matematickou logikou, kterou L.S. Rieger pronesl dne 10. 11.
1958 v Matematické obci praZské. Je vénovan znacné obtiznému problému tzv.
formdlni (relativn?) a tzv. obsahové (absolutni) nerozhodnutelnosti vét elemen-
tarni teorie ¢isel (ktery byl jiz naznacen v pfedchazejici praci [R16]). L.S. Rieger
zde provadi kriticky rozbor tohoto problému a diskutuje nékteré jeho aspekty,
zv]asté pak analogie mezi axiomatickymi zaklady geometrie a aritmetiky. V pfi-
stupu k dané problematice vyuzil (stejné jako v [R16]) své nejnovéjsi vysledky
o ekvivalenci Goédelovy axiomatické teorie koneénych mnozin s axiomatickou
teorii Henselovych celych dyadickych ¢isel, které publikoval v pracich [R15] a
[R18].

Obsahova (absolutni) nerozhodnutelnost

Obsahové (absolutné) nerozhodnutelnou nazyvidme takovou vétu dané mate-
matické teorie, k niz existuji dva modely, pficemz v jednom modelu véta plati
a ve druhém neplati. Takovou vétou je napf. v absolutni geometrii Eukleidtv
postulat o rovnobézkach. Ten plati ve standardnim modelu eukleidovské roviny
a neplati napf. v Poincarého modelu Lobacevského roviny.

Problém nalezeni absolutné nerozhodnutelnych vét elementarni teorie cisel
(¢éi konkrétnéji Peanovy aritmetiky) byl poprvé diskutovan A. Mostowskym
v [Mosb4], tato problematika byla v podstaté oteviena jiz ve slavné Godelové
praci [God31]. Jak pise Rieger, dalsi vyvoj v jejim FeSeni vSak nebyl pfilis
zdarny.

L.S. Rieger v posledni ¢asti ¢lanku [R17] nastinil novy smér, ktery by mohl
feSeni daného problému usnadnit, a to jeho redukci na problém fesitelnosti
jistych exponencidlnich rovnic nad rozsifenymi dyadickymi okruhy (viz éast
4.2.3). Uvédomme si, Ze Usp&sné feseni tohoto problému by znamenalo proka-
zani analogie teorie Cisel a geometrie.

Prvni ¢ast prace [R17] je vénovana axiomatizaci a formalizaci elementarni
teorie Cisel. Pro tu byl v dané dobé nejvice pouzivan systém formalizované
Peanovy aritmetiky pochazejici od D. Hilberta a P. Bernayse ([HB39)).

Poznamka: Pfipomenime, Ze elementarni aritmetika je (pfi soucasné axi-
omatizaci) teorii prvniho Fadu s jazykem s rovnosti a specidlnimi symboly
0,5, +, -, kde 0 je konstanta oznacujici nejmensi pfirozené ¢islo, S je symbol pro
funkei néslednika, S(xz) = x + 1, symboly +, - zna¢i operace souc¢tu a soucinu
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prirozenych ¢isel. Elementarni aritmetika mé Sest specidlnich axiomi: nasled-
nik pfirozeného ¢isla je nenulovy, S je prostd funkce a zbyvajici ¢tyfi axiomy
podavaji rekurzivni definici souc¢tu a soucinu.

Peanova aritmetika je pak teorie, jez vznikla z elementarni aritmetiky pti-
danim nasledujiciho schematu axiomu indukce:

Je-li A formule elementéarni aritmetiky a x proménna, potom formule

A(z/0) = ((Vz)(A = A(z/S(z))) = (Vx)A)

je axiom indukce.

Standardnim modelem (elementarni i Peanovy) aritmetiky je struktura
N = (w,0,0,8,®), kde w je mnozina pifirozenych &isel, ) realizuje nulu, o je
funkce, ktera ¢islu n pfifazuje nasledujici pfirozené ¢islo, a @, ® jsou obvyklé
operace souctu a soucinu.

Schema axiomt indukce u Peanovy aritmetiky vSak piedstavuje nekonecné
mnoho aritmetickych axiomi; Rieger piSe, Ze lze ukézat, Zze pfi zachovani na-
slednika jako primitivniho pojmu nelze vystacit s kone¢nym poctem axiomi.
Tato okolnost zptsobuje fadu obtizi, zejména pokud se jednd o problém abso-
lutné nerozhodnutelnych vét aritmetiky. Jsou dany nutnosti ovéfovat v ptislus-
nych modelech nekoneéné mnoho axiomi.

Existuje vsak moZnost kone¢né axiomatizace a formalizace aritmetiky, a to
pomoci Goédelova axiomatického systému koneénych mnozin. Zde je primitiv-
nim pojmem relace nalezeni, pojem naslednika lze definovat. Tato axiomatizace
elementérni teorie ¢isel ma fadu vyhod, a jak plyne z vysledku prace [R18], ne-
zavadi do této teorie zadny ,nearitmeticky* prvek.

Podle Riegra se tak problém absolutné nerozhodnutelnych vét elementarni
teorie Cisel prevadi na tlohu nalézt vétu axiomatické teorie koneénjch mno-
7in, k niz by (v celé Godelové axiomatické teorii mnozin) byl sestrojen model,
v némz véta plati, a zadrovenn model, v némz véta neplati.

Formaélni (relativni) nerozhodnutelnost

Nyni je tfeba predstavit pojem formdiné (relativné) nerozhodnutelnych vét
aritmetiky, a to ve smyslu Godelové [God31]. L.S. Rieger se téz odkazuje na
Mostowského monografii [Mos52], kde je cela teorie systematicky zpracovana.
Jedné se o véty formalizované peanovske aritmetiky, které lze udat pri kaZdé jeji
rekurentni formalizaci a k nimz (v dané formalizaci) neezxistuje ani formdlni
dikaz, ani formdin{ vyvrdcend.**

L.S. Rieger déale podava kritiku v té dobé bézného vykladu a stanovisek
zaujimanych k formélni godelovské nerozhodnutelnosti, a to téz na zikladé
nejnoveéjsich vysledki a svych vlastnich poznatki. V souvislosti s tim diskutuje
roli nestandardnich modelt aritmetiky a poukazuje na moznost jejich sestrojeni
(viz [R15]), dokonce sestrojeni jejich nespoc¢etného mnozstvi.

44[R17], str. 4.

V tomto okamziku podotknéme, Ze ndm neni zcela jasné, co pfesné je touto definici minéno.
Domnivame se, ze na zakladé Godelovy véty o uplnosti se tato definice shoduje s definici
absolutni nerozhodnutelnosti.
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Své zavéry shrnul takto:

Ukazuje se potreba opustit presvédceni o tzv. obsahové kategoricnosti arit-
metiky prirozengjch ¢isel*® a zdroven potieba rehabilitovat aziomatickou metodu
zakladani aritmetiky. Je vsak treba vychdzet z daného konecného (dobie pie-
hlédnutelného) poctu aziomi, coZ bude vyZadovat jingch primitivnich pojmai,
nez je pojem ndslednika. Takovou aziomatickou zdkladnou by mohla byt Giodel-
-Bernaysova axiomatickd teorie konecnych mnoZin vzhledem k autorovu vy-
sledku o jeji ekvivalenci s aziomatickou teorid jistych dyadickiych okruhi (za-
loZengjch jen na primitivnich pojmech secitdni, ndsobeni a mocnéni dvojky).*5

Na konci téchto avah vyslovuje L.S. Rieger konkrétni domnénku, jaké tvr-
zeni by mohlo byt absolutné nerozhodnutelnym postulatem pfidanym k axio-
matické aritmetice.*”

Problém absolutné nerozhodnutelnych vét teorie Cisel a dyadické
okruhy

V uplném zavéru prace [R17] je naznaceno jadro nové algebraicko-logické me-
tody, jez by mohla usnadnit feSeni stanoveného problému. L.S. Rieger ukézal
(prostfednictvim vyse uvedenych tvah) toto:

Kazdé aritmetické vété se dd vzdajemné jednoznacné priradit jistd rovnice
o jedné nezndmeé, sestavend nad jistym prislusejicim m-t-okruhem, resp. jeho
slabé pseudoperfektnim rozsirenim (dyadickym obalem), a to takto:

Dand veta v modelu plati prave tehdy, kdyz uvaZovand rovnice md v prislus-
ném dyadickém okruhu mezdporné feseni.

Jak bylo fefeno v tvodu tohoto oddilu, L.S. Rieger ptrevedl problém ab-
solutni nerozhodnutelnosti vét teorie ¢isel na problém resitelnosti jisté rovnice
o0 jedné neznamé nad rozsifenim jistého dyadického okruhu. Otézkou vSak zi-
stava, zda a do jaké miry by tento pfistup usnadnil feseni dané otazky.

V souvislosti s ¢lanky [R16], [R17] a [R18] dopliime, ze L.S. Rieger vystou-
pil na 5. rakouském matematickém kongresu konaném ve dnech 12.-17. zari
1960 s referatem Axiomatickd dyadickd aritmetika a jeji modely. Z vytahu této
prednasky, ktery je uvefejnén jako [R43|, vybirdme nejdtlezitéjsi body (jedna
se o doslovny pfeklad z néméiny):

V matematické logice se jiZ vice neZ dvé desetileti (po vzoru Skolema a Go-
dela) pracuje s tzv. nenormalnimi (nestandardnimi) modely Peanovy aritmetiky

45 Jelikoz piirozena é&isla (jako zakladni matematické objekty) nelze uspokojivé charakteri-
zovat zadanim axiomi a odvozovacich pravidel aritmetiky, bylo zaujimano stanovisko (na-
zyvané téz stanovisko konstruktivné intuitivni kategoriénosti), ze elementarni aritmetika by
neméla byt budovana axiomaticky, ale intuitivné konstruktivni metodou.

46[R17], str. 10.

471,.S. Rieger se domnivé, Ze by se mohlo jednat o kladné feseni tzv. anonymova prvodi-
selného problému, zda vsechna ¢isla tvaru

241, 2241, 22 +1,...

jsou prvodisla (pfipadné az na koneéné mnoho vyjimek).



168 AXIOMATICKA TEORIE MNOZIN

prirozenych cisel. Zustdvaji vsak doposud témer bez zdjmu matematiki pracuji-
cich v teorii ¢isel. Na jedné€ strané totiz Peanova aritmetika naprosto nepoddvd
(se svym nekoneéngm poctem aziomi) matematicky uspokojivou implicitni de-
finici pojmu ,prirozené cislo“ ... Na druhé strané jsou stdvajici nenormdlni
modely aritmetiky podstatné metamatematicky definovane . ..

Ve svém referdtu bych rdd vylozil aziomaticky a (k intuitivnimu pohledu)
protikladny ndhled na zdklady teorie cisel, v némz nebude zapotrebi metama-
tematiky, a zdrovern snad mebude bez zdjmu pro matematiky pracujici v teorii
cisel.

Bude totiZ uwveden dobre prehledny systém 19 elementdrnich axiomi pro in-
tuitivni dobre zndmd Henselova celd dyadickd cisla, pouze se tremi zdakladnimsi
(primitivnimi) pojmy, tzn. zdkladnimsi operacemi: s¢itdni, ndsobeni a umocrio-
vant dvogky . ..

Kromé béznych pocetnich zdkonu lze na zdkladé aziomu abstrakiné vysvét-
lit pojem ,konecného“ celého dyadického cisla a dokdzat pro néj silny princip
indukce; proto vsechno, co lze v elementdarni teorii cisel dokdzat, lze rovnéz
dokazat pro kazdy typ ,konecnych® celych dyadickijch cisel . ..

V ramci Gddelovy-Bernaysovy axiomatickée teorie mnozin lze zkonstruovat
pro tuto axiomatickou dyadickou aritmetiku rizné modely, a to bez metamate-
matickych pomucek, dokonce takove, které obsahuji libovolny predepsany seg-
ment tridy transfinitnich ordindlnich cisel pri ,konecnych® celych dyadickijch
cislech.

Za pouZiti metod obecné Krullovy*® teorie ohodnoceni algebraickijch téles
... budou ukdzany nektere strukturdlni zdakladni vlastnosti téchto nenormdlnich
modeli axiomaticke dyadické aritmetiky a bude objasnén rozlicny puvab téchto
modeli (tzn. jistych obori integrity s funkci mocnéni dvojky).

Nakonec bude diskutovdana otdzka, zda by se mohly v nékterjych modelech
ovérovat ¢i vyvracet dosud oteviené klasicke elementdrni ¢iselné hypotézy v hru-

bé analogii s odpovidajicimi geometrickymi hypotézami.*?

4.2.7 On the consistency of the generalized continuum
hypothesis [R20] (1963)

Riegrova posmrtnd prace [R20] je vénovana slavné Godelové vété z roku 1940
publikované v jiz nékolikrat zminované knize The consistency of the axiom
of choice and of the generalized continuum hypothesis with the axioms of set
theory [G6d40]. Nejprve uvadime znéni této véty.

Véta o (relativni) bezespornosti axiomu vybéru a zobecnéné hypo-
tézy kontinua: Je-li teorie dand Godelovymi axiomy A, B, C a D bezesporna,
pak je bezespornéa i teorie, jejiz axiomy jsou doplnény axiomem vybéru E a
zobecnénou hypotézou kontinua.

48Wolfgang Krull (1899-1971).
49[R43], str. 84-85.



4.2 PRACE Z AXIOMATICKE TEORIE MNOZIN 169

Reknéme nyni nékolik slov o ptivodnim Gédelové dikazu. Prvni éast véty,
tedy o relativni bezespornosti axiomu vybéru, je v podstaté okamzitym disled-
kem konstrukce modelu A v Godelové systému ¥ (viz ¢ast 4.2.2). Obtiznou ¢asti
byla konstrukce modelu A jako takového. Druhé ¢ast dikazu je zna¢né néroc-
néjsi. Zalozena je na hlubokém strukturdlnim lemmatu (v [G6d40] nazvaném
Kondenzaéni lemma) tykajicim se ordindlnich ¢isel.

Riegrovou snahou a hlavnim cilem prace [R20] bylo proto nalézt pomérné
intuitivni variantu Gédelova ditkazu bezespornosti zobecnéné hypotézy konti-
nua a pritom zredukovat pouziti ordinalnich ¢isel na minimum. Popsané avahy
vsak L.S. Riegra pfimély k hlubsi analyze Godelova axiomu konstruovatel-
nosti, kterd vedla k formulaci zjednodusené verze tohoto axiomu, coz se stalo
dalsim cilem jeho prace. Poslednim Riegrovym zameérem pak bylo podat — jako
prirozeny dusledek predchoziho zkouméni — novy dikaz bezespornosti axiomu
vybéru.

L.S. Rieger ve svém novém dilkazu této slavné véty postupoval na vétsiné
mist obdobnym zptsobem jako K. Godel. Odlisuje se vSak v nékolika bodech
zejména u dikazu relativni bezespornosti zobecnéné hypotézy kontinua. Jeho
diikaz je tak podstatné jednodussi nez znaéné slozity postup Godeliv.?°

V prvni, tvodni ¢4sti prace [R20] L.S. Rieger zavadi fundamentalni poZada-
vek konstruovatelnosti, ktery oznacuje K. Vlastni obsah ¢lanku je pak rozdélen
do t¥i kapitol. Nejprve je dokazéno, ze pozadavek K je bezesporny vzhledem
k axiomum uvazovaného systému X, v dalsi ¢asti je podan dukaz faktu, Ze z axi-
omu A, B, C a D systému X doplnénych axiomem K vyplyva axiom vybéru a
zobecnénd hypotéza kontinua, a do tfetice je ukazano, zZe pomérné jednoduchy
axiom K je v X ekvivalentni se slozitym Godelovym axiomem konstruovatel-
nosti.

Na zévér dopliime, ze o prfedmétu tohoto ¢lanku L.S. Rieger referoval v Ma-
tematicke obci prazské dne 5. 6. 1961 a nasledujiciho roku byl z této prednasky
v Casopise pro péstovdni matematiky uvefejnén vytah [R46].

PozZadavek konstruovatelnosti K

Definice: Polozme [0] := 0. Je-li déle definovano [§] pro libovolné ordinalni
¢islo B3, pak [3+1] definujeme jako uzdver mnoziny5t [3]U{[B]} vzhledem k tzv.

50 Jednodussi verzi Godelova ditkazu relativni bezespornosti zobecnéné hypotézy kontinua
dale podali napf. R. Doss [Dos63], P.J. Cohen (nar. 1934) [Coh66], J.R. Shoenfield [Sho67],
C.R. Karpova (1926-1972) [Kar67], R.B. Jensen (nar. 1936) [Jen67] a A. Mostowski [Mos69].

51Viz Poznamka 1 nize.
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mnozinové-teoretickym operacim Fi, ..., Fy danym takto:°?
Fi(zy) = {zy}
— operace dvojice (viz axiom A4),
Fy(z) = {{u,v)€z:uev}
(viz axiomy B1 a B2),
Fay(z,y) = z—y

— operace dopliiku (viz axiom B3),

Fy(z) = {u:Bv)((v,u) € 2)}
— operace defini¢niho oboru (viz axiom B4),

Fs(z,y) = axy
— operace kartézského soucinu (viz axiom B5),
Fo(r) = {{u,v):(v,u) €}

— operace dvojité konverze (viz axiom B6),

F7(£L') = {<<u7v> 7w> : <<v,w) ,’LL> € LE}
— prvni operace trojité konverze (viz axiom BT),

Fg(l‘) - {<<U,U>,IU> : ((u,w),v> GJZ}
— druha operace trojité konverze (viz axiom B8).

Nakonec polozme [a] := [J;_,[0] pro libovolné limitni ordindlni ¢islo a.
PozZadavek konstruovatelnosti K je pak dan néasledujici formuli:

U [ﬂ] =V,
BeOn
kde On je trida vSech ordinalnich ¢isel systému ¥ a V' je univerzum mnozin.

Poznamka 1: Uzdvér mnoZiny x vzhledem k n;-arnim operacim F; je ta-

kova nejmensi tfida 7, kterd obsahuje mnozinu x a pro kazdé uy, ..., u,, €7 je
Fi(u1,...,u,,) € T. Uzavér mnoziny se jednoduse sestroji rekurentnim zptiso-

bem, tj. postupnym provadénim vSech operaci; pro presny postup konstrukce
odkazujeme na monografii [BS86].

Poznamka 2: Zékladni operace F1, ..., Fg jsou ziskany drobnou modifikaci
Godelovych fundamentélnich operaci fi,..., fs.

Pozdéji uvidime, Ze jsme takto zavedli tzv. K-konstruovatelné mnoziny.
Axiom K tedy tikd, Ze kazdd mnozina je konstruovatelna, ale ve zna¢né prost-
§im a (zd4nlivé) obecnéjsim smyslu nez tomu bylo ptivodné u K. Gédela.

Poznamka 3: Soucasné definice konstruovatelnych mnozin Lg ma (pro
nelimitni ordinalni ¢islo ) tvar

L1 = LgU{Lg}NP(Lg),

52Tyto operace jsme nazvali podle jejich vztaht k axiomtim Godelova systému .
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kde ¥ je uzévér x vzhledem k operacim Fi,..., Fr, a
Lo=|]J Ls
B<a

pro limitni ordinalni ¢islo a.. Tida L := Jgcp,, L se nazyva tiida (univerzum)
konstruovatelnych mnoZin.

Cast 2.: Relativni bezespornost poZadavku K v %

Lze fici, Ze Riegriuv dikaz bezespornosti K v systému axiomu ¥ ma dvé faze,
v kazdé z nich byl zaveden klicovy pojem celé prace. V prvni fazi L.S. Rieger
nejprve zavadi pojem tzv. a-pseudomodelu, jehoz vlastnosti dale intenzivné stu-
duje. Pravé jeho zavedeni mu umoznilo zjednodusit nékteré kroky v pivodnim
Godelové dukazu.

Ozna¢me nyni (pro libovolné ordindlni ¢islo &) [we+1] symbolem W,. Déle
definujme W, jako uzavér mnoziny W, U {W,} vzhledem k tzv. tiidové-teore-
tickym operacim F5, ..., Fg uvedenym vyse.

V préci [R20] pak L.S. Rieger dokézal nésledujici vétu:

Véta: Pro libovolné ordinalni ¢islo o polozme
Mn,(X) e X e W, (fikdme, Ze X je a-mnozina),

Tro(Y) <Y € W, (Fkéme, ze Y je a-t¥ida),
Xe,Ye (XeYet TF,(Y)).

Pak Mn,(), TFo(), €Eq tvoii tzv. a-pseudomodel teorie ¥ v X, tj. axiomy
skupiny A, B, C, pfipadné kromé axiomu C3, a axiom D pfeformulované ve
vyse uvedenych a-terminech jsou v ¥ dokazatelné.

Navic je v tomto a-pseudomodelu splnén pozadavek konstruovatelnosti
(K)q, tj. axiom K pfeformulovany v pfislusnych a-terminech.

Jako disledek tohoto tvrzeni plati, ze axiom K je bezesporny se vSemi
axiomy 3 kromé axiomu C3 (o ném tuto informaci nemame). Proto bylo t¥eba
zavést jesté jeden zasadni pojem, tzv. K-model, k jehoZz definici dospél L.S. Rie-
ger pomoci nasledujiciho tvrzeni:

Véta: Polozme W := s, [8] a déle definujme
Mng(X)e X e W (fikdme, ze X je K-konstruovatelnd mnozina),
TrkY)e (Y CWet (VW) (veW=vnY eW))
(fikdme, ze Y je K-konstruovatelna tfida),
XegY s (X €Y et WK(Y))
Pak Mnk(), TFi(), €k definuji model ¥ v ¥, ktery nazyvame K -model.
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Navic pozadavek (K) g, tedy K pfeformulovany v terminech Mng (), TF k (),
€K, je v  dokazatelnou formuli.

Pravé uvedené tvrzeni L.S. Rieger dokazal pomoci vlastnosti popsaného a-
-pseudomodelu, a tim dokonéil ditkkaz bezespornosti K v X.. Sestrojeny K-model
neni v podstaté nic jiného nez Godeltv model A.

Cast 3.: Dukaz implikace K = (E et 288 = NBH)

Prvni ¢ast implikace, tedy K = F, dokazal L.S. Rieger témér okamzité, a to
analogickymi tivahami jako K. Godel v [G5d40]. Poznamenejme, Ze na zakladé
vysledkt predchozi ¢asti L.S. Rieger ziskal nasledujici formulaci pozadavku K,
s niZz pak pracoval dédle: V = seon Wa-

Druhé ¢ast dikazu jiz byla provedena s né€kolika odlisnostmi od ptivodniho
Godelova postupu, fada analogii vsak byla zachovana. L.S. Rieger predné uka-
zuje, Ze k ditkazu formule 2% = N1 v systému Lk (tj. = s pfidanym axiomem
K) je postacujici dokézat v ¥ implikaci

(I) (wuCzetxeW,) =ueW,.

Dtikaz zésadniho lemmatu (I) je patrné nejobtiznéj$i partii celé préace.
L.S. Rieger jej provedl ve dvou krocich, v jistém smyslu obdobné jako K. Godel.
Ten dokézal cilové tvrzeni prace [G6d40] prostiednictvim stézejniho (le¢ opét
dosti komplikovaného) Kondenza¢niho lemmatu. U L.S. Riegra tuto roli mélo
fundamentalni Lemma 7, pomoci néhoz byla kyzena implikace (I) dokdzana.

O dtkazu lemmatu (I) piSe A. Mostowski, autor recenze ¢lanku [R20], v re-
ferativnim casopise Mathematical Reviews toto:

The proof of this lemma, which is the most ingenious point in the whole
theory of constructible sets, is given a careful consideration and an extensive
treatment.®>

Cast 4.: Dikaz V=L & K

Posledni ¢ast publikace [R20] jiz neobsahuje néro¢né matematické avahy. Je-
jim cilem bylo dokéazat, Ze axiom K je jen jind formulace Godelova axiomu
konstruovatelnosti V' = L, kde L je (Godelovo) univerzum konstruovatelnych
mnozin. L.S. Rieger dokdzal pot¥ebnou rovnost L = | seon Wa tak, ze dokéazal
obé inkluze.

V tplném zévéru je podana ,genealogicka“ (&i ,vyvojova®) interpretace
zobecnéné hypotézy kontinua jako dtisledku pozadavku K, kterd je nazna-
¢ena v dikazu tohoto dusledku (zejména v dikazu zmitiovaného Lemmatu 7).
L.S. Rieger pise, ze takové byly jeho prvni Gvahy a pristup k dikazu relativni
bezespornosti zobecnéné hypotézy kontinua. Jeho interpretace implikace (I) a

53MR. 26 (1963), 3617.
Cesky preklad: Dikaz tohoto lemmatu, jenz je nejdéimyslnéjsim bodem celé teorie kon-
struovatelnych mnozin, je peclivé uvazen a podrobné vypracovan.
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rovnosti 288 = Ng41 prostfednictvim ,evoluce konstruovatelnych mnozin® je
naznacena jiz ve volbé dodatecnych operaci potfebnych k jejich dukazu, které
nazval operace materské mnoZiny a operace otcovské mnoZiny. L.S. Rieger za-
vadi téz dilezity pojem rodokmene K-konstruovatelné mnoziny.

4.3 Citace v monografiich

Trojice nejvyznamnéjsich Riegrovych praci [R13], [R15] a [R18] je uvedena
v kompendiu Mengenlehre [Fel79] v seznamu literatury o axiomatické teorii
mnozin sestaveném vydavatelem U. Felgnerem (nar. 1941). V souvislosti s na-
vaznosti na Gédelav vyzkum v teorii mnozin je téZz zminéna v Cesky psané
monografii Kurt Gédel [MN96] editované J. Malinou a J. Novotnym.

Rada vysledki ¢lanku [R13] spolu s publikaci [R20] jsou citovany v mo-
nografii Foundations of set theory [FBL73], jejimiz autory jsou A.A. Fraenkel,
Y. Bar-Hiller a A. Lévy.

Na praci [R16] se odkazuje A. Robinson v knize Introduction to model theory
and to the metamathematics of algebra [Rob63]. S Riegrovymi vysledky téz
pracoval Y. Kawahara v [Kaw95].

4.4 Vznik a vyvoj teorie mnozZin

ZavéreCna cast této kapitoly Ctenare strucéné seznami s historickym vyvojem
teorie mnozin, zvlastni pozornost je vénovana situaci v Ceskoslovensku. Na-
sledujici dva oddily jsou sepsany zejména na zakladé knizky E. Fuchse Teorie
mnozin pro ucitele [Fuch99], kterou viele doporuc¢ujeme k dalsimu studiu (viz
té7 [Fuch87]). Nekteré myslenky jsou té7 prevzaty ze zdroji [BS86] a [Kot65].
Zajemce o proniknuti do hlubsich souvislosti odkazujeme na knihy I. Grattana-
-Guinnesse From the calculus to set theory 1630-1910 [Gra80] a The search for
mathematical roots 1870-1940 [Gra00]. Vyvoji teorie mnozin v obdobi 1850 az
1940 je téz vénovana monografie J. Ferreira Labyrinth of Thought [Fer99).

4.4.1 Pocdatky teorie mnozin

Teorie mnozin se objevila pomérné pozdé, jeji pocatky jako samostatné mate-
matické discipliny nachazime az ve druhé tietiné devatenactého stoleti. Je tomu
proto, Ze vznik teorie mnozin je tizce spjat s pojmem (aktudlniho) nekoneéna,
ktery nebyl jesté v poloviné devatenictého stoleti obecné pfijiman.*

54Matematici do té doby pracovali pouze s tzv. potencidlnim nekonecnem, tedy nekoneéno
chépali jako krok po kroku postupujici proces, ktery nikdy nekonéi (kazdou veli¢inu je mozno
postupné zvétSovat nebo zmensovat), ale ne jako celek. Potencidlni chapani nekoneéna se
vyvinulo jiz v antickém Recku, pfipomeifime napi. Eukleidovy Zdklady, v nichz autor hovoii
o pfimce jako o tsecce, kterou muzeme neomezené prodluzovat (ne vSak jednorazové az ,do
nekonec¢na‘“, jak bychom v dnesni dobé uvazovali my).

Teprve aktudlnim nekoneénem rozumime nekonec¢no jako celek, ve své dokoncené, defini-
tivni podobé, a miizeme tak studovat vlastnosti takovychto nekoneénych systémui. Aktudlné
nekone¢na mnozina je tedy mnozina, kterd obsahuje nekonecny pocet objekti, o nichz pred-
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Pfipomerime si situaci v matematice v devatenictém stoleti. Od jeho po-
¢atku se odstranuji problémy matematické analyzy souvisejici s infinitezimal-
nim poctem (A.L. Cauchy (1789-1857)), tedy s pouzivanim (zpo¢atku ne fadné
definovanych) nekoneéné velkych a nekoneéné malych veli¢in. V druhé polo-
viné 19. stoleti se zpiesiiovani matematické analyzy zavrSuje (K. Weierstrass
(1815-1897)) a je vybudovéna aritmetickd teorie redlnych ¢isel (G. Cantor a
R. Dedekind).

Poznamenejme, ze zakladni otazku souvisejici se vznikem teorie mnozin —
zda ma smysl porovnavat nekonecné systémy podle velikosti — si polozil jiz
Galileo Galilei (1564-1642) v roce 1638. Ve své praci Dialog o dvou systémech
nebeskych si vsiml, Ze mnozinu ¢isel 1,2,3,... a mnozinu jejich druhych moc-
nin 1,4,9,... lze vzdjemné jednoznac¢né zobrazit. To by tedy znamenalo, zZe
tyto dva systémy — prestoze je jeden casti druhého — jsou stejné velké. Toho
se G. Galilei pochopitelné zalekl a prohlésil, ze otazka velikosti nekoneénych
systému nema smysl.

Bernard Bolzano

Vysledky o paradoxnich vlastnostech nekoneénych mnozin, kterych si jiz po-
vsimnul G. Galilei, shrnul ve své knize Paradoxy nekonecéna prazsky rodak
Bernard Bolzano (1781-1848). Na této knize Bolzano pracoval dva roky pied
svou smrti, a lze ji tak povazovat za vrchol jeho dila. Vydana byla az roku
1851 jednim z jeho zéki. B. Bolzano zde zavedl pojem mnoziny (pod oznade-
nim souhrn) a zkoumal vlastnosti nekoneénych mnozin.

Paradozy nekonecna jsou spiSe matematicko-filozofickou praci, ¢astecné vé-
novanou i fyzice, pfesto patii k nejvyznamnéjsim matematickym dilim deva-
tenactého stoleti. Nejvétsi vyznam je spatfovan v Bolzanovych argumentech,
proc je treba pracovat s aktualnim nekonec¢nem. Bolzano dale analyzuje chyby,
kterych se matematici dopoustéji pii ivahach o nekoneénu, vyvraci nékteré na-
mitky odpurci aktualniho nekonecéna a dokazuje, Ze existuje nekoneéna mno-
zina. Tento dukaz je nicméné zcasti zalozen na teologickych argumentech.

V jistém okamziku se vSak Bolzano dopustil osudové chyby, kviili které neni
povazovan za zakladatele teorie mnozin. Domnival se totiz, Ze skutecnost, ze
existuje vzadjemné jednoznacéné zobrazeni mezi nekoneénymi mnozinami, nelze
povazovat za kritérium, zda jsou mnoziny stejné velké. Jak dodava E. Fuchs,
Bolzano prekrocil mnohé dosavadni bariéry, evidentné vsak nepresdhl horizont
turzend, Ze celek musi byt vétsi neZ ¢dst,®® tj. jeden z Eukleidovych logickych
axiomd.

Na zavér citujeme z knihy [Fuch99]:

Bolzanova kniha je v mnoha ohledech pozoruhodnd. Samozrejme, Ze ve svétle
dalsich objevi jsou nékteré pasdzZe nepresné c¢i zastaralé. 'V kazdém pripadé je
to vsak dilo pozoruhodné a poddvd ndm dobry obrdzek o pronikavosti Bolza-
nova ducha a o stavu védeckého mysleni v poloviné minulého stoleti. O kterém

pokladame, ze existuji (alespon v na$i mysli).
55[Fuch99], str. 118.
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soucasném textu to asi bude mozno bez obav ici za pildruhé stoleti?5%

Georg Cantor

Aktualni nekoneéno zavedl do matematiky diisledné Georg Cantor.?” V letech
1873 az 1897 publikoval fadu praci, v nichz vypracoval matematické prostiedky
ke studiu nekoneénych mnozin, a polozil tak zédklady teorie mnozin. Po obsahové
strance vybudoval G. Cantor tuto teorii prakticky do dnesni podoby a je mu
pravem prisuzovana role jejiho zakladatele.

Cantor vysel ptivodné od problémt teorie realnych funkci, zabyval se repre-
zentaci funkei trigonometrickymi fadami. Vyznamnym Cantorovym vysledkem
je jeho piispévek k problematice transcendentnich ¢isel (tj. téch redlnych &isel,
ktera nejsou kofeny zaddného polynomu s celoéiselnymi koeficienty). V polo-
viné devatenactého stoleti nebylo zadné transcendentni ¢islo zndmé, pozdéji
byl popsan komplikovany dikaz, jak takova ¢isla sestrojit. Matematici se proto
domnivali, Ze tato ¢isla jsou dosti vyjimecné. G. Cantor vSak v jedné ze svych
prvnich praci O jedné vlastnosti souhrnu®® vsech redlnych algebraickych cisel
(1874) ukézal, ze mnozina transcendentnich éisel je nespocetnd.

Zkoumanim vzajemné jednoznacnych zobrazeni Cantor v dalsich svych di-
lech zavadi pojem mohutnosti mnoziny a buduje teorii kardindlnich a ordinal-
nich ¢isel. V élanku O jedné elementdrni nauce o souhrnech (1890) se poprvé
objevuje diitkazova metoda, dnes nazyvana diagondlni metoda, kterad je v mnoha
obmeénach pouzivand v teorii mnozin, v logice i jinde. Je zde dokéazano, ze
280 > N a 7e analogicky lze pro kazdé kardinalni ¢islo n odvodit vztah 2" > n.
Zavrsenim Cantorova dila v teorii mnozin je prace Prispévky k zakladim teorie
transfinitnich mnoZin (1895, 1897).

Osud Cantortiv i jeho teorie ovsem nebyl viibec jednoduchy. Proti teorii
mnozin byly od pocatku vznaseny namitky, zejména proti Cantorové praci
s aktuédlné nekoneénymi mnozinami. Mnoho matematika (v éele s jeho byvalym
ucitelem L. Kroneckerem (1823-1891)) nepochopilo vyznam Cantorovy préce,
napadali jej a ztézovali mu publikovani. Zastanct a pratel mél G. Cantor mélo
(jmenujme jeho byvalého ucitele K. Weierstrasse a pfitele R. Dedekinda).

V roce 1882 G. Cantor zformuloval hypotézu kontinua, pozdé&ji vynalozil
nesmirné tsili, aby ji dokdzal, ovSem neuspésné (dnes vime, Ze s dikazovymi
prostfedky, které mél k dispozici, to nebylo mozné). Tento neuspéch spolu s tr-
valymi toky odptrct zpusobil, Ze v roce 1884 Cantor upadl do hluboké de-
prese a zamyslel zanechat matematiky. Tak skoncilo jeho nejplodnéjsi obdobi.
Posledni praci publikoval v roce 1897, v dob€, kdy paradoxné dochazi k vseo-
becnému pfijeti jeho teorie.

56[Fuch99], str. 119.

57Viz napt. Sedivy, J., Georg Cantor, zakladatel teorie mnozin, PMFA 20 (1975), 5-13.

58 Cantor nejprve pouziva termin souhrn, termin mnoZina se u néj poprvé objevuje az
v roce 1879.
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4.4.2 Treti krize matematiky

Jak jiz bylo zminéno v zavéru predchoziho oddilu, na konci devatenactého sto-
leti dosahla teorie mnozin celkového uznani a stala se zakladnim kamenem, na
némz se postupné vystavéla v podstaté celd matematika. V této dobé vznika
pocit, ze véda (matematika, fyzika) je na vrcholu, Ze v8e potfebné jiz je znadmo.
Situaci v matematice vystihuje znamy vyrok H. Poincarého z II. mezinarodniho
matematického kongresu konaného roku 1900 v Parizi:

...nyni v matematice zustdavaji jen celd c¢isla a konecné, respektive neko-
necné systémy celych cisel ... Matematika je plné aritmetizovdna. Dnes mai-
Zeme ¥ici, Ze dosdhla absolutni presnosti.®®

Nicméné jiz v té dobé byla znama prvni antinomie teorie mnozin, tedy bylo
jasné, Ze teorie mnozin nebude fungovat tak spolehlivé, jak se zpocatku zdalo,
a ze je potieba ji zrevidovat ¢i nahradit jinou — lepsi — teorii. V té dobé vSak
byla teorie mnozin zakladnou hlavni ¢asti matematiky.

Antinomie (nebo téz paradozy) teorie mnoZin jsou tvrzeni, kterd lze v Can-
torové teorii mnozin dokézat, a souCasné lze dokazat i jejich negaci. Takova
teorie je potom spornd, tedy prakticky bezcennd, nebot v ni lze dokdzat kazdé
tvrzeni. Nejznaméjsi antinomie objevili:

1897 C. Burali-Forti (1861-1931): Necht M je mnozina vSech ordinalnich éisel.
Protoze ordinalni ¢isla jsou dobfe usporadéana, prislusi mnoziné M jisté
ordinélni ¢islo p, u ¢ M. To je vSak spor s definici M.

1899 G. Cantor: Necht | M| zna¢i mohutnost mnoziny M. Plati |M| < |P(M)|.
Vezméme nyni za M mnozinu v8ech mnozin, tedy pro mnozinu P(M)
plati P(M) C M. Pro kardinalni ¢&isla odtud plyne |P(M)| < |M], cozZ je
spor s prvni nerovnosti.

1902 B. Russell: Sestrojme mnozinu M = {X : X ¢ X}, tedy M je mnoZzina
vsech mnozin, které nejsou svym vlastnim prvkem. Ke sporu vsak vede
predpoklad M ¢ M i predpoklad M € M.

Pravé B. Russell vnesl mezi matematiky neduvéru v Cantorovu teorii mno-
7in, nebot v této teorii nalezl spor pomoci jejich nejelementarnéjsich prostiedki.
Russelltiv paradox se dotkl zékladnich principd, které byly — jako intuitivné

ziejmé — zaclenény do Cantorova pojmu mnoziny.

»Mnozina“ bylo jen synonymum slov souhrn, systém apod. Tento pojem

je tak samozrejmy a ndzorny, zZe meni nutno ho nijak definovat. ... O téchto
souhrnech — mnozindch — pak G. Cantor béziné uZivanymi matematickymi a
logickymi metodami dokazuje turzeni a odvozuje jejich vlastnosti. ... Nebylo

nejmensiho divodu predpoklddat, Ze teorie budovand timto zpusobem by mohla
byt principidiné nesprdvnd; vidyt takto se matematika budovala od starovéku.

59[Fuch99], str. 134.
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A presto antinomie prokdzaly, Ze matematiku takto bezelstné budovat nelze!

Toto je nejzdvainéjsi disledek antinomif.50

Neni proto prehnané oznaceni tohoto obdobi treti krize matematiky.

Poznamka: PiestoZe objeveni antinomii vzbudilo vinu nedivéry a rozéaro-
vani, neodradilo vétsinu matematikd od aplikaci teorie mnozin a jejich metod
v riznych matematickych disciplindch. Antinomie se totiz tykaly objektl na
yokraji“ této teorie (jako mnozina vSech mnozin, mnoZina vSech ordinalnich
¢isel apod.), které se v béznych aplikacich (napf. v algebfe a analyze) viibec
nevyskytovaly. Cantorova teorie mnozin se pouziva dodnes a je nazyvana naioni
Ci intuitivnt teorie mnozin.

Vychodiska z krize

Neékteré pristupy k feseni treti krize matematiky byly zaloZeny na revizi nejen
teorie mnozin, ale i matematické logiky. Jednim z takto nové vzniklych proudt
byl intuicionismus L.E.J. Brouwera (viz ¢ast 3.2.2) a teorie typti B. Russella.5*
Metodu teorie typu fadime mezi tzv. formalistické pfistupy, k nimz patii téz
axiomaticka vystavba teorie mnozin, dnes bézné pouzivand metoda budovani
riznych védeckych teorii.

Axiomatizace teorie mnozin znamené deduktivni vybudovani celé teorie na
zékladé systému axiomu, které jsou formulovany v jazyce matematické logiky
a vyjadfuji zédkladni vlastnosti mnozin. Axiomatickd metoda byla pouzivana
jiz ve starovéku, prvnim na ni zaloZenym dilem jsou Eukleidovy Zdklady. Axi-
omaticky zptsob vystavby teorie mnozin odstranil vSechny znamé antinomie a
nebylo k tomu tfeba ptilis zasahovat do matematické logiky vytvorené G. Fre-
gem (1848-1925) a G. Peanem (1858-1932) (viz ¢ast 5.3.4).

Prvni axiomaticky systém teorie mnozin pochdzi od Ernsta Zermela (1871
1953), ktery jej vybudoval v letech 1904 az 1908. Ten byl pozdéji pozménén
a doplnén Abrahamem Adolfem Fraenkelem, a vznikla tak dnes nejrozsirenéjsi
Zermelova-Fraenkelova axiomatickd teorie mnozin.

V roce 1925 pfisel s novymi myslenkami John von Neumann, na néhoz ve
tficatych letech navazal Paul Bernays a navrhl axiomatiku nalozenou na pojmu
tfida. Ta se stala zdkladem Godelovy-Bernaysovy axiomatické teorie mnozin
(a tfid), viz téz ¢ast 4.1.2, pozndmka 10. Podrobnéji o téchto axiomatickych
systémech viz literatura uvedena na zacatku oddilu.

Hilbertuv program a Gédelovy vysledky

Na pocatku dvacatého stoleti se zdklady teorie mnozin zacal intenzivné zabyvat
némecky matematik David Hilbert. Byl motivovan objevem antinomii a chtél

60[Fuch99], str. 136.

61Podle B. Russella je pfi¢inou antinomii ten fakt, Ze prvek uréitého systému je definovan
pomoci vSech prvka tohoto systému. V teorii typu jsou vSechny objekty hierarchicky roz-
déleny do rtiznych typt (arovni). Teorie typt vSak neodstranila vSechny zndmé antinomie,
navic byla ponékud ,strnuld®.
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navic reagovat na Brouwertv intuicioinismus. Jeho cilem bylo vybudovat beze-
sporné zaklady celé matematiky, a to vyhradné formalné pomoci matematické
logiky (viz téz ¢ast 3.2.2, poznamka 15). Tomuto tkolu se vénoval zvlasté ve
dvacatych letech; jeho projekt se nazyva Hilbertiuv program.

Hilbertova idea byla nésledujici:

Vychdzel z toho, Ze je nutno dokdzat, Ze uZivané matematické metody jsou
dostatecné silné k tomu, aby jimi bylo mozno vybudovat celou klasickou mate-
matiku véetné teorie mnozin, vychdzejici pritom z vhodné zvolengch axrioma,
soucasné vsak nejsou natolik silné, aby jejich aplikaci bylo mozno dojit k anti-
nomiim.52

Hilberttv program mél byt proveden ve dvou etapach. V prvni etapé méla
byt matematika plné formalizovana, tj. vybudovana ryze syntakticky. Ve druhé
etapé méla byt finitnimi prostiedky dokdzana jeji bezespornost.

Prestoze D. Hilbert se svymi zaky vénoval této myslence obrovské usili,
vysledky brnénského rodaka Kurta Godela z roku 1931 prokazaly, Ze jeho pro-
gram je nerealizovatelny, a to ani v jedné z vytycenych etap. Tato neutésend
skutec¢nost vyplyva ze slavnych Gédelovych vét o neuplnosti:

Prvni Gédelovou vétou o netplnosti je tvrzeni, ze kaZdd bezespornd teorie
T, kterd je rozsitenim elementdrni teorie cisel (tj. obsahuje aritmetiku), je
nedplnd (tj. existuje v ni nerozhodnutelné tvrzeni).5® Druh4 véta o netplnosti
potom tika, ze v takové teorii T neni mozné€ dokdzat jeji bezespornost.

Je pochopitelné, Ze tyto zavéry zasadily matematické komunité tvrdou ranu,
z niz nebylo jednoduché se vzpamatovat. D. Hilbert kratce pfed svou smrti
prohlasil:

Kde mdme hledat nadéji a jistotu, kdyz dokonce matematické mysleni se-
lhalo.5*

Nicméné vyfeseni (i kdyZ negativni) otdzky mozZnosti sestrojeni Gplné a
bezesporné teorie mnozin nepochybné patii k nejvétsim tspéchtiim moderni
matematiky. Uzavirame tento oddil slovy A. Sochora:

Godeluv vysledek o netplnosti tudiz vyvoldvd soucasné hrdost i pokoru: hr-
dost nad tim, jok daleko mizZe jit lidské pozndni — aZ tak daleko, Ze dokdze
poznat své meze — a pozndni mezi by zase mélo byt zdrojem pokory.5

V nasledujicich odstavcich se jiz zaméfime na to, jak se rozvijela teorie
mnozin v Ceskoslovensku.

62[Fuch99], str. 142-143.

63Tedy z zadného ,dostateéné bohatého“ systému axiomil, ktery je bezesporny, nelze od-
vodit celou matematiku.

64[Fuch99], str. 142.

65[Soch01], str. 179.
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4.4.3 V7yvoj teorie mnozin v Ceskoslovensku

Viibec prvni ceské pojednéni o mnozinach bylo publikovano jiz v roce 1884.
Jeho autorem byl tehdy pouze étyfiadvacetilety Matyas Lerch (1860-1922)%6,
kterému téz pat¥{ prvenstvi v pouziti terminu mnozina (pfestoze od néj pozdéji
ustoupil a nahradil jej slovem mnozstvi).5” Dne 23. 5. 1884 ptednesl M. Lerch na
zasedani Krdlovskée ceské spolecnosti nauk v Praze Prispévek k nauce o mnoZi-
ndch bodii v roviné, ktery byl poté otistén jako [Ler84].°® Vedle G. Cantora zde
M. Lerch cituje i E. Picarda (1856-1941). Vyznamnéjsi prace z teorie mnozin se
vsak v Ceské literature zacaly objevovat az na pocatku tficatych let dvacatého
stoleti.

Predvalecna ceskoslovenska matematika byla orientovana predevsim na ma-
tematickou analyzu a teorii ¢isel (zejména K. Petr, V. Jarnik, M. Késsler) a na
geometrii, kterd zde méla pomérné dlouhou tradici (J. Sobotka (1862-1931),59
B. Bydzovsky, V. Hlavaty a dal$i), v Brné se pod vedenim E. Cecha zacala
Uspésné péstovat topologie. Prvni stat o teorii mnozin byla v éeskoslovenské
literatufe publikovana v roce 1931 v druhém vydani Petrova Poctu integrdlniho
[Pet31]; v jeho zavéru je otistén dodatek V. Jarnika Uvod do teorie mnoZstvi ™°.

Ve tficatgch letech zacal u nds mnozinovou matematiku prosazovat E. Cech.
Jeho kniha Bodové mnoziny [Cech36] byla prvnim pokusem o ¢eskou ,ucebnici“
teorie mnozin. E. Cech téZ vyznamné pfispél k vytvoreni ¢eské terminologie,
jeho zasluhou se zacal rozsahleji pouzivat termin mnozina. Zdiraznéme vsak,
ze az do této doby se jednalo pouze o intuitivni teorii mnozin.

V této souvislosti je tfeba zminit téZz populariza¢ni knizku brnénského ma-
tematika Bedficha Pospisila Nekonecno v matematice [Pos49], jez byla publi-
kovana roku 1949 v edici Cesta k védeni.

L.S. Rieger byl prvnim c¢eskoslovenskym matematikem, ktery studoval teorii
mnozin axiomaticky prostfednictvim matematické logiky. Na konci ¢tyricatych
let, kdy zacal pracovat v matematické logice, se vSak u nas péstovala pouze
predvalecna tradi¢ni logika, kterd pro matematiku jako takovou nepfinasela
nic nového a vyznamného. O situaci v oblasti povaleéného studia logiky je
pojednano v ¢asti 5.3.5.

Tak vynika Riegriv vyznam jako zakladatele matematické logiky a axio-
matické teorie mnozin v Ceskoslovensku. P¥inos pro nas$i tehdejsi matematiku
mély téz jeho kontakty s vynikajici polskou logickou skolou, zejména jeho vztah
s A. Mostowskym, s nimz ¢esti logici po Riegrové smrti navazali uzsi spolupraci.

66Viz Frank, L., O Zivoté profesora Matydse Lercha, CPM 78 (1953), 119-138; Skrasek, J.,
Seznam praci prof. Matydse Lercha, CPM 78 (1953), 139-148; Skrasek, J., Le centenaire de la
naissance de Matyds Lerch, CMJ 10(85) (1960), 631-635; Bortivka, O., Zivot a dilo Matydse
Lercha, Spisy Piir. fak. Univ. J.E. Purkyné v Brné, 1961, 352-360, 362—-372; Boruvka, O.,
Vzpominka na deského matemematika Matydse Lercha, PMFA 17 (1972), 130-134; Lepka,
K., Matyas Lerch’s work on number theory, Masarykova Univerzita, Brno, 1995.

67Pfipomenime, Ze ve svétové literatuie se termin mnozina poprvé objevil v néméiné (die
Menge) v dile Georga Cantora, a to ,az“ v roce 1879.

68Préici [Ler84] lze v plném znéni nalézt ve zpravé Jaroslava Sedivého (1934-1988) [Sed85].

69Urban, A., O Zivoté a dile profesora Jana Sobotky, PMFA 7 (1962), 355-359, Bouskova,
H., Jan Sobotka, diplomova prace, MFF UK, 1995.

70[Pet31], str. 655-725.



180 AXIOMATICKA TEORIE MNOZIN

V té dobé se jednalo o jeden z nemnoha vyznamnych matematickych kontaktt
se zahranic¢im.

4.4.4 Matematicka logika a teorie mnoZin po Riegroveé
smrti

Na tivod poznamenejme, Ze o Ceskoslovenské matematické logice v povaleénych
letech pojednava oddil 5.3.5. Zdtraznéme, ze v Riegrové dobé byla zédkladnim
delova prace [G6d40]. Pro Riegriv vyzkum byla stéZejnim zdrojem a inspiraci.
Proto je pomérné pfirozené, 7Ze matematici, ktefi na L.S. Riegra navazovali,
pracovali jesté jistou dobu v Gédelové teorii mnozin, pfestoze se jinde ve svété
v té dobé prevazné pouzivala axiomatika Zermelova-Fraenkelova. Tento trend
u nas trval az do sedmdesatych let dvacatého stoleti.

O vyvoji matematické logiky a teorie mnozin v Ceskoslovensku v Sedesa-
tych a sedmdesétych letech se dozviddme z ¢lankt Petra Héjka [H4j76] a Karla
Drbohlava [Drb87]. Jak jiz bylo nazna¢eno, v§zkum v obou téchto disciplindch
do velké miry navazoval na Godelovy prace.”t Patrné nejvyznamnéjsi byly vy-
sledky Petra Vopénky, ktery rozvinul vyzkum v zakladech teorie mnozin zapo-
éaty L.S. Riegrem a jehoz prazsky seminaf byl svétové uznavanou mnozinovou
skolou.

V roce 1963 dokazal P.J. Cohen nezavislost axiomu vybéru a hypotézy kon-
tinua v Zermelové-Fraenkelové teorii mnozin. Jeho pracemi se P. Vopénka inspi-
roval a jako prvni dokazal totéZz pro Godelovu axiomatiku (pfimou konstrukei
interpretace Godelovy teorie mnozin s negaci hypotézy kontinua v Godelové
teorii mnozin). Jak pise P. Héjek, P. Vopénka pozdéji ze své konstrukce abs-
trahoval pojem booleovskych modeld teorie mnozin, k némuz dale dospéli i
D. Scott (nar. 1932) a R.M. Solovay.

Béhem sedesatych let tak P. Vopénka publikuje sérii praci, jejichz predmé-
tem jsou zejména konstrukce téchto modelt teorie mnozin. Jeho hlavnim pfi-
nosem jsou konstrukce nestandardnich modeld, které umoznuji fesit problém
hypotézy kontinua.

Zasadni vyznam mé Vopénkou zavedeny pojem polomnoziny (viz [VHT2]),
ktery prirozené vznika pri studiu nestandardnich modeld a je pouzit k axioma-
tizaci booleovskych modelt. K Vopénkové teorii pozdéji prispéli napi. Bohuslav
Balcar a Antonin Sochor.

V roce 1973 konstruuje P. Vopénka na zdkladé pojmu polomnoziny tzv. al-
ternativni teorii mnozin (viz [Vop79]). Tato teorie je alternativou ke Cantorové
teorii mnozin a lze v ni nové rekonstruovat klasickou matematiku. V alterna-
tivni teorii mnozin jsou vSechny mnoziny forméalné konecné a lze zde v jistém
smyslu prekonat kvalitativni rozdil mezi diskrétnimi a spojitymi strukturami.
Na rozvoji této teorie se podileli A. Sochor, J. Mléek (nar. 1947) a J. Chudacek.

Pod vedenim Petra Hajka, vyznamné osobnosti ¢eskoslovenské matematické
logiky, se v Sedesatych letech do popredi dostava vyzkum v aplikované matema-

713 K. Godelem se osobné setkali Jifi Be¢vai a Tomas Jech.
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tické logice, zaméreny na jisté logické aspekty umélého intelektu. Z Hajkovych
podnétt vznikla v roce 1966 GUHA (General Unary Hypothesis Automaton),
metoda automatické tvorby hypotéz na zakladé empirickych dat, jedna z nej-
starsich metod data miningu (viz [HH78]). P. Hajek tehdy ptisobil v MU CSAV.

Ceska logika se dostala na svétovou tiroveii v oblasti metamatematiky arit-
metiky inspirované proslulymi Goédelovymi vétami o neuplnosti. Na tomto poli
pracovali predevsim Petr Hajek a Pavel Pudlak, ktefi vedli v Praze seminar.

Dilezitou oblasti matematické logiky, jez byla po Riegrové smrti tispésné
rozvijena, je konstruktivni matematika. Jedna se o smeér, ktery vychazi z vy-
sledkt A.A. Markova (1903-1979) a je zaloZeny na intuicionistické logice a teorii
algoritmi. Na tomto poli pusobila prazska skupina vedend Osvaldem Demu-
them (1936-1988), kterd dosahla fady vyznamnych vysledki predevsim v kon-
struktivnim integralnim poctu. V sedmdesatych letech prechazi konstruktivni
matematika ke konstruktivni derivaci a zasahuje i do otazek teorie rekurze.

V souvislosti s rozvojem pocitacll u nas pracovala jiz zminovana skupina
Riegrova byvalého aspiranta Jiftho Becvafe. Ta se zabyvala logickymi zaklady
vypocetnich procesu a struktur, zejména teorii tzv. A-kalkulu. J. Be¢var pisobil
na Vysoké skole strojni a elektrotechnické v Liberci.

Na zavér feknéme nékolik slov o Katedfe matematické logiky na MFF
UK." Vznikla roce 1968 oddélenim od katedry zakladnich matematickych dis-
ciplin (jez vznikla roku 1962) a v jejim cele stal Petr Vopénka. Nicméné o dva
roky pozdéji byla pfipojena ke Katedfe obecnych matematickych struktur (jez
vznikla z katedry zdkladnich matematickych disciplin), a vznikla tak katedra
zékladnich matematickych struktur. Ta vsak byla roku 1975 zrusena; skupina
logikt pfesla na Matematicky ustav UK.

V roce 1990 byla pod vedenim P. Vopénky vytvotfena katedra filozofie ma-
tematiky a pfirodnich véd, kterd byla o tfi roky pozdéji pfejmenovana na ka-
tedru matematické logiky a filozofie matematiky. Roku 2000 byla tato katedra
pripojena ke Katedfe teoretické informatiky, a vznikla tak katedra teoretické
informatiky a matematické logiky pod vedenim Petra Stépanka.”

72Poznamenejme, 7e Katedra logiky na FF UK byla zaloZena v roce 1957, viz ¢ast 5.3.5.
73[NS02].



Literatura

[Ber26]
[Ber43)
[Bof67]
[BS74]
[BS86]
[Coh66]
[Cech36]
[Dos63]

[Drb87]

[FBL73]

[Fel71]
[Fel79]
[Fer99]

[For87]
[For90]

[For93]

Bernays, P., Aziomatische Untersuchungen des Aussagenkalkiils in der
”Principia Mathematica”, Math. Z. 25 (1926), 305-320.

Bernays, P., A system of aziomatic set theory, VI, J. Symb. L. 13 (1948),
67-79.

Boffa, M., Modeles de la théorie des ensembles, associ€s aur permutations

de l'univers, Cah. rhod. Acad. Sci. Paris, Sér. A-B 264 (1967), A221-A222.

Balcar, B. a Stépanek, P., Teorie mno%in, SPN, Praha, 1974, 2. vyd. MFF
UK, Praha, 1980.

Balcar, B. a Stépéanek, P., Teorie mnoZin, Academia, Praha, 1986, 2. vyd.
Academia, Praha, 2001.

Cohen, P.J., Set theory and the continuum hypothesis, W.A. Benjamin, New
York, 1966.

Cech, E., Bodové mnoziny, JCMF, Praha, 1936, 2. vyd. Academia, Praha,
1966; 3. vyd. Academia, Praha, 1974.

Doss, R., On Gddel’s proof that V. = L implies the generalized continuum
hypothesis, Notre Dame J. of Formal Logic 4 (1963), 283—287.

Drbohlav, K., Algebra, logika a teorie mnozin, PMFA 32 (1987), 78-85, téz
Vivoj matematiky v CSR v obdobi 1945-1985 a jeji perspektivy (Netuka,
I, ed.), Univerzita Karlova, Praha, 1986, pp. 54-69.

Fraenkel, A.A., Bar-Hillel, Y., a Lévy, A., Foundations of set theory, North-
-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1973, 1. vyd. Fraenkel, A.A. a
Bar-Hillel, Y., Foundations of set theory, North-Holland Publishing Com-
pany, Amsterdam, 1958.

Felgner, U., Models of ZF-set theory, Springer, Berlin, 1971.
Felgner, U. (ed.), Mengenlehre, Darmstadt, AMS, 1979.

Ferreirds, J., Labyrinth of thought. A history of set theory and its role in
modern mathematics, Birkh&user Verlag, Basel, 1999.

Forster, T.E., Permutation models in the sense of Rieger-Bernays, Z. math.
Logik Grund. Math. 33(3) (1987), 201-210.

Forster, T.E., Permutations and stratified formulae — a preservation theo-
rem, Z. math. Logik Grund. Math. 36(5) (1990), 385-388.

Forster, T.E., A semantic characterization of the well-typed formulas of
A-calculus, Theoretical Computer Science 110(2) (1993), 405-418.

182



LITERATURA 183

[For03]

[Fuch87]
[Fuch99]
[G6d30]
[God31]

[G6d40]

[God53]

[Gra80]
[Gra00]

[HA28]

[H4j66]
[H4,76]

[HB39]

[HHT7S]
[Jen67]

[Kar67]

[Kaw95]

[Ko¥65]

Forster, T.E., ZF + ”"Every set is the same size as a wellfounded set”, J.
Symb. L. 68(1) (2003), 1-4.

Fuchs, E., Vznik a vgvoj teorie mnozin, treti krize matematiky, Svétonazo-
rova vychova v matematice, sbornik vybranych referatd z letnich skol MPS
JCMF (Praha) (Sedivy, J., ed.), JCMF, 1987, pp. 80-123.

Fuchs, E., Teorie mnozin pro ucitele, Masarykova univerzita, Brno, 1999.

Godel, K., Die Vollstindigkeit der Aziome des logischen Funktionenkalkiils,
Monatsh. Math. Phys. 37 (1930), 349-360.

Godel, K., Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme, I, Monatsh. Math. Phys. 38 (1931), 173-198.

Godel, K., The consistency of the axiom of choice and of the generalized
continuum hypothesis with the axioms of set theory, Annals of Mathematical
Studies, No. 3, Princeton University Press, Princeton, 1940, existuje fada
dalsich vydani.

Godel, K., The consistency of the axiom of choice and of the generalized
continuum hypothesis with the axioms of set theory, Annals of Mathematical
Studies, No. 3, Princeton University Press, Princeton, 1953.

Grattan-Guinness, 1. (ed.), From the calculus to set theory 1630-1910, Prin-
ceton University Press, Princeton, Oxford, 1980.

Grattan-Guinness, 1., The search for mathematical roots 1970-1940, Prin-
ceton University Press, Princeton, Oxford, 2000.

Hilbert, D. a Ackermann, W., Grundzige der theoretischen Logik, Springer,
Berlin, 1928, 2. vyd. Springer, Berlin, 1938; Dover Publications, New York,
1946; 3. vyd. Springer, Berlin, 1949; 4. vyd. Springer, Berlin, 1959; 5. vyd.
Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 1967; 6. vyd. Springer, Berlin, 1972;
anglicky Principles of mathematical logic, Chelsea Publishing Company,
New York, 1950; AMS, Providence, 1999.

Hajek, P., Syntaktické metody matematické logiky, PMFA 11 (1966), 22—-31.
Hajek, P., K nedoZitym Sedesdtindm Ladislava Riegra, CPM 101 (1976),
417-418.

Hilbert, D. a Bernays, P., Grundlagen der Mathematik, I, II, Springer,
Wien, 1934-1939, 2. vyd. Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 1968—
1970; rusky Osnovanija matematiki, Nauka, Moskva, 1979.

Hajek, P. a Havranek, T., Mechanizing hypothesis formation, Springer, Ber-
lin, Heidelberg, New York, 1978.

Jensen, R.B., Modelle der Mengenlehre, Springer, Berlin, Heidelberg, New
York, 1967.

Karp, C.R., A proof of the relative consistency of the continuum hypothesis,
Sets, Models, Recursion Theory, Proc. Summer School Math. Logic, Xth
Logic Colloquium, 1965 (Leicester), 1967, pp. 1-32.

Kawahara, Y., Relational set theory, Category Theory and Computer
Science, Lecture Notes in Comp. Science (Berlin), vol. 953, Springer, 1995,
pp. 44-58.

Kofinek, V., Teorie mnoZin, jeji vznik a vjvoj, PMFA 10 (1965), 131-160.



184

LITERATURA

[Kre92]
[Kup91]
[Ler84]
[Low15]
[LR96]
[Mal’36]
[Men56]

[MNOY6]
[Mos52]

[Mosb4]

[Mos69]

[MS99)]
[NS02]

[Pet31]
[Pet92]
[PHT77)

[Pos49]
[Rob37]

[Rob63]

[Sho67]

Kreisel, G., On the idea(l) of logical closure, Annals of Pure and Applied
Logic 56(1-3) (1992), 19-41.

Kuper, J., An application of non-wellfounded sets to the foundations of
geometry, Z. math. Logik Grund. Math. 37(3) (1991), 257-264.

Lerch, M., Prispévek k nauce o mnozindch bodu v roviné, Zpravy o zasedani
Kralovské éeské spole¢nosti nauk v Praze (1884), 176-178.

Lowenheim, L., Uber Mdoglichkeiten im Relativkalkil, Math. Ann. 68 (1915),
169-207.

Lazic, R.S. a Roscoe, A.W., On transition systems and non-well-founded
sets, Annals of the New York Academy of Sciences 806 (1996), 238-264.

Mal’cev, A.L., Untersuchungen aus dem Gebiete der mathematischen Logik,
Matematiceskij sbornik 1 (1936), 323-336.

Mendelson, E., The independence of a weak axiom of choice. An exposition
of the theory of Kurt Gédel, J. Symb. L. 21 (1956), 350-366.

Malina, J. a Novotny, J. (ed.), Kurt Godel, NAUMA, Brno, 1996.

Mostowski, A., Sentences undecidable in formalized arithmetic, North-
-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1952.

Mostowski, A., Der gegenwdirtige Stand der Grundlagenforschung in der
Mathematik, Die Hauptreferate des 8. Polnischen Mathematikerkongres-
ses, 1953 (Warschau), Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1954,
pp. 11-44.

Mostowski, A., Constructible sets with applications, North-Holland Pub-
lishing Company, Amsterdam, 1969, rusky Konstruktivnyje mnozestva i ich
priloZenija, Mir, Moskva, 1973.

Marshall, M.V. a Schwarze, M.G., Rank in set theory without foundation,
Archive for Math. Logic 38(6) (1999), 387-393.

Netuka, I. a Stiborova, M., Univerzita Karlova v Praze, Matematicko-
-fyzikdalni fakulta, Karolinum, Praha, 2002.

Petr, K., Pocet integrdlni, JCMF, Praha, 1931, 1. vyd. JCMF, Praha, 1915.
Petry, A., Stratified languages, J. Symb. L. 57(4) (1992), 1366-1376.

Paris, J.B. a Harrington, L., A mathematical incompleteness in Peano ari-
thmetic, Handbook for mathematical logic (Barwise, J., ed.), North-Holland
Publishing Company, Amsterdam, 1977.

Pospisil, B., Nekonecno v matematice, JCMF, Praha, 1949.

Robinson, R.M., The theory of classes. A modification of von Neumann’s
system, J. Symb. L. 2 (1937), 29-36.

Robinson, A., Introduction to model theory and to the metamathematics
of algebra, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1963, 2. vyd.
North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1965, 1974, 1986; rusky
Vvedenie v teoriju modelej i metamatematiku algebry, Nauka, Moskva, 1967.

Shoenfield, J.R., Mathematical logic, Addison-Wesley Publishing Company,
Reading, 1967, vydano téz 1973.



LITERATURA 185

[Sko19]
[Sko34]
[Soch01]
[SpebT]

[Sed85]

[Ste82]
[Uzq99]

[VHT72]
[Vop64al
[Vop64b]
[Vop79]
[Web]

[WM53)

Skolem, T., Logisch-kombinatorische Untersuchungen tiber die Erfillbarkeit
und Beweisbarkeit mathematischer Sdtze nebst einem Theoreme tber dichte
Mengen, Videnskabsakademiet i Kristiania, Skrifter I, No. 4 (1919), 1-36.

Skolem, T., Uber die Nichtcharakterisierbarkeit der Zahlenreihe mittels en-
dlich oder abzihlbar unendlich vieler Aussagen mit ausschliesslich Zahlen-
variablen, Fund. Math. 22 (1934), 150-161.

Sochor, A., Klasickd matematickd logika, Karolinum, Praha, 2001.

Specker, E., Zur Aziomatik der Mengenlehre (Fundierungs- und Auswahla-
ziom), Z. math. Logik Grund. Math. 3 (1957), 173-210.

Sedivy, J., Sto let od otisténi pruniho ceského pojedndni o mnoZindch,
PMFA 30 (1985), 105-108.
Stépanek, P., Matematickd logika, SPN, Praha, 1982.

Uzquiano, G., Models of second-order Zermelo set theory, Bull. Symb. L.
5(3) (1999), 289-302.

Vopénka, P. a Hajek, P., The theory of semisets, North-Holland Publishing
Company, Amsterdam, 1972.

Vopénka, P., Aziome der Theorie endlicher Mengen, CPM 89 (1964), 312—
317.

Vopénka, P., Nezavisimost kontinuum-gipotezy, Comment. Math. Univ. Ca-
rol., Suppl. 1 5 (1964), 1-48.

Vopénka, P., Mathematics in the alternative set theory, Teubner, Leipzig,
1979.

Web of Science, dostupné na http://www.isiwebofknowledge.com (20. 6.
2008).

Wang, H. a McNaughton, R., Les systemes axiomatiques de la théorie des
ensembles, Gauthier-Villars, Paris, 1953, vydano téz 1955; rusky Aksioma-
ticeskie sistemy teorii mnoZestv, Izd. inostr. lit., Moskva, 1963.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T15:04:47+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




