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Kapitola III.

Urcity integral
a pocatky teorie miry
(19. stoleti)

18. stoleti bylo obdobim nakupeni velkého mnozstvi novych poznatki, kte-
ré vsak nestaly na pevném zékladé. Nejasnosti a problémy se objevily kolem
nekoneéné malych veli¢in, konvergence fad, limity, ale i derivace a integralu.
V 19. stoleti nastupuje obdobi zpfesiiovani matematické analyzy, jejimiz pred-
staviteli byli B. Bolzano, A.-L. Cauchy, N. H. Abel, P. G. L. Dirichlet a pozdé&ji
R. Dedekind a K. Weierstrass.

Teprve v 19. stoleti byly vysvétleny a odstranény paradoxni vysledky zis-
kévané napt. prerovnavanim konvergentnich fad, limitnimi pfechody v kon-
vergentnich posloupnostech funkci apod. K tomu bylo nezbytné rozlisit pojmy
konvergence a absolutni konvergence rad, konvergence a stejnomérna konver-
gence posloupnosti funkci, spojitost a stejnomérna spojitost funkci apod. Tyto
pojmy se v 18. stoleti pfi intuitivnim pfistupu k problémim nedafilo rozli-
Sovat; teprve aritmetizace analyzy (tzv. e — ¢ jazyk) a zvySend pozornost ke
kvantifikdtorim v definicich pomohla objasnit tyto pojmy.

Pfipomenme, ze v osmnactém stoleti bylo integrovani povazovano za inverzni
operaci k derivovani a funkce se integrovaly pomoci Newtonova fundamentalni-
ho vztahu. Na Eudoxovu exhaustivni metodu se jakoby zapomnélo, byla vsak
obcas uzita pri aproximaci velikosti plochy pod kiivkou v kartézském systé-
mu soufadnic v roviné, kdyz k dané funkci nebylo vhodné nebo mozné urcit
primitivni funkci.

1. Cauchy a jeho pfistup k integraci

Jednim z matematikii, ktefi se vénovali upfesnéni pojmu integralu, byl A.-L.
Cauchy.

Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) se narodil a vystudoval v Pafizi. Po
¢ervnové revoluci roku 1830 musel odejit do vyhnanstvi, které travil v Turinu
a v Praze. Po dalsi revoluci roku 1848 zacal pusobit na Sorbonné.
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Vyznam Cauchyho dila v matematické ana-
Iyze spoc¢ivd mimo jiné v tom, Ze polozil zékla-
dy matematické analyzy v dnesni podobé. U¢inil
tak zejména ve svych ucebnicich Cours d’Analyse
z roku 1821 a Résumé des le¢cons données sur le
calcul infinitésimal z roku 1823. Definované poj-
my a matematické metody buduje na analytickém
zakladé.

Vyznamny kus teoretické prace vykonal také
v teorii obycCejnych diferencidlnich rovnic. Jemu
patii napf. prvni rigorézni dukaz véty o existenci
feSeni tzv. pocatecni ulohy.

V roce 1823 Cauchy formuloval novou definici
integralu a zabyval se jeho existenci pro pomér-

né Siroku tf¥idu funkci. Cauchy se snazil pro funkci f : [a,b] — R uréit obsah
plochy vymezené osou x, pfimkami x = a, x = b a grafem funkce f.

Obr. 13. Cauchytv integralni soucet

Pro spojitou funkci f : [a,b] — R postupoval Cauchy takto:
Rozdélil interval [a,b] na n ¢éasti pomoci bodt a = xg,x1,x2,...,2, = b.
Tomuto déleni D intervalu [a, b] pfifadil aproximujici soudet

(1)

n

S = Zf(asz_l)(asZ — 1),

i=1

kterym vyjad¥il soucet obsahti obdélnikii se zakladnou [z;—1,2;] a vyskou,
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ktera je ddna funkéni hodnotou f(x;—1). Cauchyovym tmyslem bylo definovat
integral f; f(x)dzx jako limitu souétl tvaru (1), kdyZz maximum délek , délicich®
intervall [x;—1,x;] bude konvergovat k nule. Jde tedy o aproximaci integralu,
tj. obsahu vyse vymezené plochy v roviné, pomoci sou¢tu ploch obdélniki. Za
pozornost stoji i ta skuteCnost, Zze pfi vytvareni souctu S pouzil Cauchy pro
interval [x;_1,x;] funkéni hodnoty funkce f v levém bodé tohoto intervalu.
Podobné 1ze pouzit funkéni hodnoty f(z;) v pravém koncovém bodé. Obdobné
pojmy se uzivaji dodnes pod nazvem levy resp. pravy Cauchyiv integrdl.

Cauchy se samoziejmé snazil ukazat, ze zminéna limita integralnich soucta
existuje. K tomu poznamenal, ze

... kdyz délky délicich intervali jsou velmi malé a jejich pocet n velmi velky,
bude mit zpusob rozdéleni pouze neznatelny vliv na hodnotu S.

Cauchyovu prohlaseni je tfeba rozumeét tak, ze kdyz utvofime integralni
soucty pro dvé déleni, ktera sestavaji z dost malych intervalii, potom se odpo-
vidajici integralni soucty S utvorené dle (1) budou od sebe malo ligit.

K dtikazu pouzil nasledujiciho vysledku:

Kdyz jsou a1, as,...,a, kladnd a ai, as, ..., a, libovolné ¢isla, potom

n n
E aiai:a(a1+a2+~-~+an):a§ Q;,
i=1 i=1

kde @ je néjaka hodnota, kterd leZi v intervalu [min a;, max a;].
Kdyz polozime «; = x; — x;—1 a a; = f(x;-1), dostaneme pro soucet (1)
vztah

S = 62(1’1 — {)32‘_1) = a(b — a),

kde @ je nékde mezi hodnotami min f(z;—1) a max f(z;—1). Podle véty o me-
zihodnotach spojité funkce musi proto byt @ hodnotou funkce f v nékterém
z bodt intervalu [a, b], tj. @ = f(a + 6(b — a)) s n&jakou hodnotou 6 € [0,1], a
tedy

(2) S =fla+6(b—a))(b—a).
V dalsim pak Cauchy vySetiuje pfipad, kdyz se déleni
D:{a=x9,21,22,...,2, = b}

zjemni délenim D’ tak, Ze kaZdy interval z déleni D’ je ¢4sti nékterého z inter-
valtl [z;—1,x;] v déleni D. Pak lze soucet S’, ktery odpovida novému déleni D',
psat ve tvaru

S =8 +8+--+5),

kde S}, je soudet téch ¢€lentt z S, pro které pfislusné intervaly déleni D’ lezi
v k—tém intervalu [zj_1, zx] déleni D.
KdyZ nyni pouZijeme (2) na kazdy interval [zy_1, zk], dostaneme

Sy = f(xr—1 + Ok(xr — xp-1)) (XK — Tp—1)
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pro k=1,2,...,n a n&aké 0 € [0, 1]. Proto mame

(3) S =" fer1 + Ox(wr — wx—1))(wh — 2p_1)
k=1

a ovSem

n

4 8 =85=D (fl@ra+0k(@r—zK1)) = fl@wr—1)) (@K — Th1)-

k=1

Odtud pak Cauchy vyvozuje, ze

... hodnota S vypocitand tak, Ze intervaly [xr_1,2k], k = 1,2,...,n, jsou
malé, se znatelné nezmeént, kdyz se prejde k jinému zpusobu vypoctu, kde se
kazdy z proki délent [xi—1, k] rozdéli do mnoha dalsich.

Z dnesniho hlediska zde Cauchy neni zcela piesny, protoZze ze vztahu (4)
(spravné !) usoudil, ze (v pfekladu do dnes$niho zplisobu zapisu) pro kazdé
e >0 je

8" =8| < Z |f(zr—1 + Ok (zr — 21—1)) — f(@h—1) (TR — Th1) <
k=1

< Ei(xk —xp_1) =¢e(b—a)
k=1

jakmile je déleni D dost jemné. Nepfesnost spociva v tom, ze tuto tvahu lze
provést jen na zakladé poznatku, Ze spojita funkce f na uzavieném intervalu
[a,b] je stejnomérné spojitd, tj. ze ke kazdému e > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro
2" € la,bl, |2’ — x| < ¢ plati |f(2') — f(2”)] < e. Tento pojem vSak v té
dobé jesté nebyl znam, Cauchy jej mozna intuitivné ,citil“, ale nepovazoval za
nutné se o tom zminit.

Dale Cauchy postupoval uz obvyklym zptsobem; ke dvéma délenim D; a
Dy intervalu [a, b] urdil jejich spoleéné zjemnéni D a s jeho pomoci ukdzal, ze
pro integralni soucty S; a Se odpovidajici délenim D a D plati

51752 :n(bfa),

kde n je v absolutni hodnoté malé a déleni D; a D, sestavaji z dostatecné
malych (co do délky) intervalti.

Odtud pak klasickou ,,cauchyovskou“ argumentaci dochéazi k tomu, ze inte-
gralni soucty jsou blizké jisté limité, kterd se prohlasi integralem f: f(z)dz.

Tyto tGvahy lze nalézt v Résumé des lecons donnés a I’ Ecole Royale Poly-
technique sur le calcul infinitesimal z roku 1823, které jsou konspektem Cau-
chyovych prednasek. Vyklad pak pochopitelné pokracuje déle, jde o kurs inte-
gralniho poctu.

Zde se spokojime s Cauchyovou definici a s poznamkou, ze méla pochopi-
telné dobové vady. Je tfeba kupftikladu fici, ze v té dobé nebylo nic zndmo



58

o plnosti realnych &isel v dnesni podobé,? a tak vlastné bylo i nekorektni sou-
dit, ze pri limitnim pfechodu pfes zjemnujici se déleni integralni soucty tvaru
(1) skute¢né k néjakému redlnému ¢islu konverguji. Po¢dtkem 19. stoleti jesté
nebyla doba zrala na to, aby byla realna ¢isla chdpana v dneSnim slova smy-
slu, uplnost byla poklddana za samoziejmost z geometrickych divodi. Teprve
v r. 1872 byly publikovany prvni prace, které se tykaly konstrukce redlnych ¢isel
(R. Dedekind, G. Cantor, Ch. Meray, E. Heine). Proces aritmetizace analyzy
vSak v té dobé uz zapocal a pravé Cauchy k tomu nemalou mérou pfispél. Jeho
matematické ivahy a dikazy jsou toho druhu, Ze je 1ze bez vétsi namahy pre-
klddat do dnesni Teci aritmetizované analyzy véetné pojmu redlného d¢isla, jak
je dnes prezentovan. Stejné tak uz tou dobou bylo zaseto sémé rozluky analyzy
s geometrii, které do té doby v mnoha publikacich bylo tézké odlisit. Publikace
z analyzy nemusely byt podepfeny geometrickymi vyvody.

2. Riemann a jeho teorie integralu

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826
— 1866) se narodil ve vesnici Breselenz (pobliz
Dannenbergu v krélovstvi hannoverském) v ro-
diné kazatele.

V roce 1846 nastoupil na univerzitu v Gottin-
gen. Imatrikulovan byl jako student filologie a
teologie. Poslouchal vSak i matematické prednés-
ky (numerické feseni rovnic — Stern, zemsky mag-
netizmus — Goldschmidt, metoda nejmensich ¢tver-
ct — Gauss, urcité integraly — Stern). Shledal, ze
jeho sklon k matematice je veliky a pozadal otce
o svoleni, aby se ji mohl vénovat zcela. Od 1847
byl na univerzité v Berliné, kde setrval do roku
1849.

V r. 1849 se vratil do Gottingen. Zde pracoval na své disertaci Grundlagen
fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verdinderlichen complexen
Grosse (Zdaklady obecné teorie funkci jedné proménné komplexni veliciny), kte-

B. RIEMANN

ra byla velmi uznale posouzena Gaussem. S predlozenim prace se Riemann
pozdrzel kviili pracem experimentéilni povahy pro pfirodovédny seminaf a také
proto, ze vénoval velkou péci zptisobu prezentace prace.

Pocatkem prosince r. 1853 odevzdal Riemann svij habilita¢ni spis ,, Uber
die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe“ (O re-
prezentovatelnosti funkce trigonometrickou fadou).

Po Gaussové smrti (22. tnora 1855) byl z Berlina do Géttingen povolan
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859). Snahy jmenovat pfi této

2tj. nebylo dokézano, 7e kazda cauchyovska posloupnost realnych ¢isel ma limitu
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prilezitosti Riemanna mimoradnym profesorem nebyly bohuzel tspésné. Teprve
po smrti Dirichleta roku 1859 byl Riemann jmenovan fadnym profesorem a
zvolen ¢lenem ucené spole¢nosti.

Riemannovy sebrané spisy (Bernhard Riemann’s gesammelte mathematische
Werke und wissenschaftlicher Nachlass. Herausgegeben unter Mitwirkung von
R. Dedekind von H. Weber. Leipzig, B. G. Teubner, 1876) obsahuji publikované
prace a rovnéz prace z rukopisné pozustalosti, kterd byla po Riemannové smrti
v rukou R. Dedekinda. Dalsi ¢ast Riemannovy poztstalosti byla publikovana
jesté v roce 1902 jako dodatek k jeho sebranym spisim. Obsahuje zejména
zdznamy Riemannovych prednések.

Riemannuv integral

B. Riemann v roce 1854 znovu nastolil otazku, co vlastné je f: f(z)dz. Ptal
se, jak se ma chapat to, s ¢im se uz vice nez jedno stoleti pracovalo a co prinaselo
uzitecné poznatky a bylo bézné uzivano ve fyzice.

Dejme vsak slovo B. Riemannovi a citujme nékteré pasaze z jeho habilitac-
niho spisu Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe.

Neurcitost, kterd jesté v nekterych zakladnich bodech teorie urcitého integrdlu
panuje, nds nuti predeslat néco o pojmu urcitého integrdlu a o rozsahu jeho
platnosti.

Tedy za prvé: Co se md rozumét pod f: f(z)dx ?

Abychom toto stanovili, zvolme mezi a a b sefazenou dle velikosti fadu hodnot
T1,%2,...,Tn_1 a oznacme kvuli krdtkosti 1 — a znakem 1, xo — x1 znakem
02y...,b—xp_1 znakem 0, a bud e kladny pravy zlomek. Potom hodnota souctu

S = 51f(a + 6161) + 52f(1‘1 + 6252) + 53f($2 + 6353) + -+ 571]0(1‘“71 + snén)

bude zdviset na volbé intervali & a veli¢in €. Bude-li nyni mit (ten soucet) tu
vlastnost, Ze atf jsou zvoleny 0 a € jakkoli, bude se nekonecné bliZit k pevné
hranici A jakmile budou vSechna § nekoneéné mald, pak se tato hodnota (tj. A)
nazgvd f: f(x)dz.

Kdyz tuto vlastnost nemd, pak nemd f; f(z)dx vyznam.

Neni prili§ obtizné v téchto fadcich rozeznat definici Riemannova integralu
v podobé, kterd nam je zndma z novodobych ucebnic. Riemann pak pokracuje
kratkym popisem toho, Ze kdyz dle uvedené definice f; f(z)dz nemd vyznam,
miiZe se integralu pfesto vyznam nékdy pripsat, a popisuje, jak je pomoci limity
definovan nevlastni integral (viz k tomu pozndmka nize).

Srovname-li Riemannovu definici s definici Cauchyovou, shledame, ze Rie-
mann voli libovolng bod & = x;—1 + €;0; v i—tém intervalu [z;_1, z;] v déleni
D intervalu [a, b] a podobné jako Cauchy definuje integral vztahem

b n
[ = i 32w i)
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kde 0 znamené maximum délek §; intervald [z;_1, ;] v déleni D. Na rozdil od
Cauchyho, ktery potfeboval spojitost funkce f, Riemann na funkci f nemé zad-
né pozadavky. Tim pfimo zobecnil to, jak integral chapal Cauchy. V Cauchyové
pripadé totiz bylo

b
/f(gc x = hmele —Zi-1),

a to, co Cauchy potieboval k vykladu své definice (pracoval se spojitou funkci!)
ve vztahu (3), se stava pro Riemanna definici.

SOt E4470 441 )

I.'III'I'L.!

Xt Epeg0kes
Obr. 14. Riemanntiv integralni soucet

Déle pak Riemann pise:

Vysetfujme nyni za druhé rozsah platnosti tohoto pojmu (rozuméj pojmu
integralu) neboli otdzku: ve kterych pripadech pfipousti funkce integraci, a ve
kterych nikoli?

Zptusob, jakym tuto otdzku Riemann polozil, je typicky pro novou matemati-
ku, ktera se v 19. stoleti formovala. Riemannova definice se totiz tyka libovolné
funkce a jim polozena otazka sméfuje k vymezeni tfidy funkci, pro které ma
jim zavedena definice integralu smysl, tj. pta se po dosahu nového pojmu.

Sledujme dale jeho tvahy:

Pohlédneme na pojem integrdlu v uzsim smyslu, tj. predpokldddme, Ze soucet
S konverguje, kdyz se vSechna 0 stanou nekonecné malymi. Kdyz tedy oznacime
nejuetsi rozkmit (Schwankung, oscilace) funkce mezi a a x1, tj. rozdil jeji
nejvetsi a neymenst hodnoty v tomto intervalu, znakem D1, mezi x1 a xo znakem
Do, ..., mezi xn—1 a b znakem D,,, musi byt

01D1 4+ 62D2 + -+ - + 0, Dy,



61

nekonecné malé s nekonecné malymi hodnotami §. Predpoklddejme ddle, Ze
pokud zustanou véechna 0 mensi nez d, nejuétsi hodnota, kterou tento soucet
muze nabyt, je A; A pak bude funkci d, kterd s d vidy ubjvd a stane se s touto
velicinou nekonecné malou. Je-li nyni celkovd délka intervali, v nichZ jsou
oscilace vétsi neZ o, rovna s, pak bude prispevek techto intervalu k souctu
01D1 + 02Ds + - - - + 6, D,, ziejmé vétsi nebo roven os. Odtud je

alb

0s <01D1+62D5+ -+ 6Dy <A, aprotos <

% lze nynt, kdyZ je o ddno, udélat volbou vhodného d libovolné malym; totéZ
plati proto i o s a tedy se dostane:

Aby soucet S konvergoval, kdyZ budou vSechna 6 nekonecné mald, je kromé
toho, Ze funkce f(x) je koneénd, Zddouct, aby bylo mozno udélat celkovou délku
intervalid, v nichZ jsou oscilace vétsi ne o, necht uZ je o jakékoli, vhodnou
volbou d libovolné malou.

Tuto vétu lze i obrdtit:

Je-li funkce f(x) vidy koneénd (immer endlich) a kdyZ pii nekonecném
ubyvdni vech velicin 0 se stane celkovd délka s intervali, v nichZ jsou oscilace
funkce f(x) vétsi nez dand velicina o, také nekoneéné malou, pak konverguje
soucet S, kdyz se vSechna § stanou nekonecné malymi.

Ty intervaly, v nichz jsou oscilace vétsi nez o, pridaji k souctu 61 D1+ 92 Do+
-+« + 0, Dy, hodnotu mensi nez s nasobené nejuétsi oscilaci (rozkmitem) funkce
mezia a b, kterd je (dle piedpokladu) koneéna; zbylé intervaly prispéji hodnotou
mensi nez o(b — a). Ziejmé lze nyni nejprve povaZovat o za libovolné malé a
pak jesté velikost intervali (dle predpokladu) urdit tak, aby se i s stalo libovolné
malym, ¢imz lze soucet 61 D1+ 02Ds+ - - -+ 0, D,, udélat libovolné malym a tim
ndasledné uzavrit hodnotu souctu S do libovolné uzkych hranic.

Nalezli jsme tedy podminky, které jsou nutné a postacujici pro to, aby soucet
S pri nekoneéném ubjvdni velicin § konvergoval, a tedy aby v uZsim smyslu
mohla byt Te¢ o integrdlu funkce f(x) mezi a a b.

V této ukézce prekladu Riemannova ptvodniho textu se mluvi o integralu
»Vv uzsim smyslu“ proto, ze — jak bylo podotknuto vyse — Riemann mluvi pii
definici i o nevlastnim integralu, definovaném pomoci limit a ten chape jako
integral ,,v $irsim smyslu“.

Nevlastni integral

Uz jsme se zminili, ze Riemann ve svém habilita¢nim spisu rozlisil vlastni a
nevlastni ur¢ity integral (integral v uzsim, resp. $ir$im smyslu). U nevlastniho
integrélu jde o situaci, kdy je funkce f(z) je integrovatelnd mezi a + ¢ a b pro
jakkoli malé kladné e, a neni integrovatelnd mezi a a b. Kdyz pak v této situaci
existuje limita

b
lim/ f(x)dx,
e=0 Jo4e
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pak se pod pojmem nevlastniho urcitého integrdlu fab f(x)dx rozumi prave tato
limita.

Jsou celkem pfirozené varianty tohoto pojmu pro druhy koncovy bod b, pro
oba koncové body a i b, nebo pak pro koneény systém bodt v intervalu [a, b].
Napr.

c—eq b
/ f(z)dx = hm f(z)dx + lim f(z)dx
e1—0 a eo—0 c+eo
pro pfipad ,nevlastniho* bodu ¢ v integra¢nim intervalu [a, b]. Na limity zde
je treba hledét jako na sobé nezavislé limitni pfechody. Muze se stat, ze prava
strana tohoto vztahu mé smysl pouze pro specialni limitni pfechod, napt. pro
€1 = €. Tento zvlastni pfipad najdeme uz u Cauchyho, ktery jej nazval hlavni
hodnotou integrdlu (valeur principal) ff f(x)dx

Riemannuv priklad nespojité funkce

Je na misté znovu podotknout, Ze Riemann pii své definici nikterak ne-
specifikoval funkce, pro které sviyj integral definoval. Hovori o funkcich, které
pripoustéji integraci; fe¢eno dnesnimi slovy, o integrovatelnych funkcich. Zavadi
tak novou tfidu funkci, které je vhodné a tcelné zkoumat. Sam k tomu fika
toto:

Poté, co jsme wvysetrili podminky pro moznost urcitého integrdlu obecné,
tj. bez zvldstnich predpokladi o povaze integrované funkce, budiZ nyni toto
vySetrovani ve zvldstnich pripadech zédsti pouZito, zédsti ddle rozvinuto, a sice
pro funkce, které jsou mezi dvéma jakkoli blizkymi hranicemi (body) nekoneéné
casto nespojité.

JelikoZ na tyto funkce jesté nikde nebylo pohlédnuto, bude dobré vyjit od
jistého prikladu.

Poté udava Riemann tento piiklad (uvedeme jej v dnes$ni podobé, abychom
se vyhnuli tézkopadnosti a ponékud kroucené ceské podobé pokust o doslovny
preklad Riemannovy némdiny):

Bud -
< nr >
f@)=3 —5—,
n=1 n
kde
x—k prox € (k,k+3), keZ
<z>=+¢0 prox:k—i—%, keZ

z—(k+1) proz€ (k+3,k+1), keZ

1
Funkce < x > je nespojitd v kazdém bodé k + 3 pro k celé. Limita zleva této

1 1 1
funkce v k + 3 pro k celé je 3 a limita zprava je —5 funkéni hodnota v tomto

bodé je 0. Rada vyjadiujici funkci f(x) konverguje (dokonce stejnomérné, to
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vSak Riemann nefikd) pro kazdé z a kdyz je x = 2£, kde p, n jsou nesoudélna
n

¢isla, je
Fat) = @) - 2> ) -
2n ~ (21 + 1 16n2
a
1 & 2
fla=) = 2—2 22+1 =@+ 5e

Jinak je véude f(z+) = f(z—) = f(z) (zde f(z—), resp. f(z+) znamena limitu
funkce f v bodé x zleva, resp. zprava). Riemannova funkce je tedy nespojité
v kazdém bodé tvaru 2£, kde p a n jsou nesoudé€lné cisla.

n

Kdyz oznacime

w(f,la, B]) = sup f(y)— inf f(y)

y€la,p] y€la,p]
oscilaci funkce f v intervalu [a, 8] a

wif o) =limw(f,[v — e,z +e)

oscilaci funkce f v bodé x, dostaneme pro x = 2£, kde p,n jsou nesoudélna,
n

z vySe uvedenych jednostrannych limit rovnost

71.2

w(f,x) = —.
(f.2) = 5
Odtud pro dané o > 0 existuje jen konecny pocet hodnot n, pro které je
) > o0, a proto v kazdém konecném intervalu je jen konec¢ny pocet hodnot
xr tvaru x = 2£, kde p,n jsou nesoudélnd, pro které je skok funkce f vétsi nez
predepsanéd hodnota ¢ > 0. Tento koneény pocet hodnot tedy lze uzaviit do
systému intervalt libovolné malé celkové délky.

7 vyse uvedenych Riemannovych tvah vyplyva, zZe integral z této pomérné
divoce nespojité funkce existuje pres kazdy omezeny interval. Timto ptikladem
Riemann ukézal, Ze dosah jim zavedeného integralu jde dosti za t¥idu spojitych
funkci, tj. ze do t¥idy riemannovsky integrovatelnych funkci patiii ,,velmi silné“
nespojité funkce. Tim se dostal daleko za Cauchyovy pfedstavy o tom, zZe je
rozumné integrovat jenom funkce po ¢astech spojité.

Darbouxuv integral

Piipomenime na tomto misté jesté Gastona Darbouxe (1842 — 1917) a

jeho praci Mémoire sur les functions discontinues z Ann. Ecole Norm. Sup.
z roku 1875.
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Darboux ukazuje, Ze kdyz je funkce f(x) omezend, potom horni integralni

soucet
n

Yo sup o f@)(@i —wia)

i—1 §€lTi—1,7i]
a dolni integralni soucet

n

o inf f(E) (i — i)

P E€fwi1,x4]

prodéleni D:a=xz¢p < 21 < -+ < Zp—1 < &, = b intervalu [a, b] maji limitu,
pokud max;(z; — z;-1) — 0.

Tyto limity jsou horni integral f: f(z)dxr a dolni integral f: f(z)dx pro
horni, resp. dolni integralni sou¢ty. Pokud horni a dolni integral mé stejnou
hodnotu, hovofime o integralu funkce f. Tato definice integralu je ekvivalentni
Riemannové definici.

Darbouxova definice zaloZzena na hornich a dolnich integralnich souctech se
stala zakladem vykladu o Riemannové integralu i u nas, viz napf. K. Petr:
Pocet integrdlni (1915, 2. vyd. z roku 1931) nebo V. Jarnik: Integrdlni pocet I.
1948, resp. ptivodni verze Uvod do integrdlniho poctu z roku 1938.

Srovname-li Newtonovu a Riemannovu definici uréitého integralu, musime
konstatovat, ze existuji funkce f : [a,b] — R takové, Ze jsou integrovatelné
v Riemannové smyslu, ale v Newtonové nikoliv a naopak.

Relativné slozity priklad uvedl v roce 1881 Vi-
to Volterra (1860 — 1940). Sestrojil priklad spo-
jité funkce, kterd ma omezenou derivaci a tato
derivace neni integrovatelnd v Riemannové smy-
slu. V tomto Volterrové ptikladu jde o to, Ze je
k dispozici spojita primitivni funkce F' a jeji deri-
vace F’, ale integral z této derivace vytvofeny ja-
ko ,limita“ riemannovskych integralnich souct
neni vhodny k tomu, aby platil zdkladni newto-
novsky vztah F(b) — F(a) = fab F'(z)dx s inte-
gralem vpravo chapanym jako Riemanniv inte-
gral. Volterra tak urcil funkci, kterd ma Newto-
niv integral ale neméa integral Riemanntuv. Od-
halil to, ze Riemanntv integral neni univerzalni
v tom smyslu, ze by plné pokryl integral Newtontv, pomoci kterého se prova-
dély vSechny konkrétni vypocty v drivéjsich dobach.

Volterrtiv ptiklad stejné jako diive zminény piiklad Riemanntv svédéi o ma-
tematickych postupech konce devatenactého stoleti. Jde o snahu uvadét prikla-
dy, které se matematiktim mohou jevit jako exotické, které vsak jsou z hlediska
matematiky velmi podstatné, jelikoz vymezuji dosah pojmi a leckdy také bori
myty nebo vzité falesné predstavy. Do této kategorie patii Weierstrassiv (nebo

V. VOLTERRA
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i daleko diivéjsi Bolzantv) ptiklad funkce, kterd je spojitd a pfitom nemé nikde
derivaci, nebo zminény Volterruv pfiklad funkce, kterou je vhodné integrovat
dle Newtonovy definice, zatimco Riemannova definice pro jeji integrovani vhod-
na neni.

Uvahy tohoto typu ze sklonku 19. stoleti jsou piedzvésti zcela nové a pie-
vratné teorie integrédlu, ktery byl zaveden a rozvinut Henri Lebesguem hned
na pocatku stoleti dvacatého. Souviseji rovnéz se vznikem pojmu miry mnozi-

ny.

3. Cesta k mife mnozin

V Riemannovych tvahach o integrovatelnosti funkci hrala klicovou roli os-
cilace w(f, z) funkce f v bodé z. Pfipometime, Ze je definovana jako

w(f,2) =lmw(f, [z —e,wte]) =lim( sup  fly)— _ inf  f(y)).
el0 40 yelp—e,z+e] y€Elz—e,x+e]

Pomoci ni Riemann formuloval nutnou a postacujici podminku, aby funkce f
byla integrovatelna.

Paul Dubois—Reymond (1831 — 1889) ve své praci Die allgemeine Funk-
tionentheorie I. v r. 1882 uvadi:
Je-li funkce f(x) takovd, Ze mnoZina

{z;w(f,2) > 0}

je pro kazdé o > 0 obsaZena v koneéném systému intervali o libovolné malé
celkové délce, potom je splnéna Riemannova nutnd a postacujici podminka
integrovatelnosti pro funkci f a plati to i naopak.

Dubois—Reymondtv zpiisob prezentace Riemannovy podminky je pozoru-
hodny tim, jak tato podminka v sobé& obsahuje pojem nulové mnoziny (mnoziny
nulové délky, miry). Vede také pfimo k definici nulové mnoZiny:

Mnozina M je nulovd (nulové délky), jestlize pro kazdé e > 0 existuje koneény
systém intervalt [;, i« = 1,2,...,n, o celkové délce Y. | |I;| mensi nez e,
pokryvajici mnozinu M. Zde pro interval I = (¢, d) uzivime oznaceni |I| = d—c¢
pro jeho délku.

Pojem nulové mnoziny vznikl v podstaté soubézné s Cantorovou teorii mno-
zin a sam Cantor mu vénoval jistou pozornost.

Spolu s vyse uvedenou poznamkou lze nyni bez vétsi namahy usoudit, Ze
funkce f je integrovatelnd v Riemannové smyslu, pravé kdyz je mnozina jejich
bodd nespojitosti nulova. PovSimneme-li si Riemannova pfikladu nespojité
funkce, jak jsme jej uvedli drive, shledame, ze mnozina bodt jeji nespojitosti
je nulova v tom smyslu, jak to upfesnil Dubois-Reymond.
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Jordanova — Peanova mira

Na nulové mnoziny lze hledét jako na mnozi-
ny, kterym je prifazena nulova mira; ta v jistém
smyslu vypovida o tom, Ze tyto mnoziny maji nu-
lovou délku (plo$ny obsah, objem), nebo obecné
miru. V jistém smyslu bylo prirozené chtit ¢iselné
vyjadrit velikost nebo ,miru“ i pro jiné nez nulo-
vé mnoziny. V devatenactém stoleti byly v tom-
to sméru ucinény jisté kroky. Camille Jordan
(1832 — 1922) v praci Remarques sur les integra-
les définies z r. 1892 (Journ. de Math.) postupuje
v pripadé rovinnych mnozin takto:

Utvofme v roviné ¢tvercovou sit (to znaji dnes
u ndas i zaci zdkladni skoly) tvofenou p¥imkami,
které jsou rovnobézné s osami soufadnic. Necht S
je soucet obsahtl vSech ¢tverct sité, které jsou ve vnitfku mnoziny M a necht
S’ je soudet obsahti vSech ¢tvercti sité, které obsahuji alesporni jeden bod hranice
mnoziny M. Soucet S + S’ vyjadiuje soucet plosnych obsahti téch ¢tvercii ve
¢tvercové siti, které obsahuji body uzévéru mnoziny M.

C. JORDAN

VALY
NI/
T
|

6 o

Obr. 15. Vnitini a vnéjsi Jordanova — Peanova mira

P#i neomezeném zjemnovani étvercové sité, konverguji soucty S a S + S’
k limitdm. Prvni z téchto limit se nazyva vnitrns, druhd pak vnéjsi Jordanova —
Peanova mira mnoziny M. Jestlize jsou tyto hodnoty stejné, nazyva se mnozina
M meéritelna v Jordanové — Peanové smyslu a spolecnd hodnota vnéjsi a vnitini
Jordanovy — Peanovy miry se nazyva Jordanova — Peanova mira mnoziny M.

P1i tomto popisu jsme uzili jména italského matematika Giuseppe Peana
(1858 — 1932), ktery ve své knize Applicationi geometriche del calcolo infini-
tesimale z roku 1887 vnéjsi miru mnoziny uréil jako infimum obsahtl vsech
mnohotthelnikt, které mnozinu obsahuji a vnitfni miru mnoziny stanovil ja-
ko suprémum obsahii vSech mnohotihelniki, které jsou v mnoziné obsazeny.
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Ekvivalentnost obou zptisobii zavedeni téchto mér (tj. Jordanova a Peanova
zpusobu) lze ukizat elementarné.

Pii pohledu na tyto definice se snadno dosta-
vame k antickym technikdm a myslenkam, které
uzivali Eudoxos nebo Archimédes. Jsou vylepSeny
o pojmy limity, infima a supréma, které v upfes-
néné podobé pfinesl konec 19. stoleti (a které
velmi pravdépodobné vyjadiuji to, co se antic-
ti matematikové ve své hriize z nekonecna bali
vyslovit).

Souvislost Jordanovy — Peanovy miry s poj-
mem Riemannova integralu je patrna z nasledu-
jictho tvrzeni, které lze nalézt ve vyse zminéném
Peanové dile.

Necht je ddna nezdporna omezena funkce f :
[a,b] — R. Bud

G. PEANO

E(f,[a,0]) = {(z,y) € R* =z € [a,b],0 < y < f(a)}.

K tomu, aby funkce f byla integrovatelnd v Riemannové smyslu v intervalu
[a, b] je nutnou a postacujici podminkou, aby byla mnozina E(f, [a, b]) méFitelna
v Jordanové — Peanové smyslu. Pfitom plati, ze hodnota integralu f: f(x)dx
je rovna Jordanové — Peanové mife mnoziny E(f, [a,b]).

Definitivni podobu ziskala Jordanova — Peanova mira ve velmi prestiznim
druhém vydani knihy Cours d’analyse od C. Jordana z r. 1893; proto je téz
nazyvana Jordanovym objemem. Je totiz nasnadé, ze techniku, kterou jsme
popsali pro pfipad rovinnych mnozin, 1ze pifenést bez podstatnych zmén i do
vyssich dimenzi.

Boreluv pohled na miru

Emile Borel (1871 — 1956) v roce 1898 publikoval knihu Legons sur la
théorie des functions a formuloval v ni (na malém prostoru ¢tyf stran) nové
principy, kterymi by se mél fidit ten, kdo poda definici miry mnoziny.

Borel podal vycet vlastnosti, kterym mé pojem miry mnoziny vyhovovat;
uvedl tedy deskriptivni (popisnou) definici miry:

(1) Mira je vidy nezdpornd.

(2) Mira sjednoceni spocetného systému (nepiekryvajicich se) mnozin je
rovna souctu jejich mér.

(3) Mira rozdilu dvou mnoZin (tj. mnoZiny a jeji podmnoziny) je rovna
rozdilu jejich meér.

(4) MnoZina, jejiz mira neni nulovd, je nespocetnd.



68

V této souvislosti je zasadni existence objek-
t11, které jsou popisem dany. V nasem konkrétnim
ptipadé se ihned nabizi otazka jak vypadaji mno-
ziny, pro které lze miru definovat tak, aby vyho-
vovala vySe uvedenym pozadavkim a zda takova
mira — pokud existuje — je jednoznac¢né dana.

Borel se pokusil o odpovéd na prvni problém.
Vysel z celkem piirozeného pozadavku, ze mirou
(otevieného) intervalu (a,b) C R je jeho délka
b—a.

Je uziteéné si uvédomit, co daji vlastnosti (2) a
(3) z vySe uvedeného Borelova vyctu, tj. o jakych
mnozinadch mtze byt fe¢, kdyz uz vime, jaka je
mira otevieného intervalu v R. Vyjdéme z toho,
7e budeme zkoumat podmnoziny uzavieného intervalu [A, B]. Miru lze ptifadit
otevienym intervalim (a,b) C [A, B] a podle (2) také jejich spoéetnym sjed-
nocenim. To znamend, Ze muZzeme urcit miru vsech otevienych mnozin, které
jsou ¢asti intervalu [A, B]. Podle (3) lze uréit i miru vSech uzavienych mnozin
v [A, B], protoze ty jsou komplementem (tj. mnozinovym rozdilem [4, B] \ G)
néjaké oteviené mnoziny G C [A, B]. A tak lze pokradovat.

V dnesni podobé lze Fici, ze tfida mnozin v [A, B], kterym lze dle Borela pfi-
soudit miru, m4 tu vlastnost, Ze je uzaviend vaci tvorbé mnozinového dopliku,
spocetnych sjednoceni a spocetnych prinikt. Takova tfida mnozin se nazyva
o—algebra mnoZin. Pfesné fefeno neprazdny soubor ¥ mnozin E C [A, B] je
o—algebra, kdy7 spliiuje tyto vlastnosti (znakem C(E) = [A, B] \ E je oznacen
doplnék mnoziny E v intervalu [A, B]):

l.EeY = C(E)=[A,B]\EcX,
2. kdyz je E, € ¥ pro k=1,2,..., potom také | J, E € X.

E. BOREL

Je vhodné poznamenat, ze ze vztahu C((, Ex) = U, C(Ek) plyne, ze
i Ex € X, kdyz ¥ je o-algebra a Ej, € ¥ pro k = 1,2,.... Navic je vidét, ze
prazdnd mnoZina a cely interval [A, B] rovnéz patii k o—algebfe.

Nejmensi o—algebra podmnozin v R, ktera obsahuje vSechny oteviené mno-
ziny v R, se dnes nazyva Borelova o—algebra a jeji prvky se nazyvaji borelovské
podmnoziny v R.

Uvahy tohoto abstraktniho typu nepochézeji od Borela, jsou formalizaci jeho
predstav v dnesni podobé.

U E. Borela lze nalézt jenom zakladni ideje, samotné provedeni a podrobny
popis, jak ziskat tfidu mnozin, pro néz lze definovat miru pfi zachovani sta-
novenych pozadavki, Borel nepodal. Boreltv pfistup byl zadsadné bohatsi nez
Jordanova teorie objemu v tom, Ze pozadoval aditivitu miry pro nespocetné
systémy mnozin.

Popis miry vychézejici z Borelovych postulatd podal v roce 1905 H. Le-
besgue; pozadované mnoziny nazval méfitelnymi mnoZinamsi (pfesnéji fikal, ze
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jsou B-méfitelné). Toto umoznilo Lebesgueovi zavedeni zcela jiného typu inte-
gralnich souctt nez pouzil Riemann.

19. stoleti je ve vyvoji integralu diilezitym obdobim:

» Cauchy a Riemann zavedli konstruktivni, souc-

tové definice integralu, kterymi se vratili k fecké
exhaustivni metodé;

» byly dany zékladni predpoklady pro vznik teorie
miry (Jordan, Peano), Borelovy postuldty pro
zavedeni miry daly podnét k novému pfistupu
k definici integralu ve 20. stoleti.



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T13:22:08+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




