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Kapitola V.

Teorie integralu
ve dvacatém stoleti u nas

Vénujme strucné pozornost tomu, jak se u nas v tomto stoleti rozvijel mo-
derni pohled na integral a jak byl matematikim a studentim v tisténé podobé
predkladan.

Prvni soustavnéji a cesky napsana ucebnice matematické analyzy je kniha
Dr. F. J. Studnic¢ky (1836 — 1903) Zdkladové vyssi mathematiky. Jeji druhy
dil vysel v roce 1871 s ndzvem O poctu integrdlnim. Studnickiv integralni pocet
je prakticky orientovana kniha, v niz podstatnou roli hraly vypocty zalozené
na Newtonové integralu. Kniha nejde ptilis za stav znamy z dob Eulerovych.

Moderni teorie integralu v nasem geografickém regionu jde zpét ke Karlu
Petrovi (1868 — 1950), ktery se ujal sepsani Pocdtu integrdlniho poté, co takové
plany mél Eduard Weyr, ktery vsak predcasné zemiel. Prvni vydani Petrova
Poctu integrdlniho vyslo v roce 1915, druhé pak v roce 1931. Nové vydani knihy
Petr zna¢né piepracoval a pfidal ke knize dodatek napsany V. Jarnikem Uvod
do teorie mnozstvi. Petriv vyklad byl zalozen na Newtonové a Riemannové
koncepci integralu; vyznacuje se mimoradné silnou strankou prof. K. Petra, tj.
propracovanou a bohatou vypocetni technikou. Ve svém dodatku k Petroveé
knize se Vojtéch Jarnik (1897 — 1970) zmifiuje o knihdch H. Lebesguea,
E. Kamkeho, L. Schlesingera a A. Plesnera, Ch. de la Vallée — Poussina, které
jsou vesmés vénovany Lebesgueové teorii integralu, a pise, Ze se touto teorii
v tomto dodatku nezabyval. (Dodatkem by pak musela byt celd nova kniha;
Jarnikova poznédmka vSak svéd¢i o tom, ze se v Praze o Lebesgueové teorii
integrélu v té dobé védélo.)

V roce 1936 vysla knizka Eduarda Cecha (1893 — 1960) Bodové mnoZiny,
cast pruni. Dodatek k této knize O derivovanych c¢islech funkci jedné proménné
napsal opét V. Jarnik. Ctvrta kapitola Cechovych Bodovijch mnoZin, nazvana
Mira a integrdl je velmi rozsahla, zabird zhruba polovinu knihy, tj. 220 stran.
V dobé, kdy E. Cech knihu psal, piisobil v Brné; kniha tedy vypovida i o tom,
jak byl tehdy na brnénské univerzité Lebesguetiv integral prezentovan. 7 té
doby se dochovaly téz konspekty prednasek o Lebesgueové integralu od dalsiho
brnénského matematika Otakara Boruvky (1899 — 1995).

Kapitola o teorii integralu a Jarnikiiv dodatek k Cechové knize se do reedice
knihy v roce 1964 nedostaly, reedice byla doplnéna o kapitoly druhé casti
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knihy, které se objevily v Cechové poziistalosti. Kniha tim ziskala jednotny
topologicky raz.

Pro mladsi generaci se tim vsak ponékud zastielo Cechovo prvenstvi v knizni
prezentaci teorie Lebesgueova integralu u nas. V Cechovych Bodovyjch mnoZi-
ndch se v nasi knizni matematické literatute totiz poprvé — po vice nez tiiceti
letech od jejitho vzniku — objevuje vyklad Lebesgueovy teorie integralu. Mimo-
chodem stoji za to pfipomenout i to, Ze E. Cech knihu vénoval ,,Svému uéiteli p.
prof. K. Petrovi“. Cechtiv vyklad integralu byl nalezité diikladny. Pfipomene-
me jen stru¢né nékterd témata: mnozinova télesa, o—télesa, Borelovy mnoziny,
aditivni a o—aditivni mnozinové funkce, obecné teorie miry, obecné teorie inte-
gralu (méfitelné funkce, Fubiniova véta, specidlni pfipad Lebesgueovy miry),
mnozinové funkce s koneénou variaci (Vitaliova pokryvaci véta, derivace mno-
Zinové funkce, metrickd hustota), bodové funkce s kone¢nou variaci, Stieltjestv
integral.

Cech ve své kapitole o integralu vyklada podrobné teorii, nejsou to oviem
,»poCty“, ty zainteresovany ¢tenaf té doby mohl nalézt v Petrové knize. V pred-
mluvé k Bodovim mnoZindm Cech uvadi, Ze byl mimo jiné inspirovan francouz-
skou verzi knihy S. Sakse Théorie de l’integrale, a na vykladu je to znat.

Uz jsme se zminili o tom, ze Saksova kniha o teorii integralu sehrala ve t¥ica-
tych letech velmi dilezitou a urcujici roli nejen v teorii integralu, ale i v teorii
realnjch funkci. Uz francouzskd verze zjevné vzbudila pozornost E. Cecha a
V. Jarnika. S. Saks se o Vojtéchu Jarnikovi zminuje v pfedmluvé k anglickému
vydéani knihy v roce 1937 v souvislosti s nepfesnostmi ve francouzském vydani,
jez V. Jarnik odhalil a opravil.

V. Jarnik se ziejmé dlouho zabyval myslenkou napsat knihu o integralnim
poctu, kterd by byla zaloZena na Lebesgueové integralu. Tuto knihu, vedle
ostatnich pro nas dnes klasickych knih Jarnikovy fady Diferencidlni pocet I, IT
a Integrdlni pocet I, zacal pfipravovat béhem 2. svétové véalky. V roce 1955
pak skutecné vychézi jeho Integrdlni pocet II, o némz sam pravi: ... tato
kniha, pres to, Ze je zaloZena na modernim pojmu integrdlu, je ,Integrdlnim
poctem® a nikoliv , Theorii integrdlu®. Pokud jde o obecné&jsi teorii, odkazuje
Jarnik ¢tendie na Cechovy Bodové mnoZiny. Toto je velmi skromné vyhlaseni;
Jarnikiv Integrdlni pocet II je jak teoreticky, tak poctarsky. Prestoze je dnes
této knize 40 let, nebyla zatim u nés nahrazena zadnou jinou piivodni knizni
publikaci takového dosahu.

Marikuv pohled na integral

Tim jsme v case preskocili popis ndhledii na integral a zptisoby jeho prezenta-
ce v tisténé podobé u nas. V povale¢ném obdobi vyrostla celd fada vynikajicich
¢eskych matematiki; jejich hustota v populaci povaleénych student a absol-
ventdl vysokych skol byla velikd. V oblasti teorie integralu byl jednim z nich
Jan Mafik (1920 — 1994). Poté co absolvoval studium matematiky, stal se
asistentem na technice a patrné se pii praci se studenty setkaval s pristupem
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k integralu, ktery jej ptilis neuspokojoval. V roce 1952 publikoval Maiik v Caso-
pise pro péstovani matematiky [77 (1952)] do tii ¢4sti rozdélenou stat Zdklady
theorie integrdlu v Euklidovyjch prostorech. Clanek ma celkem 107 stran, je tedy
velmi obsahly; vysel pted Jarnikovym Integrdlnim poctem II. Jarnik v predmlu-
vé k této své knize existenci Matikovy staté pripominéd. Maiikova ¢esky psana
prace byla zaméfena k integraci pfes vicerozmérné intervaly; predlozila cte-
nari podrobny vyklad Perronova integralu s poukazem na nékteré nepfijemné
zéavady Lebesgueova integralu.

Obsahly Marikav spis Zdklady theorie integrdlu v Euklidovijch prostorech
mé ,osvétovou“ povahu. Vyklad je zcela nezavisly na jinych zdrojich, pro
pramérné vzdélaného a trpélivého matematika pristupny, obsahuje vsechny
uzivané pojmy s peclivym a Gspornym vykladem. ,,Osvétova“ je zejména tivodni
¢ast, v niz podrobuje ,kritice“ vSechny teorie integrace s poukazem na jejich
vyhody a nevyhody.

Uvedme nékteré Matikovy myslenky z ivodu k jeho obsahlému textu:

Budeme se totiZ prevdzné zabyvat Perronovym integrdlem; pro¢ nebudeme
»jako obvykle“ vychdzet od Riemannova integrdlu? Jsou k tomu skutecné dost
vazné duvody. Riemanntv integrdl md sice nékolik prednosti; jeho definice —
zvldsté v jednorozmérném pripadé — je jednoduchd a dosti ,ndzornd“; ve vice-
rozmeérném pripadé je pak vhodnou pomickou pri zavddéni nékterych fyzikdl-
nich velicin ... .

Ddle je mozno tici, Ze vétsina funkci, ,s nimizZ se pocita®, md vlastni nebo
nevlastni integrdl.

Tim jsme vsak asi u konce s vypoctem dobrych vlastnosti Riemannova inte-
gralu.

Déale Marik fika:

Tim, Ze jsme vyslovili néjakou definici (na pf. definici Riemannova inte-
grdlu), jsme vlastné jesté nic nevykonali; to jsme jen zavedli jisté oznadent.
Aby theorie integrdlu ,k nécemu byla®, musi ddvat nejen definice, nybrz hlav-
né vety; zejména vety, které by nam pomohly v konkrétnich pripadech integrdl
opravdu vypocitat nebo alespori odhadnout. Byli bychom ovsem rddi, kdyby tyto
vety mély pokud mozZno obecnou platnost, ne prilis komplikovand znéni a ko-
necné, na to je treba také brdat ohled, kdyby je bylo mozZno jednoduse a pokud
mozno elementarné odvodit.

Timto citatem je vlastné popsan program Marikovy prace.

Kritikou nesetii ani v ptipadé Lebesgueova integralu:

Je to theorie prehlednd a ucelend; jeji vyhodou je, Ze se ji da pouZit i v ab-
straktnich prostorech, v nichZ neni rec treba ani o topologii. Lze vsak uvérit,
Ze se mam takovym prilis obecnym postupem nepodari vniknout dost hluboko
do toho, co potrebujeme v Fuklidovych prostorech. Hlavni vadou Lebesgueo-
va integrdlu je to, Ze zachycuje integraly, které konverguji absolutneé; nent te-
dy Lebesguetiv integral zobecneénim ani nevlastniho Riemannova integrdlu ani
Newtonova integrdlu. (Na p¥. derivace funkce x* singgl—2 doplnénd v bodé nula
prislusnou limitou nemd v intervalu < —1,1 > Lebesgueuv integrdl, a¢ tam md
nevlastni Riemanniv i Newtoniv integrdl.) Z tohoto piikladu je zarover vidét,
Ze nikterak pro Lebesguetv integrdl neplati veta:
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Ezistuje-li (Perronidv) integrdl funkce [ v kaZdém intervalu < a,b —e >,
kde € je libovolné kladné cislo mensi neZ b — a, a existuje-li vlastni limita

lim f(z)dz, pak existuje téz f: f(z)dz a rovnd se této limité.

(Této véte se dnes nékdy Fikd Hakeova véta a Mafik na tomto misté upo-
zorfiuje na zndmy nedostatek Lebesgueova integralu jak byl popsan vyse.)

Lze se domnivat, Ze zvldsté pro zacdtecniky je vhodnéjsi theorie integrdalu
Perronova nez integrdlu Lebesgueova. Theorii Perronova integrdlu lze totiZ vy-
budovat tak, Ze se pracuje jen s pojmy limity posloupnosti a vicerozmeérné-
ho intervalu; ani o mire ani o topologii se pritom nemusi mluvit. Dikazy vét
o integrdlu vypadagi teZ prirozenéji neZ u integrdlu Lebesqueova a obycejné jsou
znacné jednodussi.

Vztah mezi Perronovym a Lebesgueovym integrdlem je jednoduchy.

Funkce f ma v intervalu K Lebesguetiv integral, kdyz a jen kdyz maji obé
funkce f i|f| Perrontv integral.

Marik pak postupné buduje integral, pficemz nevynecha nic z toho, co pro
své uvahy bude potfebovat.

Myslenku, ze ... zvldstée pro zacatecniky je vhodnéjsi theorie integrdlu Perro-
nova nez integralu Lebesgueova ... Mafrik prakticky nerealizoval. V letech 1960
— 61 vysla dvoudilna skripta (Integrdlni pocet I a II ), ktera napsal spolu
s I. Cernym. Ta byla vénovéna hlavné alternativnimu (ve srovnani s Jarnikovou
ucebnici Integrdlni pocet II') budovani Lebesgueova integralu (dil I). Jde o tzv.
Daniellovu metodu rozsifovani funkcionalu, kterou Maiik nezavisle objevil ve
svych rannych pracich. V druhém dile zminéného skripta se pak vénoval otéz-
kédm k-rozmérného integralu v - m-rozmérném prostoru. Ve druhém dile tohoto
skripta se objevuje Perrontiv integral v pomérné jednoduché podobé.

Kurzweiluv integral

Je pozoruhodné, Ze v matematickém prostiedi v Praze, v politicky a spo-
lecensky vypjaté dobé po vélce, vznikl dalsi originalni pohled na integral. Vé-
nujme nyni pozornost této koncepci. Jde o teorii integrace, kterou vypracoval
Jaroslav Kurzweil (1926).

Bud —co < a < b < 4+00. Ozna¢me symbolem D kone¢nou posloupnost ¢isel

{ag, 71,01, ..., Qk—1, Tk, i } takovych, Ze pro né plati
(1) a=apg< a1 < - <ap_1<ar=>o
a

(2) aj1 <1 <a; j=1,...,k

D je zfejmé déleni intervalu [a,b] v tom smyslu, jak jsme o ném mluvili u de-
finice Riemannova integralu.



88

Pfedpoklddejme, Ze je na intervalu [a,b] ddna kladnd funkce A : [a,b] —
(0, +00). Takovou funkci pro potieby naseho vykladu nazveme kalibrem.
Déleni

D = {Oéo,Tl,Oll,...,Oék_l,Tk;,Oék},

které splituje podminky (1), (2) a pro které je
(3) [aj—1,05] C (75 = A(7y), 75 + A(75)), G=1,....k,

nazveme A—jemnym délenim intervalu [a,b]. Nékdy se o téchto dé&lenich D
fika, ze jsou podriizena kalibru A. Mnozinu vSech déleni, kterda jsou A—jemné
vzhledem ke kalibru A, ozna¢me symbolem A(A, [a,b]) nebo struénéji A(A).
Pro dalsi avahy je kli¢ové nésledujici tvrzeni (tzv. Cousinovo lemma):

Je-li A : [a,b] — (0,400) kalibr, potom je

A(A, [a,b]) # 0,
tj. k danému kalibru A existuje déleni, které je A—jemné.

Vyznam déleni, které je A—jemné pro néjaky kalibr A, je obdobny, jako
byl v pfipadé definice Riemannova integralu pojem déleni s normou mensi nez
dané kladné ¢islo . Tvrzeni obdobné jako je Cousinovo lemma vSak v pfipadé
Riemannova integrélu neni tfeba dokazovat, nebot existence déleni D intervalu
[a,b], pro které je v(D) < 4, je vcelku ziejma.

7 vyse uvedenych skutecnosti je jasné, Ze porovnavame-li déleni A—jemnd
vzhledem k néjakému kalibru A a déleni s normou mensi nez néjaka kon-
stanta 0, pak nové vlastnosti pfinasi pfipad kalibru A na [a,b], pro ktery je
inf,cpq,5 A(s) = 0. Kdyz totiz je A(s) > 6 > 0 pro s € [a,b], potom je kazdé
déleni D intervalu [a,b], pro které je v(D) < J, podle a) a c) také A—jemné
a tak je moZné vyhnout se A—jemnosti déleni a zustat u klasického pfipadu
déleni s malou normou.

Necht je ddna funkce f : [a,b] — C. Necht
D ={ao, 11,01, , )1, Tk, Uk }

je libovolné déleni intervalu [a, b]. Utvofme integralni soucet p¥islusny k déleni
D a k funkci f:

k
o(f:D) =) f(m)(a; — o).

j=1

Integralni soucet o(f; D), ktery zde zavadime, m4 stejny tvar jako pro Rieman-
nuv integral.

V nékterych dalsich tivahach se mohou vyskytnout situace, kdy je interval
[a, b] prézdny.

Pro prazdné intervaly budeme za jejich déleni povazovat prazdnou mnozinu
a prislusny integralni soucet bude nulovy.

Integral nyni budeme definovat takto:
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Bud —o00 < a < b < +o0. Cislo I € C nazveme Kurzweilovym integralem
funkce f : [a,b] — C od a do b, kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje kalibr
A : [a,b] — (0,+00) tak, ze pro kazdé A—jemné déleni D plati nerovnost

lo(f; D) —I| <e.

Kurzweiltv integral funkce f od a do b oznadime znakem (K) f: f(z)dz.
Kdyz je —co < b < a < 400, polozime (K) f: f(@)dz = —(K) [, f(z)da;
dale klademe (K) [ f(z)dz = 0 pro a € R.

Jestlize existuje (K) fab f(z)dz, fekneme, ze funkce f : [a,b] — R je integro-
vatelnd v Kurzweilové smyslu (K—-integrovatelnd).

Cousinovo lemma ma pro definici klicovou tlohu. Podle néj vzdy existuje dé-
leni D intervalu [a, b], které je A—jemné, a proto m4 smysl mluvit o integralnich
souctech o(f; D) ptislusnych A—jemnému déleni D.

Uz jsme se zminili o tom, Ze tato definice integralu pochazi od J. Kurzweila,
ktery ji v mirné modifikované podobé podal v roce 1957 v praci Generalized
Ordinary Differential Equations and Continuous Dependence on a Parameter
(Czech. Math. Journal 7(82), 1957). Prace byla vénovana nékterym otdzkam
zéavislosti na parametrech pro obycejné diferencidlni rovnice; pojem integralu
v ni mél pomocnou povahu.

Pozoruhodné je, ze plati nasledujici tvrzeni:

Funkce f mé Perroniiv integral v intervalu [a, b], pravé kdyz m4 integral v Kurz-
weilové smyslu a oba integraly maji stejnou hodnotu.

Vratme se na okamzik k Mafikovu hodnoceni Riemannova integralu:

... jeho definice — zvlasté v jednorozmeérném pripadé — je jednoduchd a dosti
,nazornd“; ve vicerozmérném pripadé je pak vhodnou pomickou pri zavddeni
nékterych fyzikalnich velic¢in ... . ,Néazornosti“ zifejmé rozumél to, Ze Rieman-
niv integralni soucet za predpokladu dostatecné jemnosti déleni dobte ptiblizi
napt. velikost plochy, kterou ma integral vyjadrit, nebo Ze nazorné popise fy-
zikalni veli¢inu, kterou popsat ma.

Vyse uvedené tvrzeni ukazuje, ze Perroniv integral, kterym se Marik ve své
praci zabyval, lze zavést pomoci Riemannovych integralnich soucti, a ze tedy
ma tu z méala vlastnosti Riemannova integralu, kterou Mafik pochvélil. Navic
muzeme kracet v Mafikovych slépéjich a kriticky prohlésit, ze k samotnému
zavedeni Perronova integralu pomoci Kurzweilovy definice si vystac¢ime s daleko
elementarnéjsimi prostiedky nez pouzil Perron (nemusime zavadét horni a dolni
derivace, nemusime se starat o majoranty a minoranty, suprémum a infimum,
apod.).

Skutecné, kdyz porovname Kurzweilovu definici s definici Riemannovou, té-
méf nepozname rozdil, a presto dostavame Perrontiv neabsolutné konvergentni
integral, ktery v sobé obsahuje Riemanntv, Newtontv i Lebesguetv integral.
Podstata véci spociva v tom, jak chdpeme jemnost déleni. Pracujeme s délenim
intervalu K, které je )—jemné vzhledem ke kalibru J; ten je v nasem piipadé
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kladnou funkci definovanou na K. V pfipadé Riemannové jde rovnéz o kladnou
funkci na K, ale tato funkce je konstantni.

O Perronové integralu je vsak tieba kriticky konstatovat, Ze je velmi nepii-
jemny napf. pfi integrovani pres vicerozmérné oblasti z hlediska transformaci
(jde ptitom pochopitelné o vétu o substituci pro integral). Hlavnim divodem
nepfijemnosti je ta skutecnost, Ze je integral definovan pfes intervaly. Intervaly
se ovSem uz pri velmi jednoduchych transformacich v dimenzich od dvojky vyse
nemusi transformovat do intervalu.

Integral, ktery je urcen ve vySe dané definici, se dnes nazyvd Kurzweil-
Henstocktiv integral a zabyva se jim mnoho matematikt ve svété. Jméno brit-
ského matematika Ralpha Henstocka (1923) ptisobiciho v Severnim Irsku se
v této souvislosti objevuje proto, Ze nezavisle na J. Kurzweilovi zavedl v roce
1960 stejnym zptisobem novou definici Perronova integralu. O existenci Kurz-
weilovy prace tehdy nevédél, sim fika, Ze se o ni dozvédél 3. fijna 1963 od
K. Kartéaka.

Tomu se nelze piilis divit. Nova teorie integralu v uvedené Kurzweilové praci
nebyla cilem, nybrz prostfedkem k vysvétleni jistych konvergenc¢nich jevi v teo-
rii obycejnych diferencialnich rovnic. Poslouzila k definovani tzv. zobecnénych
diferencialnich rovnic. Specialista v teorii integralu asi v podobnjch ¢lancich
nehleda véci, které jej zajimaji. A uz vibec by tam nehledal zidsadné novou
definici Perronova integralu.

Podobny osud mély i prace R. Henstocka, i kdyZz Henstock sdm pracoval
v teorii integrélu.

J. Kurzweil se v té dobé rozvoji integralu prilis nevénoval, vedle praci o dife-
rencidlnich rovnicich publikoval spolu s timto integralem jen kratkou poznamku
o integraci per partes. K teorii integrélu se vratil v sedmdesatych letech (Fubi-
niova véta, soucin perronovsky integrovatelnych funkci, prace pirehledné pova-
hy). Tuto etapu uzaviela pak némecky psand knizka Nichtabsolut konvergente
Integrale, kterd vysla v roce 1980 v nakl. Teubner v Lipsku.

Ukonceme tuto kapitolu obecnéjsim pohledem na objev to-
hoto integralu, ktery ma diky osobé J. Kurzweila i velmi zfe-
telny cesky kontext.

Prvni velkou metodu, ktera se v teorii integrovani objevila
po Newtonovi, vytvoril B. Riemann. Dalsi metoda, ktera pii-
slusi H. Lebesgueovi, byla v mnoha ohledech velmi diraznym
zlepSenim Riemannovy teorie a vedla k velmi hezké a ucele-
né teorii. Vyhody Lebesgueova integralu byly tak vyrazné, ze
matematici byli pevné presvédceni o tom, ze zadné modifikace
Riemannova postupu nemuze dat tak silné vysledky, jaké dava
Lebesgueova teorie.



Ve svych prvnich pracech k tomuto tématu ani Kurzweil ani
Henstock nekladli diiraz na to, ze zavedli integral Riemannova
typu, ktery je alespon tak silny jako integral Lebesguetiv. Re-
cenzenti téchto praci (napf. v Mathematical Reviews) na tuto
skutecnost rovnéz neupozornili. Teprve poté, co R. Henstock
v roce 1963 uvetejnil svoji utlou knizku Theory of integration,
napsal T. H. Hildebrandt v ¢asopise Mathematical Reviews re-
cenzi, kterd matematiktim predlozila fakt, Ze se uskute¢nilo to,
co povazovali za nemozné, a Ze je k dispozici integral Rieman-
nova typu, ktery je stejné dobry jako integral Lebesgueiiv a
v mnoha ohledech — zejména v pripadé integrovani realnjch
funkci realné proménné — jej i predci, protoze je ekvivalent-
ni Perronovu integralu. Tak se teorie integralu zhruba po sto
letech vratila k Riemannovym idejim a ukézala, jak je modi-
fikovat, aby byla ziskédna teorie integralu, kterd v sobé zahrne
Newtonovu, Riemannovu a Lebesgueovu teorii, a pfitom tech-
niky ztstanou takové, jak je predlozil B. Riemann.

91



		webmaster@dml.cz
	2016-06-28T13:22:30+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




