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Kapitola 1

Cesty v grafech

V této kapitole se budeme vénovat nejstarsim problémum teorie grafu. V prv-
ni ¢asti se seznamime s Eulerovym fesenim problému konigsbergskych mosti,
které povazujeme za prvni prispévek k teorii grafu. Kratce se pak zminime
o nékterych dalsich problémech spojenych s eulerovskymi grafy. Druhé cast
kapitoly je vénovana otazkdm spojenym s hamiltonovskymi kruznicemi grafu.
Seznamime se také s problematikou hamiltonovsky souvislych grafa, ke které
vyznamnym zpusobem prispéla ceskd matematika.

1.1 Eulerovské tahy

1.1.1 Problém konigsbergskych mostu

Ve mésté Konigsbergu ve Vychodnim Prusku (dnesni Kaliningrad v Rusku)
jsou v centru meésta na fece Pregel dva ostrovy, které v 18. stoleti spojovalo
s ob&ma bfehy sedm mostii. Problém kénigsbergskych mostii’ spoéival v nale-
zeni cesty, kterd by spojovala vSechny ¢dsti mésta, zacinala a koncila ve stejné
casti, a pii které by kazdy most byl pouzit pravé jedenkrat.

Tento problém se objevil jiz v 17. stoleti. K. A. Rybnikov v praci [374,
str. 110] uvedl, ze v literatufe je znam od roku 1650. Podle praci [368, 369] ne-
ni ziejmé, kdy a jak se s timto problémem seznamil Leonhard Euler. Obé prace
uvadéji, ze feSeni problému konigsbergskych mostu predlozil Euler 26. srp-
na 1735 na zasedani Petrohradské akademie. Autoii R. J. Wilson, H. Sachs
a M. Steibitz pfitom vychazeli z prfedmluvy k sedmému svazku sebranych praci
L. Eulera, kterou napsal Gustav Enestrom (1852-1923) (viz. [1]). Zachovana
Eulerova korespondence pak umoznuje nahlédnout do obdobi, kdy vlastné teo-
rie grafu vznikala.

9. brezna 1736 zaslal Fulerovi dopis jeho pritel Carl Leonhard Gottlieb Eh-
ler a poprosil jej o zaslani feseni tohoto problému. Ehler byl v té dobé starostou
mésta Danzigu (dnesni Gdansk) a udrzoval s Eulerem korespondenci po mnoho

IMe&stu Konigsberg se v minulosti v &eskych zemich fikalo Kralovec a v literatuie proto
casto nachdazime nazev problém mostti mésta Kralovce.



14

let. Prostfednictvim Ehlera navazal Euler pisemny kontakt i s profesorem ma-
tematiky akademického gymnézia v Danzigu Heinrichem Kiithnem (1690-1769).
7d4 se, ze to mohl byt pravé Kiihn, ktery Eulera s problémem sezndmil, oviem
Jisté to neni.

13. bfezna 1736 napsal Euler do Vidné italskému matematiku Giovannimu
Jacobovi Marinonimu (1670-1755) o tom, ze FeSeni Glohy neexistuje a strucné
naznacil, jak k tomuto zavéru dosel. Podrobné feseni pak zaslal v dopise Eh-
lerovi, ktery je psany 3. dubna 1736. Euler napsal, ze tento tikol nemé mnoho
spolecného s matematikou, ale ze bude rdd, kdyz dostane néjaké podobné (viz.
[375]).

Eulerovo feseni bylo publikovano ve sborniku Petrohradské akademie za
rok 1736, ktery vysel az v roce 1741 (tento rok byl pozdéji v nékterych pracech
uveden jako rok vyfesen{ problému). V roce 1752 pak prace vysla v Petrohradé
podruhé (viz. [368, str. 265]). Za pozornost jisté stoji, ze o Eulerové préaci se
zminuje v 15. dile Encyclopédie ou Dictionnaire Raisonné des Sciences, des
Arts et des Métiers Jean Baptiste Le Rond d’Alembert (1717-1783) (viz. [368,
str. 270]).

Obr. 1.1: Mosty mésta Konigsbergu

Podivejme se, jakym zpusobem Fuler problém konigsbergskych mostu vy-
Fesil v praci Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis [1], kterou
povazujeme za prvni prispévek k teorii grafi. Eulerova prace z roku 1736 je
rozdélena na 21 ¢islovanych odstavctu. Je pomérné snadno dostupna v anglic-
kém [367] nebo v némeckém piekladu [356].

V tvodu préace Euler pise:?

2Ve volném piekladu:

» Vedle té casti geometrie, kterd se zabyvd velikostmi, a které byla vZdy vénovdna nejuétsi
pozornost, ewistuje jesté dalsi ddst, dFive téméF nezndmd, o které se pruni zminil Leibniz
a nazval ji geometrie polohy. Tato édst se zabyvd pouze urdenim polohy a jejimi vlastnostmi;
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wPraeter illam geometriae partem, quae circa quantitates versatur et omni
tempore summo studio est exculta, alterius partis ettamnum admodum ignotae
primus mentionem fecit LEIBNITZIUS, quam Geometriam situs vocavit. Ista
pars ab ipso in solo situ determinando situsque proprietatibus eruendis occu-
pata esse statuttur; in quo negotio neque ad quantitates respiciendum neque
calculo quantitatum utendum sit.”

Zda se, ze na souvislost problému kénigsbergskych mostii s leibnizovskou®
geometrii polohy (geometriam situs) upozornil Eulera v dopise Ehler (viz.
[369]).

Na obrazku 1.1 vidime jednoduchy nacrtek sedmi mostd pfes feku Pre-
gel, ktery nalezneme v pavodni Eulerové praci. Euler oznacil ¢tytfi ¢asti mésta
Konigsbergu velkymi pismeny A, B, C' a D a mosty malymi pismeny a, b, ¢,
d, e, f a g. Euler prevedl problém mosta na nalezeni posloupnosti 8 pismen
(A, B, C a D) takové, ze dvojice (AB), (AC) se v ni objevi dvakrat, zatimco
dvojice (AD), (BD) a (C'D) pravé jednou. Pismena pfedstavuji jednotlivé ¢asti
meésta a dvojicim odpovidaji mosty pres feku Pregel. V odstavcich 8 a 9 ukazal,
ze takova posloupnost nemiize existovat a proto neexistuje ani feSeni problému
konigsbergskych most. Eulerav dikaz je jednoduchy:

ProtoZe existuge 5 mostu, které koncéi v cédsti A, pak posloupnost pismen
must obsahovat pismeno A trikrat. Podobne 3 mosty vedouci do casti B, C
a D znamenayi, Ze tato pismena budou v posloupnosti dvakrat. To ovsem neni
mozné, protoZe posloupnost md jen 8 pismen.

V dalsi ¢asti prace Euler vytesil podobnym zptsobem problém obecné. Jak
sam uvedl, bylo by vzdy v podobnych jednoduchych situacich mozné tkol vy-
fesit tak, ze vySetfime vSechny mozné cesty. Pro komplikovanéjsi pripady by
oviem tato moznost byla obtizné proveditelna.

Pro snazsi vyjadfovani si na tomto misté pfevedeme tilohu do dnesniho jazy-
ka teorie grafii. Problém spociva v nalezeni eulerovského tahu v grafu, jehoz
uzly predstavuji jednotlivé ¢asti mésta Konigsbergu a hrany odpovidaji sedmi
mostim pres feku Pregel (viz. obr. 1.2). Ve vétsiné dnesnich uéebnic teorie graft
tento graf nalezneme. Nékdy 1 s chybnou poznamkou, ze takto situaci graficky
zachytil jiz L. Euler. Ve skutecnosti se souvislost mezi problémem konigsbergs-
kych mostu a timto grafem objevila az v knize Waltera Williama Rouse Balla
(1850-1925) [101], vénované rekrea¢nim matematickym problémim (viz. [368,
str. 272]).

Prvni véta teorie grafu, ktera byla v Eulerové praci dokazana, zni v dnesni
terminologii takto (Odstavec 16):

Necht G = (V, E) je konecny graf, V.= {v1,va,...,v,} je mnoZina jeho
uzli a necht pro mnoZinu jeho hran E je |E| = h. Stupen uzlu v; (i=1,... ,n)

neobsahuje Zddné velidiny, ani pocitdani s nima.“
8 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), némecky matematik.
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Obr. 1.2: Graf k problému konigsbergskych mostia

oznacme dg(v;). Pak plati
n

ng(vi) = 2h.

i=1

Své dalsi vahy shrnul Euler ve 20. odstavci do nésledujicich pravidel (jsou
opét vyjadiena dnesnim jazykem), kterd umoznuji v podobnych problémech
rozhodnout, zda hledany tah existuje:

1. Jsou-li v grafu vice neZ dva uzly lichého stupné, pak eulerovsky tah ne-
existuge.

2. Jsou-li v grafu prave dva uzly lichého stupné, pak existuje otevieny eule-
rovsky tah zacinagici v jednom z téchto uzli a koncici v druhém.

3. Jestlize jsou v grafu vsechny uzly sudého stupné€, pak existuje uzavieny
eulerduv tah.

Euler samoztejmé uvazoval jen souvislé grafy, jak vyplyvalo z formulace
tlohy. Dobte také védél, ze graf muze obsahovat jen sudy pocet uzla lichého
stupné. Souvisly graf, ktery obsahuje pouze uzly sudého stupné, dnes nazyvame
eulerovsky graf.

Musime konstatovat, ze FEuler dokéazal jen prvni dvé pravidla. Pfesto mu
byl v minulosti castokrat dikaz tfetiho tvrzeni pfipisovan (napt. [148]). Zda
se, ze Euler povazoval tento dukaz za zcela elementarni, jak plyne z posledniho
odstavce. Zde ukézal zptsob, jakym nalezneme eulerovsky tah v pfipadé, kdy
existuje.

Problém konigsbergskych mosti se stal soucasti vétsiny knih rekreacni ma-
tematiky, ale také teorie grafti. Uvedme, ze kdyz byl v roce 1875 v K&nigsbergu
postaven dalsi most (spojujici ¢asti B a ('), tak L. Saalschiitz v praci [52] na-
psal, e Gloha m& uz 48 feSen{ zacinajicich v ¢asti A a konéici v ¢asti D (viz.
[368, str. 273]).

Dikaz tretiho Eulerova pravidla podal v prici [45] mlady némecky mate-
matik Carl Fridolin Bernhard Hierholzer (1840-1871).% Ten nejprve ukézal, 7e

4Prace vysla a7z dva roky po Hierholzerové smrti.
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pokud graf obsahuje eulerovsky tah, pak pfi kazdém pruchodu libovolnym uz-
lem vyuzivame dvé razné hrany s nim incidentni. VSechny uzly grafu tedy maji
sudy stupen. Bylo tieba dokazat jesté obracené tvrzeni. Hierholzeruv dukaz
spociva v odvozeni nasledujiciho algoritmu, ktery umoznuje najit eulerovsky
tah v eulerovském grafu:

Nagdeme libovolny tah, ktery zacéind a konét ve steyném uzlu, a odstranime
hrany, které jsme jiz prosli. Pak zbyjvajici graf obsahuje bud pouze izolované
uzly (v tom pripadé jsme jiz nasli eulerovsky tah), nebo existuji uzly, ktergmi
gsme jiZ prosl a které maji © nyni sudy stupen. Vyberme néktery z nich a vy-
tvorme libovolny uzavieny tah, ktery v daném uzlu zacind a konci. Viozime-li
jej do ptvodntho tahu, tento zvétsime a timto zpusobem muZeme pokracovat
tak dlouho, dokud nenalezneme eulerovskiy tah.

Hierholzer s velkou pravdépodobnosti Eulerovu praci neznal. Citoval pouze
praci Johanna Benedicta Listinga (1808-1882) [15] z roku 1847, v niz se autor
mimo jiné zabyval tkolem nakreslit obrazky slozené z uzli a ¢ar jednim tahem.
Listing zjistil, Ze pokud obrazek obsahuje 2p (p > 0) uzli lichého stupné, pak
k jeho nakresleni je zapotfebi miniméaln& p otevienych tahti.® V konkrétnim
pfipadé vyslovil toto tvrzen{ jiz Thomas Clausen (1801-1885), kdyz v praci
[12] ukdzal, Ze obr. 1.3 nelze nakreslit méné jak 4 souvislymi tahy. Listingovu
vétu dokazal az v roce 1882 Edouard Lucas (1842-1891) v knize [81] vénované
rekreacnim matematickym problémum. V této knize byl uveden také druhy
francouzsky preklad Eulerova ¢lanku. Prvni publikoval Emile Coupy jiz v roce
1851 v préci [19], kde Euleriv postup ilustroval na Feseni problémii mosti pres
feku Seinu v Pafizi.

Obr. 1.3: Clausenuv graf

Nezavisle na Hierholzerovi podal dikaz Fulerova tfetitho pravidla i Julius
Peter Christian Petersen (1839-1910) v préaci [99], ktera se stala vyznamnym
meznikem v teorii faktorizace grafu. O této praci bude podrobné pojednéno
v kapitole 4.

Kromé vyse zminéného Listingova problému nalézame v 19. stolet{ 1 dalsi

5Listingova véta tedy ¥k4, ze v grafu G, ktery obsahuje 2p uzli lichého stupng, existuje
systém otevienych taha T1,T5,... ,Tp, ve kterém je kazd4 hrana grafu G obsazena pravé
v jednom tahu systému. A. Kotzig tento systém nazval Listingdv systém otevienych tahd
a studoval jeho vlastnosti v pravidelnych grafech lichého stupné v souvislosti s existenci
linedrniho faktoru (viz. prace [303, 321]). J. Sedl4cek zobecnil Listingovu vétu na orientované
grafy v préci [325].
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problémy, které souvisi s eulerovskymi grafy. Za zminku stoji prace [7] Louise
Poinsota (1777-1859) z roku 1810, kterd se zabyva fadou geometrickych problé-
mil a mezi nimi i otdzkou (feceno jazykem teorie grafi) existence eulerovského
tahu v Gplnych grafech K,. Uplnym grafem K, pfitom rozumime graf s n
uzly, ve kterém je kazda dvojice uzll u, v spojena hranou.® Na obrazku 1.4 vidi-
me nejmensi ¢tyti Gplné grafy. Poinsot podobnym zptsobem jako Euler ukazal,
ze pron = 4,6,8, ... eulerovsky tah neexistuje.

[ ] *—=0
K, Ky
K3 Ky

Obr. 1.4: Uplné grafy

Zajimava interpretace pro tplny graf K7 se objevila v roce 1849 v Terque-
mové praci [17], kde autor problém vyjadiil v terminech hry domino. Cislim 0
az 6 priradil uzly a jednotlivym kostkam hrany tohoto grafu. Existence kostek
se dvéma stejnymi Cisly, kterym by odpovidaly smycky grafu, na problému nic
neméni. Orly Terquem (1782-1862) studoval i obecny pfipad ,,domina“ s &isly
n=20,1,2,... ag—1. Polozil otazku, kolik ruznych taht v odpovidajicich gra-
fech existuje. Pro klasické domino tento problém vyftesil v roce 1871 M. Reiss
v préci [43]. Obecnou metodu vypoctu poctu eulerovskych taht v grafech podal
v roce 1886 Gaston Tarry (1843-1913) v praci [88].

1.1.2 Eulerovské grafy

D. Kénig vénoval eulerovskym tahtm spolecné s hamiltonovskymi kruznicemi
II. kapitolu své knihy. V ivodu této kapitoly definoval zakladni pojmy a formu-
loval hlavni Eulerovy a Listingovy vysledky. Uvedl dale znamé tvrzeni Oswalda
Veblena (1880-1960), ktery v pracich [156, 178] ukazal, ze v grafu G existuje
koneény systém S = {K1, K», ..., K,} kruznic grafu G takovy, Ze kazd4 hra-
na grafu G nalezi jedné a pouze jedné kruznici K;, pravé tehdy, kdyz je graf
G eulerovsky. V 70. letech tohoto stoleti pak bylo dokazano, ze kazda hrana
eulerovského grafu je obsazena v lichém poctu kruznic a ze kazdy eulerovsky
graf ma lichy pocet rozdéleni mnoziny hran do kruznic.

Kénig se dale zabyval problémem eulerovskych taht v orientovanych gra-
fech. Této otazce se budeme vénovat az v kapitole 5.

Zvlastnim pripadem eulerovskych grafa jsou grafy, které muzeme nakreslit
tak, ze vyjdeme z néjakého uzlu a, jdeme po libovolné dosud nenakreslené hrané
s nim incidentni do néjakého uzlu b a pokracujeme timto zptsobem libovolné

8Nézev tiplny graf pochézi od A. Sainte-Laguého [192].



19

tak dlouho, dokud nenakreslime cely graf a nevratime se do vychoziho uzlu.
Prikladem takového grafu je graf, ktery vidime na obrazku 1.5.

Obr. 1.5: Libovolné nakreslitelny graf

O. Ore v roce 1951 v praci A problem regarding the tracing of graphs [376]
nazval tento graf libovolné nakreslitelny (arbitrarily traceable) z uzlu a a odvo-
dil nutnou a postacujici podminku, kdy je graf G libovolné nakreslitelny z uz-
lu a. Ukéazal, ze v grafu nemusi existovat zadny vhodny uzel a, ale nékdy muze
existovat vice takovych uzla. Jedinym grafem, ktery je libovolné nakreslitelny
z libovolného uzlu je kruznice. Ore dokazal, ze graf GG je libovolné nakreslitelny
7z uzlu a pravé tehdy, kdyz libovolna kruznice grafu prochdzi uzlem a (Véta 4,
str. 51). Ore nakonec odvodil jednoduchou konstrukei vSech libovolné nakres-
litelnych grafh, ktera spoc¢iva v tom, ze vezmeme strom T a spojime kazdy
jeho uzel lichého stupné lichym poctem hran s néjakym novym uzlem a (Vé-
ta 6, str. 52). Z uvedené konstrukce vyplyvi, 7e libovolné nakreslitelny graf je
rovinny.

F. Baebler o dva roky pozdé&ji dokézal v praci Uber eine spezielle Klasse
Euler’schen Graphen [377], ze pokud je graf G libovolné nakreslitelny z uzlu a,
pak mé uzel a v grafu G maximalni stupen (str. 83). Frank Harary v roce 1966
ukdzal v praci [378], ze a je bud jedina artikulace grafu G, nebo graf G nemé
artikulaci zadnou.

Na vysledky Oreho a Baeblera navazal v roce 1958 Jifi Sedlacek v praci Po-
zndamka k jednomu problému o eulerovskych grafech [326]. Ukézal zde platnost
nésledujiciho tvrzeni (Véta 2, str. 152):

Necht G je graf, v némz existuje uzel ¢ takovy, Ze kaZdd kruznice grafu G
prochdzi uzlem c. Budte O' a O" dvé rizné kruznice grafu G a necht P je jejich
mazimdlni spolecny podgraf.” Potom plati:

Je-li P souvisly, je P bud izolovany uzel nebo cesta v grafu G, pricemz uzel
¢ neni vnitfnim uzlem této cesty. Neni-li P souvisly, md prdvé dvé komponenty,
z nichZ jedna je tvofena izolovangm uzlem c.

"Maximalnim spolenym podgrafem grafi Gy a G5 J. Sedlaek rozumél takovy graf P,
jenz je podgrafem grafu G i grafu Gy, pricemz plati: Je-li graf @ podgrafem grafu G i grafu
G2, pak je podgrafem grafu P.
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Tato Sedlackova véta je jistym zobecnénim Baeblerovy poznamky z prace

[377, str. 83].

Zajimavym problémem, ktery v roce 1960 navrhl a fesil ¢insky matema-
tik Meigu Guan v praci [379], je zndmy problém é&inského postika, ktery
mizeme jednoduse formulovat jako nalezeni nejkratsiho uzavieného sledu ob-
sahujiciho vSsechny hrany grafu GG. Je ziejmé, ze v pripadé eulerovského grafu
Je Tesenim pravé eulerovsky tah. Pokud graf GG obsahuje 2n uzla lichého stup-
né, pak musime nékteré hrany projit vicekrat. Reseni tohoto problému souvisi
s otdzkami parovani v grafech.® Této skutednosti si poviiml jako prvni v roce
1965 J. Edmonds, ktery také jako prvni vytvofil algoritmus pro feseni toho-
to problému. Edmonds byl rovnéz autorem fesen{ problému ¢inského postaka
v pfipadé ohodnocenych grafii. Podrobnosti o tomto problému, ktery méa také
orientovanou variantu, najdeme naptiklad v praci [380, str. 282-284].

V souvislosti s rozkladem grafti na pravidelné faktory se eulerovskymi grafy
zabyval v roce 1956 Anton Kotzig v praci Eulerovské ciary a rozklady pravidel-
ného grafu parného stupria na dva faktory rovnakého stupria [304].

Kotzig vysel ze skutecnosti, ze hrany souvislého eulerovského grafu G se
sudym poctem 2p > 0 hran je mozno rozdélit do dvou tiid Hi, Hs tak, ze
libovolny uzel grafu G je incidentni se stejnym poc¢tem hran z tfidy H; jako
z t¥idy H».?

Dikaz predchazejiciho tvrzeni je snadny. V souvislém eulerovském grafu GG
existuje alespon jeden eulerovsky tah. Hrany tohoto tahu stfidavé zarazujeme
do tfid H1 a Hs. Kazdému eulerovskému tahu tak timto zptisobem jednoznacné
pritadime pravé jeden rozklad R = {Hy, Hy} hran grafu na dvé t¥idy tak, ze
pravé polovina téch hran, s kterymi je libovolny uzel incidentni, patii do tiidy
Hy, resp. Ho. Timto pfifazenim je definovano jisté zobrazeni ¢ mnoziny & vsech
eulerovskych taht grafu G do mnoziny R vSech rozkladi mnoziny hran grafu
na dvé tfidy s uvedenou vlastnosti. Kotzig ukazal, ze jde o zobrazeni mnoziny
¢ na mnozinu R, nebof ke kazdému rozkladu R existuje eulerovsky tah F| pro
ktery plati ¢(F) = R (Véta 1, str. 134).

Primym dusledkem této véty je nasledujici Kotzigova véta o rozkladech
souvislych pravidelnych grafu 2n-tého stupné na dva faktory n-tého stupné

(Véta 2, str. 136):

Necht G je souvisly pravidelny graf 2n-tého stupné (n > 0), ktery se dd
rozlozit na dva faktory n-tého stupné, a necht’ R je rozklad mnozZiny hran grafu
G odpovidajici libovolnému rozkladu grafu G na dva faktory n-tého stupné, pak
eristuje eulerovsky tah E takovy, Ze plati o(E) = R.

80 parovani v grafech se zminime v kapitole 4.
9Specialné pro souvislé pravidelné grafy 2n-tého stupné se sudym poétem hran vyplyva
z uvedené véty existence rozkladu takovych grafu na dva faktory n-tého stupné.
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1.2 Hamiltonovské kruznice

1.2.1 TUloha sachového jezdce

Také problémy spojené s hamiltonovskymi kruznicemi majisvtj puvod v 18. sto-
leti. V této dobé, ale jisté jiz d¥ive, byla populérni tzv. illoha jezdce. V této
tloze ma Sachovy jezdec projit prazdnou sSachovnici tak, aby na kazdé pole
vstoupil pravé jednou a vratil se pfi poslednim tahu zpét na vychoz{ pole (tato
podminka se velmi asto vynechava). Historie tohoto problému spadé spise do
historie sachové hry a do otazek rekreacni matematiky. Velké mnozstvi histo-
rickych pozndmek najdeme napiiklad v knize Wilhelma Ahrense (1872-1927)
[136] vénované rekreacni matematice.

Jedno z prvnich feseni Glohy jezdce podal Abraham de Moivre (1667-1754)
na pocatku 18. stoleti. Jeho metoda spocivala v tom, ze se jezdec pohybuje
nejprve po okraji Ssachovnice a jen v pfipadé, kdy nemé tuto moznost, provede
tah do stredniho ctverce, ktery tvori 16 poli. Dokonceni cesty jezdce pak uz
nebyva problém.

Uloze jezdce se vénoval v poloviné 18. stoleti také L. Euler. Prvni zmin-
ku o tom, ze fesil tento problém, nachazime v dopise Christianu Goldbachovi
(1690-1764) z roku 1757 (viz. [381, str. 393-394]). Euler pozdé&ji v roce 1759
Glohu zobecnil pro sachovnici n x n v praci [4].

Dalsim vyznamnym piispévkem k feseni tilohy jezdce v 18. stoleti byla prace
Remarques sur les problémes de situation [5] Alexandra Théophila Vandermon-
da (1735-1796) z roku 1771. Vandermonde se zabyval klasickou sachovnici 8 x 8
a nasel algebraické feseni Glohy. Jeho metoda vyuzivala sachovych soufadnic
a symetrie Sachovnice. To mu také umoznilo tlohu zobecnit na vicerozmérné
sachovnice.

Préce Eulera a Vandermonda ocenil v roce 1833 Carl Friedrich Gauss (1777-
1855), kdyz napsal, ze jde zatim o jediné vyznamné vysledky v Geometriam
situs. U Eulera neni ovsem zfejmé, zda neslo spise o feseni problému konigs-
bergskych mostt (viz. [367, str. 21]).

Je znama celd fada feseni Glohy jezdce. Pfipomenme napf. praci sachis-
ty Janische z roku 1862, ktery nalezl pozoruhodné feseni ve tvaru magického
¢tverce (viz. napf. [361, str. 92]) a zndmé feseni Warnsdorffovol® z roku 1923,
které spocivé v tom, ze jezdec vzdy tahne na pole, odkud mé nejmensi moznost
dalsich taht. V situaci, kdy jsou mozné ruzné cesty, muze volit dalsi tah libo-
volné. Dikaz spravnosti tohoto postupu neexistuje, ale nezname ani vyjimky
z tohoto pravidla.

V roce 1884 interpretoval poprvé grafové tlohu jezdce Peter Guthrie Tait
(1831-1901) v préaci [85]. Jednotlivym polim sachovnice ptiradil uzly grafu a dva
uzly spojil hranou pravé tehdy, kdyz mezi odpovidajicimi poli mize jezdec vy-
konat jeden tah. Uloha pozaduje, abychom v tomto grafu nalezli kruznici (resp.
cestu), kterd obsahuje vSechny uzly grafu. Takovou kruznici nazyvame hamil-
tonovska kruznice a v pfipadé cesty hovoiime o hamiltonovské cesté. Je

LOWarnsdorff, H. C.: Des Résselsprunges einfachste und allgemeinste Lisung. — Schmal-
kalten, 1923.
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ziejmé, ze v tomto pripadé nam samotné grafové znazornéni tlohu ptilis ne-
usnadnuje. Graf je totiz znacné velky a nepfehledny.

Podobné jako problém konigsbergskych mostii najdeme tilohu jezdce ve vét-
siné zakladnich ucebnic teorie grafi, knih s rekreacni matematikou a v En-
cyklopddie der mathematischen Wissenschaften. Také v nejstarsi ucelené praci
z teorie graft [207] vénoval S. Lagué Gloze celou 9. kapitolu. D. Kénig ve své
monografii uvedl Eulerovo feseni (str. 27) a dale popsal Kiirschakovo!® zobec-
nén{ Glohy pro nekoneéné sachovnice v pracech [203, 216].

Piirozena otazka, kolik je cest jezdce na Sachovnici, nebyla dodnes vyfesena
(uvedme alespon dvé z nejstarsich praci, které se timto problémem zabyvaly
[40, 139]), tfebaze existuji metody stanoveni po¢tu hamiltonovskych kruznic
pro nékteré typy grafu.

Druhou oblasti, ve které se setkavame v 18. stoleti se zkoumanim hamilto-
novskych kruznic, je studium kruznic na hranidch mnohosténi.

V roce 1855 napsal svi) prvni ptispévek k této otdzce Thomas Penyngton
Kirkman (1806-1895). Kirkman jako knéz pfes svoji izolaci a zaneprazdnéni
duchovni praci byl autorem fady matematickych praci. Je znadm zejména svym
problémem patndcti skolacek. V praci [20] si polozil otdzku, zda kazdy graf, kte-
ry dostaneme promitnutim néjakého mnohosténu do roviny, obsahuje kruznici,
ktera prochazi vsemi uzly tohoto grafu.

Ve svych tivahach se Kirkman dopustil chyb, ale byl prvni, kdo se takovou
tlohou zabyval. Jeho pfinos spoc¢iva v tom, ze ukazal tfidu mnohostént, kte-
ré takovou kruznici nemohou obsahovat. Pievedeme-li jeho vysledek do jazyka
teorie grafu, jedna se o bipartitni grafy s lichym poctem uzlia. K podobnému vy-
sledku dosel v pfipadé tlohy jezdce po nestandardnich sachovnicich jiz L. Euler.
Graf, ktery predstavuje moznosti tahu jezdce, je totiz rovnéz bipartitni.

Obr. 1.6: Icosian game

Ve stejny cas jako Kirkman se podobnymi problémy zacal zabyvat William
Rowan Hamilton (1805-1865). Hamilton se v té dobé vénoval otdzkdm existence

11 Jépsef Kiirschak (1864-1933), madarsky matematik.
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nekomutativnich algeber. Pro jednu z nich nasel model, ktery predstavoval cesty
v grafu pravidelného dvanactisténu a ktery proto nazval The Icosian Calculus.
Na jeho zakladé vznikla hra, ktera se od roku 1859 prodavala a nesla nazev The
Icosian Game. Pozdéji vznikla dalsi verze této hry Cesta kolem svéta. V této hre
vrcholy dvanactisténu predstavovaly svétova mésta a kazdy vrchol byl oznacen
kolikem. Cilem hry bylo natdhnout vldkno, které by prochézelo kolem vsech
koliku a tvotilo kruznici.

V pozdéjsi dobé vznikly spory o to, kdo byl autorem myslenky zkoumat
kruznice dvanéctisténu. Je treba Ttici, ze zatimco Euler, Vandermonde a Ha-
milton zkoumali konkrétni pripady graft, Kirkman byl prvni, kdo se pokusil
0 jistd zobecnéni. Nicméné na pocest Hamiltonovych praci dnes hovofime o ha-
miltonovské kruznici, resp. hamiltonovském grafu.

D. Kénig pojednal o hamiltonovskych grafech jen velmi stru¢né ve I1. kapi-
tole své knihy. Kromé jiz zminéné tlohy jezdce a jejimu zobecnéni na nekonec-
né sachovnice zde nalezneme pouze vysledky prace Lazslo Rédeie (1900-1980)
[262], které se tykaji hamiltonovskych cest v orientovanych grafech. O tomto
problému se zminime az v kapitole 5.

1.2.2 Postacujici podminky existence hamiltonovské
kruznice

Piestoze se na prvni pohled otézka nalezeni hamiltonovské kruznice velmi po-
dobé problému nalezeni eulerovského tahu, nebyla dosud nalezena nutna a po-
stacujici podminka pro existenci hamiltonovskych kruznic. Po roce 1936 byly
odvozeny pouze nékteré postacujici podminky.

Jako prvni vzpomenme vysledek G. A. Diraca z roku 1952. V praci Some
theorems on abstract graphs [382] Dirac ukdzal, ze kone¢ny graf, ve kterém je
stupen kazdého uzlu nejméné d (> 1), obsahuje kruznici délky nejméné d + 1
(Véta 2, str. 70). Toto tvrzeni je pravdivé i pro nekoneéné grafy za predpokla-
du, 7ze neobsahuji artikulaci (Lemma 1, str. 71). Na zdkladé téchto vysledka
Dirac dokédzal (Véta 3, str. 71):

Souvisly graf, ve kterém je stupeni kaidého uzlu nejméné d (> 1) a ktery
nemd vice nez 2d uzld, je hamiltonovsky.

V dalsi cast1 prace se Dirac zabyval nékterymi otazkami tykajicimi se ha-
miltonovskych kruznic v souvislosti s barvenim uzlta grafu.

7, predpokladi Diracovy véty se d& pii dostatecné velkém poctu uzlia od-
vodit vic nez pouhé existence jediné hamiltonovské kruznice. Tuto skutecnost
ukazal v roce 1968 Crispin St. J. A. Nash-Williams v praci Hamilton Circuits
in Graphs and Digraphs [383]. Nejprve dokézal, ze graf, ktery spliuje podminky
Diracovy véty a ma vice nez 10 uzla, obsahuje dvé hranové disjunktni hamilto-
novské kruznice (Véta 3, str. 238). Poté ukdzal, ze toto tvrzeni se d4 zobecnit
takto (Véta 4, str. 238):

Ke kazdému kladnému celému éislu k existuje kladné celé cislo ny takové,
Ze kaZdy graf s vice neZ ny uzly, ktery splnuje Diracovu podminku, obsahuje
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k hranové disjunktnich hamiltonovskych kruznic.

Nash-Williams se v zavéru své prace vénoval problematice existence ha-
miltonovskych kruznic v orientovanych grafech. O této otazce budeme mluvit
v kapitole 5.

V roce 1960 publikoval dalsi zndmou postacujici podminku existence ha-
miltonovské kruznice v neorientovaném grafu O. Ore v praci Note on Hamullon
circuits [384]. Ore citoval kratkou préci [385] Donalda J. Newmana, ktery v ro-
ce 1958 dokazal, ze pokud kazdy z 2n uzla grafu G ma stupen alespon n, pak
graf G musi obsahovat kruznici délky 2n. Tedy vysledek slabsi nez je Diracova
véta, nebot pozaduje sudy pocet uzlt grafu G.'?

Pak Ore dokézal nasledujici vétu (Véta 2, str. 55):

Necht G je graf s n uzly takovy, Ze pro kaZdou dvojici nesousednich uzli a, b
plati
dg(a) + dg(b) > n.

Pak G obsahuge hamiltonovskou kruznici.

Jako dusledek uvedl Ore tvrzeni Diracovy véty, které z predchazejici pod-
minky snadno vyplyva. Podobné jako v Newmanové praci ovéem Diractuv vysle-
dek zminén neni. Rovnéz Oreho postacujici podminku existence hamiltonovské
kruznice muzeme vyjadrit pro grafy orientované.

Otazkami hamiltonovskych kruznic a cest se O. Ore zabyval dale v praci
Are coverings of graphs [386], kde odvodil postacujici podminku existence ha-
miltonovské cesty v grafu. Ukézal, ze plati (Véta 3.1, str. 318):

Necht G je graf s n uzly, ve kterém pro kaZdou dvojici nesousednich uzli
a,b plati
dg(a) + dg(b) >n— 1.

Pak G obsahuge hamiltonovskou cestu.

Uplny graf K, méa vidy hamiltonovskou cestu a v piipadé n > 3 i ha-
miltonovskou kruznici. Je tedy mozno predpokladat, ze grafy s  dostatecnym*
poctem hran budou mit podobné vlastnosti. Ore ukazal, ze pokud pro graf G
s n uzly a s v(G) hranami plati

ve(G) (n—1)(n—2)+1,

AV
N | —

resp.

ve(G) (n—1)(n—2)+2,

AV
N | —

pak graf G mé hamiltonovskou cestu, resp. hamiltonovskou kruznici (Véty 4.1
a 4.3, str. 318 a 320). Pfitom Ore ukdzal piiklady ,maximélnich® grafi bez
hamiltonovskych cest, resp. hamiltonovskych grafa.

Neékteré z téchto vysledki najdeme v Oreho knize [358, str. 72-79]. Zde také
nalezneme zminku o praci On mazimal paths and circuils of graphs [387], ve

12Newman pravdépodobné Diractv vysledek neznal. Neuvedl totiz z4dnou literaturu.
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které autofi Pal Erdds (1913-1996) a Tibor Gallai (1912-1992) odvodili fadu
vysledku tykajicich se nejdelsich cest a kruznic v grafech. Ukazali naptiklad,
ze kazdy graf s n uzly a vice nez (n — 1){/2 hranami (I > 2) obsahuje kruznici
délky vétsi nez [.

V roce 1962 odvodil Lajos Pésa, ktery byl v té dobé sotva stredoskolského
véku, v praci 4 theorem concerning Hamilton lines [388] ndsledujici postacujici
podminku existence hamiltonovské kruznice (str. 225):

Necht G je graf s n uzly (n > 3) takovy, Ze pro kaZdé celé éislo k spliugici

nerovnost
n—1

1<k <

je pocet uzld grafu G, jejichZ stupen nent vyssi neZ k, mensi nez k a pro liché
n pocet uzli stupné (n — 1)/2 neni vyssi nez (n — 1)/2. Potom G obsahuje
hamiltonovskou kruznici.

Tuto ¢ast vénovanou postacujicim podminkam existence hamiltonovskych
kruznic uzavieme vysledkem, ktery odvodil v roce 1972 V. Chvéatal v praci On

Hamilton’s Ideals [389] (Véta 1, str. 164):

Necht G je takovy graf s n uzly (n > 3), jehoZ posloupnost stupnid uzli je
dy <dy <.--<d,. JestliZe plati

dp < k <g:>dn_k2n—k,

pak graf G obsahuje hamiltonovskou kruznici. Navic, pokud posloupnost stuprniu
uzli grafu nesplnuje uvedenou podminku, pak existuje graf G', kteryj neni hamil-
tonovsky a pro jeho posloupnost stuprid wzlid plati dg: (i) > d;y proi =1,2,... ,n.

Ve Chvéatalové vété narazime dvakrat na pojem posloupnost stupnu uzla
grafu. Ne kazda posloupnost pfirozenych cisel dy < dp < --- < d,, je posloup-
nosti stupnu uzla néjakého grafu. Napiiklad k posloupnosti 1,2, 2 nenajdeme
zadny graf se tfemi uzly, protoze neexistuje graf, ktery by mél pouze jeden uzel
lichého stupné.

Posloupnost celych nezdpornych ¢isel dy, ds, - - - , d, nazyvame grafova po-
sloupnost, existuje-li graf G' s n uzly, jez maji po fadé stupné dy,ds, - ,d,.
Aby posloupnost dy,ds, - - -, d,, byla grafova, musi platit d; < n—1 a také musi
byt 2?21 d; cislo sudé. Nutnou a postacujici podminku pro grafovou posloup-
nost odvodil Vaclav Havel v praci Pozndamka o existenci konecnijch grafi [296]
z roku 1955. Formulujme ji takto (Véta 4, str. 478):13

Necht je dana posloupnost d
dladZa e adna
pricemZ pro celd nezdpornd c¢isla d; plati dy > da > ... > dp, n>2,1<d; <

n — 1. Posloupnost d je grafovd pravé tehdy, je-li grafovd téZ posloupnost d'
do—1,ds—1,... dgy41—1,...,dn.

13 Formulace je prevzatd z 3. vydani Sedlackovy knihy [361]. V. Havel ve své praci pougival
pojmy struktura a r-posloupnost, které zde nebudeme definovat.
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Véta ukazuje moznost, jak lze v konecném poctu kroku urcit zda posloup-
nost d je grafova. Cleny vzniklé posloupnosti d’ uspofadame monoténné a po-
vazujeme je za cleny nové posloupnosti d. K té pak najdeme novou posloupnost
d'. Postup mizeme opakovat tak dlouho, aZ se v posloupnosti d’ objevi zapor-
na c¢isla, potom ani vychozi posloupnost neni grafova, nebo samé nuly. Této
posloupnosti odpovida graf, ktery je tvofen pouze izolovanymi uzly. V tomto
pripadé je vychozi posloupnost grafova.

Nezavisle na Havlovi, ktery svoji praci napsal v ceském jazyce, se k otdzce
grafovych posloupnosti dostali T. Gallai a P. Erdds v praci [390], kterd vysla
v madar§tiné a byla proto také jazykové t&zko piistupnd. Autofi ukdzali (viz.
napf. [359, str. 78]), ze posloupnost nezapornych celych ¢isel dy > dy > ... > d,
je grafova pravé tehdy, kdyz 2?21 d; je sudé ¢islo a pro libovolné pfirozené ¢islo
7 spliujici nerovnosti 1 <r < n — 1 plati:

n

Zdi <r(r—1+ Z min(r, d;).

i=r+1

Nezavisle na téchto dvou pracich dospél k feSeni tohoto problému 1 S. Ha-
kimi v prici [391] 7 let po V. Havlovi. Ve své praci uvazoval také piipady grafi
se smyckami ¢1 grafy, ve kterych muze byt dvojice uzli spojena vice nez jednou
hranou.

Problematika grafovych posloupnosti byla v dalsim obdobi dale rozvijena,
kdyz na odpovidajici grafy byly kladeny dalsi specidlni pozadavky (viz. [361]).

1.2.3 Hamiltonovsky souvislé grafy

Problematika hamiltonovskych grafi muze byt riznym zpusobem zobecnéna.
V souvislosti s rozkladem pravidelnych grafi na linearni faktory se hamilto-
novskymi grafy zabyval v nékolika pracech A. Kotzig. Odvodil fadu vysledka,
se kterymi se seznamime v kapitole 4.

Jak jsme jiz naznacili v ¢asti vénované tiloze jezdce, nevyfesenym problé-
mem zustava urceni poctu hamiltonovskych kruznic.

C. A. B. Smith v roce 1946 dokazal, ze v pravidelném grafu 3. stupné
bez smycek a nasobnych hran je pocet hamiltonovskych kruznic, které obsa-
huji zvolenou hranu, sudy. Disledkem této véty je skutecnost, ze pokud tento
graf obsahuje hamiltonovskou kruznici, pak obsahuje nejméné t¥i hamiltonovské
kruznice. Déle plati, ze pokud méa graf G dvé hranové disjunktni hamiltonovské
kruznice, pak obsahuje nejméné ti1 hamiltonovské kruznice. Juraj Bosdk v roce
1967 dokézal v praci [392], ze pravidelné bipartitni grafy 3. stupné maji sudy
pocet hamiltonovskych kruznic (viz. [393, str. 189-192]).

Problém existence hamiltonovskych kruznic mé zvlastni vyznam v souvis-
losti s problémem obarveni oblasti rovinnych grafi pomoci ¢ty barev. Pokud
totiz v rovinném grafu (' existuje hamiltonovska kruznice H, pak muzeme ob-
lasti grafu uvnitf a soucasné i vné kruznice obarvit dvéma barvami tak, ze
oblasti, které maji spolecnou hranu, jsou obarveny rtuznymi barvami. Na cely
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graf pak vzdy staci ctyfi barvy. Ukazalo se vsak, ze problém ¢tyt barev touto
cestou dokézat nelze.!*

Jednou z oblasti, ke které vyrazné piispéla ceskd matematika, je studium
vlastnosti grafii, ve kterych libovolnou dvojici uzli mizeme spojit hamiltonov-
skou cestou.

Brnénsky matematik Milan Sekanina (1931-1987) v praci On an ordering
of the set of vertices of a connected graph [342] zkoumal v roce 1960 souvislé
neorientované grafy (G, ¢) (G znali spocetnou mnozinu uzli, ¢ je symetricka
relace na mnoziné (), které maji nasledujici vlastnost: jestlize G/ C G, G’ je
koneén4 mnozina, pak existuje souvisly podgral G’ v G takovy, ze G” C G\ G’
a G\G” je koneénd mnozina. Sekanina symbolem (a, b) oznacil délku nejkratsi
cesty v grafu G, kterd spojuje uzly a,b. Ukézal, ze mnozinu uzli G takového
grafu mtizeme usporadat do posloupnosti {a, }°2; takové, ze pro kazdé n plati
plan, any1) < 3 (Véta 1, str. 139).

P#i diukazu tohoto tvrzeni odvodil nasledujici pomocnou vétu (Lemma 3,

str. 138):

Necht G je konecny souvisly graf, a, b jsou dva jeho rizné uzly. Pak mnoZinu
uzli grafu G muZeme uspoiddat do posloupnosti ay,as, ... an, (n je pocet uzli
grafu G), kde a; = a, ap = b a pla;,a;41) <3 proi=1,... ,n—1.

Zavedme nyni novy pojem, ktery ndm umozni{ vyjadrit Sekanintiv vysledek
tak, jak byva formulovan dnes. Necht G = (V| E) je dany graf a necht n je
dané pfirozené ¢islo. Definujme n-tou mocninu grafu G (oznaceni G™) takto:
mnozina uzli grafu G” je V a hrana u,v existuje v grafu G” pravé tehdy,
plati-li v GG vztah

1< p(u,v) < n.

7 obsahu Sekaninova tvrzeni tedy vyplyva, ze tfeti mocnina konecného sou-
vislého grafu (G musi obsahovat hamiltonovskou cestu spojujici uzly a a b. Grafy,
ve kterych muzeme libovolnou dvojici riznych uzli spojit hamiltonovskou ces-
tou, nazyvame hamiltonovsky souvislé. Je ziejmé, ze kazdy hamiltonovsky
souvisly graf s vice nez 2 uzly je hamiltonovsky. Plati tedy:

Treti mocnina libovolného souvislého grafu s vice neZ 2 uzly je hamiltonouv-
sky graf.

Stejny vysledek jako Sekanina odvodil v roce 1968 Jerome J. Karaganis
v préaci [394]. Je zfejmé, ze o Sekaninové prici nevédél. Pise:

LIt has been conjectured by M. D. Plummer, among others, that the square
of every nonseparable (2-connected) graph is hamiltonian; however, it is known
(although evidently never published) that the cube of any connected graph (with
3 or more points) is hamiltonian. In this note we prove the stronger result
that the cube of any connected graph is hamiltonian-connected, 1. e., every two
points are joined by some hamiltonian path.

M4 Problému &yt barev se budeme vénovat v kapitole 3.
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Pfi dikazu svého tvrzeni, vyuzili Sekanina 1 Karaganis skutecnost, ze staci
pouze dokézat, ze tfeti mocnina kazdého stromu je hamiltonovsky souvisly graf.
Je-li totiz T kostra grafu G a je-li T° hamiltonovsky souvisly graf, pak ziejmé
i G® je hamiltonovsky souvisly.

Obé préce citoval Claude Berge v knize [393]. V ruském prekladu knihy
F. Hararyho [359] je uvedena pouze Karaganisova préce.

Sekanina ukazal, ze neni mozno nahradit ¢islo tfi dvojkou. Uvedl jedno-
duchy priklad stromu, jehoz druha mocnina neni hamiltonovsky souvisly graf

(viz. obr. 1.7).

Obr. 1.7: Priklad grafu, jehoz druha mocnina neni hamiltonovsky souvisly graf

Existuji ovsem stromy, jejichz druhd mocnina je hamiltonovsky souvisla.
Tuto tfidu stromu charakterizoval FrantiSek Neuman v roce 1964 v praci On
a certain ordering of the vertices of a tree [395], kdyz dokazal (Véta 1, str. 332):

Necht' T' je konecény strom, a,b dva jeho rizné uzly. MnoZina uzlu stromu
T muZe byt uspordddna do prosté posloupnosti a = t1,ts,... ,ts = b takové, Ze
ptitipr) <2proi=1,...,s—1, tehdy a jen tehdy, kdyz pro strom Ty, ktery
obdrzime ze stromu T odebrdnim koncovych uzlu s vgpmkou uzli a a b, plati:
1) stupern vsech uzli je nejuys roven 4 (v Ty,
2) uzly stupné€ 3 a 4 (v T1) se vyskytuji pouze uvnity cesty spojujici a a b,
3) mezi dvéma uzly stupné 4 (v T1) existuje alespon jeden uzel stupné 2 (v T).
Stupeni uzlu a je 1 (v T) nebo existuje uzel stupné 2 (v T) mezi a a negblizsim
uzlem stupné 4 (vTy). Podobné pro b. KdyZ soucasné stupeni uzlu a i uzlu b je
vetsi nez 1 (v T), pak mezi nimi existuje alespon jeden uzel fddu 2 (v 'T).

Neumanovu préci citoval napt. H. V. Kronk v praci [396], ktery ovsem
ziejmé neznal Sekaninovu praci a citoval pouze Karaganisav vysledek.

Je jisté zajimavé konstatovat, ze ani Sekanina ani Neuman neuvedli své
vysledky v souvislosti s pojmem hamiltonovska kruznice nebo hamiltonovska
cesta. Pfitom tyto pojmy jisté dobte znali z klasickych uc¢ebnic D. Kéniga nebo
C. Berge.

M. Sekanina vystoupil na mezinarodni konferenci ve Smolenicich v roce
1963 s otazkou, jaka je struktura souvislych grafi G, jejichz druha mocnina je
hamiltonovsky souvisly graf. Problém byl publikovan ve sborniku konference
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a stal se tak zndmym i ve svéts.1®

C. St. J. A. Nash-Williams vyslovil v roce 1966 hypotézu, ze druha mocnina
libovolného 2-souvislého grafu je hamiltonovsky graf. Nezavisle tuto hypotézu
vyslovili i L. W. Beineke a M. D. Plummer. Kronk v praci [396] vyslovil hypo-
tézu, ze je-li G 2-souvisly graf, pak totalni graf (total graph) T'(G) grafu G1°
Je hamiltonovsky graf. Dukaz této hypotézy se stal soucasti dukazu tvrzeni, ze
druh4d mocnina 2-souvislého grafu je hamiltonovsky graf. Tento dikaz podal
v roce 1971 Herbert Fleischner v préaci [398].

15V predchézejici ¢asti jsme se sezndmili s pojmem libovoln& nakreslitelny graf. Anna
Sekaninova a Milan Sekanina ukazali v 80. letech v praci Arbitrarily traceble Eulerian graph
has the Hamiltonian square [397], Ze druhd mocnina kazdého libovolné nakreslitelného grafu
je hamiltonovsky graf.

16 Pojmem totalni graf grafu G Kronk rozumél graf T(G), ve kterém uzly odpovidaji uzlim
a hranam grafu G. Uzly grafu T(G) jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz odpovidajici uzly
¢éi hrany grafu G jsou sousedni nebo odpovidajici uzel a hrana grafu G jsou incidentni.
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