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13Kapitola 1Cesty v grafechV této kapitole se budeme vìnovat nejstar¹ím problémùm teorie grafù. V prv-ní èásti se seznámíme s Eulerovým øe¹ením problému königsbergských mostù,které pova¾ujeme za první pøíspìvek k teorii grafù. Krátce se pak zmínímeo nìkterých dal¹ích problémech spojených s eulerovskými grafy. Druhá èástkapitoly je vìnována otázkám spojeným s hamiltonovskými kru¾nicemi grafu.Seznámíme se také s problematikou hamiltonovsky souvislých grafù, ke kterévýznamným zpùsobem pøispìla èeská matematika.1.1 Eulerovské tahy1.1.1 Problém königsbergských mostùVe mìstì Königsbergu ve Východním Prusku (dne¹ní Kaliningrad v Rusku)jsou v centru mìsta na øece Pregel dva ostrovy, které v 18. století spojovalos obìma bøehy sedm mostù. Problém königsbergských mostù1 spoèíval v nale-zení cesty, která by spojovala v¹echny èásti mìsta, zaèínala a konèila ve stejnéèásti, a pøi které by ka¾dý most byl pou¾it právì jedenkrát.Tento problém se objevil ji¾ v 17. století. K. A. Rybnikov v práci [374,str. 110] uvedl, ¾e v literatuøe je znám od roku 1650. Podle prací [368, 369] ne-ní zøejmé, kdy a jak se s tímto problémem seznámil Leonhard Euler. Obì práceuvádìjí, ¾e øe¹ení problému königsbergských mostù pøedlo¾il Euler 26. srp-na 1735 na zasedání Petrohradské akademie. Autoøi R. J. Wilson, H. Sachsa M. Steibitz pøitom vycházeli z pøedmluvy k sedmému svazku sebraných pracíL. Eulera, kterou napsal Gustav Eneström (1852{1923) (viz. [1]). ZachovanáEulerova korespondence pak umo¾òuje nahlédnout do období, kdy vlastnì teo-rie grafù vznikala.9. bøezna 1736 zaslal Eulerovi dopis jeho pøítel Carl Leonhard Gottlieb Eh-ler a poprosil jej o zaslání øe¹ení tohoto problému. Ehler byl v té dobì starostoumìsta Danzigu (dne¹ní Gdaòsk) a udr¾oval s Eulerem korespondenci po mnoho1Mìstu Königsberg se v minulosti v èeských zemích øíkalo Královec a v literatuøe protoèasto nacházíme název problém mostù mìsta Královce.



14let. Prostøednictvím Ehlera navázal Euler písemný kontakt i s profesorem ma-tematiky akademického gymnázia v Danzigu Heinrichem Kühnem (1690{1769).Zdá se, ¾e to mohl být právì Kühn, který Eulera s problémem seznámil, ov¹emjisté to není.13. bøezna 1736 napsal Euler do Vídnì italskému matematiku GiovannimuJacobovi Marinonimu (1670{1755) o tom, ¾e øe¹ení úlohy neexistuje a struènìnaznaèil, jak k tomuto závìru do¹el. Podrobné øe¹ení pak zaslal v dopise Eh-lerovi, který je psaný 3. dubna 1736. Euler napsal, ¾e tento úkol nemá mnohospoleèného s matematikou, ale ¾e bude rád, kdy¾ dostane nìjaké podobné (viz.[375]).Eulerovo øe¹ení bylo publikováno ve sborníku Petrohradské akademie zarok 1736, který vy¹el a¾ v roce 1741 (tento rok byl pozdìji v nìkterých pracechuveden jako rok vyøe¹ení problému). V roce 1752 pak práce vy¹la v Petrohradìpodruhé (viz. [368, str. 265]). Za pozornost jistì stojí, ¾e o Eulerovì práci sezmiòuje v 15. díle Encyclopédie ou Dictionnaire Raisonné des Sciences, desArts et des Métiers Jean Baptiste Le Rond d'Alembert (1717{1783) (viz. [368,str. 270]).
Obr. 1.1: Mosty mìsta KönigsberguPodívejme se, jakým zpùsobem Euler problém königsbergských mostù vy-øe¹il v práci Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis [1], kteroupova¾ujeme za první pøíspìvek k teorii grafù. Eulerova práce z roku 1736 jerozdìlena na 21 èíslovaných odstavcù. Je pomìrnì snadno dostupná v anglic-kém [367] nebo v nìmeckém pøekladu [356].V úvodu práce Euler pí¹e:22Ve volném pøekladu:þVedle té èásti geometrie, která se zabývá velikostmi, a které byla v¾dy vìnována nejvìt¹ípozornost, existuje je¹tì dal¹í èást, døíve témìø neznámá, o které se první zmínil Leibniza nazval ji geometrie polohy. Tato èást se zabývá pouze urèením polohy a jejími vlastnostmi;



15þPraeter illam geometriae partem, quae circa quantitates versatur et omnitempore summo studio est exculta, alterius partis etiamnum admodum ignotaeprimus mentionem fecit LEIBNITZIUS, quam Geometriam situs vocavit. Istapars ab ipso in solo situ determinando situsque proprietatibus eruendis occu-pata esse statuitur; in quo negotio neque ad quantitates respiciendum nequecalculo quantitatum utendum sit.ÿZdá se, ¾e na souvislost problému königsbergských mostù s leibnizovskou3geometrií polohy (geometriam situs) upozornil Eulera v dopise Ehler (viz.[369]).Na obrázku 1.1 vidíme jednoduchý náèrtek sedmi mostù pøes øeku Pre-gel, který nalezneme v pùvodní Eulerovì práci. Euler oznaèil ètyøi èásti mìstaKönigsbergu velkými písmeny A, B, C a D a mosty malými písmeny a, b, c,d, e, f a g. Euler pøevedl problém mostù na nalezení posloupnosti 8 písmen(A, B, C a D) takové, ¾e dvojice (AB), (AC) se v ní objeví dvakrát, zatímcodvojice (AD), (BD) a (CD) právì jednou. Písmena pøedstavují jednotlivé èástimìsta a dvojicím odpovídají mosty pøes øeku Pregel. V odstavcích 8 a 9 ukázal,¾e taková posloupnost nemù¾e existovat a proto neexistuje ani øe¹ení problémukönigsbergských mostù. Eulerùv dùkaz je jednoduchý:Proto¾e existuje 5 mostù, které konèí v èásti A, pak posloupnost písmenmusí obsahovat písmeno A tøikrát. Podobnì 3 mosty vedoucí do èástí B, Ca D znamenají, ¾e tato písmena budou v posloupnosti dvakrát. To ov¹em nenímo¾né, proto¾e posloupnost má jen 8 písmen.V dal¹í èásti práce Euler vyøe¹il podobným zpùsobem problém obecnì. Jaksám uvedl, bylo by v¾dy v podobných jednoduchých situacích mo¾né úkol vy-øe¹it tak, ¾e vy¹etøíme v¹echny mo¾né cesty. Pro komplikovanìj¹í pøípady byov¹em tato mo¾nost byla obtí¾nì proveditelná.Pro snaz¹í vyjadøování si na tomto místì pøevedeme úlohu do dne¹ního jazy-ka teorie grafù. Problém spoèívá v nalezení eulerovského tahu v grafu, jeho¾uzly pøedstavují jednotlivé èásti mìsta Königsbergu a hrany odpovídají sedmimostùmpøes øeku Pregel (viz. obr. 1.2). Ve vìt¹inì dne¹ních uèebnic teorie grafùtento graf nalezneme. Nìkdy i s chybnou poznámkou, ¾e takto situaci gra�ckyzachytil ji¾ L. Euler. Ve skuteènosti se souvislost mezi problémem königsbergs-kých mostù a tímto grafem objevila a¾ v knize Waltera Williama Rouse Balla(1850{1925) [101], vìnované rekreaèním matematickým problémùm (viz. [368,str. 272]).První vìta teorie grafù, která byla v Eulerovì práci dokázána, zní v dne¹níterminologii takto (Odstavec 16):Nech» G = (V;E) je koneèný graf, V = fv1; v2; : : : ; vng je mno¾ina jehouzlù a nech» pro mno¾inu jeho hran E je jEj = h. Stupeò uzlu vi (i = 1; : : : ; n)neobsahuje ¾ádné velièiny, ani poèítání s nimi.ÿ3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646{1716), nìmecký matematik.



16 ACB DObr. 1.2: Graf k problému königsbergských mostùoznaème dG(vi). Pak platí nXi=1 dG(vi) = 2h:Své dal¹í úvahy shrnul Euler ve 20. odstavci do následujících pravidel (jsouopìt vyjádøena dne¹ním jazykem), která umo¾òují v podobných problémechrozhodnout, zda hledaný tah existuje:1. Jsou-li v grafu více ne¾ dva uzly lichého stupnì, pak eulerovský tah ne-existuje.2. Jsou-li v grafu právì dva uzly lichého stupnì, pak existuje otevøený eule-rovský tah zaèínající v jednom z tìchto uzlù a konèící v druhém.3. Jestli¾e jsou v grafu v¹echny uzly sudého stupnì, pak existuje uzavøenýeulerùv tah.Euler samozøejmì uva¾oval jen souvislé grafy, jak vyplývalo z formulaceúlohy. Dobøe také vìdìl, ¾e graf mù¾e obsahovat jen sudý poèet uzlù lichéhostupnì. Souvislý graf, který obsahuje pouze uzly sudého stupnì, dnes nazývámeeulerovský graf.Musíme konstatovat, ¾e Euler dokázal jen první dvì pravidla. Pøesto mubyl v minulosti èastokrát dùkaz tøetího tvrzení pøipisován (napø. [148]). Zdáse, ¾e Euler pova¾oval tento dùkaz za zcela elementární, jak plyne z posledníhoodstavce. Zde ukázal zpùsob, jakým nalezneme eulerovský tah v pøípadì, kdyexistuje.Problém königsbergských mostù se stal souèástí vìt¹iny knih rekreaèní ma-tematiky, ale také teorie grafù. Uveïme, ¾e kdy¾ byl v roce 1875 v Königsbergupostaven dal¹í most (spojující èásti B a C), tak L. Saalschütz v práci [52] na-psal, ¾e úloha má u¾ 48 øe¹ení zaèínajících v èásti A a konèící v èásti D (viz.[368, str. 273]).Dùkaz tøetího Eulerova pravidla podal v práci [45] mladý nìmecký mate-matik Carl Fridolin Bernhard Hierholzer (1840{1871).4 Ten nejprve ukázal, ¾e4Práce vy¹la a¾ dva roky po Hierholzerovì smrti.



17pokud graf obsahuje eulerovský tah, pak pøi ka¾dém prùchodu libovolným uz-lem vyu¾íváme dvì rùzné hrany s ním incidentní. V¹echny uzly grafu tedy majísudý stupeò. Bylo tøeba dokázat je¹tì obrácené tvrzení. Hierholzerùv dùkazspoèívá v odvození následujícího algoritmu, který umo¾òuje najít eulerovskýtah v eulerovském grafu:Najdeme libovolný tah, který zaèíná a konèí ve stejném uzlu, a odstranímehrany, které jsme ji¾ pro¹li. Pak zbývající graf obsahuje buï pouze izolovanéuzly (v tom pøípadì jsme ji¾ na¹li eulerovský tah), nebo existují uzly, kterýmijsme ji¾ pro¹li a které mají i nyní sudý stupeò. Vyberme nìkterý z nich a vy-tvoøme libovolný uzavøený tah, který v daném uzlu zaèíná a konèí. Vlo¾íme-lijej do pùvodního tahu, tento zvìt¹íme a tímto zpùsobem mù¾eme pokraèovattak dlouho, dokud nenalezneme eulerovský tah.Hierholzer s velkou pravdìpodobností Eulerovu práci neznal. Citoval pouzepráci Johanna Benedicta Listinga (1808{1882) [15] z roku 1847, v ní¾ se autormimo jiné zabýval úkolem nakreslit obrázky slo¾ené z uzlù a èar jedním tahem.Listing zjistil, ¾e pokud obrázek obsahuje 2p (p > 0) uzlù lichého stupnì, pakk jeho nakreslení je zapotøebí minimálnì p otevøených tahù.5 V konkrétnímpøípadì vyslovil toto tvrzení ji¾ Thomas Clausen (1801{1885), kdy¾ v práci[12] ukázal, ¾e obr. 1.3 nelze nakreslit ménì jak 4 souvislými tahy. Listingovuvìtu dokázal a¾ v roce 1882 Édouard Lucas (1842{1891) v knize [81] vìnovanérekreaèním matematickým problémùm. V této knize byl uveden také druhýfrancouzský pøeklad Eulerova èlánku. První publikoval Émile Coupy ji¾ v roce1851 v práci [19], kde Eulerùv postup ilustroval na øe¹ení problémù mostù pøesøeku Seinu v Paøí¾i. Obr. 1.3: Clausenùv grafNezávisle na Hierholzerovi podal dùkaz Eulerova tøetího pravidla i JuliusPeter Christian Petersen (1839{1910) v práci [99], která se stala významnýmmezníkem v teorii faktorizace grafù. O této práci bude podrobnì pojednánov kapitole 4.Kromì vý¹e zmínìného Listingova problému nalézáme v 19. století i dal¹í5Listingova vìta tedy øíká, ¾e v grafu G, který obsahuje 2p uzlù lichého stupnì, existujesystém otevøených tahù T1; T2; : : : ; Tp, ve kterém je ka¾dá hrana grafu G obsa¾ena právìv jednom tahu systému. A. Kotzig tento systém nazval Listingùv systém otevøených tahùa studoval jeho vlastnosti v pravidelných grafech lichého stupnì v souvislosti s existencílineárního faktoru (viz. práce [303, 321]). J. Sedláèek zobecnil Listingovu vìtu na orientovanégrafy v práci [325].



18problémy, které souvisí s eulerovskými grafy. Za zmínku stojí práce [7] LouisePoinsota (1777{1859) z roku 1810, která se zabývá øadou geometrických problé-mù a mezi nimi i otázkou (øeèeno jazykem teorie grafù) existence eulerovskéhotahu v úplných grafech Kn. Úplným grafem Kn pøitom rozumíme graf s nuzly, ve kterém je ka¾dá dvojice uzlù u; v spojena hranou.6 Na obrázku 1.4 vidí-me nejmen¹í ètyøi úplné grafy. Poinsot podobným zpùsobem jako Euler ukázal,¾e pro n = 4; 6; 8; : : : eulerovský tah neexistuje.K1 K2 K3 K4Obr. 1.4: Úplné grafyZajímavá interpretace pro úplný graf K7 se objevila v roce 1849 v Terque-movì práci [17], kde autor problém vyjádøil v termínech hry domino. Èíslùm 0a¾ 6 pøiøadil uzly a jednotlivým kostkám hrany tohoto grafu. Existence kostekse dvìma stejnými èísly, kterým by odpovídaly smyèky grafu, na problému nicnemìní. Orly Terquem (1782{1862) studoval i obecný pøípad þdominaÿ s èíslyn = 0; 1; 2; : : : ; �0�1. Polo¾il otázku, kolik rùzných tahù v odpovídajících gra-fech existuje. Pro klasické domino tento problém vyøe¹il v roce 1871 M. Reissv práci [43]. Obecnou metodu výpoètu poètu eulerovských tahù v grafech podalv roce 1886 Gaston Tarry (1843{1913) v práci [88].1.1.2 Eulerovské grafyD. K}onig vìnoval eulerovským tahùm spoleènì s hamiltonovskými kru¾nicemiII. kapitolu své knihy. V úvodu této kapitoly de�noval základní pojmy a formu-loval hlavní Eulerovy a Listingovy výsledky. Uvedl dále známé tvrzení OswaldaVeblena (1880{1960), který v pracích [156, 178] ukázal, ¾e v grafu G existujekoneèný systém S = fK1;K2; : : : ;Kng kru¾nic grafu G takový, ¾e ka¾dá hra-na grafu G nále¾í jedné a pouze jedné kru¾nici Ki, právì tehdy, kdy¾ je grafG eulerovský. V 70. letech tohoto století pak bylo dokázáno, ¾e ka¾dá hranaeulerovského grafu je obsa¾ena v lichém poètu kru¾nic a ¾e ka¾dý eulerovskýgraf má lichý poèet rozdìlení mno¾iny hran do kru¾nic.K}onig se dále zabýval problémem eulerovských tahù v orientovaných gra-fech. Této otázce se budeme vìnovat a¾ v kapitole 5.Zvlá¹tním pøípadem eulerovských grafù jsou grafy, které mù¾eme nakreslittak, ¾e vyjdeme z nìjakého uzlu a, jdeme po libovolné dosud nenakreslené hranìs ním incidentní do nìjakého uzlu b a pokraèujeme tímto zpùsobem libovolnì6Název úplný graf pochází od A. Sainte-Lagu�eho [192].



19tak dlouho, dokud nenakreslíme celý graf a nevrátíme se do výchozího uzlu.Pøíkladem takového grafu je graf, který vidíme na obrázku 1.5.aObr. 1.5: Libovolnì nakreslitelný grafO. Ore v roce 1951 v práci A problem regarding the tracing of graphs [376]nazval tento graf libovolnì nakreslitelný (arbitrarily traceable) z uzlu a a odvo-dil nutnou a postaèující podmínku, kdy je graf G libovolnì nakreslitelný z uz-lu a. Ukázal, ¾e v grafu nemusí existovat ¾ádný vhodný uzel a, ale nìkdy mù¾eexistovat více takových uzlù. Jediným grafem, který je libovolnì nakreslitelnýz libovolného uzlu je kru¾nice. Ore dokázal, ¾e graf G je libovolnì nakreslitelnýz uzlu a právì tehdy, kdy¾ libovolná kru¾nice grafu prochází uzlem a (Vìta 4,str. 51). Ore nakonec odvodil jednoduchou konstrukci v¹ech libovolnì nakres-litelných grafù, která spoèívá v tom, ¾e vezmeme strom T a spojíme ka¾dýjeho uzel lichého stupnì lichým poètem hran s nìjakým novým uzlem a (Vì-ta 6, str. 52). Z uvedené konstrukce vyplývá, ¾e libovolnì nakreslitelný graf jerovinný.F. Baebler o dva roky pozdìji dokázal v práci Über eine spezielle KlasseEuler'schen Graphen [377], ¾e pokud je graf G libovolnì nakreslitelný z uzlu a,pak má uzel a v grafu G maximální stupeò (str. 83). Frank Harary v roce 1966ukázal v práci [378], ¾e a je buï jediná artikulace grafu G, nebo graf G nemáartikulaci ¾ádnou.Na výsledky Oreho a Baeblera navázal v roce 1958 Jiøí Sedláèek v práci Po-známka k jednomu problému o eulerovských grafech [326]. Ukázal zde platnostnásledujícího tvrzení (Vìta 2, str. 152):Nech» G je graf, v nìm¾ existuje uzel c takový, ¾e ka¾dá kru¾nice grafu Gprochází uzlem c. Buïte O0 a O00 dvì rùzné kru¾nice grafu G a nech» P je jejichmaximální spoleèný podgraf.7 Potom platí:Je-li P souvislý, je P buï izolovaný uzel nebo cesta v grafu G, pøièem¾ uzelc není vnitøním uzlem této cesty. Není-li P souvislý, má právì dvì komponenty,z nich¾ jedna je tvoøena izolovaným uzlem c.7Maximálním spoleèným podgrafem grafù G1 a G2 J. Sedláèek rozumìl takový graf P ,jen¾ je podgrafemgrafu G1 i grafuG2, pøièem¾ platí: Je-li graf Q podgrafemgrafu G1 i grafuG2, pak je podgrafem grafu P .



20 Tato Sedláèkova vìta je jistým zobecnìním Baeblerovy poznámky z práce[377, str. 83].Zajímavým problémem, který v roce 1960 navrhl a øe¹il èínský matema-tik Meigu Guan v práci [379], je známý problém èínského po¹»áka, kterýmù¾eme jednodu¹e formulovat jako nalezení nejkrat¹ího uzavøeného sledu ob-sahujícího v¹echny hrany grafu G. Je zøejmé, ¾e v pøípadì eulerovského grafuje øe¹ením právì eulerovský tah. Pokud graf G obsahuje 2n uzlù lichého stup-nì, pak musíme nìkteré hrany projít vícekrát. Øe¹ení tohoto problému souvisís otázkami párování v grafech.8 Této skuteènosti si pov¹iml jako první v roce1965 J. Edmonds, který také jako první vytvoøil algoritmus pro øe¹ení toho-to problému. Edmonds byl rovnì¾ autorem øe¹ení problému èínského po¹»ákav pøípadì ohodnocených grafù. Podrobnosti o tomto problému, který má takéorientovanou variantu, najdeme napøíklad v práci [380, str. 282{284].V souvislosti s rozkladem grafù na pravidelné faktory se eulerovskými grafyzabýval v roce 1956 Anton Kotzig v práci Eulerovské èiary a rozklady pravidel-ného grafu párného stupòa na dva faktory rovnakého stupòa [304].Kotzig vy¹el ze skuteènosti, ¾e hrany souvislého eulerovského grafu G sesudým poètem 2p > 0 hran je mo¾no rozdìlit do dvou tøíd H1;H2 tak, ¾elibovolný uzel grafu G je incidentní se stejným poètem hran z tøídy H1 jakoz tøídy H2.9Dùkaz pøedcházejícího tvrzení je snadný. V souvislém eulerovském grafu Gexistuje alespoò jeden eulerovský tah. Hrany tohoto tahu støídavì zaøazujemedo tøídH1 a H2. Ka¾dému eulerovskému tahu tak tímto zpùsobem jednoznaènìpøiøadíme právì jeden rozklad R = fH1;H2g hran grafu na dvì tøídy tak, ¾eprávì polovina tìch hran, s kterými je libovolný uzel incidentní, patøí do tøídyH1, resp. H2. Tímto pøiøazením je de�nováno jisté zobrazení 'mno¾inyE v¹echeulerovských tahù grafu G do mno¾iny R v¹ech rozkladù mno¾iny hran grafuna dvì tøídy s uvedenou vlastností. Kotzig ukázal, ¾e jde o zobrazení mno¾inyE na mno¾inu R, nebo» ke ka¾dému rozkladu R existuje eulerovský tah E, prokterý platí '(E) = R (Vìta 1, str. 134).Pøímým dùsledkem této vìty je následující Kotzigova vìta o rozkladechsouvislých pravidelných grafù 2n-tého stupnì na dva faktory n-tého stupnì(Vìta 2, str. 136):Nech» G je souvislý pravidelný graf 2n-tého stupnì (n > 0), který se dározlo¾it na dva faktory n-tého stupnì, a nech» R je rozklad mno¾iny hran grafuG odpovídající libovolnému rozkladu grafu G na dva faktory n-tého stupnì, pakexistuje eulerovský tah E takový, ¾e platí '(E) = R.8O párování v grafech se zmíníme v kapitole 4.9Speciálnì pro souvislé pravidelné grafy 2n-tého stupnì se sudým poètem hran vyplýváz uvedené vìty existence rozkladu takových grafù na dva faktory n-tého stupnì.



211.2 Hamiltonovské kru¾nice1.2.1 Úloha ¹achového jezdceTaké problémy spojené s hamiltonovskýmikru¾nicemi mají svùj pùvod v 18. sto-letí. V této dobì, ale jistì ji¾ døíve, byla populární tzv. úloha jezdce. V tétoúloze má ¹achový jezdec projít prázdnou ¹achovnici tak, aby na ka¾dé polevstoupil právì jednou a vrátil se pøi posledním tahu zpìt na výchozí pole (tatopodmínka se velmi èasto vynechává). Historie tohoto problému spadá spí¹e dohistorie ¹achové hry a do otázek rekreaèní matematiky. Velké mno¾ství histo-rických poznámek najdeme napøíklad v knize Wilhelma Ahrense (1872{1927)[136] vìnované rekreaèní matematice.Jedno z prvních øe¹ení úlohy jezdce podal Abraham de Moivre (1667{1754)na poèátku 18. století. Jeho metoda spoèívala v tom, ¾e se jezdec pohybujenejprve po okraji ¹achovnice a jen v pøípadì, kdy nemá tuto mo¾nost, provedetah do støedního ètverce, který tvoøí 16 polí. Dokonèení cesty jezdce pak u¾nebývá problém.Úloze jezdce se vìnoval v polovinì 18. století také L. Euler. První zmín-ku o tom, ¾e øe¹il tento problém, nacházíme v dopise Christianu Goldbachovi(1690{1764) z roku 1757 (viz. [381, str. 393{394]). Euler pozdìji v roce 1759úlohu zobecnil pro ¹achovnici n� n v práci [4].Dal¹ím významnýmpøíspìvkem k øe¹ení úlohy jezdce v 18. století byla práceRemarques sur les probl�emes de situation [5] Alexandra Théophila Vandermon-da (1735{1796) z roku 1771. Vandermonde se zabýval klasickou ¹achovnicí 8�8a na¹el algebraické øe¹ení úlohy. Jeho metoda vyu¾ívala ¹achových souøadnica symetrie ¹achovnice. To mu také umo¾nilo úlohu zobecnit na vícerozmìrné¹achovnice.Práce Eulera a Vandermonda ocenil v roce 1833 Carl Friedrich Gauss (1777{1855), kdy¾ napsal, ¾e jde zatím o jediné významné výsledky v Geometriamsitus. U Eulera není ov¹em zøejmé, zda ne¹lo spí¹e o øe¹ení problému königs-bergských mostù (viz. [367, str. 21]).Je známa celá øada øe¹ení úlohy jezdce. Pøipomeòme napø. práci ¹achis-ty Jänische z roku 1862, který nalezl pozoruhodné øe¹ení ve tvaru magickéhoètverce (viz. napø. [361, str. 92]) a známé øe¹ení Warnsdor�ovo10 z roku 1923,které spoèívá v tom, ¾e jezdec v¾dy táhne na pole, odkud má nejmen¹í mo¾nostdal¹ích tahù. V situaci, kdy jsou mo¾né rùzné cesty, mù¾e volit dal¹í tah libo-volnì. Dùkaz správnosti tohoto postupu neexistuje, ale neznáme ani výjimkyz tohoto pravidla.V roce 1884 interpretoval poprvé grafovì úlohu jezdce Peter Guthrie Tait(1831{1901) v práci [85]. Jednotlivým polím ¹achovnice pøiøadil uzly grafu a dvauzly spojil hranou právì tehdy, kdy¾ mezi odpovídajícími poli mù¾e jezdec vy-konat jeden tah. Úloha po¾aduje, abychom v tomto grafu nalezli kru¾nici (resp.cestu), která obsahuje v¹echny uzly grafu. Takovou kru¾nici nazýváme hamil-tonovská kru¾nice a v pøípadì cesty hovoøíme o hamiltonovské cestì. Je10Warnsdor�, H. C.: Des Rösselsprunges einfachste und allgemeinste Lösung. | Schmal-kalten, 1923.



22zøejmé, ¾e v tomto pøípadì nám samotné grafové znázornìní úlohu pøíli¹ ne-usnadòuje. Graf je toti¾ znaènì velký a nepøehledný.Podobnì jako problém königsbergských mostù najdeme úlohu jezdce ve vìt-¹inì základních uèebnic teorie grafù, knih s rekreaèní matematikou a v En-cyklopädie der mathematischen Wissenschaften. Také v nejstar¹í ucelené práciz teorie grafù [207] vìnoval S. Lagu�e úloze celou 9. kapitolu. D. K}onig ve svémonogra�i uvedl Eulerovo øe¹ení (str. 27) a dále popsal Kürschákovo11 zobec-nìní úlohy pro nekoneèné ¹achovnice v pracech [203, 216].Pøirozená otázka, kolik je cest jezdce na ¹achovnici, nebyla dodnes vyøe¹ena(uveïme alespoò dvì z nejstar¹ích prací, které se tímto problémem zabývaly[40, 139]), tøeba¾e existují metody stanovení poètu hamiltonovských kru¾nicpro nìkteré typy grafù.Druhou oblastí, ve které se setkáváme v 18. století se zkoumáním hamilto-novských kru¾nic, je studium kru¾nic na hranách mnohostìnù.V roce 1855 napsal svùj první pøíspìvek k této otázce Thomas PenyngtonKirkman (1806{1895). Kirkman jako knìz pøes svoji izolaci a zaneprázdnìníduchovní prací byl autorem øady matematických prací. Je znám zejména svýmproblémem patnácti ¹kolaèek. V práci [20] si polo¾il otázku, zda ka¾dý graf, kte-rý dostaneme promítnutím nìjakého mnohostìnu do roviny, obsahuje kru¾nici,která prochází v¹emi uzly tohoto grafu.Ve svých úvahách se Kirkman dopustil chyb, ale byl první, kdo se takovouúlohou zabýval. Jeho pøínos spoèívá v tom, ¾e ukázal tøídu mnohostìnù, kte-ré takovou kru¾nici nemohou obsahovat. Pøevedeme-li jeho výsledek do jazykateorie grafù, jedná se o bipartitní grafy s lichým poètem uzlù. K podobnému vý-sledku do¹el v pøípadì úlohy jezdce po nestandardních ¹achovnicích ji¾ L. Euler.Graf, který pøedstavuje mo¾nosti tahu jezdce, je toti¾ rovnì¾ bipartitní.
Obr. 1.6: Icosian gameVe stejný èas jako Kirkman se podobnými problémy zaèal zabývat WilliamRowan Hamilton (1805{1865). Hamilton se v té dobì vìnoval otázkám existence11József Kürschák (1864{1933), maïarský matematik.



23nekomutativních algeber. Pro jednu z nich na¹el model, který pøedstavoval cestyv grafu pravidelného dvanáctistìnu a který proto nazval The Icosian Calculus.Na jeho základì vznikla hra, která se od roku 1859 prodávala a nesla název TheIcosian Game. Pozdìji vznikla dal¹í verze této hry Cesta kolem svìta. V této høevrcholy dvanáctistìnu pøedstavovaly svìtová mìsta a ka¾dý vrchol byl oznaèenkolíkem. Cílem hry bylo natáhnout vlákno, které by procházelo kolem v¹echkolíkù a tvoøilo kru¾nici.V pozdìj¹í dobì vznikly spory o to, kdo byl autorem my¹lenky zkoumatkru¾nice dvanáctistìnu. Je tøeba øíci, ¾e zatímco Euler, Vandermonde a Ha-milton zkoumali konkrétní pøípady grafù, Kirkman byl první, kdo se pokusilo jistá zobecnìní. Nicménì na poèest Hamiltonových prací dnes hovoøíme o ha-miltonovské kru¾nici, resp. hamiltonovském grafu.D. K}onig pojednal o hamiltonovských grafech jen velmi struènì ve II. kapi-tole své knihy. Kromì ji¾ zmínìné úlohy jezdce a jejímu zobecnìní na nekoneè-né ¹achovnice zde nalezneme pouze výsledky práce Lázslo Rédeie (1900{1980)[262], které se týkají hamiltonovských cest v orientovaných grafech. O tomtoproblému se zmíníme a¾ v kapitole 5.1.2.2 Postaèující podmínky existence hamiltonovskékru¾nicePøesto¾e se na první pohled otázka nalezení hamiltonovské kru¾nice velmi po-dobá problému nalezení eulerovského tahu, nebyla dosud nalezena nutná a po-staèující podmínka pro existenci hamiltonovských kru¾nic. Po roce 1936 bylyodvozeny pouze nìkteré postaèující podmínky.Jako první vzpomeòme výsledek G. A. Diraca z roku 1952. V práci Sometheorems on abstract graphs [382] Dirac ukázal, ¾e koneèný graf, ve kterém jestupeò ka¾dého uzlu nejménì d (> 1), obsahuje kru¾nici délky nejménì d + 1(Vìta 2, str. 70). Toto tvrzení je pravdivé i pro nekoneèné grafy za pøedpokla-du, ¾e neobsahují artikulaci (Lemma 1, str. 71). Na základì tìchto výsledkùDirac dokázal (Vìta 3, str. 71):Souvislý graf, ve kterém je stupeò ka¾dého uzlu nejménì d (> 1) a kterýnemá více ne¾ 2d uzlù, je hamiltonovský.V dal¹í èásti práce se Dirac zabýval nìkterými otázkami týkajícími se ha-miltonovských kru¾nic v souvislosti s barvením uzlù grafu.Z pøedpokladù Diracovy vìty se dá pøi dostateènì velkém poètu uzlù od-vodit víc ne¾ pouhá existence jediné hamiltonovské kru¾nice. Tuto skuteènostukázal v roce 1968 Crispin St. J. A. Nash-Williams v práci Hamilton Circuitsin Graphs and Digraphs [383]. Nejprve dokázal, ¾e graf, který splòuje podmínkyDiracovy vìty a má více ne¾ 10 uzlù, obsahuje dvì hranovì disjunktní hamilto-novské kru¾nice (Vìta 3, str. 238). Poté ukázal, ¾e toto tvrzení se dá zobecnittakto (Vìta 4, str. 238):Ke ka¾dému kladnému celému èíslu k existuje kladné celé èíslo nk takové,¾e ka¾dý graf s více ne¾ nk uzly, který splòuje Diracovu podmínku, obsahuje



24k hranovì disjunktních hamiltonovských kru¾nic.Nash-Williams se v závìru své práce vìnoval problematice existence ha-miltonovských kru¾nic v orientovaných grafech. O této otázce budeme mluvitv kapitole 5.V roce 1960 publikoval dal¹í známou postaèující podmínku existence ha-miltonovské kru¾nice v neorientovaném grafu O. Ore v práci Note on Hamiltoncircuits [384]. Ore citoval krátkou práci [385] Donalda J. Newmana, který v ro-ce 1958 dokázal, ¾e pokud ka¾dý z 2n uzlù grafu G má stupeò alespoò n, pakgraf G musí obsahovat kru¾nici délky 2n. Tedy výsledek slab¹í ne¾ je Diracovavìta, nebo» po¾aduje sudý poèet uzlù grafu G.12Pak Ore dokázal následující vìtu (Vìta 2, str. 55):Nech» G je graf s n uzly takový, ¾e pro ka¾dou dvojici nesousedních uzlù a; bplatí dG(a) + dG(b) � n:Pak G obsahuje hamiltonovskou kru¾nici.Jako dùsledek uvedl Ore tvrzení Diracovy vìty, které z pøedcházející pod-mínky snadno vyplývá. Podobnì jako v Newmanovì práci ov¹em Diracùv výsle-dek zmínìn není. Rovnì¾ Oreho postaèující podmínku existence hamiltonovskékru¾nice mù¾eme vyjádøit pro grafy orientované.Otázkami hamiltonovských kru¾nic a cest se O. Ore zabýval dále v práciArc coverings of graphs [386], kde odvodil postaèující podmínku existence ha-miltonovské cesty v grafu. Ukázal, ¾e platí (Vìta 3.1, str. 318):Nech» G je graf s n uzly, ve kterém pro ka¾dou dvojici nesousedních uzlùa; b platí dG(a) + dG(b) � n � 1:Pak G obsahuje hamiltonovskou cestu.Úplný graf Kn má v¾dy hamiltonovskou cestu a v pøípadì n � 3 i ha-miltonovskou kru¾nici. Je tedy mo¾no pøedpokládat, ¾e grafy s þdostateènýmÿpoètem hran budou mít podobné vlastnosti. Ore ukázal, ¾e pokud pro graf Gs n uzly a s �e(G) hranami platí�e(G) � 12(n� 1)(n� 2) + 1;resp. �e(G) � 12(n� 1)(n� 2) + 2;pak graf G má hamiltonovskou cestu, resp. hamiltonovskou kru¾nici (Vìty 4.1a 4.3, str. 318 a 320). Pøitom Ore ukázal pøíklady þmaximálníchÿ grafù bezhamiltonovských cest, resp. hamiltonovských grafù.Nìkteré z tìchto výsledkù najdeme v Oreho knize [358, str. 72{79]. Zde takénalezneme zmínku o práci On maximal paths and circuits of graphs [387], ve12Newman pravdìpodobnì Diracùv výsledek neznal. Neuvedl toti¾ ¾ádnou literaturu.



25které autoøi Pál Erd}os (1913{1996) a Tibor Gallai (1912{1992) odvodili øaduvýsledkù týkajících se nejdel¹ích cest a kru¾nic v grafech. Ukázali napøíklad,¾e ka¾dý graf s n uzly a více ne¾ (n� 1)l=2 hranami (l � 2) obsahuje kru¾nicidélky vìt¹í ne¾ l.V roce 1962 odvodil Lajos Pósa, který byl v té dobì sotva støedo¹kolskéhovìku, v práci A theorem concerning Hamilton lines [388] následující postaèujícípodmínku existence hamiltonovské kru¾nice (str. 225):Nech» G je graf s n uzly (n � 3) takový, ¾e pro ka¾dé celé èíslo k splòujícínerovnost 1 � k < n� 12je poèet uzlù grafu G, jejich¾ stupeò není vy¹¹í ne¾ k, men¹í ne¾ k a pro lichén poèet uzlù stupnì (n � 1)=2 není vy¹¹í ne¾ (n � 1)=2. Potom G obsahujehamiltonovskou kru¾nici.Tuto èást vìnovanou postaèujícím podmínkám existence hamiltonovskýchkru¾nic uzavøeme výsledkem, který odvodil v roce 1972 V. Chvátal v práci OnHamilton's Ideals [389] (Vìta 1, str. 164):Nech» G je takový graf s n uzly (n � 3), jeho¾ posloupnost stupòù uzlù jed1 � d2 � � � � � dn. Jestli¾e platídk � k < n2 ) dn�k � n� k;pak graf G obsahuje hamiltonovskou kru¾nici. Navíc, pokud posloupnost stupòùuzlù grafu nesplòuje uvedenou podmínku, pak existuje graf G0, který není hamil-tonovský a pro jeho posloupnost stupòù uzlù platí dG0(i) � di pro i = 1; 2; : : : ; n.Ve Chvátalovì vìtì narazíme dvakrát na pojem posloupnost stupòù uzlùgrafu. Ne ka¾dá posloupnost pøirozených èísel d1 � d2 � � � � � dn je posloup-ností stupòù uzlù nìjakého grafu. Napøíklad k posloupnosti 1; 2; 2 nenajdeme¾ádný graf se tøemi uzly, proto¾e neexistuje graf, který by mìl pouze jeden uzellichého stupnì.Posloupnost celých nezáporných èísel d1; d2; � � � ; dn nazýváme grafová po-sloupnost, existuje-li graf G s n uzly, je¾ mají po øadì stupnì d1; d2; � � � ; dn.Aby posloupnost d1; d2; � � � ; dn byla grafová, musí platit di � n�1 a také musíbýt Pni=1 di èíslo sudé. Nutnou a postaèující podmínku pro grafovou posloup-nost odvodil Václav Havel v práci Poznámka o existenci koneèných grafù [296]z roku 1955. Formulujme ji takto (Vìta 4, str. 478):13Nech» je dána posloupnost d d1; d2; � � � ; dn;pøièem¾ pro celá nezáporná èísla di platí d1 � d2 � : : : � dn, n � 2, 1 � d1 �n� 1. Posloupnost d je grafová právì tehdy, je-li grafová té¾ posloupnost d0d2 � 1; d3 � 1; : : : ; dd1+1 � 1; : : : ; dn:13Formulace je pøevzatá z 3. vydání Sedláèkovy knihy [361]. V. Havel ve své práci pou¾ívalpojmy struktura a r-posloupnost, které zde nebudeme de�novat.



26 Vìta ukazuje mo¾nost, jak lze v koneèném poètu krokù urèit zda posloup-nost d je grafová. Èleny vzniklé posloupnosti d0 uspoøádáme monotónnì a po-va¾ujeme je za èleny nové posloupnosti d. K té pak najdeme novou posloupnostd0. Postup mù¾eme opakovat tak dlouho, a¾ se v posloupnosti d0 objeví zápor-ná èísla, potom ani výchozí posloupnost není grafová, nebo samé nuly. Tétoposloupnosti odpovídá graf, který je tvoøen pouze izolovanými uzly. V tomtopøípadì je výchozí posloupnost grafová.Nezávisle na Havlovi, který svoji práci napsal v èeském jazyce, se k otázcegrafových posloupností dostali T. Gallai a P. Erd}os v práci [390], která vy¹lav maïar¹tinì a byla proto také jazykovì tì¾ko pøístupná. Autoøi ukázali (viz.napø. [359, str. 78]), ¾e posloupnost nezáporných celých èísel d1 � d2 � : : : � dnje grafová právì tehdy, kdy¾Pni=1 di je sudé èíslo a pro libovolné pøirozené èíslor splòující nerovnosti 1 � r � n� 1 platí:rXi=1 di � r(r � 1) + nXi=r+1min(r; di):Nezávisle na tìchto dvou pracích dospìl k øe¹ení tohoto problému i S. Ha-kimi v práci [391] 7 let po V. Havlovi. Ve své práci uva¾oval také pøípady grafùse smyèkami èi grafy, ve kterých mù¾e být dvojice uzlù spojena více ne¾ jednouhranou.Problematika grafových posloupností byla v dal¹ím období dále rozvíjena,kdy¾ na odpovídající grafy byly kladeny dal¹í speciální po¾adavky (viz. [361]).1.2.3 Hamiltonovsky souvislé grafyProblematika hamiltonovských grafù mù¾e být rùzným zpùsobem zobecnìna.V souvislosti s rozkladem pravidelných grafù na lineární faktory se hamilto-novskými grafy zabýval v nìkolika pracech A. Kotzig. Odvodil øadu výsledkù,se kterými se seznámíme v kapitole 4.Jak jsme ji¾ naznaèili v èásti vìnované úloze jezdce, nevyøe¹eným problé-mem zùstává urèení poètu hamiltonovských kru¾nic.C. A. B. Smith v roce 1946 dokázal, ¾e v pravidelném grafu 3. stupnìbez smyèek a násobných hran je poèet hamiltonovských kru¾nic, které obsa-hují zvolenou hranu, sudý. Dùsledkem této vìty je skuteènost, ¾e pokud tentograf obsahuje hamiltonovskou kru¾nici, pak obsahuje nejménì tøi hamiltonovskékru¾nice. Dále platí, ¾e pokud má graf G dvì hranovì disjunktní hamiltonovskékru¾nice, pak obsahuje nejménì tøi hamiltonovské kru¾nice. Juraj Bosák v roce1967 dokázal v práci [392], ¾e pravidelné bipartitní grafy 3. stupnì mají sudýpoèet hamiltonovských kru¾nic (viz. [393, str. 189{192]).Problém existence hamiltonovských kru¾nic má zvlá¹tní význam v souvis-losti s problémem obarvení oblastí rovinných grafù pomocí ètyø barev. Pokudtoti¾ v rovinném grafu G existuje hamiltonovská kru¾nice H, pak mù¾eme ob-lasti grafu uvnitø a souèasnì i vnì kru¾nice obarvit dvìma barvami tak, ¾eoblasti, které mají spoleènou hranu, jsou obarveny rùznými barvami. Na celý



27graf pak v¾dy staèí ètyøi barvy. Ukázalo se v¹ak, ¾e problém ètyø barev toutocestou dokázat nelze.14Jednou z oblastí, ke které výraznì pøispìla èeská matematika, je studiumvlastností grafù, ve kterých libovolnou dvojici uzlù mù¾eme spojit hamiltonov-skou cestou.Brnìnský matematik Milan Sekanina (1931{1987) v práci On an orderingof the set of vertices of a connected graph [342] zkoumal v roce 1960 souvisléneorientované grafy (G; %) (G znaèí spoèetnou mno¾inu uzlù, % je symetrickárelace na mno¾inì G), které mají následující vlastnost: jestli¾e G0 � G, G0 jekoneèná mno¾ina, pak existuje souvislý podgraf G00 v G takový, ¾e G00 � GnG0a GnG00 je koneèná mno¾ina. Sekanina symbolem�(a; b) oznaèil délku nejkrat¹ícesty v grafu G, která spojuje uzly a; b. Ukázal, ¾e mno¾inu uzlù G takovéhografu mù¾eme uspoøádat do posloupnosti fang1n=1 takové, ¾e pro ka¾dé n platí�(an; an+1) � 3 (Vìta 1, str. 139).Pøi dùkazu tohoto tvrzení odvodil následující pomocnou vìtu (Lemma 3,str. 138):Nech» G je koneèný souvislý graf, a; b jsou dva jeho rùzné uzly. Pak mno¾inuuzlù grafu G mù¾eme uspoøádat do posloupnosti a1; a2; : : : ; an (n je poèet uzlùgrafu G), kde a1 = a, an = b a �(ai; ai+1) � 3 pro i = 1; : : : ; n� 1.Zaveïme nyní nový pojem, který nám umo¾ní vyjádøit Sekaninùv výsledektak, jak bývá formulován dnes. Nech» G = (V;E) je daný graf a nech» n jedané pøirozené èíslo. De�nujme n-tou mocninu grafu G (oznaèení Gn) takto:mno¾ina uzlù grafu Gn je V a hrana u; v existuje v grafu Gn právì tehdy,platí-li v G vztah 1 � �(u; v) � n:Z obsahu Sekaninova tvrzení tedy vyplývá, ¾e tøetí mocnina koneèného sou-vislého grafuGmusí obsahovat hamiltonovskou cestu spojující uzly a a b. Grafy,ve kterých mù¾eme libovolnou dvojici rùzných uzlù spojit hamiltonovskou ces-tou, nazýváme hamiltonovsky souvislé. Je zøejmé, ¾e ka¾dý hamiltonovskysouvislý graf s více ne¾ 2 uzly je hamiltonovský. Platí tedy:Tøetí mocnina libovolného souvislého grafu s více ne¾ 2 uzly je hamiltonov-ský graf.Stejný výsledek jako Sekanina odvodil v roce 1968 Jerome J. Karaganisv práci [394]. Je zøejmé, ¾e o Sekaninovì práci nevìdìl. Pí¹e:þIt has been conjectured by M. D. Plummer, among others, that the squareof every nonseparable (2-connected) graph is hamiltonian; however, it is known(although evidently never published) that the cube of any connected graph (with3 or more points) is hamiltonian. In this note we prove the stronger resultthat the cube of any connected graph is hamiltonian-connected, i. e., every twopoints are joined by some hamiltonian path.ÿ14Problému ètyø barev se budeme vìnovat v kapitole 3.



28 Pøi dùkazu svého tvrzení, vyu¾ili Sekanina i Karaganis skuteènost, ¾e staèípouze dokázat, ¾e tøetí mocnina ka¾dého stromu je hamiltonovsky souvislý graf.Je-li toti¾ T kostra grafu G a je-li T 3 hamiltonovsky souvislý graf, pak zøejmìi G3 je hamiltonovsky souvislý.Obì práce citoval Claude Berge v knize [393]. V ruském pøekladu knihyF. Hararyho [359] je uvedena pouze Karaganisova práce.Sekanina ukázal, ¾e není mo¾no nahradit èíslo tøi dvojkou. Uvedl jedno-duchý pøíklad stromu, jeho¾ druhá mocnina není hamiltonovsky souvislý graf(viz. obr. 1.7).
Obr. 1.7: Pøíklad grafu, jeho¾ druhá mocnina není hamiltonovsky souvislý grafExistují ov¹em stromy, jejich¾ druhá mocnina je hamiltonovsky souvislá.Tuto tøídu stromù charakterizoval Franti¹ek Neuman v roce 1964 v práci Ona certain ordering of the vertices of a tree [395], kdy¾ dokázal (Vìta 1, str. 332):Nech» T je koneèný strom, a; b dva jeho rùzné uzly. Mno¾ina uzlù stromuT mù¾e být uspoøádána do prosté posloupnosti a = t1; t2; : : : ; ts = b takové, ¾e�(ti; ti+1) � 2 pro i = 1; : : : ; s� 1, tehdy a jen tehdy, kdy¾ pro strom T1, kterýobdr¾íme ze stromu T odebráním koncových uzlù s výjimkou uzlù a a b, platí:1) stupeò v¹ech uzlù je nejvý¹ roven 4 (v T1),2) uzly stupnì 3 a 4 (v T1) se vyskytují pouze uvnitø cesty spojující a a b,3) mezi dvìma uzly stupnì 4 (v T1) existuje alespoò jeden uzel stupnì 2 (v T ).Stupeò uzlu a je 1 (v T ) nebo existuje uzel stupnì 2 (v T ) mezi a a nejbli¾¹ímuzlem stupnì 4 (v T1). Podobnì pro b. Kdy¾ souèasnì stupeò uzlu a i uzlu b jevìt¹í ne¾ 1 (v T ), pak mezi nimi existuje alespoò jeden uzel øádu 2 (v T ).Neumanovu práci citoval napø. H. V. Kronk v práci [396], který ov¹emzøejmì neznal Sekaninovu práci a citoval pouze Karaganisùv výsledek.Je jistì zajímavé konstatovat, ¾e ani Sekanina ani Neuman neuvedli svévýsledky v souvislosti s pojmem hamiltonovská kru¾nice nebo hamiltonovskácesta. Pøitom tyto pojmy jistì dobøe znali z klasických uèebnic D. K}oniga neboC. Berge.M. Sekanina vystoupil na mezinárodní konferenci ve Smolenicích v roce1963 s otázkou, jaká je struktura souvislých grafù G, jejich¾ druhá mocnina jehamiltonovsky souvislý graf. Problém byl publikován ve sborníku konference



29a stal se tak známým i ve svìtì.15C. St. J. A. Nash-Williams vyslovil v roce 1966 hypotézu, ¾e druhá mocninalibovolného 2-souvislého grafu je hamiltonovský graf. Nezávisle tuto hypotézuvyslovili i L. W. Beineke a M. D. Plummer. Kronk v práci [396] vyslovil hypo-tézu, ¾e je-li G 2-souvislý graf, pak totální graf (total graph) T (G) grafu G16je hamiltonovský graf. Dùkaz této hypotézy se stal souèástí dùkazu tvrzení, ¾edruhá mocnina 2-souvislého grafu je hamiltonovský graf. Tento dùkaz podalv roce 1971 Herbert Fleischner v práci [398].

15V pøedcházející èásti jsme se seznámili s pojmem libovolnì nakreslitelný graf. AnnaSekaninová a Milan Sekanina ukázali v 80. letech v práci Arbitrarily traceble Eulerian graphhas the Hamiltonian square [397], ¾e druhá mocnina ka¾dého libovolnì nakreslitelného grafuje hamiltonovský graf.16Pojmem totální graf grafu G Kronk rozumìl graf T (G), ve kterém uzly odpovídají uzlùma hranám grafu G. Uzly grafu T (G) jsou spojeny hranou právì tehdy, kdy¾ odpovídající uzlyèi hrany grafu G jsou sousední nebo odpovídající uzel a hrana grafu G jsou incidentní.
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