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Kapitola 2

Kostra graftu

V prvni ¢asti této kapitoly se kratce zminime o historii vysetfovani vlastnosti
grafl, které neobsahuji kruznice. Budeme hovorit o souvislych grafech, kte-
rym Fikdme stromy. Druhou ¢ast vénujeme otézkam fundamentalniho systému
kruznic grafu, pojmu, ktery s kostrou grafu Gzce souvisi. V kratké treti casti
se zminime o poc¢tu koster v nékterych typech graf. V posledni ¢asti pojedna-
me o problému minimalni kostry, k jehoz feseni vyznamnym zptsobem pfispéli
cesti a slovensti matematici.

2.1 Stromy

Pojem strom se objevil v matematické literature v druhé poloviné 19. stoleti.
Byl nejcastéji definovan jako souvisly graf, ktery neobsahuje jako podgraf zad-
nou kruznici. Objevily se ovSem 1 jiné definice. Napf. Camille Armand de Polig-
nac (1832-7) definoval v pracech [69, 70] strom jako kone¢ny graf, ve kterém je
libovolné dvojice jeho uzlu spojena pravé jednou cestou. Nazev strom byl jisté
zvolen proto, ze znazornéni takového grafu nékdy piipominé obrazek stromu
(viz. obr. 2.1). Také se pomérné rychle ustélil. J. J. Sylvester uzival pro stro-
my nazev ramification a slovem tree nazyval pouze kofenové stromy. Podobné
ve francouzstiné nachdzime kromé pojmu arbre 1 nazev ramification a Camille
Jordan (1838-1922) uzival ndzvu assemblage (de lignes) a continuité simple.
D. Koénig pouzil ve své knize klasicky némecky nazev Baum.

Obr. 2.1: Strom
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Charakteristickou vlastnost{ stromu je, ze jsou to souvislé grafy, ve kterych
Jje pocet hran vzdy o jednicku mensi nez pocet uzlu. Koénig prfipisoval prvni
dikaz tohoto jednoduchého tvrzeni J. B. Listingovi [33]. Snadno se také ukéze,
7e strom, ktery ma vice nez jeden uzel, musi obsahovat alespon dva uzly prvniho
stupné.

Studium vlastnosti stromi bylo jednou z prvnich ¢asti teorie grafi, ktera
se jiz v minulém stoleti rozvijela na teoretickém zdkladé (neslo pouze o hifcky
typu konigsbergskych mosti ¢ tahu jezdce) a nalezla praktické aplikace ze-
Jména v organické chemii. Vzpomenme otazky stanoveni poctu stromu, které
poutaly pozornost matematiku a také chemikua poté, co chemie zacala zhruba
v poloviné 19. stoleti uzivat grafu jako prostfedku zndzornéni a zkoumani vlast-
nosti chemickych latek. Pfipomenme v této souvislosti napf. jméno némeckého
chemika Augusta Kekulého (1829-1896) (potomka starého ¢eského slechtického
rodu, jeho? piislusnici po roce 1620 nucené opustili svoji vlast), ktery vyraznym
zpusobem prispél k otazkam chemické vazby.

Vyznamnymi matematickymi pracemi, které se v 19. stolet{ zabyvaly sta-
novenim poctu stromu, byly prace anglického matematika Arthura Cayleyho
(1821-1895). Ten jiz v roce 1857 v praci On the theory of the analytical forms
called trees [25] pouzil ndzev strom (tree), kdyz zkoumal pocet tzv. kofeno-
vych stromt (stromt, v nichz je jeden uzel oznacen jako kofen) s n hranami.
Prikladem kofenového stromu je graf na obr. 2.2. Cayley pfitom nebyl inspiro-
van chemickymi problémy, ale Sylvesterovymi vysledky v oblasti diferencialnich
operatoru. Je mozné, ze nazvy fady pojmu, které se v praci objevily, pochéze-
Ji pravé od Sylvestera, ktery je autorem velkého poctu dnes bézné uzivanych
matematickych termint. Cayleyho studium poc¢tu stromu déle pokracovalo pra-
cemi [30, 47]. V prvni z nich se zabyval kofenovymi stromy, jejichz kazd4 volna
hrana (hrana incidentni s uzlem prvniho stupné) je stejné vzdalena od kofene.
Ve druhé dal autor své vysledky do souvislosti s problematikou isomeru alkant
CpHan4o. Snadno se totiz ukaze, ze grafem téchto chemickych latek je vidy
strom. V roce 1875 objevil Cayley obecnou metodu urceni poc¢tu téchto isome-
rt [49, 50], ale odvodit vzorec pro vypocet poétu isomert v zavislosti na poctu
atomi uhlfku se mu nepodafilo. Jak ukdzal D. Kénig v knize [275, str. 77|, je
tato tloha ekvivalentni problému nalezeni poctu stromt, ve kterych je kazdy
z n uzld incidentni nejvyse se ¢tyfmi hranami.

Obr. 2.2: Kofenovy strom

Pfi zkoumani poctu stromu bylo v 19. stoleti vyuzito pojmu centroid a bi-
centroid grafu. Jako prvnf tyto pojmy zavedl C. Jordan v roce 1869.V préci [41]
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ukézal, ze kazdy strom mé bud uzel, nebo dvojici sousednich uzld, které jsou
Jistym zpusobem centralni. Jordan oznacil m pocet hran stromu a kazdému
uzlu prifadil ¢islo ¢, které udavd maximalni pocet hran vétvi, které z toho-
to uzlu vychdzeji. Pak kazdy strom obsahuje uzel (centroid), pro ktery plati
q < %m, nebo dva uzly spojené hranou (bicentroid), pro které ¢ = %(m +1).
Pro vsechny ostatni uzly je ¢ > %(m + 1). Kromé téchto pojmi zavedl Jor-
dan jesté dalsi dva pojmy, které definoval nasledujici konstrukei: Odstranme
ze stromu vSechny volné hrany a tento postup opakujme tak dlouho, dokud
nezistane jediny uzel (centrum), resp. dvojice hranou spojenych uzlt (bicen-
trum). Vysledkem této konstrukce nemusi byt vidy centroid nebo bicentroid,
jak ukazuje obr. 2.3. Na obrazku vidime strom s centroidem A a centrem B.

Obr. 2.3: Centroid a centrum stromu

V roce 1874 oznamil J. J. Sylvester, ze stejnou konstrukci pouzil nezavisle
na Jordanovi prfi studiu vztahu stromia k tehdejsim nejnovéjsim vysledkim
organické chemie. A. Cayley nejprve vyuzival pii stanoveni poctu nekofenovych
stromt pojmi centrum a bicentrum (napft. v [49, 50]). Pozdé&ji v praci [76] pouzil
pojmy centroid a bicentroid a dosahl lepsich vysledki.

Uvedme, ze D. K&nig ve své knize definoval tyto pojmy pod nazvy Massen-
zentrum, Massenachse, Zentrum a Bizentrum a vénoval témto problémum celou
5. kapitolu. Strucné se zde zminil o historii téchto pojmi. Dalsi podrobnosti
k pracem Sylvestera, Cayleyho a Jordana nalezneme v [367, Kapitola 3.].

Hlavnim néastrojem urcovani poctu stromi byly dlouhou dobu vytvorujici
funkce. Vyznamnym meznikem nejen v teorii grafu, ale 1 v celé matematice, byl
objev Pélyovy enumeracni teorie, ktera se stala mocnym nastrojem pro reseni
téchto problémiu. Jednou z prvnich praci, ktera se této problematice vénovala,
byla Pdlyova price [268]. Ve své dobé zistala zcela nepovSimnuta price [212]
J. H. Redfielda z roku 1927, ktera obsahovala celou fadu Pdlyovych myslenek.

George Pélya (1887-1985) odvodil vztah pro pocet stromi s vyuzitim pojmi
centroid a bicentroid v préaci [399]. Po druhé svétové valce dosdhl podobného
vysledku R. Otter, ktery v préci [400] uzil k vypoctu vztah pro pocet kofeno-
vych stromi.

Na zavér uvedme, ze otdzky stanoveni poc¢tu riznych typt graft byly rese-
ny v 50. a 60. letech 20. stoleti zejména americkymi matematiky (F. Harary,
E. M. Palmer, G. Prins, W. T. Tutte). Podrobnosti o vysledcich ziskanych
v tomto obdobi poddvd Hararyho kniha [359, Kapitola 15], ve které také na-
lezneme znazornéni vech stromt s méné nez 11 uzly.
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2.2 Kostra a fundamentalni systém kruznic

2.2.1 Fundamentalni systém kruznic

Jednou z prvnich praci v oblasti teorie grafi byla prace Gustava Roberta Kir-
chhoffa (1824-1887) z roku 1847. Kirchhoff jesté jako student objevil v roce
1845 dva fyzikalni zakony, které umoznuji stanovit velikosti proudu v elektric-
ké siti. Na zédkladé téchto zdkoni muzeme pro kazdou elektrickou sit sestavit
soustavu linearnich rovnic, ve kterych jako neznamé vystupuji velikosti proudua
v jednotlivych obvodech sité. Tato soustava v8ak obsahuje rovnice, které jsou
linearné zavislé na ostatnich. Druhy Kirchhofftiv zakon totiz nefika, pro které
obvody méme rovnice psat, a tak je piseme pro vSechny. Bylo by tedy vhodné
najit pouze ty obvody, pro které by soustava byla linedrné nezavisla. Problémem
stanoveni minimalniho poctu téchto nezévislych obvodi se Kirchhoff zabyval ve
své praci Uber die Auflésung der Gleichungen, auf welche man bei der Unter-
suchung der linearen Vertheilung galvanischer Stréme gefiihrt wird [13] v roce
1847.

Pfi zkouméani topologickych vlastnosti elektrickych siti pfifazujeme siti ne-
orientovany graf GG, ktery ignoruje fyzikalni podstatu elektrickych prvku v jed-
notlivych obvodech. Uzlim sité pak odpovidaji uzly grafu G a elektrickym
vodicam, které spojuji dva uzly, odpovidaji hrany grafu G.

Kirchhoff dokézal, ze pocet nezavislych obvodii v siti je roven &fslu p(G) =
m—n—+ 1, kde m udava pocet hran a n pocet uzli odpovidajiciho grafu. Toto
¢islo dnes nazyvame cyklomatické ¢islo grafu a nachazime je jiz v pracich
Carla Georga Christiana Staudta (1798-1867) [16], J. B. Listinga [33] a pozdéji
u mnoha dalsich autorti. O. Veblen ve své préci [178] zavedl tento pojem i pro
nesouvislé grafy. D. Kénig ve své knize ¢islo py(G) oznacil Zusammenhangszahl.

Mizeme na tomto misté uvést, ze uzitim teorie grafi pti zkoumani elektric-
kych siti se v roce 1952 zabyval Vladimir Knichal v praci [291] a v 60. letech
v pracich [352, 353, 401] Vaclav Dolezal, Josef Prokop a Zdenék Vorel. Vysledky
jejich prace lze nalézt také v knize [362, Kapitola III].

Podivejme se nyni, jakym zpiisobem definoval pojem kostra grafu (Geriist)
ve své knize D. Kénig a jak zobecnil Kirchhofovy vysledky. V definici kostry
pfitom pFipoustél i nesouvislé grafy (str. 56):

sPodgraf G' libovolného (konecného nebo nekonecného) grafu G nazveme
kostrou grafu G, kdyZ md ndsledugici dvé vlastnosti:
1. G’ neobsahuje kruznici;
2. pokud ke grafu G' priddme libovolnou hranu grafu G, kterd neni obsaZena
v G', pak vznikly graf obsahuje prave jednu kruznici.“

Pro souvislé grafy takto definovany pojem odpovida dnes bézné definici
kostry souvislého grafu. Kostrou souvislého grafu G rozumime podgraf G’, kte-
ry je stromem a obsahuje vechny uzly grafu G (viz. obr. 2.4). Kénig ukazal
(Véta 25, str. b8), ze kazdy koneény graf G s cyklomatickym éislem p(G) ma
kostru, kterou dostaneme tak, ze z GG odstranime pravé pu(G) hran. Tento fakt
byl znam jiz Kirchhoffovi.
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Obr. 2.4: Graf a jeho kostra

Kénig ukazal (Véta 28, str. 61):

Necht G' je kostra grafu G a k libovolnd hrana grafu G, kterd nepatri do
G', pak eristuje pravée jedna kruzinice Ky v grafu G, kterd obsahuje hranu h
a vSechny jeji ostatni hrany patii do G'.

Kruznice, které takto prifadime jednotlivym hrandm, které nepatii do kost-
ry G/, tvoif tzv. fundamentalni systém kruznic! grafu G, ktery mé pu(Q)
prvki. Kazdé kostfe tak odpovida pravé jeden fundamentalni systém kruznic.
Tento vztah mezi kostrou grafu a fundamentalnim systémem kruznic ukazal
O. Veblen v préaci [178]. Kénig dokézal, ze kazd4 kruznice tohoto systému ob-
sahuje hranu, kterd nepatif do jiné kruznice systému (Véta 29, str. 61).

Vratme se nynf zpét k problému stanoveni nezavislych obvodu elektrické si-
té. Nejprve siti vyse uvedenym zptsobem pritadime graf (7. Sestrojime kostru
G’ tohoto grafu a k ni postupné priddavame hrany, které do G’ nepatii. Do-
stavame vzdy graf, ktery obsahuje pravé jednu kruznici a ta predstavuje jeden
nezévisly obvod vysetfované sité.

Otazkou kompozice kruznic grafu se D. Kénig zabyval v X. kapitole své
knihy. Kompozici grafi G1,Gs, ..., G, definoval® jako graf, ktery obsahu-
Je pravé ty hrany, které jsou obsazeny v lichém poctu grafa G1,G, ..., G,.
Je zieymé, ze takto definovana kompozice je komutativni a asociativni. Gra-
fy systému S = {G4,Gs, ..., G, } nazval vzhledem ke kompozici vzdjemné
nezavislé, kdyz zadny z téchto grafii se nedd vytvorit kompozici z nékterych
ostatnich graft tohoto systému.

Systém S* C S Kénig nazval kompoziéni bazi pro systém S, kdyz grafy
z S* jsou vzhledem ke kompozici vzajemné nezavislé a kazdy graf systému S
je kompozici jistych grafi z S*. Pak dokézal (Véta b, str. 147):

Kazdy fundamentdlni systém kruznic grafu G predstavuje kompoziéni bdzi
systému vsech kruznic tohoto grafu.

Kirchhoffuv vysledek formulovany pro nezévislé obvody sité je pak mozno
vyjadrit timto zptasobem:

V pripadé konecného grafu G s cyklomatickym cislem p(G) obsahwje kaZdd
kompozicni bdze vsech kruznic tohoto grafu p(G) prokd.

INézev fundamentalni systém kruznic grafu pochazi od W. Ahrense [117].
2Definice pojmu kompozice grafii pochazi od Alberta Thoralfa Skolema (1887-1963) [213].
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2.2.2 Prace A. Kotziga

Otazkami fundamentalniho systému kruznic grafu a zobecnénim pojmu kostra
grafu se zabyval slovensky matematik A. Kotzig.

V praci Vyznam kostry grafu pre konstrukciu kompoziénych baz istych cias-
tocnych grafouv [302], ktera vysla v roce 1956, dokézal néktera tvrzeni pro fun-
damentalni systém ez grafu, ktera jsou analogicka k vétam o fundamentalnim
systému kruznic. Pfitom vychéazel pfimo z X. kapitoly Konigovy knihy.

Dtilezitym podgrafem grafu G je podgraf G’, ktery méa tuto vlastnost: kazda
kruznice grafu GG obsahuje sudy pocet hran grafu . Mnozinu vsech takovych
podgrafti grafu G Kotzig oznacil P¢. Pro tyto podgrafy pouzil Kénig oznaceni
p-Teilgraph a ukézal, ze kompozice p-Teilgraphi je opét p-Teilgraph (viz. [275],
Véta 9, str. 149).

Kotzig definoval obvyklym zplsobem pojem fez G’ souvislého grafu G jako
nenulovy podgraf grafu GG, ktery ma tyto dvé vlastnosti:

(i) kdyz odstranime z grafu GG véechny hrany grafu G’, vznikne graf, ktery
mé pravé dvé komponenty;

(ii) pokud odstranime z grafu G vSechny hrany grafu G’ s vyjimkou libovolné
jediné hrany, vznikne graf, ktery je souvisly.

Kotzig dokdzal, Ze kazdy takto definovany Fez G’ grafu G je prvkem mnoZiny
PBe (Lemma 2, str. 69). Také libovolnd hvézda® grafu G (timto pojmem
rozumime podgraf G’ grafu G, ktery je tvoren vSemi hranami incidentnimi
s libovolné pevné zvolenym uzlem u a z uzld, které jsou s témito hranami
incidentni (viz. obr. 2.5)) je prvkem této mnoziny (Lemma 3, str. 69).

Obr. 2.5: Hvézda

V dalsi ¢asti Kotzig uvedl definice kompozice grafi, kompoziéni baze a fadu
vét, které prevzal z Kénigovy knihy.
Plati napiiklad ([302], Lemma 6, str. 70):

Kazdy podgraf G' konecného grafu G miZeme vytvorit kompozici hveézd prd-
v€ tehdy, kdyz G’ je prvkem mnoZiny Pa.

3Kotzig pouzival nizev krik, kdyz vychézel z K8nigova nadzvu Biischel. Nazev hvézda
(€toile) pouzil poprvé Sainte-Lagué v praci [207]. Také James Wanddel Alexander (1888—
1971) pouZival oznaceni star [198].
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Tato véta zustava v platnosti, kdyz misto o grafech mnoziny P¢ mluvime
o eulerovskych grafech a pojem hvézda nahradime pojmem kruznice.

Kotzig dale definoval pojem kostra grafu a fundamentalni systém kruznic
odpovidajici néjaké kostre S. Ukazal, ze mohou existovat kompozicni baze kruz-
nic grafu G, které nejsou fundamentalnim systémem kruznic zadné kostry grafu
G, stejné jako existuji kompozicni baze kruznic, které jsou fundamentalnim sys-
témem kruznic vice koster. Plati (Véta 1, str. 71):

NechtC' = {Ky,Ks,...,K,} je systém kruznic tvoiict kompozicni bazi kruz-
nic pro vsechny kruznice jistého konecného souvislého grafu G. Necht M; je
mnozina téch hran kruinice K; (i =1,2,...,n), které se jiZ nevyskytuji v Zdd-
né jiné kruznict systému C', p; pocet hran mnoZiny M;.

Plati:

a) Pokud je nékterd z mnoZin M; prdzdnd, pak v G neexistuje kostra, jejimz
fundamentdlnim systémem kruznic by byl systém C'.

b) Necht M; # () pro vsechna i. Vyberme z kazdé mnoZiny M; po jedné hrané
(vybranou hranu z M; oznacme h;). MnoZina vsech hran grafu, které nebyly
vybrdny (tedy hrany grafu, které nepatii do mnoZiny My = {h1,ha, ..., hn}), je
mnozinou hran kostry S, jejimZ fundamentdlnim systémem kruzZnic je systém
C.

¢) Pro pocet riznijch koster »(C), jejichZ fundamentdlnim systémem kruz-
nic je systém C, plati: 5(C) = pipia .. pin.

d) Kdyz (C) > 1, pak v G ezistuje alespon jedna mnoZina hran T, nejmé-
né se dvéma prvky takovd, Ze plati: kaZdd kruznice grafu, kterd obsahuje hranu
z 1., obsahuje vsechny hrany z T..

Déle plati (Véta 2, str. 73):

Necht S je kostra souvislého grafu G a h libovolnd hrana z S, pak existuje
prave jeden tez Ry grafu G, ktery obsahuje hranu h, a jeho ostatni hrany ne-
patii do S.

Tato véta nam fika, ze kazdé hrané kostry S muzeme pritadit pravé jeden
fez, ktery uz neobsahuje jinou hranu této kostry. Oznacme Eg systém vsech fe-
zu, které takto odpovidaji jednotlivym hranam kostry S. Tento systém Kotzig
nazval fundamentalni systém rezu konstruovany pomoci kostry S. Pla-
ti podobné tvrzeni jako pro fundamentdlni systém kruznic (Véty 3 a 4, str. 74):

Necht Eg je fundamentdlni systém fezid konstruovany pomoci libovolné kost-
ry S souvislého grafu G. Pak Eg je kompozicni bdzi pro vsechny tezy grafu G'.

Nechl systém Fezti B = {Ry, Ra, ..., Ry} je kompozicni bdzi vsech fezt jisté-
ho souvislého grafu G a necht M; je mnoZina téch hran fezu R; (i =1,2,...,n),
které se nevyskytuji uz v Zddném jiném fezu systému B, p; necht uddva jejich
pocet.

Plati:

a) Pokud je nékterd z mnoZin M; prdazdnd, pak v G neeristuje takovd kostra,
pomoci které konstruovany fundamentdini systém tezu by byl systém B.

b) Necht M; # 0 pro vsechna i = 1,2,...,n. Vyberme z kazdé mnoZiny M;
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po jedné hrané h; a vylvorme z nich mnoZinu My = {hy,ha,... hy}. Graf,
ktery je tvoten hranami mnoZiny My, je kostrou grafu G, pomoci které kon-
struovany fundamentdlni systém fezid je systém B.

¢) Pro pocet raznych koster »(B), pomoci ktergch konstruovany fundamen-
talni systém ezt je systém B, plati: 3(B) = pijia. .. pon.

d) Kdyz »(B) > 1, pak v G ezistuje alespori jedna dvogice uzld u, v, takovd,
Ze s obéma témito uzly jsou incidentni neyméné dvé hrany.

Otazkam spojenym s kostrou grafia se Kotzig zabyval dale o nékolik let
pozdéji v praci Ob osnovach grafov porjadka vyssego, cem pervogo [348], kterd
vysla v roce 1961.

V této praci definoval novy pojem kostra k-tého radu:

Kostrou k-tého fadu nazgjvdme podgraf G* grafu G (ktery je tvofen alespon
dvéma uzly) s vlastnostmi:
1) G* obsahuje vsechny uzly grafu G;
2) G* je souvisly a po odstranéni méné nez k libovolngch hran (k — p¥Firozené
éislo) zistdvd souvisly;
3) neexistuje vlastni podgraf grafu G* s vlastnostmi 1, 2.

Kotziga k zavedeni tohoto pojmu pfivedlo zfejmé zobecnéni problému mini-
malni kostry, ktery se v té dobé stal veobecné znamym po vydani Kruskalovy
préace [402].

Je ziejmé, ze bézné uzivany pojem kostra grafu mizeme chapat jako kostru
prvniho fadu. Izolovany uzel za kostru nepovazujeme.

V tvodu prace Kotzig zopakoval definici stupné hranové souvislosti og(u, v)
mezi dvéma uzly u,v grafu G, kterou zavedl jiz difve v praci [298].* Kotzig
timto pojmem oznacoval minimalni pocet hran, po jejichz odstranéni z grafu G
lezi uzly u, v v raznych komponentach takto vytvoreného grafu. Pomoci tohoto
pojmu pak takto definoval funkci og(h) na mnoziné hran grafu G: jestlize h
je hrana grafu G, kterd spojuje uzly u, v, pak og(h) = og(u,v). Pro libovolné
pfirozené ¢islo k pak definoval mnozinu Hg(k) jako mnozinu hran grafu G, pro
které plati og(h) = k.

Souvislost mezi kostrou k-tého fadu a touto mnozinou ukazuje nasledujici
véta (Véta 1, str. 291):

Podgraf G grafu G je kostrou k-tého fddu grafu G prdvé tehdy, kdyz
a) G* obsahuje vsechny uzly grafu G;
b) G* je souvisly graf;
¢) oG+ (h) = k pro vsechny hrany grafu G*.

V souvislém grafu G s miniméalné dvéma uzly existuje kostra k-tého fadu
G pravé tehdy, kdyz pro kazdou hranu z G plati og(h) > k (Véta 2, str. 291).
Tato kostra obsahuje vSechny hrany mnoziny Hg (k) (Véta 3, str. 291).

Kotzig ukéazal, ze plati (Véta 4, str. 292):

4Rozboru této prace se budeme vénovat v kapitole 4. Zde také uvedeme piesnou definici
pojmu stupen souvislosti mezi dvéma uzly.
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Necht G je libovolny graf, ve kterém existuje kostra (k + 1)-ntho fddu G*,
a necht h je libovolnd hrana G*. Potom existuje nejméné jedna kostra k-tého
rddu, kterd obsahuje hranu h.

Kotzig konstatoval, ze nékteré véty, které jsou znamy pro kostry prvniho
Fadu, neplati pro kostry k-tého fadu (k > 1). Plati ovem nésledujici tvrzeni

(Véta 5, str. 293):

Necht G* je kostra k-tého vddu grafu G a necht G; je libovolny clen® grafu
G. Pak podgraf G grafu G, ktery obsahuje vsechny prvky z G*, které jsou ob-
sazeny v G, a pouze tyto prvky, je kostrou k-tého rddu grafu G.

V dalsi ¢asti Kotzig vénoval pozornost pravidelnym pravidelné souvis-
Iym grafim k-tého stupné, ve kterych pro libovolnou dvojici uzli u # v plati
oc(u,v) = k. Takové grafy jsou ziejmé kostrou k-tého stupné, ale obracené tvr-
zeni neplati. Existuji kostry k-tého fadu, které nemaji pravidelnou souvislost.

Kotzig definoval nasledujici operaci:

Necht G je libovolny graf a U = {Uy,Us, ..., U,} libovolnyj rozklad mnoZiny
uzld grafu G. Z grafu G vytvorme graf G takto:

(1) graf G obsahuje uzly iy, s, . . ., Uin; @; vznikne spojenim vsech uzli tidy
U; € U.

(2) graf G obsahuje viechny hrany z G, které spojuji v G uzly z riznych tiid
rozkladu U, a pouze tyto hrany.
Rekneme, Ze graf G vznikl z grafu G splynutim uzli podle rozkladu U.

Kotzig odvodil nékolik vét, zabyvajicich se existenci kostry k-tého fadu
v grafech, které vznikly touto operaci.

V dalsi ¢asti prace Kotzig studoval problém kostry k-tého fadu v souvislosti
s fezy grafu. Definoval pojem jednoduchy tez, kterym rozumél fez, jehoz
vsechny hrany jsou incidentni s jistym uzlem grafu. Kostru k-tého fadu G*
nazval jednoduchou, jestlize neobsahuje zadnou artikulaci a kazdy jeji fez
obsahujici k hran je jednoduchy. Trividlnim ptikladem jednoduché kostry k-tého
fadu je graf se dvéma uzly spojenymi k hranami. Je ziejmé, ze zaddna kostra
prvniho fadu neni jednoducha.

Kotzig ukazal, ze libovolnou kostru k-tého tadu, ktera neni jednoduché,
mizeme jistym postupem prevést na kostru, jejiz kazdy clen je kostrou k-tého
rfadu. Ukézal dale konstrukci jednoduchych koster druhého tadu.

V posledni ¢asti Kotzig zobecnil problém nalezeni minimalni kostry na pro-
blém nalezeni minimalni kostry k-tého fadu libovolného souvislého grafu, jehoz
hrany jsou ohodnoceny kladnymi realnymi ¢isly. Problémem minimalni kostry
se budeme zabyvat v posledni ¢asti této kapitoly. Na tomto misté pouze uved-
me, ze Kotzig si uvédomoval, ze dosud znamé metody pouzitelné pro kostry
prvniho fadu k vyfeSeni tohoto problému nevedou. Znalosti vlastnosti kostry
k-tého tadu odvozené v této praci dosud neumoznovaly tento problém vyfesit.

5Misto starsiho ndzvu &len se dnes pouZiva nazev blok. Blokem grafu G rozumime maxi-
malni uzlové 2-souvisly podgraf nebo hranu.
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Dalsim problémem, ktery Kotzig formuloval, je nalezen{ vsech hran souvis-
lého grafu G, ve kterém pro kazdou hranu h plati og(h) > k, takovych, ze
nelezi v zadné kostie k-tého radu grafu (. Vyfeseni tohoto problému by nam
samoziejmé usnadnilo FeSeni predchazejicitho problému.

Na zavér uvedme, ze o nékterych vysledcich tykajicich se koster k-tého Fadu
prednasel v Diskusich o novijch pracich brnénskyjch matematiki Karel Culik jiz
v roce 1959 a jeho referdt K jednomu minimalnimu problému O. Boruvky [338]
byl publikovan v roce 1960, tedy diive nez vysla vlastni Kotzigova prace.

V tloze [337] pak Culik formuloval pozadavek spolehlivosti elektrické sité
a vyzval k TeSeni problému, ve kterém hledame v Gplném ohodnoceném grafu
K, souvisly podgraf, ktery obsahuje vSechny uzly grafu, jehoz kazda hrana
lezi alespon na jedné kruznici a soucet ohodnoceni jeho hran je minimaélni. Je
ziejmé, ze FeSenim bude kostra druhého radu.

2.3 Pocet koster

Jiz z Kirchhoffovych vysledku vyplyva, ze kazdy konecny souvisly graf obsahuje
kostru. Vznika otazka, kolik koster graf obsahuje. Je ziejmé, ze strom je sam
sobé kostrou. Prosluly vysledek odvodil v roce 1889 A. Cayley v praci [91],
kdy# ukazal, ze pocet koster tiplného grafu K, je roven n” 2. Tento vztah byl
v Gplné jiné souvislosti znam jiz o néco dfive. Samotny Cayley ukazal na jistou
souvislost tohoto vysledku s vlastnostmi determinanti. Dnes existuje mnoho
zpusobu odvozeni tohoto vzorce. Prehled o nich podava prace J. W. Moona
[403]. V8ech 16 koster grafu K, vidime na obrazku 2.6.
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Obr. 2.6: Kostry grafu K4

V roce 1954 H. M. Trent ukézal v préci [404], jakym zptlisobem je mozno
urcit pocet koster grafu G pomoci tzv. Laplaceovy matice sousednostigrafu
G. Grafu G o uzlech 1,2,...,n (n > 2) pfifadil ¢tvercovou matici A = (a;;)
fadu n, kde pro i # j je a;; = aj; = —1 (resp. 0), je-li (resp. neni-li) v ¢
hrana zj. Prvky a;; jsou rovny stupni uzlu ¢ v G. Trent ukazal, ze pocet koster
grafu G je roven libovolnému hlavnimu minoru stupné n— 1. Poznamenejme, ze
jednoduchou metodu vypoctu tohoto determinantu ukazal L. Weinberg v praci

[405].6

8Poznamky k této metodé stanoveni poétu koster grafu najdeme v knize [362, str. 92-96]
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V roce 1958 podali novy diukaz Trentovy metody stanoveni poctu koster
grafu M. Fiedler a J. Sedl4cek v praci O W-basich orientovanych grafi [319].
Na piikladu pak ukézali (str. 221), ze Gplny bipartitni graf K,, ,, mé

ne—1 ni—1

LS Ny

koster. Tento vztah nezavisle na jejich praci odvodil pozdéji H. 1. Scoins v praci
[406] (viz.[393, str. 48]).

Vysledek pro bipartitni grafy zobecnil T. Austin v praci [407] na k-chro-
matické grafy.” Mé&me graf G' s n uzly, které jsou obarveny k barvami tak, ze
hrany grafu spojuji vSechny uzly riznych barev. Nechf ¢; (i = 1,... k) ozna-
¢uje pocet uzli obarvenych barvou i. Austin dokézal (Véta I1, str. 537):

Pocet koster grafu G je

nk_z(n — cl)cl_l(n — 62)62_1 co(n= ck)ck_l.

Odhad poctu koster grafu G, je-li zndm pocet uzli n a chromatické ¢islo
x(G) = ¢, odvodil J. Sedlacek pozdéji v praci O kostrdch konecnijch grafi [408]
(Véta 2, str. 223):

Nechl graf G md n uzli a chromatické ¢islo ¢ > 2. Polom plati

He) < (2 1)

C

kde k(G) uddvd pocet koster grafu G.

Sedlacek v této praci odvodil jesté nékteré dalsi zajimavé vysledky. Ukazal
napiiklad, ze Gplny graf K, (n > 2) mé |n/2]| hranové disjunktnich koster
(Véta 3, str. 223).8

Zacneme-li v souvislém grafu G sestrojovat kostru tak, ze vyjdeme z néja-
kého stromu 5, ktery je podgrafem grafu ¢, pak muzeme konstrukci dokonéit
riznymi zptsoby. Sedlacek ukazal, 7e v pFipadé tplného grafu K, plati (Véta 4,
str. 224):

Necht K, je uplny graf. Necht' S je jeho podgraf, ktery je stromem a obsa-
huje s uzli. Pak K, obsahuje prdvé sn®~*~1 koster takovijch, Ze kazdd z nich
obsahuge S jako podgraf.

V zavéru své prace Sedlacek ukazal, ze dva navzajem dualni rovinné multi-
grafy bez smyéek a mostii majf stejny pocet koster (Véta 5, str. 224).°

Prehled dalsich praci z pocatku 60. let nalezneme v ¢lanku 1. Rohlickové
[409], kde autorka uvedla vzorec pro vypocet poctu koster jistého specidlniho
typu grafi, a napf. v knize [393].

7 k-chromatickym grafem rozumime graf, jeho# uzly lze obarvit k barvami takovym zptiso-
bem, Ze hrany grafu spojuji pouze uzly ruznych barev. Bipartitni graf tak muzeme povazovat
za graf 2-chromaticky.

8Symbolem |z| budeme v celé nasi praci oznacovat dolnf celou ¢ast &isla x.

?Mé&jme souvisly rovinny graf bez izolovanych uzla G, ktery je v roviné nakreslen tak,
ze zadné dvé hrany nemaji spoleény vnitini bod. Uvniti kazdé oblasti s grafu G umistime
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2.4 Minimalni kostra grafu

Uvazujme nyni graf, ktery ma hrany ohodnoceny realnymi ¢isly. Objevuje se
otazka, jak najit kostru tohoto grafu, ktera ma soucet ohodnoceni na svych
hrandch minimaln{. Této kostte fikdme minimalni kostra. Piiklad grafu a jeho
minimalni{ kostry vidime na obr. 2.7.

Nalezeni miniméalni kostry méa prakticky vyznam napt. pii budovani rozvodu
elektrické energie, plynu ap. Pokud uzly grafu predstavuji odbératele a ochodno-
ceni hran odpovida ndkladim na vybudovani elektrického vedeni mezi témito
odbérateli, pak nalezeni minimalni kostry tohoto grafu odpovida nalezeni op-
timalni elektrické sité.

1 6 1
5 3 3
4 2

Obr. 2.7: Minimalni kostra grafu

2.4.1 Prace O. Boruvky

Problém minimalni kostry patii mezi starsi grafové tilohy. Jako prvni se touto
tlohou zabyval brnénsky matematik Otakar Bortuvka koncem roku 1925, pravé
inspirovany Ukolem nalézt optimalni elektrickou sit. Bylo to v dobé, kdy se
na jizni a zédpadni Moravé provadéla elektrifikace nékolika desitek obci. Z da-
vodu Gspory materidlu a ztrat elektrické energie bylo tieba najit optimélni
elektrické spojeni. K feSeni tohoto problému vyzval Boruvku pracovnik Za-
padomoravskych elektraren Jindrich Saxel. Boruvka problém snadno vyftesil
a v roce 1926 publikoval o problému dvé price [284, 285], které povazujeme za
prvni prispévky ceskoslovenské matematiky k teori grafu. Boruvka podal prv-
ni algoritmus nalezeni minimalni kostry grafu. Vzhledem k praktické aplikaci
uvazoval aplny graf, ktery je ohodnocen tak, ze zadné dvé hrany nemaji stejné
ohodnoceni. Takovému ohodnoceni fikame ostré ohodnoceni. V praci O jistém
problému minimdlnim [284] formuloval tikol v pojmech teorie matic takto:

JBudiZ ddna matice M cisel rop (o, 3 =1,2,...,n;n> 2), aZ na podminku
Taa = 0,703 = g, kladnych a vzdjemné rizngjch.
Jest vybrati z ni skupinu ¢isel vzdjemné a od nuly riznych takovou, aby

uzel v/ grafu G'. Kazdé hran& h grafu GG piifadime hranu b’ grafu G’, spojujici dva uzly
u',v', které odpovidaji oblastem s a #, majicim spole¢nou hranu h. Grafy G' a G’ nazyvame
navzajem dudlni (Viz. [357, str. 235-236]). Multigrafem nazyvame graf, ve kterém existuji
dvojice uzl spojené vice nez jednou hranou.
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1° bylo mozno, jsou-li py,p2 libovolnd od sebe riznd pFirozend cisla < n,
vybrati z ni skupinu cdstecnou tvaru

TpicasTeaess Tegeyqs + oo s rcq—Zcq—l ’ rcq—1p2’

29 soucet jejich clent byl mensi nef soucet clent kterékoliv jiné skupiny cisel
vzdjemné a od nuly riznich, hovici podmince 1°.¢

Samotny popis feseni tohoto problému zahrnuje asi 5 stran textu a ne-
ni mozno ho na tomto misté uvést. Konstatujme pouze, ze celé feseni bylo
v zavéru price prelozeno do némdéiny a bylo tak (alesponi jazykové) dostupné
1 zahrani¢nim matematikam.

Podrobny popis Borivkova algoritmu je mozno najit v knize [362, str. 31].
Zde se hledd minimalni kostra [V, K] grafu [U, H] s ohodnocenim hran ¢ tak, ze
se postupné konstruuji podgrafly [U;, H;], které spliuji nékteré z nésledujicich
podminek: A) jsou souvislé, B) U; = U, C) jsou to lesy a D) jejich komponenty
Jsou minimalnimi kostrami téch podgrafu daného grafu, které obsahuji pravé
vsechny uzly komponent a vSechny je spojujici hrany. Boravkiv algoritmus pak
miuzeme formulovat takto:

#(1) Zvolime libovolny uzel uy € U a vybereme takovou hranu, kterd md
za koncovy uzel uy a pFitom md co neymensi hodnotu (vikejme krdtce mini-
mdlni hranu); necht je to hrana uyus. Tim je urcena cesta (uy,uz). Jestlize
uz jsme wrcili néjakou cestu Cy = (uy,usa, ..., upn), pak zase vybereme mi-
nimadlni hranu, kterd md koncovy uzel un; nechl je to hrana uptup41. Jestli-
Ze plati p(un_1upn) > @(upting1), prodlouzime uvazovanou cestu Cy na cestu
(w1, U2, ..., Unt1) a zkousime ji zase prodluzovat. Jestlize plati p(un_1tn) <
o(tunting1), cestu Cy ddle neprodluzujeme, ale znovu zvolime libovolny uzel
Upt1 € U \{u1,us,...,un} a pokracujeme jako na zacddtku; sestrojime cestu
Cs a jeji prodluZovdni ukoncime bud z toho divodu, jak tomu bylo s C1, nebo
z toho duvodu, Ze jeji posledni uzel je uzlem cesty Cy. Takto sestrojujeme dale
cesty Cs,Cy atd. dokud to jde, tj. dokud neni kazdy uzel daného grafu uzlem
nékteré ze sestrojenych cest. Touto mnoZinou cest je jednoznacné urcen podgraf
[Uy, H1), ktery ziejmé spliiuge B), C), a lze ukdzat, Ze i D).

(ii) Jestlize jsme jiz urcili podgraf [U;, H;, ktery splituje BCD), pak zjistime,
zda splituje také A). Jestlize ano, pak jsme hotovi a poloZime (U, H;] = [V, K],
nebot z ABD) plyne, Ze jsme urcili hledanou minimadlni kostru. JesliZe ne,
4. [U;, Hi] neni souvisly, pak ke kaZdym dvéma rizngm jeho komponentdm
Ve, Kp] a [Vg, Kg] vybereme minimdlni hranu, kterd je spojuje, tj. hranu vyvg,
kde v, € V, a vy € Vy, a pFitom @(v,vy) je co nejmensi. Ddle si vsimdme je-
nom téchto vybrangjch hran spojujicich riuzné komponenty a postupujeme jako
v (1) jen s tim rozdilem, Ze misto uzli u; volime komponenty G; a sestrojujeme
posloupnosti (G, G, ..., Gy) misto cest, tj. Gy je libovolnd komponenta a z ni
vychdzt minimdini hrana uv, kde u patri ke G'1, zatimco v patvi k néjaké kompo-
nenté Gs, atd. Skoncime zase, aZ kazdd komponenta patri néjaké posloupnosti
a mnozZinou vsech urcentych posloupnosti komponent spolu s hranamz, které je
spojuji, je uréen podgraf (U1, Hiy1], a zacneme zase jako v (ii).“
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V kratké praci Prispevek k feseni otdzky ekonomické stavby elektrovodnijch
i1 [285] v ¢asopise Elektrotechnicky obzor, kterd ¢asové tésné predchézi vydani
prace [284], formuloval Bortvka problém i Feseni srozumitelnéji:

» V roviné (v prostoru) jest dano n bodi, jejichZ vzdjemné vzddlenosti jsou
vesmés ruzné. Jest je spojiti siti tak, aby:
1. kazdé dva body byly spojeny bud primo, nebo prostfednictvim jinych,
2. celkovd délka sité byla co neymensi.

Reseni je ndsledujici:
Kazdy z danygch bodd spojim s bodem nejblizsim. ObdrZim fadu polygondlnich
tahu. Kazdy z nich spojim nejkratsim zpusobem s tahem negblizsim. ObdrZim
radu polygondlnich tahi. Takto postupuji stdle ddl, aZ obdrZim koneéné jediny
polygondlni tah, jenZ resi danou dlohu.

O. Bortivka praci [284] zaradil do seznamu svych publikaci pfi konkurzu na
misto profesora matematiky na univerzité v Zahiebu na prelomu let 1925-1926.
Ve skolnim roce 1926-1927 byl Bortuvkovi umoznén studijni pobyt u profesora
Elie Josepha Cartana (1869-1951) v Pafizi, kde s problémem nalezenf minimal-
ni kostry vystoupil v seminafi profesora Juliana Lowella Coolidge (1873-1954).

Citujme na tomto misté samotného Bortivku:!'?

.V semundri profesora Coolidge jeho clenové vétsinou predndseli o vysled-
cich své prdace. Jd jsem se k predndsce prihldsil na jare roku 1927. Profesoru
Coolidgemu jsem dal na vyber tr témata a on mne bez vdhdni poZddal, abych
predndsel o vysledcich mé prdce o algoritmickém uréeni minimdini kostry ko-
necného grafu, coZ pro tu dobu byla predndska velmi nekonvencniho obsahu.

Navzdory tomu, nebo mozZnd prdvé proto, dopadla velice dobfe a vzbudila
Zwou diskust. ©

2.4.2 Prispévek V. Jarnika

Na Boruvkovu praci reagoval 12. Ginora 1929 Vojtéch Jarnik, ktery mu v dopi-
se (jeho ¢ast byla pozdé&ji publikovana v praci O jistém problému minimdlnim
[286]) popsal své , jednodussi feseni“. Ani Jarnik neuvazoval v pojmech teorie
grafi. Oba autofi se touto problematikou nezabyvali a literatura prakticky ne-
existovala. Jarnik dokazal existenci minimalni kostry a nasel algoritmus, ktery
Ji nalezne. Opét uvazoval Gplny graf, ktery ma ostré ochodnoceni hran. Ve svém
¢lanku uzival tehdy bézné nazvy mnozstvi a édstecné mnoZstvi pro pojmy, které
dnes nazyvame mnozina a podmnozina.

v

SBudiz ddino n (> 2) prvkid, jez oznacim éisly 1,2,...,n. 7 téchto prvki
sestrojim %n(n — 1) dvojic [i, k], kde i # k; i,k = 1,2,...,n; dvojici [k,1]
povazuji za totoznou s [i, k]. Kazdé dvojici [i, k] budii prifazeno cislo kladné
Pig (rig = rpi). Tato disla v (1 <1 < k < n) v poctu %n(n — 1) budte
navzdjem ruznd.

10B. Puza, P. Sarmanova, 7. Tiesndk: Otakar Bordvka. Universitas Masarykiana. Brno
1996.
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MnoZzstvi vsech dvogic [i, k] oznaéme M. Jsou-li p,q dvé piirozend cisla < n,
p # q, nazvu kaZdou skupinu dvogic z M tvaru

[p, c1], [e1, e2], [e2, ea], - - ., [es—1, ¢s], [¢s, 4]

fetézcem (p,q). Také jedinou dvojici [p, q] nazgvam fetézcem (p,q).

Cidstecné mnozstvi H z mnozstvi M nazvu kompletni éasti (znacka keé),
jestlize ke kazdé dvojici prirozeniych cisel p,q, jeZ jsou < n a od sebe riznd,
eristuje v H fetézee (p,q), jehoZ vSechny dvojice patit k H. Eristuji ké; nebot
M samo je ké.

Je-li

[i1, k1], [, ko], - - ., [, ke]

néjaké cdstecné mnozstvi K z mnoZstvi M (necht je kazdd dvojice z K napsdna
jen jednou), oznacme
t

> ik = R(K).

j=1

Jestlize pro né€jakou kompletni édst K md R(K) hodnotu mensi nebo rovnou
neZ pro kteroukoliv jinou kompletni édst, nazvu K minimalni kompletni casti
mnozstvi M (znacka mkc).

Jezto existuje aspon jedna k¢ a pouze konecny pocet ké, existuje patrné
aspon jedna mkc.

Ukol, ktery jstell vesil ve své prdci, lze pak formulovati takto:

Dokdzati, Ze existuje jen jedna mké a udati predpis pro jeji konstrukci.“

Jarnikav algoritmus je dan nasledujici definici:

,Jest
J = ar, as], [as, aal, ... [azn-3, azp-2],
kde ayi,as, ... jsou definovdna takto:
1. krok. Za ay zvolme ktergkoliv z prvka 1,2,...,n; as budiZ definovdno
vztahem

rah% = mlnral’l
l=1,2,...,n
{ ;é a.

k-ty krok. Je-li jiz definovdno (%) ay,az,as, ..., as_3,a2,—2 (2 < k < n),
definuyme (asg—1, asy) vztahem

ra2k—lya2k = mnin ri,j,

kde 1 probihd vsechna ¢isla ay, as, . .. ,asp_9; j vSechna ostatni z ¢isel 1,2,...,n.
Pritom budiZ asp—1 jedno z cisel (x), takZe asp neni obsazeno mezi cisly (x).

0. Boravka. Poznamka autora.
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Jarnik dokéazal, ze takto definované mnozstvi J je jedinou mke a sklada se
z n — 1 dvojic. Nakonec podava nazornou interpretaci problému:

LJe ddno n kulicek, jeZ jsou ocislovany cisly 1,2,... n, a jez jsou po dvou
spojeny tycemi v poctu %n(n —1). Hmota tyce, jez spojuje kulicku a s kulickou
b, budiZ rqp. Ty tyce budte eventuelné tak prohnuty, aby se navzdjem nestygka-
ly. Jest odstraniti z tohoto systému tyci néekteré tak, aby téch n kulicek drZelo
pohromadé a aby hmota zbylych tyct byla co neymensi.

Jesté ve 30. letech se problémem nalezeni minimalni kostry zabyval G. Cho-
quet v praci [410]. Jeho algoritmus je podobny jako algoritmus Bortvkiv a ziej-
meé vznikl pod vlivem Boruvkova vystoupeni v seminafi profesora Coolidge.

Dalsi podobny postup navrhl brzy po véalce Jan Lukasziewicz (1878-1956)
[411]. Jeho konstrukce je vSak oprdvnéna jen za predpokladu, Ze jde o ostie
ohodnoceny graf (viz. [362, str. 32]).

2.4.3 Kruskaluv algoritmus

Zakladnimi prispévky k problému minimalni kostry se v 50. letech staly prace
Josepha B. Kruskala z roku 1956 a prace R. C. Prima z roku 1957. Zejména diky
Kruskalové praci se problém nalezeni minimalni kostry stal zndmym. Kruskal
znal Bortuvkovu préci, ktera se opsana na psacim stroji objevila v USA. Kruskal
ve své praci On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling
salesman problem [402] studoval rovnéz ostie ohodnocené grafy, ale pozadavek
Gplnosti grafu nepovazoval za nutny. Uvedl, ze chybéjici hrany se daji nahradit
hranami s dostatecné velkym ohodnocenim.
Kruskal dokézal spravnost tii konstrukci miniméalni kostry:

»A. Provddéjme ndsledugyici krok tolikrdt, kolikrdt je to mozné: Mezi hranamsi
grafu G, které jesté nejsou vybriny, vybereme nejkratsi, kterd netvori kruznici
s téma, které uz byly vybrdny. MnoZina nakonec vybranych hran tvori minimdlni
kostru grafu G.

B. Bud' V libovolnd, ale pevnd neprdazdnd podmnozina uzli grafu G. Pro-
vadéeyme ndsledujici krok tolikrdt, kolikrdt je to mozné: Z hran grafu G, které
doposud nebyly vybrany a které jsou incidentni bud s nekterym uzlem z V nebo
s hranou, kterd jiz vybrdna byla, vybereme nejkratsi z téch, které s jiz vybrany-
mi hranami netvori kruznict. MnoZina nakonec vybranych hran tvori minimalnit
kostru grafu G. V pFipadé, Ze mnoZina V je rovna mnoZiné vsech uzli grafu G,
pak konstrukce B odpovidd konstrukci A.

A’ (V jistém smyslu dudlni k A). Provddéjme ndsledujici krok tolikrdt, koli-
krdat je to mozné: Mezi hranamai, které dosud nebyly vybrdny, vybereme nejdelsi
z téch, jejichZ odstranéni neporusi souvislost. Pak mnoZina hran, které po pro-
vedeni posledniho kroku zistanou nevybrdany, tvori munimadlni kostru grafu G.“

Kruskal napsal, ze mu neni znamo, zda konstrukce B ma také dualni formu.
Konstrukci A’ pouzil A. Kotzig v praci Stwvislé podgrafy s minimdlnou hod-
notou v konecnom stvislom grafe [347]. Kotzig znal Kruskalovu préci; zobecnil
konstrukei s poukazem na skuteénost, ze tato (patfiéné pozménénd) konstrukce
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Jje mozna 1 pro grafy, které nejsou ohodnoceny ostre. V takovych grafech muze
existovat vice nez jedna minimalni kostra. Kotzig nasel nutnou a postacujici
podminku, kdy v grafu existuje pravé jedna miniméln{ kostra (Véta 2, str. 4):

Necht G je souvisly ohodnoceny graf a Gy je libovolnd minimdlni kostra
grafu G. Necht Hy = {hy,hs, ..., hy,} je mnoZina vSech téch hran € G, kierd
nepatii do Gyo. Sestrojme mnoZinu kruznic K = {K{, Ks, ..., K,} takto: kruz-
nice K; € K je ta kruinice grafu G, kterd obsahuje hranu h; € Hy a vsechny
ostatni jeji hrany patti do Gly.

Plati: v grafu G existuje jedna minimdlni kostra prdave tehdy, kdyz pro kazdé
i€ {l1,2,...,n} md hrana h; vétsi hodnotu nez libovolnd jind hrana z K;.

Uvedeny Kotziguv prispévek je zfejmé prvni praci, ve které je citovana Jar-
nikova prace [286]. Do redakce Casopisu pro péstovdni matematiky byl zaslan
v roce 1958. Difve nez v roce 1961 vysel, zminuje se o Jarnikové praci K. Culik
v praci [338].

Na tomto misté znovu vzpomenime pozdéjsi Kotzigovu praci [348], ve které
ukézal obtize, které vznikaji pfi zobecnéni problému miniméalni kostry na kost-
ry vyssich fadii. K feseni tohoto problému vyzval K. Culik v [337], kde citoval
prace [284, 411, 402]. Culik déle v praci K jednomu minimdlnimu problému
0. Boritivky [338] zobecnil Kotzigovu nutnou a postacujici podminku existence
jediné minimalni kostry i pro minimaln{ kostry k-fadu (Véta 3, str. 94). Dale
ukazal, ze v pfipadé neostrého ohodnoceni hran grafu muzeme dostatecné ma-
lou zménou ohodnoceni dosdhnout ohodnoceni ostrého, aniz to bude mit vliv
na minimaln{ kostru co do jeji minimality (Véta 4, str. 94).

2.4.4 Primuv-Dijkstrav algoritmus

Stejny postup feseni problému minimélni kostry jako dokazal V. Jarnik na
pocatku roku 1929, odvodil v roce 1957 R. C. Prim v praci [412] a nezdvisle na
ném E. W. Dijkstra v roce 1959 v praci [413].

Primova prace Shortest connection networks and some generalizations byla
motivovana tkolem spojit nejkratsi souvislou siti (SCN — Shortest Connection
Network) terminély nachézejici se ve Washingtonu a v dalsich 48 hlavnich més-
tech jednotlivych stati USA. Pfi vykladu uzil pojmi izolovany terminal (iso-
lated terminal) a ¢4st (fragment), kterymi rozumél termindl dosud nespojeny
s jinymi termindly, resp. mnozinu terminalid, které jsou jiz spojeny dohromady.
Algoritmus, ktery nalezl, vychéazi ze dvou nutnych podminek:

1. Kazdy termindl je v SCN primo spojen neyméné s jednim nejbliZsim ter-
mindlem.

2. Kazdd éast je v SCN spojena neyméné s jednim nejblizsim termindlem
pomoci nejkratsi mozné cesty.

Tyto podminky odpovidaji dvéma pomocnym vétam, které ve své praci
dokéazal V. Jarnik pro ostfe ohodnoceny graf. Prim nejprve dokézal, ze tyto
podminky jsou splnény v piipadé, ze kazdy terminal ma pravé jednoho nej-
blizsiho souseda. Pak ukézal, Ze toto omezeni neni nutné. Na zdkladé téchto
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podminek ziskdme nejkratsi souvislou sit (minimalni kostru) postupnou apli-
kaci dvou konstrukénich principt:

P1. Kazdy izolovany termindl muzZeme spojit s nejblizsim termindlem.
P2. Kazdou izolovanou cdst muZeme spojit s nejbliZsim termindlem.

Izolovanou ¢asti pfitom Prim rozumél ¢ast, kterd v daném okamziku jesté
neni spojena s okolnimi termindly. Pokud pouzijeme P1 pouze jedenkrat na
pocatku konstrukce a pak jiz pouzivame pouze P2 dostavame Jarnikav algo-
ritmus. Kruskaluv algoritmus je pak specialni pfipad postupu, kdy po prvnim
kroku P1 se v dalsi fazi mohou uzit oba konstrukéni principy. Prim cituje v té-
to souvislosti Kruskalovu praci a zminuje se také o praci Bortivkové (str. 1401):

SKruskal refers to an obscure Czech paper as qiving a construction and
uniqueness proof inferior to his.

Prim také ukézal, ze jeho postup lze uzit 1 v pripadé, kdy hrany jsou ohod-
noceny obecné redlnymi cisly.

E. W. Dijkstra publikoval algoritmus nalezeni minimalni kostry poprvé
v praci A note on two problems in connexion with graphs [413], ve které sou-
casné uvedl zndmy algoritmus nalezeni nejkratsi cesty mezi dvéma uzly grafu.
Podobné jako Kruskal uvazoval grafy, které nemusi byt nutné Gplné. Jeho fe-
Seni problému nalezeni miniméalni kostry je néasledujici:

Hrany grafu rozdélime do t7i mnoZin:

1. Hrany, které jsou definitivné zarazeny do minimalnit kostry.

II. Hrany, ze ktergych vybirdme ndsledujici hranu, kterd bude zafazena do
mnoziny 1.

III. Zbyvajici hrany (vyfazené ¢&i jesté neuvaziované).

Uzly grafu rozdélime do dvou mnoZin:

A. Uzly incidentni s hranami mnoZiny I

B. Zbyvajici uzly (jedna a pouze jedna hrana z mnoZiny II bude incidentni
s kazdym z téchto uzli).

Konstrukce zacind tim, Ze vybereme libovolny uzel za jeding prvek mnoZiny
A. Vsechny hrany s nim incidentni presuneme do mnozZiny II. Opakované pro-
vadime nasledujici dva kroky:
Krok 1. Nejkratsi hranu z mnoZiny Il presuneme do mnoZiny I. Soucasné se
tim jeden uzel presune z mnoziny B do mnoZiny A.
Krok 2. Uvazugme hrany incidentni s uzlem, ktery byl pravée presunut do mnozi-
ny A, které vedou k uzlim v mnoZiné B. Je-li uvaZovand hrana ohodnocena vice
neZ odpovidajici hrana v mnoziné Il, pak ji vyradime. Je-li kratsi, pak nahradi
odpovidagici hranu v mnoziné Il a ta je vyrazena.

Pak se vratime ke kroku 1 a cely proces opakujeme tak dlouho, neZ jsou
mnoziny Il a B prdzdné. Hrany mnoZiny I tvori minimdini kostru grafu.

Druhou Dijkstrovou praci o minimalni kostfe je prace Some theorems on
spanning sublrees of a graph [414], kterd vysla v roce 1960. V této préci studo-
val problém na ohodnoceném grafu G s n uzly, ve kterém je libovolna dvojice



48

uzla spojena nejméné jednou hranou. Nevyloucil tedy ani moznost multigra-
fu. Pfitom uvazoval takova ohodnoceni hran, kdy v grafu G neexistuji kostry
se stejnym ohodnocenim. Jednotlivé kostry pak muzeme seradit podle jejich
rostouciho ohodnoceni do posloupnosti Ty, 11,15, . . ..

Dijkstra nejprve dokazal, ze hrana s nejvétsim ohodnocenim v libovolné
kruznici nepatii nikdy do minimalni kostry (Véta 1, str. 196). Dale ukazal, ze
tato podminka staci k tomu, aby bylo mozné uréit minimalni kostru (Véta 2,
str. 197). Dikaz tohoto tvrzeni je dan nésledujici konstrukei:

Vyjdeme z grafu, ktery obsahuje pouze n izolovanych uzlu grafu G. Po-
stupné k tomuto grafu priddvame jednotlivé hrany grafu G' v libovolném poradi
tak dlouho, dokud nevznikne kruznice. Odstranime nejdelsi hranu této kruznice
a pokracujeme v priddvdani zbyvajicich hran. PFi vytvoteni dalsi kruZnice z ni
opét odstranime nejdelsi hranu a timto zpusobem postupujeme tak dlouho, do-
kud nevysetrime vsechny hrany grafu G. Vznikly graf je minimalni kostrou grafu

G.

V podstaté stejny postup navrhl i R. Kalaba v préci [415]. Popis jeho algo-
ritmu lze nalézt v [362, str. 34].

Poznamenejme, ze Dijkstra znal Kruskaluv algoritmus i Lobermanovu-—
Weinbergerovu praci, o které se zminime za okamzik. Uvedl, ze Kruskalova
a Lobermanova—Weinbergerova konstrukce jsou specialni pripady vyse uvede-
ného postupu, ve kterém hrany vybirame v libovolném poradi. Primovu a po-
chopitelné Jarnikovu praci Dijkstra neznal.

2.4.5 Neékteré dalsi otazky

Postupy hledani minimalni kostry, které jsme doposud uvedli, neukazuji moz-
nosti, jak provadét toto feSeni na pocitacich. To nepfekvapuje, uvédomime-li
si v jaké dobé vétsinou vznikaly.

Prvni praci, ve které je algoritmus nalezeni minimalni kostry vylozen tak,
aby byl snadno proveditelny na pocitaci, je ¢clanek H. Lobermana a A. Wein-
bergera Formal procedures for connecting terminals with a minimum total wire
lenght [416], ktery vznikl v roce 1957 nezévisle na pracich Kruskala a Prima,
které jej casové tésné predchazely. Autofi v ném odvodili dva algoritmy, z nichz
prvni odpovida Kruskalové konstrukci A a druhy Primovu algoritmu. Oba al-
goritmy jiz dokonce vyjadfili i pomoci vyvojovych diagramau.

Ukazme, jakym zptusobem Loberman a Weinberger popsali napf. Kruskaltuv
algoritmus:!?

Hrany grafu nejprve sefadime podle velikosti ohodnoceni do neklesagici po-
sloupnosti a v tomto potadi je vysetiujeme. Proni hranu této posloupnosti za-
radime do minimdini kostry. Postupné vysettujeme dalsi hrany. Pro kaZdou
zkoumanou hranu s koncovgmi uzly u,v nastane jedna z ndsledujicich moznos-
ti:

12V piipadé tohoto algoritmu jde o volnou formulaci Lobermanova—Weinbergerova
postupu.
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1. Zadny z uzld u,v se dosud nenachdzi v minimdini kostve.
2. Pouze jeden z uzld u,v jiz byl zarazen do minimadlni kostry.

3. Oba uzly u,v iz byly zatazeny do minimadlni kostry, ale lezi dosud v riz-
nych komponentdch.

4. Oba uzly u,v jiz byly zarazeny do minimdlni kostry a leZi ve stejné kom-
ponente.

V pripadech 1, 2 a 8 hranu uv zafadime do minimdlni kostry. Proces se za-
stavi tehdy, kdyz zjstime, Ze jiz bylo zafazeno vsech n uzli nebo bylo zarazeno
n— 1 hran.

Podobnym zptisobem je mozno popsat 1 Primuv algoritmus. Autofi ukazali,
ze pokud je ohodnoceni hran ostré, pak oba algoritmy davaji stejny vysledek
(jedinou minimalni kostru). V pfipadé neostrého ohodnoceni mtizeme stejné
ohodnocené hrany vysetfovat v libovolném poradi a vysledek se muze ligit 1 pii
pouziti stejného algoritmu. Soucet ohodnoceni hran je ovSsem vidy stejny.

Problematika minimalni kostry byla v dalsich letech déle studovana. David
Cheriton a Robert Endre Tarjan ukézali v praci Finding minimum spanning
trees [417], ze Kruskaliiv a Primiiv algoritmus jsou specidlnimi p¥ipady tohoto
obecného algoritmu:

Hledeyme minimalni kostru souvislého grafu G.

Prvni krok. Zvolme néjaky uzel. Vezmeme nejkratsi hranu, kterd je s timto
uzlem incidentni. To je proni hrana minimdlni kostry.

Obecny krok. Dosud vybrané hrany tvori les, ktery je podgrafem grafu G.
(Izolované uzly, které nejsou incidentni s dosud vybrangmi hranami, povazugje-
me za stromy s jedingm uzlem.) Zvolme néjaky strom T z tohoto lesa. Vyberme
nejkratsi nevybranou hranu {v,w} incidentni s néjakym uzlem v T a s néja-
kym uzlem, ktery leZi v jiném stromé T'. Odstrarime vsechny hrany kratsi nez
{v,w}, které jsou incidentni s T (tyto hrany tvori kruznice s hranami stromu
T). Hranu {v,w} priddme k minimdlni kostie (dochdzi ke zméné lesa spojenim
stromi T a T ). Opakujme obecnyj krok tak dlouho, dokud vSechny uzly nejsou
spojeny.

Mazaci krok. (Tento volitelnyg krok mizZe byt vykondn po kterémkoliv obec-
ném kroku. Zjednodusuje budouci vypocet odstranénim zbyteéngch hran.) Vy-
mazme vsechny nevybrané hrany, které maji oba koncové uzly ve steyném stro-
mu lesa. Pro kaZdou dvojici stromd spojenyjch nevybrangmi hranamsi, odstranme
vSechny tyto hrany s vgpmkou nejkratsi.

Autofi dale ukazali, ze Kruskalav 1 Primav algoritmus lze implementovat
tak, ze jejich slozitost je O(|E|log |V]).13 V dalsi ¢4sti uvedli algoritmus, ktery
ma slozitost O(]E|loglog|V]). Dale se jim podafilo zkonstruovat algoritmus

12 Algoritmy posuzujeme podle poétu elementarnich operaci (¢asu), které potiebuji k vy-
Fefeni problému. Pro dvé& kladné funkce g(n) a h(n) piseme g(n) = O(h(n)), kdyZz existuji
co > 0ang tak, ze g(n) < coh(n) pro kazdé n > ng. Pak Fekneme, ze algoritmus ma slozitost

O(f(L)), kdyz pro dostatetné velké L vyfesi tlohu velikosti L v ¢ase O(f(L)).
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pro nalezeni minimalni kostry rovinného grafu, ktery ma slozitost O(V), a al-
goritmus slozitosti O(|E|) pro tzv. husté grafy (takové grafy spliuji pro n&jaké
kladné konstanty ¢ a ¢ nerovnost |E| > ¢|V [} +¢).

Prvni algoritmus minimalni kostry, ktery mél slozitost O(|E| loglog [V]) na-
lezl kratce predtim Andrew Chi-chih Yao v praci [418], ktery modifikoval Bo-
rivkiv algoritmus z roku 1925. Yao ovSem vychézel z knihy [419], kde autofi
C. Berge a A. Ghouila-Houri pfipisuji tento algoritmus M. Sollinovi.

Ukazuje se tedy, ze v Boruvkové praci komplikované vyjadieny algoritmus
je mnohem lepsi nez se v minulosti pfedpokladalo. Tuto skutecnost potvrdily
v posledni dobé i praktické testy provadéné na pocitacich v USA.1*

Dalsi historické podrobnosti o téchto otazkach, které patii spise do Compu-
ter Science, najdeme v praci [420], kde autofi dosahli dalsiho zlepseni slozitosti
algoritmu nalezeni minimalni kostry.

Historické aspekty problému minimélni kostry nalezneme jednak ve vech
vyse zminénych ¢lancich, déle nap¥. v knihach [421, 362] a v neposledni Fadé
v praci On the history of the minimum spanning tree problem [373] R. L. Gra-
hama a P. Hella z roku 1985.

Je tfeba se zminit jesté o jednom starém problému, ktery s minimalni kost-
rou fizce souvisi. Na pocatku 19. stoleti vyfesil Jakob Steiner (1796-1863) na-
sledujici tlohu:

Pro dané tri body A, B, C' v roviné mdme najit spojovact sit nejkratsi mozné

délky.

120°

120°

A B

Obr. 2.8: Steineruv strom

Zobecnéni této Glohy pro n (n > 2) bodi studovali Vojtéch Jarnik a Milo§
Kossler (1884-1961) v roce 1934 v praci O minimdlnich grafech, obsahujicich
n danych bodi [287] a nyni je zndma jako Steinerav problém v roviné (resp.
obecnéji v n-rozmérném euklidovském prostoru). Kazda optimalni sit m4 tvar
stromu a proto hovoiime o steinerovském stromu. Dalsi podrobnosti lze nalézt
v Plesnikové knize [421, str. 163-172].

140 t&chto testech piednasel Donald Knuth v bieznu 1996 na Masarykové univerzité v Brng.
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