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Kapitola 5

Orientované grafy

Tato kratkéd kapitola je vénovana nékterym problémum tykajicim se oriento-
vanych grafii. Duraz je pritom kladen na préace nasich autoru, ktefi vychazeli
vétsinou primo z Kénigovy monografie.

5.1 Definice zakladnich pojmu

V predchazejicich kapitolach nasi prace jsme se zabyvali neorientovanymi grafy.
Problémy, které se objevily na samotném pocatku vzniku teorie grafii, vedly
pravé k takovym grafim. Vzpomenme na problém konigsbergskych mosta ¢i
tlohu jezdce. Tak jako bylo mozné prochazet most v libovolném sméru, tak
1 jezdec, pokud muze tahnout z pole a na pole b, mtize vykonat tah 1 z pole b
na pole a. Na odpovidajicich grafech tedy neni nutno vyznacovat mozny smér
pohybu. Ne vzdy je ovéem tomu tak.

Georges Edouard Auguste Brunel (1856-1900) v roce 1893 publikoval krat-

kou préaci [102], ve které vyfFesil tuto zndmou Glohu:

Méjme plnou nddobu vody o objemu 8 litrd a dvé prdzdné nadoby s objemy 5
a 8 litry. Jakym zpusobem musime prelévat vodu tak, abychom dostali nakonec
dvakrat 4 litry.

Tato Gloha ma mnoho variant, ve kterych muzeme mit rizny pocet nadob
o ruznych objemech. I tuto ilohu mazeme znazornit graficky. Stav vody v nado-
bach lze charakterizovat trojici cisel, kterd udava mnozstvi vody v jednotlivych
nadobach. Kazdé trojici muzeme piifadit uzel grafu. Pokud se mtzeme jedi-
nym prelitim dostat ze stavu ¢ do stavu j, pak uzel ¢ spojime Sipkou s uzlem j.
Je ziejmé, ze ve vSech piipadech nemusi nastat soucasné moznost, ze jedinym
prelitim lze piejit také ze stavu j do stavu ¢. Napiiklad ze stavu (3, 2, 3) mtize-
me piejit do stavu (0, 5, 3), ale obrdcenym smérem to mozné neni. Grafickym
znazornénim této tlohy tedy nemiize byt neorientovany graf.

Definujme si nynf orientovany graf a nékteré dalsi zdkladni pojmy. Necht
je dana mnozina uzla V. Orientovanym grafem G rozumime dvojici (V, E), kde
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E C V2! Prvky mnoziny F budeme nazjvat orientovanymi hranami. Hranu
s pocatecnim uzlem u a koncovym uzlem v muzeme znacit ut, ale pokud bude
ziejmé, ze jde o orientovanou hranu, zvolime jednodussi oznaceni uv. Pocet
hran, pro které je uzel u pocatecnim uzlem, nazveme vystupni stupei uzlu
u (oznaceni d(u)) a pocet hran, pro které je uzel u koncovym uzlem, nazveme
vstupnim stupném uzlu u (oznaceni df;(u)). Stupném uzlu u pak rozumime
&islo dg(u) + d(u).

Orientovanym spojenim nazyvime posloupnost
(UOa hla Uy, hZa Uz, .oy Up—1, hna Un),

kde w; (1=0,1,2,...,n)jsouuzly a h; (j =1,2,... n) hrany né&akého orien-
tovaného grafu (_j, hy = ug_1ug pro (k =1,2,...,n). Rekneme, ze orientované
spojeni za¢ind v uzlu ug a konéi v uzlu u,. Cislo n udava délku orientovaného
spojeni. Orientovanym tahem rozumime orientované spojeni, ve kterém se
zadna hrana grafu neopakuje. Vyskytuje-li se kazdy uzel grafu v orientovaném
spojeni nejvyse jednou, hovofime o orientované cesté. Orientované spojent,
které mé alespon jednu hranu a jehoz pocatecni a koncovy uzel splyvaji, nazyva-
me uzavi‘enym orientovanym spojenim. Podobné mluvime o uzavireném
orientovaném tahu a uzaviené orientované cesté, kterou vétsinou nazy-
vame cyklus. Podobné jako v pfipadé neorientovanych grafi nazyvame graf,
ktery neobsahuje zadny cyklus, acyklicky orientovany graf.

5.2 Cesty v orientovanych grafech

D. Kénig ve I1. kapitole své knihy, vénované prevazné eulerovskym tahim a ha-
miltonovskym kruznicim v neorientovanych grafech, zobecnil tyto dva pojmy
1 pro grafy orientované. Nazvy pro né ovSsem nezavedl. Bez dikazu ukéazal, ze
uzavieny orientovany tah, ktery obsahuje vSechny hrany konec¢ného souvislé-
ho grafu G (eulerovsky orientovany tah), existuje v grafu G pravé tehdy,
kdyz pro libovolny uzel u grafu G plati dou = d"G'u (Véta 7, str. 29). Takovym
grafim dnes ikdme rovnovaZné orientované grafy .’

C. A. B. Smith a W. T. Tutte v roce 1941 v praci [475] a nezavisle na nich
o deset let pozdéji T. van Aardenne-Ehrenfest a N. G. de Bruijn v préci [476]
odvodili vztah pro pocet eulerovskych orientovanych taht v rovnovazné orien-
tovanych grafech. Jejich vysledek mizeme vyjadfit takto (viz. [393, str. 240]):

Bud G rovnovdiné orientovany graf, A1 pocet riznijch korvenovych stromu
s kotfenem x1, které obsahujyi vsechny uzly grafu G, a ri, necht oznacuje vystupni

ID. K&nig zavedl ve své monografii nejprve orientovany graf tak, ze na hranich neoriento-
vaného grafu Sipkou vyznadil orientaci. V VIII. kapitole pak ukazal souvislost orientovanych
grafti s binarnimi relacemi.

2D. Kénig pro tento typ graf z4dny nazev nemél. Podle J. Sedlacka zavedl nazev rovno-
vazné orientovany graf A. Kotzig (viz. [325, Poznambka 8]).
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(a soucasné vstupni) stupen uzlu xy,. Pak v grafu G eristwje prdve

Ay T (re = 1)t
k=1

ruznych orientovanych eulerovskiyjch tahi.

Rovnovazné orientovanymi grafy se ve své prvni praci vénované orientova-
nym grafum zabyval v roce 1958 J. Sedlacek. V praci O konstrukcich orientova-
nych grafi [325] zobecnil Listingovu vétu i pro orientované grafy. Jak Sedlacek
uvedl, nebylo mu znamo, ze by se pred nim nékdo timto problémem zabyval.

K dikazu véty analogické k Listingovu tvrzeni odvodil néasledujici pomoc-
nou vétu (Lemma 1, str. 275):

Pro orientovany gmf(_j polozZme
o= dh () —dgw), 6@ = Y Il

Pak plati :

Necht G je orientovany graf, ktery neni rovnovainé orientovany (tedy
1/)(@) > 0). Pak lze G doplnit prdavé 1/)(@) hranami tak, Ze vznikne rovnovdziné
orientovany graf.

Hlavni vysledek price pak Sedlacek formuloval takto (Véta 3, str. 275):

Necht G je orientovany graf, jehoz Zddnd komponenta neni rovnovdzin€ ori-
entovany graf. Pak plati:
a) Eristuje systém S, sklddajici se z p otevienych orientovanych tahd takovy,
Ze kazdd hrana grafu G Jje v prave jednom tahu systému Sp.
b) Pro kaZdy takovy systém S, plati p > 1/)(@), pricemZ existuje systém Sp,,
kde po = ¥(G).

A. Kotzig se rovnovazné orientovanymi grafy zabyval v praci O rovnovdzne
orientovanych konecnych grafoch [330] v roce 1959. Vychézel pfitom z nékte-
rych tvrzeni, kterd pro orientované grafy uvedl ve své knize D. Kénig.

Kénig ukazal (str. 30), ze hrany kone¢ného souvislého neorientovaného grafu
G je mozné orientovat tak, aby z grafu GG vznikl rovnovazné orientovany graf
G pravé tehdy, kdyz G je eulerovsky graf.

Kotzig se ve své praci nejprve zabyval otazkou, kolika zpisoby je takto
mozné eulerovsky graf orientovat. Vysledek vyjadfil v nasledujici vété (Véta 9,

str. 38):

Necht G je libovolny eulerovsky graf, U = {uy, ua, . .. , u,} mnoZina jeho uz-
li a necht uzel u; je uzlem 2s;-tého stupné v grafu G. Necht S = {S1,52, ... ,Sm}
je mnozina vsech takovych systému uzavrenych tahd grafu G, které maji tuto
vlastnost: libovolnd hrana z G je hranou pravée jednoho tahu systému. Oznacme
znakem 1; (j = 1,2,...,m) pocet tahu systému S;. Pro pocet o(G) takovych
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ruznych orientact hran grafu G, pri ktergch vznikne z grafu G rovnovdiné ori-
entovany graf, plati

m

o@) = H?:j(sz'!) 27

j=1

V dalsi ¢asti pak Kotzig ukazal, ze rovnovazné orientovany graf (_j, ktery
vznikne orientaci jistého eulerovského grafu G, ma ¢(G)—1 rtznych rovnovazné
orientovanych podgrafi (Véta 10, str. 40).3 Pocet riiznych rovnovazné orien-
tovanych podgrafii libovolného orientovaného grafu G se ale Kotzigovi urcit
nepodafilo.

Kotzig si uvédomoval, ze urceni poctu rovnovazné orientovanych podgrafa
daného orientovaného grafu ma vyznam pro urceni poctu rtznych linearnich
faktort v bipartitnim neorientovaném grafu (G. Tuto skutecnost vyjadfil timto
zpusobem (Véta 13, str. 43):

Necht G je libovolny bipartitni graf, ve kterém existuje alespon jeden linedr-
nt faktor L, a nechl rozklad 8 = {Uy,Us} je libovolny rozklad mnoziny uzli
z G na dvé tridy takovy, Ze libovolnd hrana z G spojuje uzly z rdzngch tFid.
Oznacme znakem G graf, ktery vznikne z grafu G tak, Ze jeho hrany orientuje-
me takto:

(1) libovolnd hrana z L sméruje z uzlu t¥idy Us do uzlu tiidy Uy ;
(2) libovolnd hrana nepatvict do L sméfuje v G = uzlu tridy Uy do uzlu tridy Us.

Pak plati: Pocet ruznych rovnovdziné orientovanych podgrafi grafu G se rov-
na poctu ruznych linedrnich faktoru grafu G jinych nez L.

Odtud je zfejmé, ze G ma jediny linearni faktor L pravé tehdy, kdyz graf
G neobsahuje zadny cyklus.

Dalsi Kotzigovou praci, ve které se zabyval orientovanymi grafy, je pra-
ce Beitrag zur Theorie der endlichen gerichteten Graphen [349] z roku 1961.
V jejim Gvodu Kotzig zopakoval nékteré vysledky tykajici se souvislosti neori-
entovanych grafti, které jsou obsazeny v jeho praci [305]. V dals{ ¢dsti pak Fesil
otazky souvislosti pro grafy orientované. Analogicky k funkei o (u,v) defino-
val stupefi souvislosti wgz(u, v) mezi dvéma uzly u,v grafu G. w-hranou
pro usporadanou dvojici uzlu u,v Kotzig nazval hranu, po jejimz odstranéni
z grafu G se stupen souvislosti wz(u, v) snizi o jednicku.

Kotzig dokazal nasledujici vétu, kterou lze povazovat za orientovany pripad
Mengerovy véty (Véta 6, str. 123):

Bud G libovolny orientovany graf, w # v dva jeho uzly a necht waz(u,v) =
k >0.PakvG eristuje k (a ne vice nez k) hranové disjunktnich orientovanyjch
cest, které spojuyt uzly u, v.

V zavéru prace se Kotzig vénoval grafim, ve kterych pro libovolnou dvojici
uzlt u, v plati wz(u, v) = waz(v, u). Takové grafy nazval symetricky oriento-

3Nulovy graf Kotzig nepovazoval za podgraf grafu a.
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vané grafy. Plati (Véta 11, str. 124):
KaZdy rovnovdin€ orientovany graf je symetricky orientovany graf.

Na predchazejici Kotziguv ¢lanek navazal v kratké praci O istej triede ori-
entovanych grafov [351] Juraj Bosdk v roce 1962. Studoval zde vlastnosti tzv.
(u, v)m-grafu, jak nazval konecné orientované grafy (_j, obsahujici uzly u # v
takové, ze graf G mizeme rozlozit na m orientovanych tahu z uzlu u do uzlu v.
V pripadé neorientovanych grafii, se podobnymi grafy setkavame v Kotzigové
préaci [305].

Bosak dokazal (Véta 1, str. 81):

Nutnou a postacujict podminkou pro to, aby souvisly orientovany gmf(_j byl
(u, v)m-grafem je:
@) d5(u) — d (1) = —m;
b) () — dz(v) = m;
c) df(z) — dg(z) = 0 pro vsechny zbyvajici uzly grafu G.

V dalsi ¢asti se zabyval zejména otdzkami existence cykli v (u, v)p,-grafech
a existenci mnoziny w-hran téchto graft.

D. Kénig své tivahy ve 1. kapitole uzaviel znAmym vysledkem z roku 1934,
jehoz autorem byl L. Rédei v praci Ein kombinatorischer Satz [262]. Rédei
studoval orientované grafy bez smyécek,* ve kterych je libovolna dvojice uzli
u, v spojena pravé jednou z hran wv, vu. Takovému grafu dnes ¥ikdme turnaj.
Priklad turnaje na ¢tyfech uzlech vidime na obr. 5.1.

Obr. 5.1: Turnaj

Kazdy z uzlti mize predstavovat sachového hrice v turnaji (odtud nézev),
ve kterédm nedochdazi k remizédm. Potom napfiklad orientovana hrana ab zné-
zorfiuje vitézstvi hrace @ nad hracem b. Rédei ukézal, ze kazdy turnaj obsahuje
orientovanou cestu, kterd prochézi véemi uzly tohoto grafu. Déale dokazal, ze
takovych cest je vidy lichy pocet (Véta 1, str. 39). Tuto skute¢nost ukazal zno-
vu T. Szele v praci [477], ktery navic pravdépodobnostnimi metodami dokézal,
7e pro maximalni pocet T;, takovych hamiltonovskych cest v turnaji s n uzly

4Vyjadieno v grafové terminologii, protoze Rédei problém formuloval pouze v jazyce teorie
permutaci.
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plati
n!

gn—1"
J. Sedlacek v praci [314] ukdzal, Ze turnaj obsahuje jedinou orientovanou
cestu prochézejici v8emi uzly pravé tehdy, je-li acyklicky (Véta 15, str. 211).
Rédeiovu vétu zobecnili T. Gallai a A. N. Milgram v praci Verallgemeine-
rung eines graphentheoretischen Satzes von Rédei [478] pro orientované grafy

T, >

(_j, ve kterych je libovolnd dvojice uzlli spojena nejvyse jednou hranou (Vé-
ta 2.2, str. 182):

Oznacime-l ﬁo(é) mazimdlni pocet uzli grafu (_j, z nuchZ Zddnd dvogice uzli
neni spojena hranou, pak v grafu G eristuje nejuyse Bo(G) uzlove disjunktnich

orientovanych cest, na kterych lezi vsechny uzly grafu G'.

Na zavér této casti si vSimneme dalsiho typu orientovanych grafa. Graf G se
nazyva silné souvisly, jestlize pro kazdou dvojici uzli u, v existuje orientovana
cesta z uzlu u do uzlu v.

V roce 1960 odvodil A. Ghouila-Houri v praci [479] postacujici podminku
existence orientované kruznice, kterd prochazi vsemi uzly néjakého silné sou-
vislého grafu G. Podobné jako u grafu neorientovanych budeme kruznici, ktera
prochézi véemi uzly grafu, nazyvat hamiltonovska kruZnice. Plati:

Je-li G silné souvisly orientovany graf s n > 3 uzly a pro kaZdy uzel x plati
soucasné
d&(x) >

n
d,, > —
’ G($)_2’

N3

pak gmf(_j md hamiltonovskou kruznici.

Stejného vysledku, ktery pfipomina Diracovu postacujici podminku exis-
tence hamiltonovské kruznice v neorientovanych grafech, dosahl pozdéj C. St.
J. A. Nash-Williams v préci [383], ktery zde také ukdzal, Ze kazdy orientovany
graf, pro ktery plat{ soucasné d"GZ >5a dé > 3, je silné souvisly.

V praci O jednom typu dobie orientovanich grafi [334] se J. Sedl4cek v roce
1959 vénoval silné souvislym grafiim (_j, ve kterych existuje uzel ¢, ktery lezi
v kazdém cyklu grafu G5 Takovy uzel nazval centrum grafu G a dokézal (Vé-
ta 2, str. 13):

Budiz G souvisly neorientovany graf bez artikulact s alespori tremi uzly
a necht ¢ je libovolny jeho uzel. Pak lze volit orientact hran grafu G tak, Ze
vznikne silné souvisly gmf(_j s centrem c.

V zavéru prace se Sedlacek vénoval rovnovazné orientovanym grafim. Po-
sloupnost uy, ugus, w2, Ugus, Us, . . . , Um, Um i1, U1, kde u; jsou uzly a u;u; 41 ori-
entované hrany grafu (_j, nazval tahem kompletnim vzhledem k wy, jestlize
obsahuje vSechny hrany grafu G zacinajici v ug.

Ukézal (Véta 3, str. 14):

5J. Sedlacek a ostatni Geskoslovensti matematici v té dobé& pouzivali misto nazvu silné
souvisly graf nazev dobfe orientovany graf.
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Rovnovdzné orientovany gmf(_j md uzel ¢ za své centrum prave tehdy, jestli-
Ze kazdy tah kompletni vzhledem k ¢ obsahuje vsechny hrany grafu G.

5.3 Baze

V VII. kapitole své knihy D. Kénig definoval pojem uzlova baze (Punktbasis)
orientovaného grafu:

Uzlovou bdzi grafu G rozumime podmnoZinu B jeho uzlu, kterd md ndsle-
dugict dvé vlastnosti:
1. Je-li u libovolny uzel grafu (_j, ktery nepatri do B, pak v G eristuje oriento-
vand cesta z n€jakého uzlu mnoZiny B do uzlu u.
2. Zddnd dvojice uzli z B neni v G spojena orientovanou cestou.

Kénig ukazal, ze kazdy konecny orientovany graf ma takovou uzlovou bazi
(Véta 4, str. 89). V dalsi ¢asti pak zavedl uzlovou bazi druhého druhu, v jejiz
definici je pojem orientovand cesta nahrazen pojmem orientovana hrana.

Nés ov8em bude vice zajimat dalsi Kénigiv pojem a to hranova baze

(Kantenbasis) orientovaného grafu:

Podmnozinu B mnoZiny hran grafu G nazveme hranovou bdz grafu (_j, md-
li ndsledugict dvé vlastnosti:
1. Je-li wv libovolnd orientovand hrana, kterd neni obsaZena v B, pak existuje
orientovand cesta tvofend hranami v B, kterd vede z u do v.
2. Je-li uv libovolnd orientovand hrana z B, pak ze zbgvajicich hran v B nelze
sestrojit orientovanou cestu, kterd vede z u do v.

Kénig na tomto misté citoval praci P. Hertze [174] a ukdzal souvislost hrano-
vé baze s jistymi problémy logiky. Dale dokazal, ze kazdy konecny orientovany
graf ma hranovou bazi (Véta 15, str. 100) a ukazal t¥idu nekoneénych graft,
které hranovou bazi nemaji (Véta 16, str. 101). Nékteré konecné orientované
grafy maji jedinou hranovou bazi, jiné mohou mit vice hranovych bazi dokonce
s ruznym poctem hran. Na obrazku 5.2 vidime orientovany graf a v ném plnou
carou vyznacené dvé ruzné hranové baze.

Obr. 5.2: Hranova béaze

v v

V dalsi ¢asti VII. kapitoly se Kénig vénoval otazkam hranové baze v sitich.
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Sit (Netz) definoval jako orientovany graf, v némz je libovolna dvojice uzlt u, v
spojena jak hranou uv, tak hranou vu. Jedna se tedy o jisté zobecnéni pojmu
tplny graf.% Kénig ukazal, ze pojem sité se objevil poprvé v souvislosti s grafic-
kym znazornénim koneénych grup v Cayleyho pracich [56, 57, 90]. Dokdzal, ze
kazda sit (i nekoneénd) ma hranovou bazi (Véta 17, str. 102). Koneénd sit s n
uzly mé hranovou bézi, ktera je tvofena n hranami, ale neexistuje jeji hranova
baze s méné jak n hranami (Véta 18, str. 102). Cyklus prochézejici vSemi uzly
sité je tedy hranova baze, kterd ma nejmensi pocet hran.

Studiem hranovych bazi siti se zabyval J. Sedlacek v roce 1957 v préci
O konecnych orientovanych grafech [314]. Zde navézal na Kénigovy vysledky
a na praci [480] L. Rédeie z roku 1954. Sedlacek oznacil B libovolnou hranovou
bézi sité G a v(B) pocet uzli baze B, které jsou druhého stupné. Pak ukazal,
ze plati (Véta 4, str. 200):

v(B) > 2.

Je-li baze B graf bez artikulace s lichym (resp. sudym) poctem uzli a plati
v(B) < 4 (resp. v(B) < 3), pak je baze B rovinny graf (Véta 8, str. 205).
Sedlacek ukazal priklad nerovinné baze B s 10 uzly, pro kterou je v(B) = 4.
Vyvratil tak chybné Rédeiho tvrzeni, ze kazda hranova baze je rovinny graf.

V dalsi ¢asti své prace se Sedlacek zabyval silné souvislymi grafy. Herbert
E. Robbins v praci [481] ukdzal, Ze kone¢ny souvisly orientovany graf G je silné
souvisly, nebo je mozné tento graf zménou orientace nékterych hran prevést na
silné souvisly, pravé tehdy, kdyz kazda hrana grafu G le#f v né&jaké kruznici.”

Sedlacek dokézal (Véta 11, str. 207):

Kazdy silné souvisly gmf(_j om hrandch a n uzlech md alesponn v = m—n+1
cyklu.

V zavéru prace se J. Sedlacek vénoval acyklickym grafim a ukézal, ze v téch-
to grafech existuje jedind hranova baze (Véta 13, str. 210).

Vlastnostem konecnych acyklickych a silné souvislych grafu se vénovali
M. Fiedler a J. Sedlacek v praci O W-basich orientovanijch grafi [319] z roku
1958. V kazdém acyklickém grafu G existuje alespon jeden uzel u, ktery neni
koncovym uzlem zadné hrany. Takovy uzel autori nazvali pramen. Souvisly
graf s jedinym pramenem nazvali W-graf. Je-li W-graf stromem, pak tento
graf nazyvali W-strom. Podgraf grafu (_j, ktery obsahuje vsechny uzly grafu
G a kaid4 jeho komponenta je W-strom, nazvali W-baze.

Pro orientované grafy plati (Véta 4, str. 217):

Jestlize ke kazdému uzlu w grafu G existuje W-bdze grafu G s jedingm pra-
menem w, pak G je silné souvisly graf.

V dalsi ¢asti pak autofi vyuzili pojmu W-baze k odvozeni metody urceni
poctu koster neorientovaného grafu . O tomto vysledku jsme se jiz zminili
v kapitole 2.

8Pojem tplny orientovany graf pouzil v Zeské literatuie poprvé J. Sedladek v praci [335].
7Kru#nici v tomto piipadé Sedladek rozumél stejné jako u neorientovanych grafi souvisly
graf, jehoz kazdy uzel ma stupen dva.
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5.4 Matice

V praci O incidencnich maticich orientovanych grafi [335] J. Sedlacek v roce
1959 ukazal, Zze nékteré vlastnosti nezdpornych matic muzeme studovat po-
moci orientovanych grafi. Grafové tak interpretoval nékteré vysledky ziskané
v pracich [323, 324].

Bud x uzel grafu G a necht existuje prirozené ¢islo d tak, ze pro kazdy uzel
y grafu G existuje orientované spojeni mezi uzly z,y, které ma délku d. Uzel =
Sedl4cek nazval primitivnim uzlem grafu Ga nejmensi ptirozené ¢islo dpp,
Jjez je mozno takto k danému uzlu z nalézt, ukazatelem uzlu z. Je ziejmé, ze
graf, jehoz jeden uzel je primitivni, nemusi byt jesté silné souvisly. Je-li ovsem
graf G silné souvisly a méa-li primitivni uzel, pak jsou primitivni vsechny uzly
grafu G. Graf, jehoz kazdy uzel je primitivni, Sedlacek nazval primitivnim
grafem. Muazeme také fici, ze graf je primitivni pravé tehdy, je-li jista jeho
mocnina Guplny orientovany graf. Nejmensi pfirozené cislo vg, pro které je Gro
Gplny orientovany graf, Sedlacek nazval ukazatelem primitivnosti grafu G.

V primitivnim grafu G vyhledejme ke kazdému uzlu prislusny ukazatel.
Necht max G (resp. min é) znaci nejvétsi (resp. nejmensi) ze vSech téchto
ukazatela. Ukazatel primitivnosti grafu G Je roven max G. Sedlacek dokézal

(Véta 3, str. 309):
Pro kazdy primitioni gmf(_j on uzlech (n > 2) plati
miné§n2—3n+3;

pritom existuge primaitiont graf (_j, pro ktery v predchdzejicim vztahu nastdvd
rovnost.

Déle Sedlacek ukazal (Véta 4, str. 310):

Existuje jeding primitioni gmf(_j sn uzly (n > 2), pro ktery plati

mamé:(n—l)z—l—l.

V zavéru prace Sedlacek ukéazal nékteré vlastnosti spektra matice soused-
nosti Ag grafu G s n uzly.® Sestrojme determinant

p(A) =det (Ag — AEy),

kde F, je jednotkova matice n-tého stupné. Mnozinu kofent rovnice ¢(A) =0
(tj. mnozinu charakteristickych ¢isel matice Ag) nazyvame spektrum grafu
. Matice sousednosti grafu G je nezapornd matice, kterd méa alespon jedno

8V praci ovéem Sedlacek tuto matici nazyval incidenéni matici. Pro graf G = (V,E)
a pro dané pofadi uzla V = {v1,... ,un} je &tvercova matice Ag = (a;;) fadu n definovéna
predpisem a,; = 1, jestlize v grafu G existuje hrana v;v;; jestlize takova hrana neexistuje,
klademe a;; = 0.
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nezaporné charakteristické ¢islo. Maximalni readlné charakteristické ¢islo matice
Ag nazveme indexem grafu G.

Sedlacek dokazal, ze pokud graf G obsahuje jako podgraf alespon jeden cyk-
lus, pak index grafu G je > 1 (Véta 7, str. 312). Nutnd a postacujici podminka
k tomu, aby graf G byl acyklicky, je, aby jeho spektrum bylo tvofeno vesmés
nulami (Véta 8, str. 313).

Radu zajimavych vysledki tykajicich se neorientovanych a orientovanych
grafi odvodil v roce 1962 J. Bosak v praci Vysetrovanie grafov pomocou matic
[350]. V préci definoval ¢ty¥i ciselné funkce étvercovych matic, jejichz hodnoty
pro matici sousednosti orientovaného grafu G udéavaji pocty faktoru, faktort
tvofenych pouze cykly délky 2, hamiltonovskych cyklia a pocet cykli proché-
zejicich libovolnym uzlem v grafu G.
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