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GRUPY GEOMETRICKYCH TRANSFORMACII

v systéme vzdelavania uéitelov matematiky!
JAN CrzmAR

Ked v oktdbri 1872 vtedy dvadsattriroény Felix Christian Klein, novonastu-
pujtci profesor matematiky na filozofickej fakulte univerzity v Erlangene, na-
priek svojmu veku uz zndma a vyraznd vedeckd osobnost, predkladal v du-
chu tradicie zauzivanej na univerzite vedeckej rade fakulty a sendtu univerzity
SvVoj programovo orientovany spis Porovndvacie tvahy o novsich geometrickych
badaniach (v origindli Vergleichende Betrachtungen tber neuere geometrische
Forschungen), mala tedria grap za sebou Styri desatroéia svojej viac-menej la-
tentnej existencie v podobe tedrie grip permutacii a kratke dva roky ako pred-
zvest neskorsieho mohutného prudu tedrie algebrickych struktir. Neeuklidovska
geometria, ktorej pripadla historické tloha priekopnika nového chapania objek-
tov matematiky a jej tedrii, bola rovesnickou tedrie grip v oboch ohladoch: aj
¢asom svojho zrodu na rozhrani dvadsiatych a tridsiatych rokov 19. storocia,
aj ¢asom svojho uznania a vstupu do systému plnohodnotnych matematickych
disciplin na konci Sestdesiatych a na zaciatku sedemdesiatych rokov toho istého
storoc¢ia. Nie je ndhoda, Ze Klein si vydobyl historické zasluhy v oboch tjchto
oblastiach na samom zaciatku svojej nadmieru uspesnej vedeckej a pedagogicke;j
kariéry. Patril ku generacii mladych, vysoko nadanych a erudovanych vedeckych
pracovnikov, nesputanych autoritou a predsudkami dvetisicroénej euklidovskej
tradicie a predstavami poprednych vedcov 17. a 18. storo¢ia o matematike ako
prirodovednej discipline. Chapanie matematiky ako abstraktnej tedrie idedl-
nych objektov — okolo r. 1870 viac intuitivne tusené nez exaktne podlozené —
umoznilo Kleinovi nahliadnut na tradi¢né i nové oblasti oéami znalca novych
Struktir a nastrojov matematiky. Vo svetle konstituujicich sa novych matema-
tickych disciplin, ku ktorym patrila o. i. projektivna geometria a algebra struk-
tur, ostrejsie vystupili aj kontary stavby klasickych oblasti, ako bola napriklad
euklidovska geometria. Klein si povs§imol, Ze v tedrii geometrickyjch priestorov,
ktorych variantnost jasne odhalila projektivna geometria ako dominantna geo-
metricka disciplina 19. storocia, hraja okrem zakladnych geometrickych pojmov
a relacii, ktoré buduju Struktiru priestoru, rovnako vyznamnu tlohu aj ope-
racie, medzi ktorymi maji vysadné postavenie transforméacie. Dnes, z odstupu
viac nez jedného a $tvrf storodia, je v retrospektive jasne zretelny fakt, kto-
rého si tak ostro mozno nebol vedomy sam Klein: jeho koncepcia priestoru ako
usporiadanej dvojice (M, G ), kde M oznacuje bodovy podklad a Gjs jeho
charakteristickii grupu transformécii, vystihuje jednotu a protikladnost oboch
zloziek priestoru, a to v bodovom podklade jeho zlozku statickti a v grupe
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transformécii zlozku dynamickil, bez ohladu na sposob zavadzania zakladnych
pojmov — ¢i uz konstruktivistickym pristupom Euklida alebo formalistickym
sposobom Hilberta.

Klein nacrtol program prestavby geometrie a klasifikdcie geometrickych
priestorov podla charakteristickych grip transformdcii; formuloval tak v pod-
state program globdlnej geometrie. (Jeho priatel a stpttnik Sophus Lie otvoril
cestu k podobnému zovSeobecneniu v oblasti lokdlnej geometrie zavedenim spo-
jitych grap.) Sam Klein sa o klasifikdciu klasickych priestorov pokusil; vypad-
nutie afinného priestoru a grupy afinnych transformacii z tejto klasifikdcie ma
povod v nerozvinutosti tedrie tychto objektov v r. 1870 a nie v subjektivnom
opomenuti, ku ktorému sa Klein r. 1921 sebakriticky doznal.

Klein bol jeden z nepocetnych matematikov-vedcov, ktori sa okolo prelomu
19. a 20. storocia priamo angazovali za didaktickd transpoziciu najnovsich
poznatkov matematickej vedy do obsahu vysokoskolskej a stredoskolskej vyucby
matematiky. Jeho organizatorské, spolkova, propagacéné a verejna ¢innost na
tomto poli, ako aj nadhlad, s ktorym sa sdm pustil do plnenia tejto tlohy,
mu vyniesli renomé uznavaného odbornika v didaktike matematiky, hoci sa
konkrétnej tematike v tejto discipline v uzsom zmysle nevenoval. Z jeho
priamej iniciativy bol r. 1905 v Merane vypracovany program prestavby obsahu
stredoskolského uciva matematiky, ktory o. i. predvidal zaclenenie tematiky
grup geometrickych transformécii do uciva vyssSich ro¢nikov gymnaézii. Jedny
z prvych ucebnic matematiky, v ktorych bola tato tematika spracovana,
boli gymnazialne ucebnice aritmetiky od Bohumila Bydzovského a geometrie
od Jana Vojtécha z rokov 1911 — 1912. Odusevnenie pre tato koncepciu
pomaly doznievalo v prvej polovici dvadsiatych rokov. V celom dalsom dlhom
obdobi az do sedemdesiatych rokov sa grupy geometrickych transformécii zo
stredoskolskych uéebnic vytratili. (Tento fakt vobec nie je prekvapujici, ked
sa vezme do Uvahy, Ze abstraktnd tedria grip sa u nas dostala do osnov
vysokoskolskej algebry aZ v druhej polovici piitdesiatych rokov.)

Druhé obdobie rozkvetu zazila tedria grip geometrickych transformacii
v druhej polovici Sestdesiatych rokov a v sedemdesiatych rokoch, ked pod
vplyvom francizskej Strukturalistickej Skoly a najmé jej vediicej osobnosti
— Jeana Dieudonného — vlna nadSenia a oduSevnenia pre Strukturalisticka
matematiku zachvéatila rozhodujice pedagogické kruhy v matematike temer vo
v8etkych eurépskych krajinach. V niektorych z nich (napr. v byvalom ZSSR)
sa Strukturalisticka koncepcia s explicitne uvedenym pojmom grupy presadila
uz do uéebnic zdkladnych $kél. Vysledok nemohol byt iny, nez aky ocakévali
skeptici a realisti — formélne vedomosti a minimum uZitoénych praktickych
zrucnosti. V sacCasnosti sa grupova koncepcia geometrickych transformaécii
v stredoskolskej geometrii neobjavuje. Nebolo by vSak na mieste likvidovat
akykolvek naznak grupového pohladu na geometrické transformécie v tilohach
tykajucich sa ich skladania, rozkladu, inverznych transformacii a pod. Nema
vSak v stredoskolskom ucive miesto samotucelny formalizmus s pripadnym
explicitnym grupovym aparatom a exaktnou terminoldgiou. V porovnani
s mnohymi zahrani¢nymi ucéebnicami pomerne vyvazenu realiziciu grupovej
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koncepcie v geometrii — okrem urcitej poplatnosti formalizmu v oznacovani —
predstavuje ucebnica planimetrie pre gymnazid od autorov Hejného, Hanulu
a Dekréta zo sedemdesiatych rokov (Hejny-Hanula-Dekrét: Matematika pre
gymndzid 4, SPN, Bratislava, 1978).

Ambientnym priestorom geometrie v obsahu matematiky na zakladnych
a strednych vSeobecnovzdelavacich i strednych odbornych skolach je readlny eu-
klidovsky priestor s grupou zhodnostnych zobrazeni a grupou podobnostnych
zobrazeni. Struktira tohto priestoru sa postupne buduje od 1. stupiia zéklad-
nej skoly po najvyssie ro¢niky gymnazii a v koncepcii realizovanej v sti¢asnosti
nedospieva k poznaniu moznosti axiomatickej vystavby. Zobrazenia sa expli-
citne zaéinaju vyucovat na 2. stupni zékladnej skoly a podla sti¢asnych osnov
strukturdlne hladisko v ich vyucébe celkom absentuje. Poudenie absolventov
gymnazia o geometrickych transforméacidach zostava ohrani¢ené obzorom Struk-
tary, ktort Klein nazval hlavnou grupou, ¢o je grupa podobnostnych zobra-
zeni euklidovského priestoru s vyznacenou podgrupou zhodnostnych zobrazeni.
(Akokolvek bol Klein genidlny matematik, v pojme hlavnej grupy sa odraza
nedozretost a nedonosenost aplikicie idey striktnej klasifikdcie grup geome-
trickych transformécii. V dalSsom vyvoji sa klasifikicia sprecizovala a pojem
hlavnej grupy bol prekonany.) Zial, aj mnohi uéitelia matematiky na zdklad-
nych a strednych $koldch dlhorofnou praxou ustrnd na tejto drovni, ked nie
vzdy aj vysokd Skola im dala dostatoény teoreticky nadhlad nad tymto udi-
vom. V najlepSom pripade sa celej populécii Studentov ucitelstva matematiky
na uéitelskych fakultach na Slovensku dostane ako vrchol vzdeldvania v geomet-
rii poucenie o axiomatickej vystavbe redlneho n-rozmerného afinného priestoru,
ktoré sa zakratko redukuje na analyticky model. Specializiciou tohto modelu
sa po zavedeni skalarneho nasobenia v bazovom vektorovom priestore precha-
dza priamo k metrickému euklidovskému priestoru bez nalezitého studia med-
zistupnia medzi afinnym a metrickym priestorom, a to priestoru ekviformného
(podobnostného), v ktorom je definovana velkost uhla, nie v8ak vzdialenost bo-
dov. V dalSej vjucbe geometrie sa nélezitd pozornost venuje Studiu afinnych,
podobnostnych a zhodnostnych transformacii. Tejto koncepcii geometrického
vzdelavania budicich uéitelov matematiky s ohladom na ¢asové dispozicie sotva
mozno nieco seriézne vydéitat, hddam len uréiti disproporciu medzi rozsahom
vyucovania analytickou a syntetickou metédou v neprospech metédy syntetic-
kej. Kameniom trazu a zdrojom castych studijnych netspechov byva pri tejto
koncepcii nahly zvrat didaktickej metddy: Student, ktory bol ako ziak zdklad-
nej a strednej skoly zvyknuty na induktivne postupy od prvkov k celku, od
prikladov k zovSeobecneniam, od konkrétneho k abstraktnému, je naraz kon-
frontovany s vysoko abstraktnym pojmom, od ktorého sa len technicky znacne
komplikovanymi Specializaciami deduktivne dopractuva ku konkrétnejsim a bliz-
Sie znamym objektom. Toto si vSak prekonatelné tazkosti, nevymykajice sa
¢ase vyrovna. Co chyba nasmu systému vysokoskolského vzdelavania uéitelov
matematiky, je absencia logického zaviSenia prvej zdkladnej linie zovSeobec-
novania geometrickych priestorov v pojme projektivneho priestoru. Najmenej
sedem-osem desatro¢i — naposledy v medzivojnovom obdobi — sa tento pojem
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budiicim uditelom matematiky prezentoval v predmete projektivna geometria,
predndsanom syntetickou metédou. Nemozno, samozrejme, z akychsi nostalgic-
kych sentimentov horlit za jeho znovuzavedenie do uéebného plénu uéitelského
stadia matematiky. Obsah Skolskej matematiky na prelome 20. a 21. storocia
sa znacne lisi od obsahu skolskej matematiky nielen medzivojnovej doby, ale
aj od obsahu spred tridsiatich-Styridsiatich rokov. Postavenie matematiky a jej
aplikacii, praktické pouzivanie a rastici vyznam coraz dokonalejsej pocitaco-
vej techniky nutia k adekvatnym zmenam aj v ucebnych planoch a osnovéch
vysokoskolskej pripravy ucitelov matematiky. Casova dispozicia magisterského
gtadia, ktorého trvanie nemozno z mnohorakych pri¢in netimerne predlzovat,
neumoziuje zaradit do uéebnych planov vSetky predmety, ktorych pritomnost
vo vzdeldvacich programoch uéitelov je ziadica, ¢i priam nevyhnutné pre pri-
meranu kvalifikaéna aroven uéitelov. Ukazuje sa ¢oraz jasnejsie potreba zaviest
do stabilizovaného, premysleného a starostlivo skoncipovaného systému post-
promocného a celoZivotného vzdeldvania ucitelov stadium predmetov nielen
rozsirujuceho, ale aj dopliujiceho vzdelania ucitelov o poznanie novych disci-
plin, kli¢ovych z hladiska odborného profilu. O mieste projektivnej geometrie
v teoretickej zakladni pocitacovej geometrie a pocitacovej grafiky sa dnes uz
nediskutuje; jej potreba je nesporna. Rovnako nepochybné je — hoci to mo-
mentélne nie vSetci kompetentni uznavaju — aj v sustave zakladnych teoretic-
kych predmetov ucitelského vzdeldvania. A kedze sa do magisterského kurzu
nevmesti, treba ju zaradit do postpromocéného vzdelavania.

Pre nadhlad ucitela matematiky nad uc¢ivom geometrie zakladnej a strednej
skoly je dolezité osvojit si Kleinov princip klasifikicie geometrii a obozndmit
sa s jeho realizdciou vo forme zékladného refazca geometrickych priestorov
a ich charakteristickych griap. Absolventovi vysokej Skoly s nélezitou uroviiou
abstraktného myslenia mozno predostriet tematiku v primeranej abstraktnosti
a exaktnosti. Presnost a efektivita vyzaduji pouZitie analytickej metddy; syn-
teticky vyklad v n-rozmernom priestore pre m > 3 nemé ani ndzornost ani
prehladnost. Didaktickou prekdzkou pri analytickom zavadzani projektivneho
priestoru byvaju homogénne suradnice a hlavne ich pocet. Zafixované navyky
z pouzivania nehomogénnych stradnic st ¢asto bariérou na ceste k zovSeobec-
neniu. Okrem stimulujtcej motivécie (obr. 1) tu treba polozit doraz na ovladnu-
tie algoritmov, ktoré nasledne napoméha aj logickému osvojeniu pojmov a ich
zautomatizovanému pouzivaniu.

/’UI/,}U‘» 3 ’u\

Obr. 1a, b

U,
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Stadium vlastnosti projektivnych zobrazeni (t.j. koline4cii) priestoru treba
podporovat grafickymi prostriedkami, ktorych nézornost méa nezastupitelna
tlohu. Prave jednoduchost zdkladnej operacie — projektivneho zobrazenia
(obr. 2), zalozeného vyluéne na relécii incidencie, a $irka teoretickych vysledkov
z neho odvoditelnych byva faktorom, ktorym sa spravidla natrvalo ziska zaujem
studujticeho o projektivnu geometriu.

2o (ABCD)= (AB'C'D)

Obr. 2a, b

Pre adeptov, ktori obvykle v tomto $tadiu poznania projektivnej geometrie
prejavia snahu a vytrvalost v prenikani k jej zadkladom, byva fascinujicim z&-
zitkom, ako z pojmu harmonického dvojpomeru, zalozeného trividlne na in-
cidencii (obr. 3), mozno vybudovat uceleny systém geometrie s usporiadanim
a spojitostou, zahriiujici v sebe potencialitu vybudovania takych tedrii, ako
je metrika, tedria kuzeloseciek, koordinatizécia atd. Jednoduchym désledkom
v tejto koncepcii je aj zistenie invariantnosti dvojpomeru vzhladom na projek-
tivne transformaécie. Negativnou ¢rtou tejto — syntetickej — koncepcie budovania
zékladov projektivnej geometrie je jej zdlhavost, ktord méze odradif od projek-
tivnej geometrie aj vaznych zaujemcov o jej Studium. Z ¢asovych a metodickych
dovodov je ucelnejsie opierat sa o analytickti metddu, ktorej hlavnym nedostat-
kom je nenazornost, vedie vSak podstatne rychlejsie ku klucéovym vysledkom,
ktoré st vychodiskovym bodom dalSieho rozvijania tedrie aj zdkladom klasifi-
kacie. Takéto najvyznamnejsie vysledky st v projektivnom priestore tri:
1. Vsetky projektivne transformécie vzhladom na operaciu skladania
zobrazeni tvoria nekomutativnu grupu.
2. Projektivny priestor nemé vzhladom na tato grupu invariantné Ziadne
bodové podmnoziny. Jedinou incidentnostnou invariantnou relaciou je
kolinearnost bodov.

3. Jedinym ¢iselnym invariantom projektivneho priestoru vzhladom na
grupu projektivnych transformécii je dvojpomer.
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(PQUV)=-1

Obr. 3

Vychadzajuc z projektivneho priestoru sa afinny priestor a afinnd grupa
dostant ako prirodzené Specializacie projektivneho priestoru a projektivnej
grupy:

1. Vyznac¢i sa pevna nadrovina projektivneho priestoru a ukaze sa, ze
podmnozina vsetkych projektivnych transformécii, v ktorych je nadrovina
invariantnd, tvori grupu. To je afinnd podgrupa projektivnej grupy vzhladom
na zvolent nadrovinu. Doplnok tejto nadroviny v projektivhom priestore je
afinny priestor, ktorého charakteristickou grupou operacii je uvedena afinna
grupa. Afinny priestor a afinné grupa ziskané uvedenou Specializaciou stracaju
charakter vyluénosti a stavaju sa relativizovanymi objektmi, zavislymi od volby
nadroviny projektivneho priestoru. Metodickou vyhodou tejto konstrukcie je
moznost pouzivat podla potreby a okolnosti vyznacent nadrovinu a jej prvky.

2. Vyznacend nadrovina indukuje v afinnom priestore nova relaciu —
rovnobeznost (obr. 4a): ¢iastocne rovnobeznymi, resp. totdlne rovnobeznymi st
podpriestory afinného priestoru, ktorych projektivne uzavery maju spolo¢ny
podpriestor, resp. spolo¢ny podpriestor maximalneho mozného rozmeru vo
vyznacenej nadrovine.

(4BCD,.) = (ABC)

Obr. 4a, b

Invariantnou mnoZinou projektivneho priestoru vzhladom na grupu afinnych
transformécii je vyznacena nadrovina. Invariantna mnozina afinného priestoru
vzhladom na grupu afinnych transformécii je prazdna.
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Incidentnostnym invariantom afinného priestoru — samozrejme, okrem koli-
nearnosti — je relacia rovnobezZnosti.

3. Ciselnym invariantom afinného priestoru vzhladom na grupu afinnjch
transformécii je (deliaci) pomer (obr. 4b). (Invariantnost dvojpomeru je
v afinnom priestore dosledkom invariantnosti pomeru.)

Klaéové postavenie z hladiska pojmovej a technickej nérocnosti v refazci
priestorov a ich charakteristickych grip méa ekviformny priestor a ekviformna
grupa. Ich objektivnu zloZitost a naro¢nost potvrdzuje aj fakt, Ze sa v ststave
kardinalnych pojmov geometrie objavili ako jedny z poslednych az v prvom de-
satro¢i 20. storodia. Spoéivaji na pojme uhla, ktory v axiomaticko-deduktivne;j
koncepcii aj v didaktickom systéme patri k najkomplikovanej$im pojmom geo-
metrie. V analytickom stvarneni problematiky sa nepracuje s uhlom, ale s jeho
velkostou v absolutnej, t.j. oblikovej miere. A tu sa ukazuje, Ze

1) vSeobecnost definicie uhla mozno dosiahnut len v komplexnej oblasti a
2) zavedenie velkosti uhla je ekvivalentné so zavedenim kolmosti priamok.
Pouzitie metdd projektivnej geometrie a analytického aparatu je na riesenie

oboch 1loh nielen vhodné, ale aj nevyhnutné. Realizacia sa deje v niekolkych
krokoch:

1. Definicia kolmosti dvoch osnov priamok v afinnom podpriestore projek-
tivneho priestoru spésobom analogickym s definiciou kolmosti dvoch vektorov
vo vektorovom priestore (obr. 5a).

Obr. ba, b

2. Definicia pravouhlej involtacie vo zviizku priamok a zistenie invariant-
nych priamok tejto involacie. Invariantné priamky — tzv. izotropické priamky
(obr. 5b) danej roviny v danom bode st vZdy imagindrne, teda aj v pripade
redlnej roviny (obr. 6a). Na tomto mieste je pre redlny priestor nevyhnutna
komplezifikdcia, t.j. doplnenie redlnych objektov imaginarnymi, a zaroven sa
potvrdzuje nevyhnutnost analytickej metddy.

3. Pre lubovolné dve priamky zviizku priamok sa definuje ich dvojpomer d
s dvojicou (jednozna¢ne uréenych) izotropickych priamok zvézku (obr. 6b).
Dvojpomer d je projektivne invariantny.
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Obr. 6a, b

4. Velkost uhla ¢ dvoch priamok zviizku sa definuje formulou
1

(log znamend prirodzeny logaritmus). Této definicia velkosti uhla pochadzajica
od Laguerra je projektivne invariantna a v klasickej geometrii sa nazyva
projektivnou definiciou uhla. Na upresnenie treba dodat dve poznamky:

1. Definicia sa nevztahuje na lubovolné dve priamky projektivneho pries-
toru, ale len na priamky afinného priestoru s ortogonalitou.

2. Definicia nie je invariantnd vzhladom na grupu projektivnych trans-
formacii, ale len vzhladom na podgrupu grupy afinnych transformé&-
cii afinného priestoru s ortogonalitou, ktoré transformuja izotropické
priamky na izotropické (obr. 7b).

¥ k= tgB

k'=tga AZ

v

Obr. 7a, b

Posledne uvedend podgrupa je ekviformnd grupa a ekvivalencia zavedenia
kolmosti dvoch priamok a uhla (t.j. velkosti uhla) dvoch priamok je z bodov
1 —4 a dodatkov 1 — 2 zrejma.
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Dokaz, ze zUzenie definicie velkosti uhla na redlnu rovinu je totozné s defi-
niciou velkosti uhla v nej, je zdlezitost technickej rutiny (obr. 7a).

Didaktické komplikacie tejto koncepcie st zjavné: aj pri zvladnuti Standard-
nych metdd projektivnej geometrie v redlnej oblasti pri zavedeni imaginarnych
elementov zlyhava predchadzajica nazornost aj intuicia a nastupuje nevyhnut-
nost vyrovnat sa rydzo logickou a exaktnou cestou s novymi didaktickymi pre-
kézkami. Samozrejme, moznost modelovania komplexnych priestorov viacroz-
mernymi redlnymi priestormi tu stoji v tizadi k dispozicii, avSak zvladnutie
tychto technickych prostriedkov je samo osebe zlozitejSie a ¢asovo narocnejsie
nez prezentovany postup.

V tomto ¢lanku refazca vidim najviésiu fazkost na ceste ucitelov k nélezi-
tému epistemologicko-historicko-didaktickému nadhladu nad tematikou, ktora
je v programe zdkladnej a strednej Skoly realizovana ako ucivo o uhloch, po-
dobnosti a ich aplikacidch (goniometria, trigonometria).

Zvladnutie problematiky ekviformného priestoru a ekviformnej grupy ulah-
Cuje, automaticky vSak neuhlddza cestu k suverenite v tematike metrického
priestoru a izometrickijch transformécii. Hlavny problém vyvoléva okolnost, Ze
ekviformnd problematika nutila vyjst s koordinatizdciou do oblasti komplex-
nych cisel, ktora je v niektorych aspektoch pre tedériu metrickych priestorov ne-
vhodnd; napr. fakt, ze pole komplexnych ¢isel nie je linedrne usporiadané, zne-
moziiuje definovat vzdialenost dvoch bodov ako komplexné éislo, ak maji byt
vzdialenosti podla ,,velkosti“ porovnatelné. Tento problém je preklenuty jedno-
duchym dovtipnym obratom: vo vyraze pre vzdialenost dvoch bodov v readlnom
euklidovskom priestore sa Stvorec rozdielu stradnic nahradi st¢inom rozdielu
a zdruzeného komplexného ¢isla, ¢im sa odmocnovany vyraz stava nezapornym
redlnym ¢islom, a tym je vzdialenost dvoch bodov v komplexnom priestore
definovand kompatibilne s definiciou v priestore redlnom. (Ide, samozrejme,
o parabolicki hermitovski metriku komplexného priestoru, ktord sa v pripade
realneho priestoru zhoduje s metrikou euklidovskou.) Analogicky sa preformu-
luji aj podmienky ortogonality matic izometrickych transformécii. Jedina pod-
mienka, ktord potom odliSuje transforméacie ekviformné (t.j. podobnostné) od
transformécii izometrickych (t.j. zhodnostnych), t.j. rozdiel v module riadko-
vého vektora matice transformacii, umoziiuje chapat zhodnostné transformécie
ako $pecializacie transformécii podobnostnych a grupu izometrii ako podgrupu
ekviformnej grupy.

Stéla pritomnost vyznacenej nadroviny projektivneho priestoru pri skiimani
priestoru afinného, ekviformného a metrického a pri skiimani ich charakteris-
tickych grap je nezrusitelnd. (Samozrejme, moZno pracovat s ekvivalentnym
modelom, ktorym je rozsireny afinny priestor.) Bez pritomnosti vyznadenej
nadroviny nemozno totiz definovat bodové invarianty jednotlivych griup — afin-
nej, ekviformnej a metrickej. V poslednych dvoch pripadoch je bodovym inva-
riantom griap geometrickych transformécii imaginarna nadkvadrika vyznacenej
roviny, nazyvand absolutom priestoru. Hlbsie pochopenie charakteru tejto nad-
kvadriky je bez zautomatizovaného ovlddania analytickej metédy a geometric-
kej interpretacie vysledkov pomocou nej ziskanych nemyslitelné.
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A tu niekde je zdroj pochybnosti, ¢i napriek zjavnej atraktivite a uzitocnosti
poznania uvedenej tematiky nebuda obavy z nadmernych technickych tazkosti
u mnohych ucitelov silnejSie nez pritazlivost a potreba témy. Mnohé zavisi
od navykov samostatnej prace s literatiirou uz pocas magisterského studia.
Nezastupitelnad je tloha vedicich semindrov a vedicich diplomovych prac
v osobnom kontakte so Studentmi pri tvorbe navykov takého pracovného stylu.
Napriek neuteSenej materidlnej situdcii v rezorte sSkolstva a progredujicej
pauperizacii ucitelského stavu u nds v porovnani s okolitymi krajinami je,
nastastie pre narod, este stale dost idealistov, ktor{ povysuji duchovné hodnoty
nad bezprostredny hmotny osoh v nadeji, Ze raz pride cas, ked objektivne
uzitoéna dusSevnd praca, akou uditelské posobenie nesporne je, zabezpedi
svojim nositelom ked uz nie blahobytnt, tak aspoii slusnti a ¢loveka dostojnil
existenciu. K nej patri aj Sanca a podmienky na vzdeldvanie. Ak v nom
bude aktivna a ispesnd aspoil takd cast naSich Ziakov a nasledovnikov, aké
bola v minulosti pre nase stredogkolské uditelstvo prizna¢nd, bude to morélne
zadostucdinenie nasim snaZeniam a zavan nadeje pre generdciu nasich vnukov.

LITERATURA

[1] Benz W., Geometrische Transformationen, Wissenschaftsverlag, Mannheim, Leipzig,
Wien, Ziirich, 1992, ISBN 3-411-15071-8.

[2] Cizmar J., Grupy geometrickych transformdcii, ALFA, Bratislava, 1984.
[3] Hlavaty V., Projektivni geometrie II, Melantrich, Praha, 1945.
[4] Klein F., Das Erlangen Programm, Geest und Portig K.-G., Leipzig, 1974.

[5] Cizmar J., Grupy geometrickych transformdcii (125 rokov Erlangenského programu),
In: Proceedings of Seminars on Computational Geometry. SCG’ 97, Kocovce 1997; STU,
Bratislava, 1997.



