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ERLANGENSKY PROGRAM

DaANA TRKOVSKA

Erlangensky program predstavuje vyznamny meznik ve vyvoji geometrie
19. stoleti, nebot na dlouhou dobu zdsadné ovlivnil dalsi rozvoj matematiky.
Tento nazev dostala slavna pfednaska Felixe Kleina Vergleichende Betrachtun-
gen tber neuere geometrische Forschungen [Srovnévaci Gvahy o novéjsich geo-
metrickych baddénich]. F. Klein jeji text predlozil v ¥ijnu roku 1872 na univerzité
v Erlangen u prilezitosti svého jmenovani fadnym profesorem. Tato prednaska,
v niz byl vyloZen vyznam pojmu grupa pro klasifikaci riznych geometrii, vy-
Sla také jako samostatna brozura. Postupné byla prelozena do nékolika jazyki.
Vénujme se vsak nejprve autorovi Erlangenského programu.

Felix Klein

Felix Klein se narodil 25. dubna 1849 v Diisseldorfu (Prusko). Absolvoval
zde gymnéazium a poté odesSel studovat matematiku a fyziku na univerzitu
v Bonnu. Jiz béhem studii (v roce 1866) ziskal misto laboratorniho asistenta
u Julia Pliickera (1801-1868), ktery se zabyval teoretickou matematikou
a experimentalni fyzikou. Pod jeho vedenim sepsal disertacni praci Uber
die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen
Linien-Koordinaten auf eine kanonische Form [O transformaci obecné rovnice
druhého stupné v piimkovych soufadnicich na kanonicky tvar|, kterd byla
vénovana geometrii pfimky a jejim aplikacim v mechanice, a roku 1868 ziskal na
univerzité v Bonnu doktorat. Behem nésledujicich dvou let postupné navstivil
matematickd pracovisté v Berling, v Pafizi a v Gottingen. V roce 1870 zacal
v PaFizi spolupracovat s norskym matematikem Sophusem Lie (1842-1899),
s nimz se seznamil nedlouho pfedtim v Berliné. S. Lie se tehdy teprve krétce
zabyval matematikou, pravé on ma vsak nezanedbatelny podil na Kleinovych
pozdéjsich vysledcich, nebot ho pfivedl k myslence propojeni geometrie a teorie
grup. Tato idea sehréla velkou roli v Kleinové pozdéjsi praci. F. Klein a S. Lie
zacinali v té dobé chapat zasadni vyznam teorie grup, a proto si oblast
matematiky, kterd je zajimala, ,rozdélili“ na dvé c¢asti; F. Klein se sousttedil
na nespojité a S. Lie na spojité grupy. V Pafizi se F. Klein stykal také
s francouzskymi matematiky, zejména s Camillem Jordanem (1838-1922),
profesorem na Ecole Polytechnique, a studoval jejich prace.

V éervenci 1870 proslovil prusky kanclét Otto von Bismarck (1815-1898)
ato¢nou fe¢ proti francouzské vladé, Francie vyhlésila 19. ¢ervence Prusku
valku a F. Klein se rozhodl Pariz opustit. Kratce slouzil v armadé jako zdra-
votnik, pocatkem roku 1871 se vSak habilitoval a zacal prednaset na univerzité
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v Gottingen. Pravé tehdy ucinil své vyznamné objevy, které se tykaly zejména
geometrie. V roce 1872 byl ve véku pouhych 23 let jmenovan fadnym profesorem
filozofické fakulty univerzity v Erlangen (Bavorsko). Pfednésel zde vSak pouze
do roku 1875, kdy mu bylo nabidnuto misto na Technische Hochschule v Mni-
chové. Zatimco v Erlangen mél jen velmi malo studentti, v Mnichové prednésel
velkému poctu posluchacti, mezi nimiz bylo i nékolik budoucich vyznamnych
matematiktl. V roce 1875 se Felix Klein ozenil s Annou Hegelovou (1851-1927),
vnuckou vyznamného némeckého filozofa Georga Wilhelma Friedricha Hegela
(1770-1831). Po pétiletém ptisobeni na Technische Hochschule pfesidlil F. Klein
do Lipska, kde pracoval v letech 1880 az 1886. Chtél zde vybudovat skolu Ri-
emannovy geometrie a teorie funkci. Na podzim roku 1882 se vsak zhroutil
a zacal propadat tézkym depresim. Jeho kariéra $pickového matematika tim
skondila. Roku 1886 se vratil na univerzitu v Gottingen (na jeho misto v Lip-
sku pfiSel S. Lie), kde ztistal az do roku 1913. Spektrum jeho pfednasek bylo
siroké; prednasel fadu partii matematiky a fyziky, napf. teoretickou mechaniku
nebo teorii potencidlu. V roce 1913 ze zdravotnich ddvodd univerzitu opus-
til, béhem prvni svétové valky se vénoval soukromé vyuce matematiky. Zemvel
22. Cervna 1925 v Gottingen.

Kleinovy zasluhy v matematice, zejména v geometrii, jsou vSestranné. Na
univerzité v Gottingen vybudoval matematické stredisko sv€tové trovneé, které
se pod jeho vedenim stalo vyznamnym centrem matematického badani. Pficha-
zeli sem mladi lidé z celého svéta a studovali specidlni matematické otazky. Zii-
dil zde matematickou knihovnu a ¢itarnu, zavedl pravidelna tydenni diskusni
zasedani. Kromé geometrie a teorie grup se hloubéji vénoval i algebraickym
rovnicim a teorii funkci; z téchto oblasti publikoval na sedmdesat praci. V roce
1876 prevzal vedeni ¢asopisu Mathematische Annalen, ktery roku 1868 zalozili
Alfred Clebsch (1833-1872) a Carl Gottfried Neumann (1832-1925), a piispél
ke zvysSeni jeho urovné. Tento Casopis se specializoval pfedevsim na problémy
komplexni analyzy, otazky algebraické geometrie a teorie invariant. Pravé pod
Kleinovym vedenim zacaly Mathematische Annalen konkurovat vyznamnému
Crelleovu casopisu Journal fir die reine und angewandte Mathematik vydava-
nému berlinskymi matematiky, ktery meél v té dobé za sebou jiz témér padesati-
letou tspésnou historii. Na vice nez Sedesat let se Mathematische Annalen staly
jednim z nejvyznamnéjsich matematickych casopisii. V roce 1885 byl F. Klein
pfijat do londynské Kralovské spolecnosti, roku 1913 se stal ¢lenem Berlinské
akademie véd. Ke konci své kariéry se zacal zajimat i o vyuku matematiky na
némeckych skolach, snazil se o jeji modernizaci. Prosadil, aby se na stfednich
gkolach vyucovaly zaklady teorie funkci a zaklady diferencidlniho a integrélniho
poctu (tzv. Kleinsche Reform). Roku 1908 byl Felix Klein na Mezindrodnim
kongresu matematik? v Rimé jmenovan piedsedou Mezinarodni komise pro vy-
ucovani matematice. Pod jeho vedenim bylo vydano nékolik publikaci o vyuce
matematiky na vSech stupnich Skol. F. Klein se také aktivné podilel na vy-
davani mnohasvazkové Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften mit
Einschluf ihrer Anwendungen, sdm vydal ¢tyfi svazky vénované mechanice.
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Zakladni myslenka klasifikace geometrii

V nasledujicich tfech odstavcich nastinime v elementarni podobé hlavni
myslenku Kleinova pfistupu ke klasifikaci riznych geometrii.

Elementarni eukleidovskd geometrie studuje ty vlastnosti geometrickych
Utvart, které zustavaji zachovany pfi jejich ,pohybech®. Vétsinou takto ho-
vofime o pfimych nebo nepiimjch shodnostech. Rikdme, Ze ttvary A a B jsou
shodné, je-li moZno utvar A premistit tak, aby splynul s atvarem B. Misto libo-
volnych ,pohybi“ (shodnosti) se v8ak mtiZzeme omezit napf. pouze na vSechna
posunuti nebo pouze na vSechny rotace kolem pevné zvoleného bodu apod., tj.
na mnozinu néjakych transformaci.

Necht M je né&jakd mnozina transformaci (roviny, prostoru). Utvary A
a B (v roving, prostoru) pokldddme za .ekvivalentni“ (vzhledem k M),
existuje-li v mnoziné M transformace f, kterd utvar A prevadi na utvar B,
tj. plati f(A) = B. Pfitom pozadujeme, aby uvedend relace mezi utvary
byla opravdu ekvivalenci, tj. aby byla reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Odtud ihned vyplyva, ze mnozina M musi byt uzaviena vzhledem ke skladani
transformaci (plyne z tranzitivity), musi obsahovat identickou transformaci
(plyne z reflexivity) a s kazdou transformaci musi obsahovat také transformaci
k nf inverzni (plyne ze symetrie). Mnozina M spolu s operaci sklddani je tedy
grupou.

Kazda grupa transformaci tedy definuje urcitou ekvivalenci geometrickych
atvart. Volbou rtznych grup transformaci tak ziskdvame rtzné geometrie:
volime-li klasické ,pohyby“ (shodnosti), dostdvame eukleidovskou geometrii,
afinni transformace vedou ke geometrii afinni apod.

Grupy

Je tfeba zdlraznit, ze v sedmdeséatych letech 19. stoleti jiz teorie grup jako
matematickd disciplina existovala (rodila se pfiblizné na pfelomu dvacéatych
a tFicatych let 19. stoleti), nikoliv vSak ve své dnesni podobé.

Pojem grupy se v matematice objevil v souvislosti se studiem fesitelnosti
algebraickych rovnic vyssich stupiiti, jednalo se o tzv. Fesitelnost v radikdlech.!
Pri téchto badéanich zac¢inali matematici ¢im dal tim vice pracovat s grupami
permutaci.

V letech 1770 az 1771 sepsal vyznamnou praci o algebraickych rovnicich
Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Jeho spis Réflexions sur la résolution
algébrique des équations [Uvahy o algebraickém feseni rovnic] se stal velkou
inspiraci pro mnoho dalsich matematikt. J. L. Lagrange se v ném zabyva
zékladni otazkou, pro¢ metody, které vedou k feSeni algebraickych rovnic
stupné nejvyse ¢tvrtého, zistavaji pro rovnice vyssich stupnt neispésné. Tato

L O fesitelnosti algebraické rovnice v radikilech hovofime, pokud je moZno jeji koteny
vyjadrit vzorcem, v némz jsou pouzity pouze koeficienty dané rovnice a operace séitani,
odcitani, nasobeni, déleni a odmocnovani. Poznamenejme jesté, ze slovo radikdl je tradi¢nim
terminem pro odmocninu.
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otézka ho vede ke studiu racionalnich funkci kofent rovnic a jejich chovani pfi
permutaci korenti.

Roku 1799 uvefejnil italsky matematik Paolo Ruffini (1765-1822) pojednéni
Teoria generale delle equazioni, in cui si dimostra impossibile la soluzione
algebraica delle equazioni generale di grado superiore al quarto [Obecné teorie
rovnic, v niz je dokédzana nemoznost algebraického feSeni obecné rovnice stupné
vét§iho nez ¢tyfi] obsahujici ,dikaz“ nefeSitelnosti algebraické rovnice stupné
vyssiho nez ¢tvrtého v radikalech. Tento Ruffiniho ,dikaz* vSak nebyl uznan
jako tplny, nebot je zaloZen na hypotéze, Ze radikdly 1ze vyjadiit jako raciondlni
funkce kofenti rovnice.

Uplny diikaz nefesitelnosti obecné algebraické rovnice stupné vyssiho nez
¢tvrtého v radikdlech podal jako prvni norsky matematik Niels Henrik Abel
(1802-1829). V roce 1824 na vlastni néklady vydal spis Mémoire sur les
équations algébriques, ou l’on démontre limpossibilité de la résolution de
léquation générale du cinquiéme degré [Pojednéni o algebraickych rovnicich
s dtikazem nefesitelnosti obecné rovnice patého stupné|, v némz byl jeho dtikaz
poprvé prezentovan. Kdyz zacal v roce 1826 A. L. Crelle (1780-1855) vydévat
Casopis Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, uvetfejnil v prvnim
ro¢niku také nékolik Abelovych praci; jednou z nich byl ¢lanek Beweis der
Unmdglichkeit, algebraische Gleichungen von hoheren Graden, als dem vierten,
allgemein aufzulésen [Dikaz obecné nefeSitelnosti algebraické rovnice stupné
vyssiho nez ¢tvrtého] obsahujici novou, propracovanéjsi verzi stejného dikazu.
N. H. Abel ve svém dikazu implicitné pouzil teorii grup a nékteré vysledky
J. L. Lagrange a A. L. Cauchyho (1789-1857) tykajici se po¢tu hodnot, kterych
miuze funkce n proménnych nabyvat pfi jejich permutaci.

Dva mésice pied smrti publikoval N. H. Abel v Crelleové ¢asopisu ¢lanek
Mémoire sur une classe particuliére d’équations résolubles algébriquement [Po-
jednéni o zvlastni t¥idé rovnic Fesitelnych algebraicky]. Tento ¢lanek pojednéva
o specialni tfidé rovnic vSech stupnt, které jsou fesitelné v radikalech, a je
v ném mimo jiné dokazano nasledujici obecné tvrzeni:

Jestlize vsechny koreny néjaké rovnice lze vyjddrit jako raciondlni funkce
jednoho z mich, reknéme x, a pokud libovolné dva koreny 01x a 02z, kde 61 a 0
jsou raciondlni funkce, spliiuji podminku 0105 = 02012, potom je uvaZovand
rovnice resitelnd v radikdlech.

Uvedené Abelovo tvrzeni je pfitom specidlnim pfipadem hlavniho vysledku tzv.
Galoisovy teorie. O ni bude fe¢ v nasledujicim odstavci.

Studiem fesSitelnosti algebraickych rovnic v radikalech se na pfelomu dvaca-
tych a tficatych let 19. stoleti intenzivné zabyval také Evariste Galois (1811-
1832). Jako prvni pouzil v roce 1830 termin grupa (v originale groupe), a to
nejprve ve smyslu mnozina. P¥i studiu fesitelnosti obecné algebraické rovnice
v radikalech nasel ur¢itou podminku tykajici se ,substituci na permutacich®;
permutaci pfitom rozumi poradi kofend a substituci chape jako vzajemné
jednozna¢né zobrazeni mnoziny kofentd. Substituce rozdélil do ,grup“ a odhalil
jejich uzavienost (slozeni dvou substituci je opét substituce). Kazdé rovnici
potom prifadil grupu permutaci. Déle se zabyval rozkladem grupy na pravé
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a levé tiidy podle podgrupy a uvazoval pfipad, kdy se oba rozklady shoduji,
tj. pripad, kdy je uvazovana podgrupa norméalni. Poté rozvinul obecnou teorii
(dnes nazyvanou Galoisovou), kterd umoziiuje podle struktury tzv. Galoisovy
grupy? dané rovnice rozhodnout o jeji fesitelnosti v radikalech. Plati nasledujici
tvrzeni:

Rownice f(x) =0, kde f je polynom nad télesem K, je tesitelnd v radikdlech
pravé tehdy, kdyz je jeji Galoisova grupa G 7tesitelnd, tj. prdavé tehdy, kdyz
ezistuje posloupnost podgrup G O Hy D Hs O ... D H,, = E takovd, Ze
kazdd grupa Hy je normdlni podgrupou grupy Hy_1 a vSechny faktorové grupy
Hy,_1/Hy, jsou Abelovy.

Pro ireducibilni rovnice prvociselného stupné dokéazal E. Galois nasledujici
tvrzeni:

Ireducibilni rovnice f(x) = 0, jejimZ stupném je néjaké prvocislo n, je
resitelnd v radikdalech prdvé tehdy, kdyz kazZdd substituce grupy G prevddi koren
) do T pomoci ndsledujict linedrni transformace indexu k: k' = ak + b
(mod n).

Protoze Galoisova grupa obecné rovnice 5. stupné vyse uvedenou podminku
nespliiuje, vyplyva odtud, Ze tato rovnice neni fesitelnd v radikalech.

E. Galois své vysledky publikoval utrzkovité v letech 1830 az 1832; jeho
rukopis Mémoire sur la résolution algébrique des équations [Pojednéni o algeb-
raickém FeSeni rovnic] vydal az v roce 1846 J. Liouville (1809-1882) v ¢asopise
Journal de mathématiques pures et appliquées.

Grupami permutaci se zabyval také Augustin Louis Cauchy. V ¢lancich uve-
fejnénych v letech 1844 az 1846 dokazal fadu poznatkt o grupach substituci,
které jsou podgrupami symetrické grupy. Zduraznil také rozdil mezi permuta-
cemi a substitucemi; permutaci predstavuje libovolné poradi n proménnych,
substituce je pfechod od jedné permutace k jiné.? Pozdéji se ,substituce* ve
vyznamu, v jakém je pouzivali A. L. Cauchy a E. Galois, zacaly nazyvat na-
opak ,permutacemi“, coz lépe vystihovalo pivodni vyznam latinského slova
permutare (zaménovat, vyménovat).

V padesatych a sedesatych letech 19. stoleti, po uvefejnéni Galoisovych
a Cauchyovych vysledkt, zacal prudky a systematicky rozvoj teorie grup.
Arthur Cayley (1821-1895) zavedl v roce 1854 pojem grupy a jako prvni podal
pomérné moderni definici tohoto pojmu. V praci On the theory of groups, as
depending on the symbolic equation ©®™ = 1 [O teorii grup v souvislosti se
symbolickou rovnici ©" = 1], jejiz tii ¢asti byly postupné vydany v letech 1854,
1854 a 1859, definuje grupu jako abstraktni mnozinu symboli s asociativni
operaci, kterd obsahuje identicky prvek a rovnice axr = b a ya = b maji
v dané mnoziné jednoznacnd feseni pro kazda a a b. Dale uvadi moznost
definovat grupu tabulkou pro nasobeni jejich prvkt (tzv. Cayleyho tabulka)

2 Galoisova grupa rovnice f(x) = 0, kde f je polynom nad télesem K, je grupa vsech
automorfismu rozkladového nadtélesa polynomu f, které jsou identické na K.

3 Jak jsme jiz poznamenali, E. Galois pouzival stejnou terminologii, aviak nep#ilis
dusledné.
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a zkoumad zptusoby jejiho zadévani pomoci generatori. Poznamenava pritom,
ze prvky grupy mohou byt libovolné objekty. Kromé pojmu grupy zavadi v této
praci fadu dalsich zdkladnich pojmu abstraktni teorie; objevuje se zde napf.
pojem izomorfismu. Cayleyho vysledktim nebyla zpocatku vénovana pfrilis velka
pozornost, pozdéji se vSak staly vyznamnymi zejména pro svou exaktni definici
grupy a objevily se prakticky ve vSech ucebnicich.

Zasadni vyznam pro dalsi rozvoj teorie grup mélo dilo Camilla Jordana.
Roku 1870 vysel v Pafizi jeho spis Traité des substitutions et des équations
algébriques [Traktat o substitucich a algebraickych rovnicich] obsahujici mimo
jiné prvni systematicky vyklad Galoisovy teorie feSitelnosti rovnic, ktery je
dtisledné vybudovan na teorii grup permutaci. Tato prace dale obsahuje
podrobné shrnuti vSech dosavadnich vysledkti teorie grup véetné Jordanovych
vlastnich vysledkd. Vénuje se napft. zobrazeni jedné grupy na jinou nebo na
sebe samu. Poprvé se zde objevuje termin homomorfismus, ovSem ve vyznamu
surjektivniho homomorfismu, tj. epimorfismu.

Koncem dubna 1870 pfijel na studijni pobyt do Pafize Felix Klein a spolu se
Sophusem Lie se z Jordanovy knihy Traité des substitutions seznamili s teorii
grup permutaci. Oba pak studiu grup vénovali velkou pozornost a prenesli
pojem grupy do geometrie. Pravé toto Jordanovo dilo zasadnim zpisobem
ovlivnilo Kleintv pristup ke klasifikaci riznych geometrii, dalo mu do rukou
rozhodujici algebraicky aparat k vypracovani Erlangenského programu.

F. Klein ve své tehdejsi praci vyuzil nejen nejnovéjsi poznatky teorie grup,
ale také nékteré podnéty teorie invarianti. Klasickd teorie invariantt vznikla
kolem roku 1850 v Anglii. Mezi nejvyznamnéjsi matematiky zabyvajici se teorii
invariant patfil jiz zminény Arthur Cayley a James Joseph Sylvester (1814—
1897), ktery vymyslel fadu pojmi a termind této teorie, véetné zakladniho
terminu invariant.

Pro Kleintv Erlangensky program se podnétnou inspiraci stal Cayleyho
spis A sizth memoir upon quantics [Sesté pojednani o kvantikich] z roku
1859, v némz bylo ukazano, jak chapat metrické vlastnosti geometrickych ob-
jekti z pohledu teorie invarianti. Zakladni Cayleyho myslenka spociva v tom,
ze vlastnosti geometrickych atvart, které jsou invariantni vici geometrickym
transformacim, se musi projevit také analyticky ve formé algebraickych invari-
antt kvantik?*, které danym geometrickym ttvartim odpovidaji.

Geometrie
V nasledujicich odstavcich uvedeme stru¢ny prehled vyvoje geometrie az do

vzniku Erlangenského programu.

Pocatky geometrie jsou spojeny se zemémérictvim, vytycovanim staveb a vy-
uzivanim geometrickych tvard, vzord a ornamentd. Ve starém Egypté a Mezo-
potamii se geometrie rozviji v souvislosti s feSenim praktickych problém, které

4 Pod pojmem kvantika (v originale quantic) A. Cayley rozumi v dnesni terminologii
formu, tj. homogenni polynom n-tého stupné v m neuréitych s konstantnimi koeficienty.
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postupné vedly k pocatktim teoretické geometrie. Vysokého stupné abstrakce
doséhlo studium geometrie v Recku v 6. az 4. stol. pf. n. 1. Kolem roku 300
pf. n. L. sepsal Eukleides z Alexandrie (asi 325-265 pf. n. 1.) vyznamné dilo
Zaklady (fecky Stoicheia, latinsky Elementa) obsahujici vétsinu tehdejsich ma-
tematickych vysledkt. Eukleidiv vyklad je zalozen na logické dedukci jednot-
livych matematickych vét z definic, postulati a axiomt. Geometrii obsazenou
v Zdkladech dnes oznacujeme jako klasickou eukleidovskou geometrii. Prakticky
az do konce 18. stoleti zlistavala tato geometrie predmétem studia celé fady
matematiki a byla jedinym, tehdy znamym, ,druhem“ geometrie.

V 17. stoleti dochéazi ke vzniku novych metod studia eukleidovské geometrie.
Roku 1637 vydal francouzsky matematik René Descartes (1596-1650) kratké
filozofické pojednani Discours de la méthode [Rozprava o metodé], v némz ob-
jasnuje svij racionalisticky pristup ke studiu pfirody. Jednim ze tii dodatkt
k této praci byla kniha La Géométrie [Geometrie], v niz autor rozviji obecnou
metodu propojujici algebru a geometrii. Pravé tato kniha prezentovala hlavni
myslenku analytické geometrie. Neobsahuje pfitom ani kartézské soutradnice,
ani rovnice primek, ackoliv jednotlivé rovnice 2. stupné jsou interpretovany jako
rovnice vyjadiujici kuzelosecku. Velka ¢ast knihy je vénovana teorii algebraic-
kych rovnic, mimo jiné je v ni obsazeno tzv. Descartovo pravidlo znamének.
Hlavni Descarttiv prinos vSak spocivd v tom, Ze na eukleidovskou geometrii
systematicky aplikoval algebru, v niz bylo v pfedchéazejicim stoleti dosazeno
vyznamnych vysledkti. Poznamenejme, ze k zakladni myslence analytické geo-
metrie dospél ve stejné dobé také francouzsky matematik Pierre de Fermat
(1601-1665). Jeho prace o tomto tématu vsak byla publikovdna se znaénym
zpozdénim a vyvoj matematiky témér neovlivnila.

V prvni poloviné 17. stoleti se rovnéz objevuji prvni myslenky projektivni
geometrie. Jejich autorem je francouzsky architekt Girard Desargues (1591
1661). Jeho spis Brouillon project d’une atteinte auzx événements des rencontres
d’un cone avec un plan [Pfedb&Zny nacrt pokusu o pochopeni jevi pfi
vzédjemném styku kuZele a roviny] z roku 1639 obsahuje nékteré zakladni
pojmy a myslenky projektivni geometrie, napf. ideu nevlastnich bodi. V roce
1648 uverejnil G. Desargues vétu o perspektivnich trojihelnicich. Ve své
dobé vsSak jeho dilo zustalo stranou zajmu. Jednak je zastinila pravé se
rozvijejici analytickd geometrie, jednak mohl byt prekdzkou jeho neobvykly
zpusob vyjadfovani. Ve své praci totiz pouzil kolem sedmdesati novych vyrazi,
z nichz vétsina byla pfevzata z botaniky a byla tézko srozumitelné. Jedinou
vyjimkou je pojem involuce, ktery se pouzivd dodnes. Vyznam myslenek,
s nimiz G. Desargues prisel, se v plném rozsahu projevil az v 19. stoleti.

Také koncem 18. stoleti a na pocatku 19. stoleti vznikaji a rozvijeji se
Monge (1746-1818). V letech 1768 az 1780 ptlisobil na vojenské akademii
v Mézieres, kde ho pfipravy prednasek o stavbé pevnosti ptivedly k rozvinuti
deskriptivni geometrie jako zvlastniho odvétvi geometrie. Mongeova hlavni idea
spocCivala v zobrazeni trojrozmérnych objektd pomoci vhodné projekce do
dvou rovin, vodorovné a svislé. Své prednasky uverejnil v roce 1799 v knize
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Géométrie descriptive [Deskriptivni geometrie]. G. Monge také jako jeden
z prvnich matematiktl zacal vyuzivat analytické metody pti studiu prostorovych
kfivek a ploch. Jeho prace o tomto tématu byly uvefejnény roku 1807 v knize
Application de l’analyse a la géométrie [Aplikace analyzy na geometrii], kterou
lze povazovat za prvni knihu o diferencidlni geometrii, i kdyz je pouzita forma
vykladu odlisné od dnesniho obvyklého pristupu.

V Mongeovych pracich lze nalézt kofeny tzv. syntetické i algebraické metody.
V pracich Mongeovych zakt se obé metody oddélily; syntetickd metoda
vedla k projektivni geometrii, algebraickd metoda se stala zakladem moderni
analyticke a algebraické geometrie. Hlavnimi predstaviteli algebraické geometrie
byli v Némecku A. F. Mébius (1790-1868) a J. Pliicker, ve Francii M. Chasles
(1793-1880) a v Anglii A. Cayley.

Jednim z Mongeovych zakt byl Jean Victor Poncelet (1788-1867), jenz je
povazovan za zakladatele projektivni geometrie. Ovlivnén Mongeovym analy-
tickym pristupem ke geometrii rozvinul novou geometrickou disciplinu, jejiz né-
které myslenky naznacil jiz dvé stoleti pred nim G. Desargues. Poncelettv spis
Traité des propriétés projectives des figures [Pojednani o projektivnich vlast-
nostech ttvart], ktery vysel roku 1822 v Pafizi, obsahl v8echny dilezité pojmy
tohoto nového odvétvi geometrie, jako napt. dvojpomér, perspektivitu a projek-
tivitu. Tato objemna kniha byla prvnim souhrnnym pojednénim o projektivni
geometrii, kterd se stala jiz béhem dalsiho desetileti ucelenou matematickou
teorii. Na Ponceletovy myslenky navazali zejména Svycarsky matematik Jacob
Steiner (1796-1863) a némecky matematik Karl Georg Christian von Staudt
(1798-1867).

Zatimco vSechny vyse uvedené druhy geometrie ,,pouze* vnaseji nové metody
do studia geometrie eukleidovské, rodi se na pocatku 19. stoleti zcela novy typ
geometrie, tzv. neeukleidovskd geometrie.

Otazka, zda paty Eukleidiv postulat o rovnobézkich je nezdvislym axio-
mem, nebo zda jej 1ze odvodit z ostatnich axiomt, zaméstnavala matematiky
vice nez dva tisice let. Néktefi z nich vypracovali rtizné ,dtkazy“ nezavislosti
patého postulatu, které vsak v néjaké skryté formé paty postulat vyuzivaly.
V 18. stoleti se nékolik matematikti pokouselo paty postulat dokazat sporem
a dospélo k nékterym myslenkdm geometrie neeukleidovské. Jmenujme ales-
pon italského matematika G. Saccheriho (1667-1733), svycarské matematiky
L. Bertranda (1731-1812) a J. H. Lamberta (1728-1777) a francouzského
matematika A. M. Legendra (1752-1833), ktefi p#i svych pokusech dokizat
platnost patého postulatu sporem dosli k vétdm, které dnes fadime do
neeukleidovské geometrie. Zadny z nich vSak nemiize byt oznacen za objevitele
této nové geometrie, nebot jejich vysledky byly vice ¢i méné izolované a nebyla
mezi nimi patrnad zadna hlubsi souvislost.

Némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855) byl patrné jako prvni
zcela presvédéen o nezavislosti patého postulatu, a tedy i o tom, ze dalsi

geometrie, které by se zakladaly na volbé jiného axiomu, jsou logicky mozné.
Béhem svého zivota vSak o této problematice nic nepublikoval.



75

Za objevitele neeukleidovské geometrie jsou kromé C. F. Gausse povazovani
rusky matematik Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevskij (1792-1856) a madarsky diistoj-
nik Janos Bolyai (1802-1860). N. I. Lobadevskij své myslenky shrnul roku 1826
ve francouzsky psané praci Ezposition succinte des principles de la Géomeétrie
avec une démonstration rigoureuse du théoréme des paralélles [Struény vyklad
zdklad geometrie s pfesnym dikazem véty o rovnobézkach], v niz ukazal, Ze
axiom o rovnobézkach neni k vybudovani geometrie nutny. K vytisténi této
prace vsak roku 1826 nedoslo pro nepochopeni ze strany kolegti; vytah z tohoto
rukopisu je obsazen v Lobac¢evského prvni tisténé praci O nacalach geometrii
[O zdkladech geometrie] uvefejnéné postupné v letech 1829 az 1830 v casopise
kazanské univerzity, na které v té dobé N. I. Lobacevskij ptisobil.

Janos Bolyai sviij spis o neeukleidovské geometrii dokondil jiz roku 1825;
vySel v8ak az roku 1832 jako Appendizx scientiam spatii absolute veram exhibens
[Dodatek vysvétlujici absolutné pfesnou nauku o prostoru] ke knize jeho
otce Farkase Wolfganga Bolyaie (1775-1856) nazvané Tentamen Juventutem
Studiosam in Elementa Matheseos [Pojednani o zdkladech matematiky pro
pilné mladiky]. N. I. Lobacevskij i J. Bolyai ve svych pracich povazovali
paty Eukleidiv postulat za nezavisly axiom a vytvorili geometrii zalozenou
na odlisném axiomu, podle néhoz lze k dané pfimce danym bodem, ktery na
ni nelezi, vést alespon dvé riizné rovnobézky. Jesté ne€kolik desetileti po svém
objevu zistavala neeukleidovskd geometrie nesrozumitelnou a nepochopenou,
mnoho vidé¢ich matematika ji viibec neznalo nebo odmitalo.

Prvnim velkym matematikem, ktery plné pochopil jeji vyznam, byl Georg
Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), jenz vytvofil dalsi typ neeukleidov-
ské geometrie. Ve své prednasce Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen [O hypotézach, na nichz spocivaji zdklady geometrie] pronesené
roku 1854 na univerzité v Gottingen predstavil obecnou metrickou geometrii,
ktera zahrnovala celkem t¥i typy rtiznych geometrii; vedle geometrie Eukleidovy
a Lobacevského to byla geometrie, jez byla pozdéji nazvana geometrii Rieman-
novou. V této geometrii se kazdé dvé primky navzajem protinaji, z ¢ehoz plyne,
Ze v roviné neexistuji rovnobézky.

K obecnému uznani neeukleidovskych geometrii doslo az po roce 1870.
Prispél k nému rovnéz Felix Klein, ktery poukézal na to, ze kdyby existovaly
logické rozpory v neeukleidovské geometrii, byly by stejné rozpory obsazeny
také v geometrii eukleidovské. Podle F. Kleina se pro Lobacevského geometrii
pouziva také nazev hyperbolickd geometrie, pro eukleidovskou nazev parabolickd
geometrie a pro Riemannovu nézev eliptickd geometrie®.

5 Poznamenejme, 7e Riemannova geometrie zahrnuje vedle eliptické geometrie jesté
sférickou geometrii, kterd pfi dimenzi 2 splyvé s eukleidovskou geometrii na sféfe, jestlize
jako ,primky“ uvazujeme hlavni kruznice. V této geometrii se kazdé dvé ,primky*“ protinaji
pravé ve dvou bodech, a proto ve sférické geometrii neplati véta, ze kazdé dva body uréuji
pravé jednu pfimku. Tim se geometrie sféricka odliSuje od eliptické, ve které tato véta plati.
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Erlangensky program

Nyni se jiz vénujme primo Erlangenskému programu. Jak jiz bylo feceno,
v Tijnu roku 1872 pfedlozil Felix Klein na univerzité v Erlangen pfednasku,
kterd se pozdéji stala znamou jako Erlangensky program. Sestava z deseti
kapitol. V tvodu F. Klein nastinuje soucasnou situaci v geometrii a uvadi,
Ze ve vyvoji geometrického badani zaujima v poslednich padesati letech predni
misto geometrie projektivni. Zduraziiuje, Ze vedle elementérni (eukleidovské)
a projektivni geometrie existuje celd fada dalsich geometrii, nap¥. geometrie
reciprokych poloméra® nebo geometrie racionalnich transformaci. Jeho cilem je
zformulovat obecny princip, ktery by jednotlivé geometrie jasné a jednoznacné
vymezil a logicky je usporadal.

Prvni kapitola, v niz je zformulovana zékladni myslenka Kleinova pfistupu ke
klasifikaci ruznych geometrii, se tyka grup prostorovych transformaci. F. Klein
nejprve vysvétluje pojem grupa transformaci a poté uvazuje transformace
prostoru, které zachovavaji geometrické vlastnosti prostorového utvaru. Tyto
transformace tvofi grupu, kterou F. Klein nazyva hlavni grupou (v originale
die Hauptgruppe). Geometrické vlastnosti se tedy neméni p#i téchto transfor-
macich, prvcich hlavni grupy. Naopak lze Fici, ze geometrické vlastnosti lze cha-
rakterizovat pravé na zakladé jejich invariantnosti vici transformacim z hlavni
grupy. Geometrii poté definuje nasledujicim zptisobem:

Je ddn geometricky prostor a néjakd grupa transformaci. Ukolem geometrie
je zkoumat prdvé ty vlastnosti prostoru, které se meméni pTi transformacich
dané grupy. Jinymi slovy Teceno, kaZdd geometrie je teorii invarianti dané
grupy transformact.

F. Klein pfitom zdtraznuje, ze grupu transformaci lze volit libovolné.

Grupy transformaci slouzi tedy podle F. Kleina nejen ke zkouméni a kla-
sifikaci danych geometrii, ale rovnéz umoznuji nové geometrie definovat. Za-
kladni geometrické pojmy jsou potom urceny jako invarianty zvolenych grup
transformaci. Pokud vsak zakladni geometrické objekty dané geometrie uréime
az na zakladé jejich invariantnosti vic¢i uvazované grupé transformaci, nemi-
zeme predem defini¢ni obor téchto transformaci omezit pravé na tyto objekty.
F. Klein tedy musel defini¢ni obor transformaci stanovit nezavisle na néjakych
objektech, ¢ehoz dosahl tim, Ze za defini¢ni obor zvolil obecné n-dimenzionalni
projektivni prostor (varietu)”.

6 Transformaci reciprokymi poloméry F. Klein rozumi transformaci, ktera kazdému bodu
P ptitadi bod P’ lezici na pifimce OP spojujici bod P s pocatkem O, pro kterou je
sou¢in OP - OP’ roven dané konstanté. (Jedna se o tzv. kruhovou Mobiovu geometrii.)
Viz Felix Klein: Elementary Mathematics from an advanced Standpoint — Geometry, Dover
Publications, United States of America, 1939, str. 98.

7 F. Klein pouziva oznaceni die gesamte Mannigfaltigkeit (ném. die Mannigfaltigkeit =
rozmanitost), které v samotném Erlangenském programu nijak bliZze neobjastiuje. Vysvétleni
1ze najit v jeho ¢lanku Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie (Mathematische
Annalen 4(1871), 573-625). Zde definuje pojem eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen
takto: Je-li ddno n proménnych x1,z2,...,Zn, sestrojime obor n-krat nekoneéné mnoha
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F. Klein tak v Erlangenském programu prezentoval svilj jednotici pohled
na geometrii. Do té doby byly jednotlivé geometrie (eukleidovskd, projektivni,
hyperbolicka, eliptickd) zkoumany oddélené. Kleinovy vysledky vsak nebyly
ihned pochopeny a prijaty. Jesté dvacet let poté bylo toto jeho dilo pfevazné
hodnoceno jako nevyznamny ¢lanek a zistavalo neznamé. Pozdéji bylo zjisténo,
Ze béhem této doby nékolik dalsich matematikd, napf. Henri Poincaré (1854—
1912), ptislo nezavisle na Kleinovi na podobné myslenky. Kleintiv Erlangensky
program se stal obecné znamym az poté, co jej F. Klein znovu otiskl v roce
1893 v &asopise Mathematische Annalen, ktery v té dobé redigoval.®

F. Klein tedy charakterizoval kazdou geometrii pomoci grupy geometrickych
transformaci, které zachovévaji zdkladni vlastnosti dané geometrie. Napi.
eukleidovskou geometrii asocioval s grupou shodnosti, tj. s grupou transformaci,
které zachovévaji eukleidovskou vzdalenost, a Lobacevského geometrii asocioval
s grupou transformaci, které zachovavaji néjakou regularni, bodové realnou
kuzelosecku.

Ve druhé kapitole F. Klein zavadi uspofadani geometrii, a to tak, ze relaci
inkluze mezi riznymi grupami transformaci pfenasi na odpovidajici geometrie.
Pokud néjakou grupu nahradime jinou grupou, kterda danou grupu obsahuje,
zustane zachovana pouze ¢ast puvodnich geometrickych vlastnosti. Pfechodem
k rozsifené grupé nebo k vlastni podgrupé tak lze prejit od jednoho typu
geometrie k jinému. Erlangensky program tedy pfinesl jednoduchy, ale dulezity
princip usporadani jednotlivych geometrii.

Ilustrujme nyni Kleinovy myslenky na pfikladech. Necht M je mnoZina vSech
bodu néjaké roviny. Uvazujme mnozinu G vSech transformaci mnoziny M,
kterd obsahuje pravé vSechny transformace slozené z osovych soumérnosti
(a tedy rovnéz vSechna posunuti a otoceni). Protoze slozeni libovolngch
transformaci z mnoziny G je opét prvkem mnoziny G a ke kazdé transformaci
z mnoziny G existuje v mnoziné G transformace inverzni, je mnozina G
grupou. Ji odpovidajici geometrii je klasickd eukleidovskd geometrie, G je grupa
shodnosti. Protoze takové vlastnosti jako délka, obsah, shodnost, podobnost,
kolmost, rovnobéznost a kolinedrnost bodt jsou invariantni vzhledem ke
grupé G, studuje eukleidovska geometrie praveé tyto vlastnosti.

NN

Pokud grupu G rozsifime na nejmensi grupu obsahujici navic vSechny stej-
nolehlosti, ziskdme grupu podobnosti. Vzhledem k této grupé jiz délka, obsah
a shodnost invariantni neztstavaji, a tedy se v této geometrii nestuduji. Po-
dobnost, kolmost, rovnobéznost a kolinedrnost bodu se vsak stale zachovavaji,
a jsou proto predmétem studia této geometrie. Obdobné projektivni geometrie
studuje ty vlastnosti, které ztistavaji invariantni vzhledem ke grupé projektiv-
nich transformaci. Z vySe zminénych vlastnosti se v tomto piipadé zachovava
pouze kolinedrnost bodd. Vyznamnym invariantem této grupy je také dvojpo-
mér ¢tyT kolinedrnich bodt.

systému hodnot, které ziskame tak, ze proménné x nezavisle na sobé nechdme probéhnout
realné hodnoty od —oco do +oo.
8 Viz Mathematische Annalen 43(1893), 63-100.
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V nésledujici tabulce je vybrano pét zékladnich geometrickych vlastnosti
a u kazdé ze Ctyf zvolenych grup transformaci je uvedeno, zda uvaZované
transformace dané vlastnosti zachovavaji, ¢i nikoliv.

vlastnost grupa , grupa , grupa grupa

shodnosti podobnosti afinit projektivit
poloha méni se meéni se meéni se meéni se
velikost zachovana méni se meéni se meéni se
kolmost zachovana zachovana meéni se meéni se
rovnobéznost zachovana zachovana zachovana méni se
kolinearnost zachovana zachovana zachovana zachovana

Jednotlivé grupy lze relaci inkluze usporadat takto:
grupa grupa grupa grupa
shodnosti podobnosti afinit projektivit

Kazdé grupé pritom prislusi odpovidajici geometrie. Grupé shodnosti odpovida
eukleidovska geometrie, grupé podobnosti odpovida ,,podobnostni“ geometrie,
grupé afinit odpovida afinni geometrie a grupé projektivit odpovida projektivni
geometrie. Z vySe uvedeného schématu inkluzi grup transformaci tak ziskdme
nasledujici usporadani klasickych geometrii:

projektivni
geometrie

afinni
geometrie

podobnostni
geometrie

eukleidovska
geometrie

Dalsi kapitoly Erlangenského programu jiz okomentujeme jen strucné.

Tteti kapitola je vénovana projektivni geometrii. F. Klein zde mimo jiné
uvadi, Ze kazda prostorova transformace, kterd nenalezi hlavni grupé, muze
byt vyuzita k preneseni vlastnosti znamého utvaru na atvar novy. Kromé pro-
jektivnich transformaci uvazuje také tzv. dualistické a imaginarni transformace;
soucasné s nimi zavadi imaginarni prvky.

Ve ctvrté kapitole se Felix Klein zabyva ,prenasSenim prostfednictvim
zobrazeni“. Uvazuje varietu A jako definiéni obor transformaci grupy B.
Pokud pomoci néjakého zobrazeni prejdeme od variety A k jiné varieté A’,
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zménime timto zobrazenim grupu B na grupu B’, jejiZ transformace se vztahuji
k varieté A’. Vlastnosti utvart variety A se pienesou na odpovidajici Gtvary
variety A’. Tuto myslenku F. Klein ilustruje na piikladech.

Pata kapitola je mimo jiné vénovana tzv. primkové geometrii. Jiz Kleindv
ucitel J. Pliicker poukazal roku 1865 na to, Ze geometrie nemusi byt vybudovéana
pouze na bodu jako zdkladnim prvku; pfimky, roviny nebo kruznice lze téz uzit
jako zakladni prvky néjaké geometrie. F. Klein v této kapitole zduraznuje, Ze
zékladnimi prvky geometrie mohou byt libovolné utvary uvazované variety.
Dale zde uvadi souvislost projektivni geometrie roviny s teorii binarnich forem
a odkazuje na tzv. Hessetv princip (v originale das Hessesche Ubertmgungs-
prinzip). Obdobné nachdzi souvislost mezi projektivni geometrii prostoru
a teorii kvadratickych forem.

V Sesté kapitole se F. Klein zabyva geometrii reciprokych polomeérid a jeji
interpretaci pomoci komplexnich ¢isel. Geometrii reciprokych poloméra porov-
nava s projektivni geometrii. Uvadi, ze v projektivni geometrii jsou zakladnimi
pojmy bod, pfimka a rovina, zatimco kruZnice, resp. sféra jsou pouze special-
nimi pripady kuzelosecky, resp. plochy druhého stupné. Naproti tomu v geo-
metrii reciprokych polomért jsou zékladnimi pojmy bod, kruZnice a sféra;
pfimka a rovina jsou specidlnimi pfipady utvari, které obsahuji nekonecéné
vzdaleny bod. Elementarni geometrii ziskdme, pokud tento bod pevné zafixu-
jeme. Dale F. Klein nachéazi souvislost mezi geometrii reciprokych polomeértu
v roviné a projektivni geometrii na plose druhého stupné. V zavéru kapitoly
se vénuje reprezentaci geometrie reciprokych polomért pomoci teorie binarnich
forem komplexnich proménnych.

V sedmé kapitole F. Klein navazuje na nékteré pfedchozi myslenky a dale
je rozviji. Pfipomina, ze geometrii roviny lze propojit s geometrii na kuzelo-
secce tim, ze primkam roviny pfifadime dvojice bodt, v nichz pfimky danou
kuzelosecku protinaji. Obdobné mizeme dat do souvislosti geometrii prostoru
s geometrii na sféfe tim, ze kazdé roviné prostoru prifadime kruznici, ve které
uvazovana rovina danou sféru protina. Pomoci stereografické projekce lze geo-
metrii na sféfe prevést na geometrii v roviné; proto si budou navzajem odpo-
vidat prostorova geometrie, jejimiz zakladnimi prvky jsou roviny a jejiz grupa
obsahuje linedrni transformace zachovéavajici danou sféru, a rovinna geomet-
rie, jejimiz zakladnimi prvky jsou kruznice a jejiz grupou je grupa reciprokych
polomért. Uvedenou prostorovou geometrii F. Klein dale zobecniuje; uvazuje ob-
sahlejsi grupu a dochéazi k tzv. Lieove sférické geometrii. Pfipomina, Ze vysledné
rozsifeni 1ze pomoci urcitého zobrazeni pfenést také na rovinnou geometrii.

Osma kapitola je vénovana dalsim metodam zaloZenym na zkoumdani né-
jaké grupy bodovych transformaci. Samostatny odstavec se tyka tehdy jesté
relativné nezndmé topologie (v origindle die Analysis situs), kterou F. Klein
charakterizuje jako teorii invariantti spojitych bodovych transformaci. Déle se
vénuje geometrii racionalnich transformaci; uvadi, Ze na pfimce jsou racionalni
transformace totozné s linearnimi transformacemi, v roviné se jedna o tzv. Cre-
monovy transformace, které lze vytvorit slozenim kvadratickych transformaci.
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V zavéru kapitoly se F. Klein zabyva grupou vSech bodovych transformaci;
uvadi, ze libovolnd bodova transformace nekonecné malé Casti prostoru vzdy
odpovida néjaké linearni transformaci.

V devaté kapitole F. Klein pojednavéa o grupé vSech kontaktnich transfor-
maci. Kontaktni transformaci rozumi kazdou substituci, ktera proménné z, y,
z a jejich parcialni diferencialni podily oznacené p = g—i aq= g—z vyjadiuje
pomoci novych veli¢in z/, v/, 2/, p’, ¢'. Nazev je odvozen ze skutecnosti, Ze
dotykajici se plochy se pri téchto transformacich zobrazi opét na plochy, které
se dotykaji. Pokud za zakladni prvky geometrie vezmeme body, lze kontaktni
transformace rozdélit do tii skupin podle toho, zda uvazované transformace
trojnasobné nekoneénému poétu boda pfifazuji opét body (tj. jedna se o bo-
dové transformace), nebo kfivky, nebo plochy. F. Klein ve svych dalsich tivahéach
voli za zakladni prvek prostoru systém hodnot x, y, z, p, ¢. Kontaktni transfor-
mace lze poté ekvivalentné definovat jako pravé ty substituce péti proménnych
x, Y, 2, P, q, které zachovavaji vztah dz — pdx — gdy = 0. Pfedmétem Kleinova
dalsiho zkoumani jsou variety, které lze vyjadrit pomoci soustavy parcidlnich

diferencidlnich rovnic prvniho stupné.

Posledni, desata, kapitola je vénovéana ,rozSifovani“ variet. F. Klein zde
pfipomind, Ze vSechny geometrické ivahy provedené v prostoru lze prenést také
na libovolnou varietu. Déle se kratce zminuje o jedné oblasti moderni algebry,
kterou je teorie invarianti. V zavéru kapitoly zkoumd plochy s konstantni
Gaussovou krivosti.
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