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X. PINCHERLEOVA LINEARNI ALGEBRA

... the efforts of Grassmann and Peano to introduce vector spaces in
an axiomatic way were persistently ignored until 1900.

([Dieudonné, 1981], str. 72)

Pincherle’s contribution went far beyond Peano’s first attempt, offering
a unified axiomatic approach of the study of linear operators in finite
and infinite-dimensional linear spaces. However, even though he was the
author of the article on functional equations and operators in the French
version of the ’encyclopédie des mathématiques pures et appliquées’
(Pincherle 1912), in which he gave a very detail historical account and
referred to his own work, Pincherle’s work itself did not have much
influence.

([Dorier, 2000], str. 35)

Italsky matematik Salvatore Pincherle studoval koncem 19. stoleti linearni
operatory na prostorech funkci a fad, rozpracovaval myslenky, které dnes
fadime do prehistorie funkcionédlni analyzy. Navazal do zna¢né miry na axio-
maticky pristup Giuseppe Peana, podle jeho vzoru podal definici vektorového
prostoru a vylozil nékteré partie, které dnes fadime do linedrni algebry. Ve
srovnani s posledni kapitolou Peanova Calcolo geometrico, je Pincherleova
inspiroval zejména vysledky Grassmannovy monografie Die Ausdehnungslehre
z roku 1862. Zajimavé je, ze Pincherleova monografie Le operazioni distributive
z roku 1901 neni napsana tak modernim, struénym a jasnym zpusobem jako
Peanovo Calcolo geometrico z roku 1888.

1. Salvatore Pincherle

Salvatore Pincherle se narodil 11. bfezna 1853 v Terstu, ktery tehdy
pattil Rakousku. Pochézel ze zZidovské obchodnické rodiny. Vystudoval lyceum
v Marseille, kam rodina nedlouho po jeho narozeni presidlila. V letech 1869
aZ 1874 studoval v Pise (Scuola Normale Superiore), kde pusobili Enrico Betti
(1823-1892), vSestranny matematik pracujici v algebfe, analyze, diferencidlni
geometrii a matematické fyzice, jeden ze zakladatelt topologie, a Ulisse Dini
(1845-1918), ktery se vénoval diferencidlni geometrii, pozdéji matematické
analyze, teorii funkci redlné proménné a teorii analytickych funkci.

Velky vliv na Pincherletiv matematicky vyvoj mélo pratelstvi s Felice
Casoratim (1835-1890), profesorem univerzity v Pavii, ktery se zabyval teorii
funkci komplexni proménné, diferencidlni geometrii, diferencialnimi rovnicemi
a historii matematiky. Po ukonéeni studii v Pise pusobil S. Pincherle az do roku
1880 na lyceu v Pavii.
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Ve skolnim roce 1877/1878 byl na stipendijnim pobytu v Berling, kde poslou-
chal pfednasky Ernsta Eduarda Kummera (1810-1893), Leopolda Kroneckera
(1823-1891) a Karla Theodora Wilhelma Weierstrasse (1815-1897). Nejveétsi
vliv na ného mély Weierstrassovy prednéasky z teorie funkci; za jeho Zdka se
ostatné vzdy povazoval. Weierstrassovy prednasky zpracoval a roku 1880 pub-
likoval ve dvou ¢astech (téméf 120 stran) v ¢asopise Giornale di Matematiche
di Battaglini pod nazvem Saggio di una introduzione alla teoria delle funzioni
analitiche secondo i principi del prof. C. Weierstrass." Touto praci, kters méla
v Italii veliky ohlas, nebot italskym ¢tendftm poprvé priblizila Weierstrassovy
myslenky, na sebe S. Pincherle obratil pozornost.

Po kratkém piisobeni na univerzité v Palermu roku 1880 pfednésel pak po
cely zivot (1881 az 1928) na univerzité v Bologni. Od roku 1888 byl ¢lenem
taméjsi akademie, v pozdéjsich letech byl dvakrat jejim prezidentem. Roku
1922 zalozil Ttalskou matematickou spole¢nost (Unione Matematica Italiana)
a byl jejim prvnim prezidentem (do r. 1932). Zalozil soucasné Gasopis této
spole¢nosti nazvany Bollettino dell’Unione Matematica Italiana a tidil jej az
do smrti. Mnoho prace vykonal pro casopis Annali di Matematica pura ed
applicata.

S. Pincherle vyznamnym zptasobem prispél ke zlepseni atmosféry mezinarod-
nich kontaktt matematiki, ktera byla silné€ narusena prvni svétovou valkou. Na
7. mezindrodnim kongresu matematikt v Torontu roku 1924 (tj. ve svych 71 le-
tech) vystoupil s jednou z hlavnich pfednasek; nazvana byla Sulle operazioni
funzionali lineari. Na tomto kongresu byl zvolen na dalsi ¢étyfi roky preziden-
tem International Mathematical Union a v této funkci roku 1928 predsedal
8. mezinarodnimu kongresu matematikti v Bologni.

Béhem zivota se mu dostalo mnoha uznani. Nékolikrat byl v Bologni
dékanem fakulty a prezidentem bolognské akademie véd. Byl jednim ze
CtyTiceti ¢lent Societa Italiana delle Scienze, ¢lenem Consiglio Nazionale delle
Ricerche, c¢lenem Consiglio direttivo del Circolo Matematico di Palermo,
¢lenem Accademia Nazionale dei Lincei (1904). Byl zahrani¢nim ¢lenem
Royal Society of Edinburgh (1921), Bayerische Akademie der Wissenschaften
(1930), akademie v Coimbie, Cestnym ¢lenem Svycarské védecké spolecnosti,
Moskevské matematické spoleCnosti a Matematické spolecnosti v Kalkaté,
obdrzel Cestny doktorat univerzity v Oslo, byl dopisujicim ¢lenem spolecnosti,
resp. akademii v Turiné, Neapoli, Benatkach a Milané.

Zemiel 10. ¢ervence 1936 v Bologni.

S. Pincherle byl ve své dobé pfednim svétovym matematikem, ktery pod-
statné prispél ke vzniku a konstituovani funkcionalni analyzy. Pfestoze jeho
pfinos na tomto poli vysoce ocenovali tak vyznamni matematici, jako byli Ja-
ques Hadamard (1865-1963), Stefan Banach (1892-1945) a Maurice René Fré-

1 Podobné ¢lanky publikoval ve 12. a 14. roéniku Casopisu pro péstovani mathematiky
a fysiky v letech 1883 a 1885 Ludvik Kraus (1857-1885), ktery stravil v Berliné éty¥i semestry
na prelomu sedmdesatych a osmdesatych let. Jeho pojednani jsou nazvana Zdkladové
arithmetiky. Dle vykladi prof. Weierstrassa (str. 153-184, 232-264) a Zdkladové nduky
o funkcich raciondlngch (str. 49-66).
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chet (1878-1973), je jeho jméno dnes pozapomenuto, stejné jako jeho pfinos
k funkcionalni analyze.

S. Pincherle mél Siroké spektrum zajmu od fyziky az po klasickou analjzu.
Vénoval se otdazkam tykajicim se ploch minimalniho obsahu, algebraickym rov-
nicim, diferencidlnim a integralnim rovnicim, teorii funkci komplexni proménné,
integralnim transformacim, teorii fetézovych zlomkd, hodné energie investoval
do budovéni rodici se funkcionalni analyzy. Rada jeho praci obsahuje obgirné
historicko-bibliografické pasaze, z nichz je i dnes mozno ziskat mnoho cennych
poznatki. Pfipomenme napt. jeho ¢lanek Pour la bibliographie de la théorie
des opérations distributives otistény v cCasopise Bibliotheca Mathematica ve
Stockholmu roku 1899, dva prehledové ¢lanky psané pro némeckou a francouz-
skou encyklopedii matematickych véd a poznamky v monografii Le operazioni
distributive (viz [Pincherle, 1901], str. 461-484).

Snad nejvice citovany a cenény Pincherleiiv vysledek byl publikovan roku
1882 v ¢lanku Sopra alcuni sviluppi in serie per funzioni analitiche. Obsahuje
zobecnéni vysledkl o stejnomérné spojitosti (Heine, Borel) a vysledkt tykaji-
cich se fad analytickych funkci, které stejnomérné konverguji v okoli kazdého
bodu dané oblasti (Weierstrass). Tento Pincherletiv vysledek je nékdy davan
do souvislosti s pozdé&jsi Borelovou vétou o koneéném pokryti.?

O Pincherleové zivoté a dile se mizeme podrobné doc¢ist napt. v pojednanich
[Berzolari, 1936], [Bortolotti, 1937], [Tonelli, 1937], [Amaldi, 1938], [Tricomi,
1954] a [Natucci, 1954].

Dvoudilné Pincherleovy vybrané spisy Opere scelte byly vydany v Rimé roku
1954, obsahuji vS§ak pomérné maly pocet praci. V prvnim dile je otiSténa tivodni
stat o Pincherleové Zivoté a dile? a seznam jeho publikaci — 271 polozek, z toho
24 knih (vysokoskolské a stfedoskolské ucebnice), prace jsou psany prevazné
italsky.

2. Ugo Amaldi

Pincherleovym Zakem a pozdéji spolupracovnikem a kolegou byl Ugo Amaldi.
Narodil se 18. dubna 1875 ve Veroné, studoval na univerzité v Bologni. V letech
1903 az 1906 pisobil na univerzité v Cagliari, v letech 1906 az 1919 v Modené,
potom do roku 1924 v Padové a do roku 1944 v Rimé (Facolta di Architettura,
Facolta di Scienze). Zabyval se hlavné teoril spojitych grup transformaci. Jeho
jméno je uvedeno na Pincherleové monografii Le operazioni distributive e le
loro applicazioni all’Analisi: in collaborazione con Ugo Amaldi, dottore in
matematica. Vzhledem k tomu, ze mu roku 1900 bylo teprve pétadvacet let,
zdé se pravdépodobné, Ze pouze vypomahal s pfipravou knihy, ktera je z velké
¢asti shrnutim predchozich Pincherleovych vysledk.

2 Viz napi. T. H. Hildebrandt: The Borel theorem and its generalizations, Bulletin of the
American Mathematical Society 32(1926), str. 423474, [Natucci, 1954], str. 339.
3 U. Amaldi: Della Vita e delle Opere di Salvatore Pincherle, str. 3-16.



392

U. Amaldi je autorem textu Analisi matematica, Lezioni di analisi infinite-
stmale, Lezioni di analisi matematica atd. Jako spolupracovnika si ho vybrali
Tullio Levi-Civita (1873-1941) a Federigo Enriques (1871-1946). T. Levi-Civita
a U. Amaldi sepsali ve dvacatych letech 20. stoleti rozsahly, nékolikadilny ucebni
text Lezioni di meccanica razionale, ktery na pocatku padesatych let vychazel
i rusky, déle publikovali obsahly text Compendio di meccanica razionale, knihu
Nozioni di balistica esterna atd. F. Enriques a U. Amaldi vydali fadu uéebnic
a kompendii, napt. Algebra elementare, Geometria elementare, Elementi di geo-
metria, Nozioni di geometria.

U. Amaldi byl ¢lenem Accademia dei Lincei (1928), v letech 1941 az 1943 byl
prezidentem Unione Matematica Italiana. Zemiel 11. listopadu 1957 v Rimé.
O jeho zivoté a dile viz napf. [Viola, 1957].

3. Salvatore Pincherle a funkcionalni analyza

Vznik funkcionalni analyzy je vétSinou kladen az do dvacatych a tF¥icatych
let 20. stoleti. Zakladni myslenky jsou vSak starsi, rodily se v pracich nékolika
vyznamnych matematikti na prelomu 19. a 20. stoleti. Byli to zejména S. Pin-
cherle, Vito Volterra (1860-1940), David Hilbert (1862-1943), J. Hadamard
a M. Fréchet. Zajimavé je, Ze se tito matematici ve svych publikacich pomérné
intenzivné zamysleli i nad zrodem a rozvojem ideji, které ke vzniku funkcionalni
analyzy vedly a které jeji vyvoj ovlivnily.

V zékladech funkcionalni analyzy je pfechod od konecné dimenze k neko-
necné, od diskrétniho ke spojitému, vyznamny impuls pro jeji dalsi vyvoj
dala teorie mnozin. Cenné podnéty pfisly z vektorového poctu, z teorie
hyperkomplexnich ¢isel, z varia¢niho poc¢tu, hlavné vSak z jednotlivych disciplin
matematické analyzy.

O historii funkciondlni analyzy si lze udélat pomérné slusny obrazek,
napf. na zdkladé téchto titult: [Dunford, Schwartz, 1958], [Bourbaki, 1960],
[Katétov, 1968], [Bernkopf, 1973], [Medvedev, 1973], [Monna, 1973], [Borgwadst,
1975], [Dieudonné, 1981], [Siegmund-Schultze, 1982], [Birkhoff, Kreyszig, 1984],
[Siegmund-Schultze, 1994]. Velmi zajimavé jsou informace, nézory a postiehy,
které o vzniku a vyvoji této discipliny napsali jeji vyznamni tviirci — [Pincherle,
1899], [Pincherle, 1905], [Hilbert, 1909], [Pincherle, 1911], [Hadamard, 1912],
[Volterra, 1912], [Volterra, 1914], [Fréchet, 1925], [Fréchet, 1928], [Hadamard,
1928] a [Volterra, 1932].

Salvatore Pincherle dospél v osmdesatych a devadesatych letech 19. stoleti
ke studiu konkrétnich linedrnich operatorii. Reseni nejriznéjsich konkrétnich
problémt a studium praci soucasnikti i predchtidcit ho vedly k ucelenému
pohledu na problematiku, kterou se zabyval, a k presvédceni o uzitec¢nosti
a plodnosti samostatné discipliny studujici objekty, kterym dnes fikame linearni
operatory. Svédéi o tom i tvodni slova v jeho pracich L’algebra delle forme
lineari alle differenze z roku 1895 a Mémoire sur le Calcul fonctionnel distributif
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z roku 1897, v nichz se snazil zdtivodnovat svij abstraktni pristup a objasnovat
jej.

Pojem operatoru se objevil v Pincherleovych pracich jiz v letech 1885
az 1887. Jednalo se o integraly typu [ A(z,y)¢(y)dy, které autor chapal
jako funkciondlni operace a snazil se je charakterizovat. V clanku Studi
sopra alcune operazioni funzionali z roku 1886 studoval nékteré takovéto
funkciondlni operace (linedrni operdtory) na prostorech analytickych funkci.
Jiz zde zdtraznoval, ze dtlezitou roli hraji prostory nekoneéné dimenze:

Chiamo operazione funzionale qualunque operazione che eseguita sopra una
funzione analitica da per risultato una funzione analitica. Sono tali, per
esempio, le operazioni aritmetiche in numero finito, e per classi numerose di
casi, anche in numero infinito, la derivazione e lintegrazione, la risoluzione di
equazioni finite o differenziali, la sostituzione, ecc.

Fra gli algoritmi pit notevoli per le operazioni funzionali va citata l'integra-
zione definita applicata ad una funzione di due variabili, della forma

()f(%y)dy,

dove lintegrazione s’intende eseguita lungo una curva c, chiusa o no, del
piano y. (Opere L, str. 92)

V poloviné devadesatych let pak zacal vySetfovat linedrni operatory jako
homomorfismy ¢ endomorfismy vektorovych prostortt nekoneéné dimenze (pro-
story funkci, prostory fad); k tomu jisté p¥ispéla i jeho znalost Peanovy knihy
Calcolo geometrico. Obecny pojem operatoru (operazione distributiva) zavedl
S. Pincherle v praci Sulle operazioni funzionali distributive z roku 1895, v niz se
snazil charakterizovat hlavni myslenku funkciondlniho poc¢tu — funkce (prvky
danych prostort) je mozno chéapat jako proménnou novych operaci. Zdiraz-
fioval vyznam studia nekone¢né dimenzionalnich prostort analytickych funkci,
prosazoval geometricky pohled (napf. mocninné fady chépal jako body uvazo-
vaného prostoru).

Tento Pincherleiv pfistup ocenil jiz roku 1895 T. Levi-Civita v ¢lanku
I gruppi di operazioni funzionali e inversione degli integrali definiti.

Nasledujici dva uryvky z ¢lanku Cenno sulla Geometria dello spazio funzi-
onale (1896/1897) dokumentuji, jakym zptisobem chapal S. Pincherle linearni
operatory na prostorech funkci, resp. fad, a ze jiz zacal vyhodné vyuzivat geo-
metrickou terminologii.

In alcuni lavori recentemente pubblicati ho espresso il concetto che, per varie
ricerche d’Analisi, & opportuno considerare la totalita delle funzioni analitiche
di una variabile x o — per meglio fissare le idee — la totalita delle serie di
potenze intere positive di x, come una varietd o spazio di cui ogni singola serie
costituisce un elemento. Ad una tale varieta, evidentemente ad un numero
infinito di dimensioni, si puo dare il nome di spazio funzionale; ogni serie
di potenze di x sard un punto di questo spazio ed i coefficienti della serie si
potranno riguardare come le coordinate del punto. (Opere L., str. 368)
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Ricordiamo che una operazione A la quale applicata alle funzioni analitiche
da origine a funzioni pure analitiche, e che gode inoltre della proprieta
distributiva, si dice operazione funzionale distributiva. (Opere L., str. 370)

V nésledujicich vétach pak S. Pincherle zavedl spojité operatory (operazione
continua).

Roku 1897 definoval v praci Sull’operazione aggiunta skalarni soudin.
Hledal vlastni ¢isla linedrnich operatorti, podrobné vysvétloval a zdivodnoval
svij abstraktni pfistup a znovu charakterizoval funkcionalni pocet. Zkoumal
nekonec¢né dimenzionélni prostory mocninnych fad, které reprezentuji analy-
tické funkce. Zavedl adjungovany prostor, zabyval se existenci operatori, které
jsou surjektivni a nikoli injektivni, resp. injektivni a nikoli surjektivni.

S. Pincherle se koncem 19. stoleti snazil budovat jakousi ,teorii linearnich
operatori“. K tomuto cili sméfovalo nékolik jeho praci, zejména rozsahly ¢lanek
Mémoire sur le Calcul fonctionnel distributif otistény v cCasopise Mathema-
tische Annalen roku 1897. V delim tivodu (8 stran) autor diskutoval myslenky
najit nékolik ideovych proudd a odtvodnit své snazeni a své postupy. Podnéty
vedouci ke vzniku teorie linearnich operatort spatfoval v symbolickém poctu,
ktery chapal jako jisté zobecnéni algebraickych operaci, ve studiu specialnich
operatortl, v teorii integralnich rovnic a vektorovém poc¢tu. Mimo jiné napsal:

\

Il nous reste enfin a citer quelques travauz qui regardent encore le calcul
fonctionnel, mais qui s’en occupent a un point de vue nouveau, qui permet de
rendre trés claires et presque intuitives certaines généralités de ce calcul. C’est
le point de vue vectoriel ou du calcul géométrique, inspiré par I’Ausdehnungs-
lehre de Grassmann et par les écrits de Hamilton et de Tait sur les quaternions.
Dans cet ordre d’idées, M. Peano a écrit quelques pages tres intéressantes ou,
d’une facon aussi sobre que claire, il donne les propriétés les plus simples des
opérations distributives appliquées a des éléments déterminés par n coordon-
nees ...

Le méme point de vue se retrouve dans un travail étendu de M. Carvallo,
dont la premiére partie considére les substitutions linéaires comme des opéra-
tions ... appliquées auz vecteurs de l’espace ordinaire ...

... dans lordre des considérations de M. Volterra que nous avons rappelées
ci-dessus. Au méme ordre d’idées, bien que le concept vectoriel n’y soit pas
explicitement énonce, se rattachent d’autres travaux importants: pour n’en citer
qu’un, le mémoire de M. Frobenius sur les formes bilincaires et les nombreuses
recherches que ce beau mémoire a inspirées.

([Pincherle, 1897], str. 330)

Nasledujici slova je mozno chapat jako struéné vyjadreni myslenky, kterou
byl autor veden:

L’objet de ce mémoire est l'étude des opérations distributives qu’on peut ap-
pliquer aux fonctions analytiques, plus particulierement auz séries de puissan-
ces entiéres et positives de la variable x, et qui donnent comme résultant des
séries de la méme nature. Nous considérons l’ensemble de ces séries comme
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une variét€ ou espace (que nous appelons espace fonctionnel) & un nombre
infini de dimensions: chaque série est un élément ou point de cet espace, et
le systéme des coefficients de la série peut se regarder comme le systeme de
ses coordonnées. Les opérations distributives donnent des correspondances de
cet ensemble sur lui-méme, correspondances qui sont analogues auzr homogra-
phies et se réduisent aux homographies mémes lorsque on les applique a des
variétés a un nombre fini de dimensions contenues dans l’espace fonctionnel.

([Pincherle, 1897], str. 330-331)

Podrobnéjsi a tématicky usporddany soupis pramenti k problematice, které
se vénoval v uvodu studie Mémoire sur le Calcul fonctionnel distributif,
publikoval roku 1899 v praci Pour la bibliographie de la théorie des opérations
distributives, v niz podrobné sledoval vyvoj pojmu linedrni operator od
G. W. Leibnize (1646-1716) az do konce 19. stoleti a soudasné prezentoval
své ivahy souvisejici s timto pojmem.

Na prelomu 19. a 20. stoleti sepsal S. Pincherle na pomérné vysokém
abstraktnim zakladu rozsdhlou monografii Le operazioni distributive e le loro
applicazioni all’analisi, v niz shrnul vysledky svého dlouholetého badéani.
Napriklad posledni, Sestnacta kapitola Cenno sulla geometria degli spazi lineari
di funzioni vznikla pFfepracovanim podobné nazvaného ¢lanku Cenno sulla
Geometria dello spazio funzionale [Pincherle, 1896], prvni historickd poznadmka
Per la bibliografia della teoria delle operazioni distributive je prepisem ¢lanku
Pour la bibliographie de la théorie des opérations distributives [Pincherle, 1899].

Roku 1905 publikoval S. Pincherle v némecké encyklopedii matematickych
véd rozsahly prehledovy ¢lanek Funktionaloperationen und Gleichungen posky-
tujici témér uplny pohled na rozvoj teorie linedrnich operatort a jejich aplikaci
v ruznych disciplinach. O sedm let pozdé€ji vysla ve francouzské matematic-
ké encyklopedii rozsifena a doplnéna verze tohoto Elanku nazvand Equations
et opérations fonctionnelles. V téchto dvou pracich S. Pincherle shroméazdil,
usporadal a komentoval velké mnozstvi vysledkt, které pfipravovaly pozdéjsi
zrod a rozvoj funkcionalni analyzy. V obou pojednanich vénoval zna¢nou po-
zornost otazkam, které dnes fadime do linedrni algebry. V nasledujici ukazce
z Pincherleova ¢lanku otisténého v némecké matematické encyklopedii si lze
povsimnout, jak podrobné bylo tfeba jesté roku 1905 vysvétlovat nékteré za-
kladni pojmy. Rovnéz stoji za pozornost, Ze na pocatku 20. stoleti jesté nebyly
rozSifeny terminy linedrni zobrazeni, linedrni operator, homomorfismus apod.

Seien «,f3,... Funktionen von einer oder mehreren Variabeln, A, B, ...
Symbole von Operationen, deren Anwendung auf die Funktionen o, (3,... als
Objekte in allgemeinen neue Funktionen als Resultate liefert. ...

... die Summe A+ B als diejenige Operation, deren Anwendung auf ein
Objekt « als Resultat die Summe der Resultate der Anwendung von A und
von B auf dasselbe Objekt ergiebt. ...

... Man nennt ferner Produkt von B mit A und bezeichnet mit AB das
Resultat, das man erhdlt, wenn man die Operation A auf das Resultat von B
anwendet. Das Produkt BA ist im allgemeinen von AB wverschieden; sind
diese Produkte einander gleich, so ist die Multiplikation der Symbole A und B
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kommutativ. Die Operationen, die man gewéhnlich untersucht, geben A(BI') =
(AB)I; das ist die assoziative Figenschaft. Von Symbolen derart, dass die
Gleichungen gelten:

Aa + B) = A(a) + A(P)

und wenn c irgend eine Zahl ist
A(ca) = cA(a)

sagt man, sie haben die distributive Figenschaft; die Symbole und die durch sie
bezeichneten Operationen heissen dann auch selbst distributiv.

([Pincherle, 1905], str. 766-767)

4. Pincherleova monografie Le operazioni distributive

Kniha Le operazioni distributive e le loro applicazioni all’analisi z roku 1901
je monografii, ktera v ucelené a jednotné formé prezentuje vysledky a myslenky
diivéjsich Pincherleovych praci. Sdm nazev knihy naznacuje, Ze jeji hlavni
naplni je studium linedrnich operatorti na prostorech funkci. Cilem knihy je
vybudovat abstraktni pristup k celé této problematice. Poznamenejme, Ze kniha
jesté neni psana dne$nim stylem (definice, véta, diikaz), na nékterych mistech
neni zcela jasné, jaké jsou predpoklady prezentovanych tvrzeni.

Prvni ¢tyti kapitoly Pincherleovy monografie jsou vénovany homomorfismim
(linearnim zobrazenim) vektorovych prostori.

Prvni kapitolu L’insieme lineare generale ad n dimensioni (str. 1-16) zacal
S. Pincherle axiomatickou definici vektorového prostoru (insieme generale,
spazio lineare), kterou prevzal z Peanovy knihy Calcolo geometrico z roku
1888. Citoval zde jesté Laguerreovu praci Sur le calcul des systémes linéaires
z roku 1867 (otiSténou v jeho sebranych spisech z roku 1898) a Peanovo Calcolo
geometrico.

S. Pincherle, podobné jako Giuseppe Peano (1858-1939), jesté ponechal
v této definici symetrii a tranzitivitu rovnosti.* Nepostuloval vSak, Ze rovnost
je kongruenci vaci s¢itani vektoru a vaci nasobeni vektoru ¢isly. Stejné jako
G. Peano se vSak zminil o tom, Ze definice obecného nésobku vektoru realnym
C¢islem je rozsifenim definice nasobku vektoru pfirozenym c¢islem. Pincherleova
definice vektorového prostoru se prilis nelisi od definice soucasné.

S. Pincherle rovnéZ poznamenal, Ze za ¢iselny obor je mozno brat racionalni,
realnd i komplexni ¢isla, ale upozornil, ze v dal§im textu bude uvazovat zejména
¢isla komplexni.®

A seconda dei casi i numeri, di cui si é parlato in questo § si potranno
intendere sia razionali, sia affatto liberi (reali complessi). Nel seguito, quando

4 Chybné viak poznamenal, ze odtud vyplyva jeji reflexivita.
5 G. Peano uvazoval jen realné vektorové prostory.
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non sia avvertito il contrario, parlando di numeri ci riferiremo ai numeri
complessi. ([Pincherle, 1901], str. 3)

Jako priklady vektorovych prostorid uvedl S. Pincherle redlna cisla, kom-
plexni cisla a vektory v prostoru; nalézadme zde rovnéz tvahy o volnych a va-
zanych vektorech.

Un primo esempio di sistema lineare ¢ dato dall’insieme dei numeri (reali
e complessi). ...

Come ¢& noto, dicesi vettore nello spazio un segmento rettilineo, considerato
in quanto ha una determinata lunghezza, una determinata direzione e un
deterinato verso.

Esaminiamo l'insieme di tutti ¢ vettori dello spazio ordinario. ...

... Possiamo, quindi, affermare che linsieme dei vettori dello spazio € un
insieme lineare. ([Pincherle, 1901], str. 4-5)

S. Pincherle déle definoval pojem linedrni kombinace (combinazione lineare)
a zavedl linearné zavislé, resp. nezavislé vektory. Uvazoval i o tom, Ze linedrné
zavislé vektory ag, as, ..., a, mohou byt zavislé vice zptsoby:

ajron + -+ ajnoy, =0 (G=1,...,7).

Uvedl souvislost s hodnosti matice sestavené z koeficientt a;; téchto linearnich
kombinaci (caratteristica della matrice dei coefficienti a;;) a odkazal étenédfe
na knihu Lezioni di Algebra complementare z roku 1898, kterou sepsal Alfred
Capelli (1855-1910).

Stejnym zptusobem jako G. Peano definoval S. Pincherle vektorovy prostor
dimenze n (insieme lineare ad n dimensioni): vektorovy prostor se nazyva
prostorem dimenze n, jestlize v ném existuje n linedrné nezavislych vektori,
ale nikoli vice.

Un insieme lineare di elementi dicesi ad n dimensioni, se in esso esistono
n elementi linearmente indipendenti e non pit. ([Pincherle, 1901], str. 7)

Na rozdil od G. Peana vSak S. Pincherle dokézal, Ze z n linedrné nezavislych
vektortt nemtizeme linedrnimi kombinacemi ziskat n + 1 linedrné nezavislych
vektori; tento fakt dnes Casto dokazujeme uZitim tzv. Steinitzovy véty o vy-
méné, kterd je pozdéjsiho data (ale je uvedena jiz v Grassmannové Aus-
dehnungslehre). S. Pincherle vyuzil pii dikazu tohoto faktu znadmé vysledky
z teorie soustav linedrnich rovnic (homogenni soustava n linedrnich rovnic
o n + 1 nezndmych ma netrivialni feseni).

Dokazal téz, ze n linearné nezavislych vektord aq, ..., a, prostoru S urcuje
podprostor dimenze n a Ze tento podprostor je tvofen pravé mnozinou vsech
linedrnich kombinaci téchto vektort. Toto zjisténi vede k definici baze (sistema

fondamentale); symbolem S, [, ..., a,] oznadil S. Pincherle vektorovy prostor
dimenze n se zvolenou bazi aq, ..., a,.
Bez dikazu poznamenal, ze jestlize vektory aq, ..., a, jsou linedrné zavislé

préavé r linedrné nezavislymi zptisoby, potom prostor generovany vektory
ai,...,a, ma dimenzi n — r.
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Dale dokézal, ze v kazdém prostoru dimenze n existuje nekoneéné mnoho
bézi. Utvoril n linedrnich kombinaci prvku zvolené baze s, . . ., a,, s koeficienty
ai;; ty jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz matice utvorend z koeficienti
a;; ma hodnost n, tj. determinant |a;;| je nenulovy. Takovych matic existuje
nekonec¢né mnoho.

S. Pincherle uvedl, ze bude pfi dalsich uvahach pouzivat geometrickou fec¢
a ze zejména prostory dimenzi 2 a 3 bude reprezentovat mnozinou vazanych
vektort v roviné a prostoru se zvolenym pocéatkem (origine). Od tohoto
okamziku zacal pro prvky jakéhokoli vektorového prostoru uzivat terminy
vektor (wvettore) nebo bod (punto), zacal téz vyuzivat termin soufadnice
(coordinate del vettore rispetto al sistema fondamentale). Pro podprostory
dimenzi 1 a 2 zadal uzivat terminy p¥imka (retta) a rovina (piano).

Provedl rovnéz piepodet (transformaci) soufadnic vektoru vzhledem ke
dvéma riznym bazim, uvazoval pritom obé€ navzajem inverzni transformace.

Queste equazioni lineari permettono di dedurre dalle coordinate di un vettore
qualsiasi di S, riferito al sistema (1,02, ...,0n, le coordinate del medesimo
vettore riferito al sistema aq, o, ..., a,; esse definiscono una trasformazione
di coordinate (che conserva l'origine). ([Pincherle, 1901], str. 11)

V prvni kapitole definoval i linearni obal r linedrné nezavislych vektoru
v prostoru dimenze n:

. un tale insieme S.[a1,as...q,] si dird contenuto nello insieme S,.
([Pincherle, 1901], str. 11-12)

S. Pincherle zavedl pro podprostor dimenze n — 1 prostoru dimenze n ter-
min nadrovina (iperpiano); pomoci subdeterminantt fadu n — 1 matice typu
(n—1) xn definoval soufadnice nadroviny vzhledem k dané bazi. Potom odvodil
rovnici nadroviny.

V zé&vérecném paragrafu prvni kapitoly zavedl S. Pincherle soucet (somma)
dvou podprostorit vektorového prostoru a ukazal, ze maji-li tyto podprostory
dimenze p a ¢ a jejich prinik dimenzi r, je dimenze jejich souctu p + g — r.
Dokéazal tak znamou vétu o dimenzich souctu a priniku dvou podprostort;
vyslovné ji vSak nezformuloval.

Ve druhé kapitole nazvané Generalita delle operazioni (str. 17-29) vySetfoval
S. Pincherle nejprve obecny pojem jednoznac¢ného a mnohozna¢ného zobrazeni
mnozin a zejména vektorovych prostort (operazione univoca, operazione a de-
terminazione unica, operazione a determinazione multipla). Zavedl jejich rov-
nost, popsal nulové zobrazeni a identitu (operazione nulla, operazione unitd),
definoval soucet, rozdil zobrazeni a ndsobek zobrazeni ¢islem, sloZeni zobrazeni,
jeho mocniny a inverzni zobrazeni (operazione inversa). Uvedl, ze pro skladani
zobrazeni plati asociativni zakon, definoval komutujici zobrazeni (operazioni
commutabili), zavedl symbol A~! pro inverzni zobrazeni k zobrazeni A a do-
spél k FeSeni rovnic XA = B a AY = B (4, B jsou dand a X, Y nezndmé
zobrazeni) v piipadé, Ze existuje inverzni zobrazeni A=! (X = BA~! se nazyva
quoziente a destra — pravy podil, Y = A~ B quoziente a sinistra — levy podil).
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Celistvou racionalni funkeci (funzione razionale intera) nazval S. Pincherle
zobrazeni vytvorené ze zobrazeni A, B, ... uzitim kone¢né mnoha operaci s¢i-
tani, skladani a nasobeni ¢islem; uzije-li se téz invertovani, jedna se o racionalni
lomenou funkci (funzione razionale fratta).

Poznamenejme, ze S. Pincherle uvedl, ze vSechna zobrazeni jednoho vekto-
rového prostoru do druhého tvofi vektorovy prostor.

Da quanto precede discende che l’insieme delle operazioni univoche, le qual,
applicate agli enti di uno spazio lineare S, lo trasformano in uno spazio lineare
S', soddisfa alle condizioni indicate ai §§ 2 — 6; quindi questo insieme di
operazioni costituisce alla sua volta un nuovo insieme lineare . ..

([Pincherle, 1901], str. 20)

Ve druhé c¢éasti druhé kapitoly se S. Pincherle vénoval homomorfismim
neboli linedrnim zobrazenim (operazione distributiva) vektorovych prostori.
Povsimnéme si, jak obsirné je definovan homomorfismus:

... Questa proprieta viene detta distributiva; se o e (3 sono elementi
qualsivogliano dello spazio lineare S, ed A una operazione applicabile a questi
enti, si dice che A gode della proprieta distributiva quando sia

Ala+8) = Ala) + A(B) - (4)
Risulta da questa che se a, 3,7, ... sono elementi di S, sara
Ala+B8+v+...)=Ala) + AB) + A(7) + . ..
e sen € un numero intero positivo,
A(na) = nA(a) ;
dalla quale ultima risulta subito

A(la) = %A(a) ,

n
e quindi, se ¢ é un numero razionale,
A(ca) = cA(a) . (5)
Noi ammetteremo che luguaglianza (5) sussista per ogni numero ¢, reale

o complesso, e:

Chiameremo operazioni distributive quelle che godono delle proprieta espres-
se dalle equazioni (4) e (5). ([Pincherle, 1901], str. 25-26)

S. Pincherle dokazal, Ze soucet homomorfismd, skalarni nasobek homomor-
fismu a slozeni homomorfismi je opét homomorfismus. Uvedl, ze kazda celistva
raciondlni funkce vytvotrend z jediného endomorfismu A se redukuje na tvar

oA + 1 A + o A%+ F ey AT
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(forma lineare nell’operazione A di ordine m). Takovéto vyrazy se ndsobi stejné
jako polynomy, vysledny stupeii je roven souctu stupini vSech ¢initelt; jednotlivi
Cinitelé navic komutuji. Kazdy takovyto vyraz lze vyjadrit ve tvaru

am(A—c1)" " (A—co)™ ... (A—c)™

kde r1 + 12 + -+ + rs = m; S. Pincherle se zde odvolal na znalosti z algebry
(pracoval nad komplexnimi ¢isly!) a jako pfiklad uvedl rovnost

AO 4 A2 = (A% 4 iA)(A° —iA) .

Zajimavé je, Ze S. Pincherle na nékolika mistech uzil terminu grupa, ale jesté
ne v dnesnim smyslu; jednalo se o mnozinu uzavienou vii¢i uvazované operaci.

... Quando i prodotti delle operazioni del sistema appartengono al sistema
stesso, si dice che il sistema forma un gruppo. ([Pincherle, 1901], str. 24)

Ve tteti kapitole nazvané Radici e spazi di radici di un’operazione distributiva
(str. 30-49) studoval S. Pincherle homomorfismus A prostoru S do prostoru S”.

Slovem radice (tj. kofen) je oznacen kazdy vektor prostoru S, ktery se pfi
homomorfismu A zobrazi na nulovy vektor. Zaveden je pojem monomorfismu
(operazione senza radici, operazione non degenere — ostatni homomorfismy se
nazyvajl degenere), pojem jadra homomorfismu (spazio di radici — presnéji
feceno se timto ndzvem rozumi kazdy podprostor jadra Ker A).

S. Pincherle definoval pojem homomorfismu s jadrem dimenze r (operazione

degenere di specie r) a dokdzal tzv. vétu o hodnosti a defektu: dimenze jadra
plus dimenze obrazu je rovna dimenzi vychoziho prostoru.

E importante di notare che quando l’operazione A é degenere di specie r
in Sy, st presentano i due fatti concomitanti:

a) esiste in S, uno spazio di radici ad r dimensioni;
b) ad S, corrisponde in S' uno spazio ad n — r dimensions.

([Pincherle, 1901], str. 31)

Zajimavé je, Ze teprve v nasledujicim paragrafu je ukdzano, ze jadro kazdého
homomorfismu obsahuje nulovy vektor (zero):

Ogni spazio di radici di un’operazione distributiva univoca contiene lo zero.
([Pincherle, 1901], str. 32)

Dale je nalezen uplny vzor zvoleného vektoru (3 prostoru S’ a diskutovéna
existence inverzniho zobrazeni k homomorfismu A — jednoznac¢né je pravé tehdy,
kdyz je A monomorfismus (stéle se berou v ivahu viceznaéné zobrazeni a patrné
ne z celého oboru).

Condizione necessaria e sufficiente affinché linversa di un’operazione A
distributiva univoca sia essa pure univoca, é che A non sia degenere.

([Pincherle, 1901], str. 32)
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V nasledné uvaze S. Pincherle ukazal, ze jadro slozeni dvou homomorfismt
obsahuje jadro prvniho z nich, ale muze byt vétsi. Potom studoval endomorfis-
mus A prostoru S: podle predeslého je tedy (v dnesnim oznaceni)

Ker A C Ker A2 c Ker A% C ...

Diilezitou roli zde hraji vektory, které lezi v Ker A™ a nelezi v Ker A™~!
(tzv. radice propria di A™). Provedeme-li na tyto vektory endomorfismus A,
dostaneme vektory z Ker A™~1\ Ker A™~2.

Si dira radice propria di A™ una radice di A™ che non é radice di A™
una radice di A" (r < m) si dira radice impropria di A™.

([Pincherle, 1901], str. 34)

S. Pincherle déle definoval vlastni vektor (invariante) endomorfismu A
pomoci rovnosti A(a) = ka (Gislo k nazval moltiplicatore); poznamenal, Ze
vlastni vektory endomorfismu pfislusejici k témuz vlastnimu ¢islu k tvori jadro
endomorfismu A — k - A°.

Diremo che un elemento « é invariante per un’operazione A, a determina-
zione unica, che trasforma S in sé, quando si abbia

Ala) = ka ,

essendo k un numero (moltiplicatore) determinato. ([Pincherle, 1901], str. 35)

S. Pincherle zavedl invariantni podprostor (spazio invariante) a ukazal,
Ze linedrné nezavislé vlastni vektory aji,...,q, endomorfismu A generuji
invariantni podprostor; vSechny vektory tohoto podprostoru jsou vlastnimi
vektory pravé tehdy, kdyz vektory o, . .., a, patii ke stejnému vlastnimu cislu.

Diremo spazio invariante per un’operazione A, uno spazio trasformato in sé
da quella operazione. ([Pincherle, 1901], str. 36)

7 vz

Ve druhé c¢asti tieti kapitoly vySetfoval S. Pincherle nejprve dva komutujici
endomorfismy A, B prostoru S, jejichz jddra maji trividlni pranik. Zjistil,
7e B zobrazuje izomorfné (koneéné dimenzionélni) jadro Ker A na Ker A a Ze
endomorfismus AB mé jadro Ker A @ Ker B. V obecnéjsim pfipadé, tj. neni-li
Ker ANKer B =0, je

Ker A+ Ker B C Ker AB ,

dim Ker AB = dim Ker A + dim Ker B — dim (Ker AN Ker B) .

Tyto vysledky pak aplikoval na mocniny daného endomorfismu A a ziskal
nasledujici vysledky:

— Je-li dim Ker A = m, je dim Ker A" <m -r.%

6 A" ammettera in S uno spazio di radici ad mr dimensioni al piu. ([Pincherle, 1901],
str. 41)
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— Jestlize Ker A = [ap] a jestlize existuji vektory a1,...,@,—1, pro néz
ag = A(ar), ag = A(az), ..., an—1 = A(ay,), potom
Ker A" = [ag, 01, ..., apn—1] -

— Jestlize Ker A = [op], B komutuje s A a Ker A N Ker B = 0, pak
existuji jednoznac¢né urcend ¢isla ko, k1, . .., k,—1 takova, zZe

B(a) = koo
B(ai1) = k1o + koo

B(Oén) =kpoo + kp_10q + -+ k1ap—1 + koo, -

S. Pincherle odtud odvodil, ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje rozklad
B=ky+kA+kA’+ - +k, 1A 1+ B, A",

kde B, je néjaky endomorfismus komutujici s A. Endomorfismus B, pro ktery
plati takovyto rozklad, nazval regularnim vaéi A (regolare rispetto ad A).
Zapsal pak B formalné ve tvaru mocninné rady

B=ko+kiA+koA? + - +k, A" + ...

Jestlize je koeficient kg ruzny od nuly, lze ziskat i formalni zapis nekonecné
mocninné fady

B l=co+c1A+ A%+ -+, A"+ ...,

pri¢emz koeficienty cg, ¢, ..., Cn,... jsou FeSenimi rovnic
C()k() =1 5
Clk() + Cokl =0 5
coko + c1ky + coke =0,

Se, dunque, B é un’operazione commutabile con A, regolare rispetto ad A,
col coefficiente di A diverso da zero, si puo assegnare, almeno formalmente,
una serie di potenze di A, la quale rappresenta l'operazione B~1.

([Pincherle, 1901], str. 47)

Jako priklad uvedl v nasledujicim paragrafu invertovani endomorfismu A—a.

Ve ¢tvrté kapitole Struttura degli spazi invarianti ad un numero finito di
dimensioni (str. 50-67) studoval S. Pincherle endomorfismus A néjakého blize

neurceného prostoru a jeho n-rozmérny podprostor Sy, a1, as, ..., a,], ktery je
vuéi A invariantni. VySetfoval tedy vlastné endomorfismus na prostoru koneéné
dimenze. Protoze je pro kazdé i =1,...,n

A() = apnog + appas + -+ + ainay,
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je mozno endomorfismus A na prostoru Sy, a1, as, . . ., a,] reprezentovat linear-
ni substituci a tu opét matici utvorenou z koeficientli a;;. Jestlize ma jadro
endomorfismu A dimenzi 7, ma uvazovana matice hodnost n—r. Poznamenejme
vsak, ze pojem matice homomorfismu explicitné definovan neni; zminéné matice
zde ani neni zapsana.

ogni operazione distributiva entro uno spazio ad un numero finito di
dimensioni, invariante rispetto ad essa, ¢ rappresentabile per mezzo di una
sostituzione lineare. ([Pincherle, 1901], str. 50)

condizione mecessaria e sufficiente affinché un’operazione distributiva,
univoca entro uno spazio ad n dimensioni invariante rispetto ad essa, sia
degenere di specie v, si € che la matrice della sostituzione lineare, che la
rappresenta in tale spazio, sia di caratteristica n — r.

([Pincherle, 1901], str. 51-52)

S. Pincherle se dale soustfedil na peclivé studium automorfismu A prostoru
Snpla1, e, ..., a,]. Hledal vlastni ¢isla a vlastni vektory tohoto automorfismu
a dosel k tomu, ze vlastni Cisla jsou pravé kofeny charakteristické rovnice
(equazione fondamentale) automorfismu A, kterd mé tvar

ail — t a2 ais e A1n
a1 agsy —t a23 Q2n
ft)=| aa azgz  azz—t ag, | =0,
an1 An2 an3 Apn — t

a vlastni vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu ¢ jsou pravé vSechna nenulova
feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic odpovidajici vyse uvedené matici
prot =c.

Obsahem ¢tvrté kapitoly je (v dnesni feéi) konstrukece tzv. Jordanovy béze
prostoru Sy a1, aa, . . ., ayl, tj. takové béze tohoto prostoru, viici které je matice
endomorfismu A Jordanova. Pojmy Jordanova béze a Jordanova matice se zde
vsak nevyskytuji, ZAdna matice zde neni zapsana.

S. Pincherle fesil nejprve pripad, kdy mé charakteristickd rovnice jedno-
duché kofeny cy, ca, ..., cy; dokazal, ze piislusné vlastni vektory jsou linedrné
nezavislé (bez jakéhokoli odkazu zde vyuzil skuteénosti, Zze Vandermondeiv
determinant navzajem ruznych ¢isel je nenulovy) a tvoii tedy bdzi prostoru
Snpla1, e, ..., a,]. Déle se podrobné zabyval pfipadem, kdy

ft) =@ =) (t —c2)™ ... (t —cq)"

a Cisla c1,co,...,¢q jsou navzajem ruznd. Pri feSeni tohoto piipadu vyuzil
fady poznatki (rozsifil linedrné nezévislou mnozinu na bézi prostoru, pocital
determinant blokové trojuhelnikové matice atd.). Dosel k tomu, ze kazdému
invariantnimu podprostoru v S, [a1, e, ..., ay] prislusi délitel charakteristic-
kého polynomu f(¢) a kazdému direktnimu rozkladu tohoto prostoru na dva
invariantni{ podprostory odpovida rozklad charakteristického polynomu f(t)
v soucin dvou déliteld.
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. se uno spazio invariante rispetto ad un’operazione A contiene uno
spazio Sy, ad un numero minore di dimensioni, esso pure invariante rispetto
ad A, il primo membro dell’equazione fondamentale di A rispetto ad Sp,
ammette come fattore il primo membro dell’equazione fondamentale di A.
([Pincherle, 1901], str. 58)

S. Pincherle vySetfoval endomorfismus E. = A — ¢ (je minéno A — ¢ - id.),
kde ¢ je vlastni ¢islo automorfismu A. Vysel od vektoru, ktery se zobrazi na
nulovy vektor aZ pii p-té mocniné endomorfismu E, a ktery proto znaéil w®—1)
(pti dnesnim znaceni je wP~1) € Ker EP \ Ker EP™!, jedna se o tzv. vhodny
vektor endomorfismu E? v Pincherleové terminologii). Déle sestrojil vektory

E(w?P ) =02 B (wP2D)=ur3 | E(wY)=w, E(w)=0.
Nyni dosadil E. = A — ¢ a dostal rovnosti:
Aw) =cw,
AlwM) = cw® +w |
Aw?) = cw® + oM
A(w(p_l)) =cwP1) L ,-2)

S. Pincherle jesté ukézal, Ze Cislo p je nejvySe rovno nasobnosti vlastniho
¢isla ¢ jako kofene charakteristického polynomu. Poznamenejme, zZe je ihned
vidét, Ze matici endomorfismu A z(Zeného na podprostor generovany vektory
w,w® | wP=1) (vzhledem k této bézi) je Jordanova buiika; nic takového
vsak zde S. Pincherle neuvedl.

V nésledujicim paragrafu S. Pincherle tento postup zobecnil. VysSel od &y
vhodnych vektorti wgp b ,w,(fl’ ~1 endomorfismu E?, zobrazil je endomorfis-
mem F, a ptridal k nim dalsi vektory tak, aby ziskal maximalni linedrné nezavis-
lou mnozinu vhodnych vektort endomorfismu E?~1. Postupné tak zkonstruoval
mnozinu

(p—1)  (p—1) (p—1)
wy , Wy seees Wp
(r—2)  (p—2) (r—2) | (p—2) (p—2)
wy , Wy ey Wh s W e Wk
(r—3)  (p—3) (»—3)  (p—3) (p—3) (»—3) (»—3)
Wy , Wy ey Wh s W e Wi ks Wh ka1 0 Wy ket ks
Wiy ooy Whkyy Whi41s-: oy Whidkys Whitko+1s-- 5 Whitko+kss -5 Whkitko+-+kp

V dalsich paragrafech dokazal, Ze tato mnozZina vektori je linedrné nezavisla,
ze podprostor generovany témito vektory méa dimenzi rovnou nasobnosti
vlastniho ¢isla ¢ jako kofene charakteristického polynomu a ze ma direktni
doplnék, ktery je také invariantni vzhledem k A. Ukazal téz, Zze endomorfismus

1 T2 Tq
EIEL: .. EL

je nulovy.
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Vysledek celé ¢tvrté kapitoly je shrnut v jejim poslednim paragrafu.

Uvazujme endomorfismus A prostoru S a jeho n-dimenzionalni podprostor
Sn, ktery je invariantni vuc¢i endomorfismu A, a predpokladejme, Ze zuzeni
endomorfismu A na podprostor S,, je navic automorfismus a

fA)=@t—c1)*(t—c2)™...(t—cy)e

je jeho charakteristicky polynom.

Prostor S,, je potom direktnim sou¢tem g podprostort
R

dimenzi r1,rg,...,7q, z nichz kazdy je invariantni vzhledem k automorfismu A;
kazdy prostor S;, je sjednocenim jader vsech mocnin endomorfismu E., = A—c¢;
a odpovidajici charakteristicky polynom je pravé (¢t — ¢;)".

Kazdy prostor S,, je direktnim souctem konecného poctu podprostort,
které jsou invariantni vzhledem k A a odpovidaji riznym, linearné nezavislym
vektortim jednotlivych mocnin endomorfismu E,,.

Tak napf. vlastnimu vektoru w®—1 endomorfismu E?. odpovida podprostor,
jehoz bazi tvoii vektory

wP Y B (WP =02 B (M) =w.

Dalsi kapitoly Pincherleovy monografie Le operazioni distributive jiz vyraz-
néji sméfuji k budovani funkcionélni analyzy. Autor se v nich zabyval zejména
studiem prostori fad a prostord funkci. Je pochopitelné, Ze se jednalo o prostory
nekonecné dimenze.

V paté kapitole L’insieme delle serie di potenze e le operazioni distributive
elementari (str. 68-86) zavedl vektorovy prostor nekoneénych posloupnosti
(ao,a1,as,...) redlnych nebo komplexnich ¢isel a ukézal, Ze jde o prostor
nekonecné dimenze, v némz jsou obsazeny podprostory libovolné konecné
dimenze. Jeho prvky, které znacil afag, a1, ...,a,] nebo alag,a1,...,an,...],
resp. afay)], zacal chépat jako mocninné fady, a tedy jako analytické funkce:

. per piu ragioni, € sembrato conveniente di assumere come tale la
serie ordinata per le potenze intere e positive di una variabile x, in cui a,
e il coefficiente di ™. Questa serie si rappresentera colla stessa lettera che
denotava la successione; pertanto, d’ora innanzi, alla considerazione della
successione alag,ay,. .., ay), sostituiremo quella della serie

a(:c):ao+a1z+a2z2—|—-~-+anz"—|—...

([Pincherle, 1901], str. 71)

Symbolem S° oznacil S. Pincherle prostor vsech fad «(x), které maji
nenulovy polomér konvergence a S” (pro r > 0) prostor vSech fad, jejichz
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polomér konvergence je vétsi nez r. Poznamenal, Ze jestlize je » > 1/, pak je
ST C S Zavedl téz symbol S pro fady konvergujici vsude.

Ci accadra di dovere considerare linsieme delle serie ax) che convergono
in un cerchio di raggio superiore ad un numero positivo r. Quest’insieme,
manifestamente lineare, verra indicato con S™.

Ser er' sono due numeri positivi ed v > 1, & chiaro che S"' contiene S”.

Con notazione analoga, S sara linsieme delle serie il cui raggio di
convergenza € infinito. ... L’insieme S appartiene ad ogni S".

([Pincherle, 1901], str. 73)

S. Pincherle rovnéz poznamenal, Ze v prostoru S> jsou obsazeny vsechny
polynomy. Ty odpovidaji posloupnostem, které maji od néjakého indexu samé
nuly. Prostor S,, vSech polynomt stupné nejvyse m — 1 mé zfejmé béazi
1,z,22%,2%,..., 2" 1. Tento poznatek autor v paragrafu 103 pochybnym zpfiso-
bem extrapoloval; prohlasil, Ze mnozina 1,z,z2,...,2",... je bazi prostoru S.

. il sistema di elementi

2 .3 n
Lz, z%,z°,...,2", ...

potra dirsi sistema fondamentale dell’insieme S. ([Pincherle, 1901], str. 74)

Ve druhé casti paté kapitoly vysetfoval S. Pincherle endomorfismy prosto-
ru S, zejména nasobeni prvka prostoru S pevné zvolenym prvkem, derivaci
a substituci. Uvedme definici derivace:

Sia a(x) = ala,] un elemento arbitrario di S. L’operazione, che applicata
all’elemento o, genera l’elemento di S di coordinate:

ai,2as,3az,...,(n+ Dant1, ...

st dira derivazione. Essa verra rappresentata dal simbolo D.
La derivazione é manifestamente un’operazione distributiva.

([Pincherle, 1901], str. 77)
V zavéru paté kapitoly se autor jesté vratil k vyse kritizovanému tvrzeni
(paragraf 103) o bazi prostoru S; jeho tivaha v8ak stale jesté neni p¥ili§ pfesna:

. insieme che diremo S% ed al quale appartiene il sistema

che al § 103 si & detto sistema fondamentale di S. Per indicare gli insiemi
S¥ ..., 8% ..., 8 ...,8,...,8% ... useremo la parola di intorni (di piu in
pit estesi) dell’elemento 1. ([Pincherle, 1901], str. 85)

Obsah zbyvajici ¢asti Pincherleovy monografie vypada takto:

6. Gli elementi del calcolo funzionale (str. 87-118),
7. Prime applicazioni del calcolo funzionale (str. 119-151),

8. Le operazioni normali (str. 152-183),
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9. L’operazione aggiunta (str. 184-195),
10. Le forme lineari alle differenze (str. 196-260),
11. Le forme lineari differenziali (str. 261-311),
12. Forme differenziali lineari normali (str. 312-342),
13. Trasformazione delle operazioni (str. 343-374),
14. Le forme lineari alle sostituzioni (str. 375-428),
15. Generalizzazione della proprietd del Wronskiano (str. 429-438),
16. Cenno sulla geometria degli spazi lineari di funzioni (str. 439-457),
— Note (str. 461-484),
— Indice alfabetico (str. 485-490).
Podivejme se jesté na devatou kapitolu L’operazione aggiunta, v niz je pro
specialni prostor Laurentovych fad definovan skalarni soucin a jsou zavedeny

adjungované a samoadjungované operatory.

Indichiamo con T [linsieme delle serie di Laurent, o serie ordinate per
le potenze intere, positive e negative, di una variabile x. Una tale serie
> o anx™ si puo talvolta considerare indipendentemente da ogni condizione
di convergenza: essa serve allora unicamente a legare, in un ente unico, la
successione indefinita nei due sensi, ...a_s,a_1,a0g,a1,0a2, . . .

([Pincherle, 1901], str. 184)

Siano ora:
oo o0
p=> gna", V=) k"
— 0o — 00

due elementi di T, e coi loro coefficienti si costruisca la espressione:
o0
R(‘Pa 1/1) = ngnknfl .
— 00

([Pincherle, 1901], str. 185)

La R(p, ) pud riguardarsi come un’operazione applicata ai due enti ¢ e 1),
variabili in T ; fissato ¢, essa ¢ un’operazione applicata agli entiv dil,, mentre
fissato v, essa é un’operazione applicata agli enti ¢ di Ty. Ci proponiamo di
notare le proprieta di questa operazione.

([Pincherle, 1901], str. 185-186)

S. Pincherle déle uvedl, Ze zobrazeni R je bilinedrni (operazione distributiva
separatamente rispetto a ¢ e a ), a ukdzal jeho dalsi vlastnosti.

Data un’operazione distributiva univoca A che trasformi T in sé, chiame-
remo operazione aggiunta di A ed indicheremo con A, loperazione definita da:

R(A(¢), %) = R(e, A(¥)) - (4)
([Pincherle, 1901], str. 187)
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V dalsim textu ukazal, ze pokud adjungovana operace k linedrnimu opera-
toru existuje, jedna se o linedrni operator, dale predvedl, zZe adjungovany opera-
tor k linedrni kombinaci operatori je stejné linedrni kombinace adjungovanych
operatortl k jednotlivim operatorim, ze adjungovany operator k adjungova-
nému operatoru je puvodni operator, ze adjungovany operator ke slozeni dvou
operatort je slozenim adjungovanych operatori k jednotlivym operatortm, ale
v opac¢ném poradi, ze adjungovanim navzajem inverznich operatort ziskame
opét navzajem inverzni operatory atd.

V zéavéru devaté kapitoly se Ctenar setkd i s definici samoadjungovaného
operatoru; vétsi pozornost jim zde vSak autor nevénoval.

Si ammetta che un’operazione A coincida colla propria aggiunta A; nel quale
caso Uequazione di definizione (4) sara:

R(A(p), %) = R(p, A()) .

([Pincherle, 1901], str. 194)

Podivejme se jesté na tFinactou kapitolu Trasformazione delle operazioni,
ktera zacina obecnymi tivahami o podobnosti operatorti.

Siano A, B due operazioni funzionali distributive, a determinazione unica
in un dato spazio lineare. Si dice che B é trasformata di A mediante un’ope-
razione X, o che X trasforma A in B, quando sia

XAX'=B. (1)

La (1) equivale, in ogni spazio funzionale in cui X sia a determinazione
unica, alla

XA=BX

e alla

X 'BX=A.
([Pincherle, 1901], str. 343)

Kapitola pokracuje vykladem elementarnich vlastnosti podobnych operatori
a vySetrovanim nékterych problémt transformaci konkrétnich operatori.

5. Zavér

Po Peanové spisu Calcolo geometrico byla Pincherleova monografie Le
operazioni distributive druhou knihou, ktera se systematicky zabyvala teorii
vektorovych prostori a jejich homomorfismt. Navic se pomérné podrobné
vénovala prostorim se skaldrnim soucinem, adjungovanym homomorfismim
apod.; tato problematika byla dilezita pro rodici se funkcionalni analyzu.

Velkou pfednosti Pincherleovy knihy je zavedeni a vyuzivani geometrické feci
a prosazovani geometrického pohledu na prostory funkci. Jiz v 15. paragrafu
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(prvni kapitola) autor zdurazioval vyhody tohoto geometrického jazyka. Po-
sledni, 16. kapitola knihy je geometrii pfimo prosycena. Uvedme napf. terminy
bod, vektor, souradnice, pfimka, rovina, nadrovina, kiivka atd. Béhem dalsich
let byly geometrické podnéty ve funkcionalni analyze vyuzivany pomérné casto.
Totéz lze ¥ici o geometrické terminologii.”

V nasledujicich letech S. Pincherle ze své monografie vychazel pfi dalsi ba-
datelské praci. Citoval ji v nékterych dalsich ¢lancich, napi. roku 1906 v pojed-
nani Sulle equazioni funzionali lineari (citoval zde téz Hilbertovy, Volterrovy,
Hadamardovy a Schmidtovy prace), roku 1911 v élanku Appunti di Calcolo
funzionale, roku 1913 v praci Sull’operazione aggiunta di Lagrange, v niz roz-
vijel problematiku skaldrniho soucinu, adjungovanych a samoadjungovanjch
operatort, roku 1928 v prednasce Osservazione sopra una classe di operazioni
lineari na mezinadrodnim kongresu matematikti v Bologni atd.

Uz roku 1904 citoval Pincherleovu monografii M. Fréchet v prvnim ze tii
¢lanku se spoleénym nazvem Sur les opérations linéaires; byl otistén v casopise
Transactions of the American Mathematical Society.

Roku 1910 ocenil Pincherleovy vysledky J. Hadamard v tivodu své knihy
Legons sur le calcul des variations:

Un chapitre spécial a €té, en conséquence, consacré au Calcul Fonctionnel
envisagé en lui-méme. Des travaux tels que ceux de MM. Volterra, Pincherle,
Bourlet, etc., ont le said ouvert la voie a suivre et permettent d’ores et déja
de généraliser parallélement a la notion de différentielle, celle de wvariation
premiére.

Leur exposition avait sa place marquée dans ce qui suinre.

([Hadamard, 1910], str. vii)

Roku 1912 uvedl J. Hadamard v ¢lanku Le calcul fonctionnel S. Pincherlea
mezi tvarci hlavnich myslenek funkcionalni analyzy.

S. Banach oznacil o deset let pozdéji S. Pincherlea ve své rozsahlé praci Sur
les opérations dans les ensembles abstraits et leur application auzx équations
intégrales (spolu s V. Volterrou, M. Fréchetem, J. Hadamardem a dal§imi) za
jednoho z hlavnich tvirci funkcionalni analyzy.

La notion de fonction de ligne fut introduite par M. Volterra. Des recherches
a ce suject ont été faites par MM. Fréchet, Hadamard, F. Riesz, Pincherle,
Steinhaus, Weyl, Lebesgue et par beaucoup d’autres. Dans les premiers ouvrages
on admettait que le domaine et le contre-domaine sont des ensembles de
fonctions continues admettant les derivées d’ordres supérieurs.
([Banach, 1922], str. 133; Oeuvres II., str. 305)

Roku 1925 podstatnym zptisobem zobecnil Guido Fubini (1879-1943) mys-
lenky Pincherleovy prace Appunti di Calcolo funzionale distributivo (1897).

V zafi roku 1928 na mezinadrodnim kongresu matematikd v Bologni ocenil
Pincherledv pfinos pro funkcionalni analyzu J. Hadamard v pfispévku Le

7 Naptiklad roku 1908 prosazoval Erhard Schmidt (1876-1959) geometricky pohled a geo-
metrické chapani prostori funkci (viz [Bernkopf 1966], str. 46).
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développement et le role scientifique du calcul fonctionnel a M. Fréchet
v prednésce L’analyse générale et les espaces abstraits. Jejich prispévky
jsou otistény ve sborniku Atti del Congresso internazionale dei matematici
(Bologna, 1929). J. Hadamard né&kolikrdt zminil Pincherleovo jméno b&hem
celého svého referatu; mimo jiné fekl:

Quant a la forme la plus générale a donner a l'expression d’une variation,
cette question se rattache en réalité a la conception de vecteur dans les
espaces fonctionnels ou abstraits, conception déja introduite deés les travaux de
M. Pincherle, mais qui a du étre reprise, aux nouveaux points de vue aurquels
se place aujourd’hui I’Analyse fonctionnelle, par M. Fréchet et, d’une maniére
plus approfondie, par MM. Norbert Wiener et Banach. ...

D’autre part, c’est en envisageant certaines opérations sous le point de
vue parfaitement explicite du Calcul fonctionnel que, des 1898, M. Pincherle
fournit des démonstrations nouvelles de théoremes appartenant a la théorie
des fonctions sous son sens le plus classique et relatifs aux singularités des
fonctions analytiques; il les obtient comme conséquence du développement d’une
transmuée analytique suivant les dérivées successives de la fonction-argument.
([Hadamard, 1928], str. 151, 155)

M. Fréchet ve své prednasce fekl:

Et c’est bien ici le lieuw de rappeler que U’Analyse générale n’aurait gueére
pu étre méme concue sans les travaur des mathématiciens italiens et parti-
culierement de deuz d’entre eux: MM. Pincherle et Volterra.

([Fréchet, 1928], str. 267)

Roku 1931 napsal Enrico Bompiani (1889-1975) ¢lanek Italian contributors
to modern mathematics, v . némz zminil i Pincherletiv pfinos k funkcionalni
analyze. Poznamenal téz, v ¢em se 1is1 Volterriv a Pincherletiv pfistup.

Pincherle created the calculus of distributive operations, today called linear
functionals, and in his work we find many of the concepts and terms today
accepted in the theory ...

The researches of Volterra upon functionals relate generally to the real field,
while those of Pincherle on distributive operations extend to the complex field.
([Bompiani, 1931], str. 88-89, 90)

Harry Bateman (1882-1946) publikoval roku 1935 v Casopise National
Mathematics Magazine praci Operational Equations. V tivodu napsal:

The subject of operational equations is not new for operational equations
have been discussed in the past without being described as such. There seems,
however, to be no good systematic development of the subject including a clas-
sification of the equations into different types. The book of S. Pincherle and
U. Amaldi on distributive operations supplies some of the main ideas from
which a theory can be developed but this book was written many years ago
and it will be readily understood that operations defined by equations need not
possess the distributive property. ([Bateman, 1935], str. 197)
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Pres vyse uvedena ocenéni neméla Pincherleova kniha, podobné jako Pea-
novo Calcolo geometrico, velky ohlas. V fadé praci a monografii z funkcional-
ni analyzy nejsou Pincherleovy prace citovany. Naptiklad v proslulé trojdilné
monografii Nelsona Dunforda (1906-1986) a Jacoba T. Schwartze (nar. 1930)
Linear operators (1958, 1963, 1971), ktera obsahuje obsirnou bibliografii,® jsou
uvedeny pouze oba Pincherleovy prehledové c¢lanky napsané pro némeckou
a francouzskou encyklopedii ([Pincherle, 1905], [Pincherle, 1912]).

Zajimavé je, ze ani italsti matematici Pincherleovy prace pfilis necitovali.
Napiiklad Mauro Picone (1885-1977) uvedl v ulebnici Lezioni di analisi
funzionale vydané v Rimé v letech 1946 a 1947 Pincherleovo jméno pouze
v souvislosti s vétou o konecném pokryti.

V knize Probléemes concrets d’analyse fonctionnelle z roku 1951 ocenil
Pincherleovy vysledky v predmluvé J. Hadamard.” Oba autofi této knihy,
Paul Lévy (1886-1971) a Franco Pellegrino, se vSak k Pincherleovym pracim
prilis nehlésili. Pincherleova monografie je zminéna jen na jediném misté, ve
Ctvrté casti knihy nazvané La théorie des fonctionnelles analytiques et ses
applications, jejimz autorem je F. Pellegrino.!°

Pfi¢in pomérné malého ohlasu Pincherleovy monografie i jeho dalsich praci
je asi vice. Vétsina byla napsana italsky, né€které byly publikovany v nepfilis
znamych a malo dostupnych casopisech. V dvoudilnych Pincherleovych vybra-
nych spisech Opere scelte vydanych roku 1954 v Rimé je oti$téno pomérné malo
praci. Navic patfi mnohé Pincherleovy prace k prehistorii funkcionéalni analyzy
a v soucasné dobé nebyva zvykem citovat staré prace.

Miroslav Katétov (1918-1995) v ¢lanku Nékteré aspekty vgvoje funkciondlnd
analyzy'! napsal:

. zacdtkem stoleti nebyl jesté axiomaticky zpusob zavadeni matematickych
objekti, tim méné pak moderni strukturdlni pristup jesté zdaleka bézZny, a nent
divu, Ze budovdni abstrakini teorie linedrnich prostori (zcela nutné azioma-
tick€) nardzelo v té dobé na psychologické prekdzky; ve dvacdtych letech byla
ovsem situace podstatné jind. ([Kat&tov, 1968], str. 19)

V clanku Pervaja monografija po funkcional’'nomu analizu z roku 1973
oznadil Fedor Andreevi¢ Medvedev (1923-1993) pravé Pincherleovu knihu Le
operazioni distributive e le loro applicazioni all’analisi za prvni monografii
vénovanou funkcionélni analyze; vznik této discipliny pfitom polozil na prelom
19. a 20. stoleti. V témze roce v praci Osnovopolozniki funkcional’nogo analiza
o ego rannej istorii studoval, co o konstituovani funkcionalni analyzy napsali

8 V prvnim svazku je soupis literatury na stranach 731-826, ve druhém svazku na stranach
1785-1883.

9 Il était réservé & M. Pincherle et surtout ¢ M. Volterra d’en dégager Uindividualité et
d’en montrer limportance. ([Lévy, Pellegrino, 1951], str. xiii)

10 Les opérateurs linéaires dans le domaine analytique avaient été étudiés par Pincherle,
qui les appelait ,Opérations distributives® ... ([Lévy, Pellegrino, 1951], str. 420)

11 Jedna se o referat predneseny 28. srpna 1965 na matematické sekci XI. mezinarodniho
kongresu historie véd v Krakové.
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v letech 1899 az 1932 jeji zakladatelé S. Pincherle, D. Hilbert, J. Hadamard,
V. Volterra a M. Fréchet. Zabyval se i pfi¢cinami nedocenéni Pincherleovych
vysledki.

Antonie Frans Monna (1909-1995) vénoval roku 1973 v knizce Functional
analysis in historical perspective Pincherleovym vysledkim pomérné znacnou
pozornost. O jeho monografii Le operazioni distributive mimo jiné napsal:

For short, the chapters I to IV of this book, written in 1901, contain
a systematic study of the theory of linear spaces. It seems that Peano’s Calcolo
geometrico and Pincherle’s book were the first textbooks on this domain.

However, Pincherle’s book too had only little influence: it was seldom quoted
and I believe it was just ignored for many years after its publication.
([Monna, 1973], str. 127)

Heidemarie Borgwadt v ¢lanku nazvaném Die historische Entwicklung der
Funktionalanalysis zu einer selbstandigen mathematischen Disziplin z roku
1975 Pincherleovu roli pfi zrodu funkcionalni analyzy zcela opomiji. Rovnéz
v knize History of functional analysis z roku 1981, jejimZz autorem je Jean
Dieudonné (1906-1992), je S. Pincherle zminén jen c¢tyfikrat, a to pouze
okrajoveé.

Poznamenejme jesté, ze roku 1988 se konala v Bologni konference, na niz
se Pincherleovym dilem zabyvali Umberto Bottazzini a Carlos A. Berenstein.
O rok pozdéji informovali Umberto Bottazzini a Stefano Francesconi v ¢asopise
Historia Mathematica o dochovanych Pincherleovych rukopisech.
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