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GEOMETRIA NA PRAHU 21. STOROCIA

7 POHLADU JEJ PATTISICROCNEHO
VYVOJA

JAN C1ZMAR
UvVOD

Okrthle vyrocia obvykle dédvaji aj v odbornych oblastiach podnet
na stvahu histérie, na sumarizaciu vysledkov, na rekapituléciu tispechov
a omylov a na zamyslenie sa nad stavom odboru, nad jeho budtcnostou,
nadejami aj obavami, jasnymi perspektivami aj hmlistou neistotou a nie-
kedy jednoducho aj nad zmyslom jeho existencie. Z pohladu stcasnika
nepredstavuje vstup do 21. storodia v geometrii nijaky zasadny milnik,
ktory by bol navyse umocneny prelomom tisicro¢i. No mozno povazovat
za temer isté, ze z odstupu niekolkych storoéi budu nasi nasledovnici
tento spektakularny zlom vnimat optikou svojej doby ako vysostne vy-
znamny fakt, ktory hlboko zasiahol samy zaklady spolo¢enského Zivota,
vedu nevynimajuac.

Aké postavenie ma v tomto kontexte geometria ako jedna z najstar-
sich oblasti matematiky a vedy vobec, aké otazky navodzuje jej stiasny
stav a racionalne postdenie jej trendov v najblizSej budtcnosti, mé Sance
ako vedn4 disciplina aj ako vzdelavaci predmet na skolach vSetkych stup-
nov? Prirodzene, tieto a podobné otazky nie st izolovanym produktom
napadného datumu, ktory — ostatne — vo vlastnom vyvine geometrie nie
je nijako pozoruhodny, ale sa s dobovou naliehavostou pravidelne vyné-
raju pri roznych prilezitostiach a v roznych stuvislostiach a prinasaja od-
povede a progndzy navzajom lisSiace sa obsahom, $irkou pohladu a stup-
nom vseobecnosti. Je temer pravidlom, Ze ¢im vzdelanejsi, rozhladenejsi
a povolanejsi je autor hodnoteni a predpovedi, tym opatrnejsie, obozret-
nejsie a vagnejsie st jeho vyjadrenia smerom do budtcnosti. A naopak,
rezolutne, absolitne a neodvolatelne definitivne byvaju tsudky diletan-
tov, u ktorych odvaha a suverénnost vysoko stoja nad schopnostami
a vedomostami. K druhu takychto proroctiev patria vyjadrenia o smrti
geometrie prinajmensom v jej syntetickej podobe, re¢i o potrebe vyra-
denia klasického kurzu geometrie zo vzdelavacieho programu vSeobecno-
vzdelavacieho Skolstva a z pripravy budtcich uéitelov matematiky. Tento
¢lanok je pokusom ukdzat na historickom vyvoji geometrie neopodstat-
nenost takychto tsudkov a nacrtnit niekolko pohladov na mozné trendy
pouzivania a rozvijania geometrie v modernej spolo¢nosti.
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POKUS O PERIODIZACIU DEJIN GEOMETRIE

Ak prijmeme za charakteristiku historickej etapy dejin geometrie
existenciu pisomnych zaznamov s geometrickou tematikou, maju dejiny
geometrie pét tisic rokov, ako to prezentuje pramen [1]. Ak v8ak uzname
za prejavy geometrického poznania a myslenia archeologické artefakty
s vyraznymi geometrickymi prvkami, histéria, alebo presnejsie — prehis-
toria geometrie — sa posunie do podstatne vzdialenejsej hibky ¢asu — do
etapy existencie predchodcov ¢loveka — hominidov.

Druhé odchylka od vseobecne akceptovaného ¢lenenia dejin geomet-
rie sa tyka obdobia geometrie ako exakinej vedy. Doba formovania geomet-
rie ako modernej vedy od 17. storocia predstavuje oproti predchadza-
jacemu obdobiu kvalitativne vyssiu etapu, ktorej spojitym pokracova-
nim je aj geometria nasej sticasnosti. Napriek duchovnej jednote vyvoja
v tomto obdobi je vSak geometria 19. a 20. storocia zretelne kvalitativne
odlisné od geometrie 17.—18. storocia, ktora budovala zdklady modernej
vedy.

Pri respektovani tychto dvoch novych, mierne pozmenenych pohla-
dov na vyvin geometrie mozno pripustit ako korektni nasledujicu peri-
odizéciu dejin geometrie:

1. Prehistéria:
»geometria“ spolocenstiev hominidov a predciviliza¢nych spolo-
Censtiev druhu Homo sapiens (¢as pred asi 2000000 rokmi — za-
¢iatok 3. tisicrocia pred n. 1.)

2. Geometria ako stiéast sofistikovanej praxe:
geometria v najstarsich civilizaciach

(~3000 pred n. l. — ~ 600 pred n. 1)

3. Geometria ako exaktna veda:
geometria charakterizovana dominanciou syntetickej metédy
(=~ 600 pred n.l.— prva tretina 17. storocia)

4. Geometria ako moderna veda:
geometria charakterizovana prevahou analytickej metédy a zacle-
novanim metdd novych modernych disciplin

A. Budovanie zékladov (1. polovica 17. storocia — koniec 18. sto-
rocia)

B. Diferenciicia a stistavna modernizacia (od zaciatku 19. sto-
roc¢ia po sucasnost)
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1. ELEMENTY GEOMETRIE
V PREDCIVILIZACNYCH SPOLOCENSTVACH

Zarodky primitivnych geometrickych poznatkov, prejavujice sa v ché-
pani geometrického tvaru prirodnych predmetov v zivotnom prostredi a
v ucelnom vyuzivani tohto tvaru, st zjavné uz v najstarsich hominidnych
spolocenstvach druhu Homo habilis (Clovek zruény), ktoré Zili od ¢asu
priblizne pred 2 000 000 rokmi az do ¢asu pred 1800 000 /1 600 000 rokmi
vo vychodnej Afrike. Hrubé kamenné pracovné nastroje najdené v 2. po-
lovici 20. storoc¢ia na tizemi Tanzanie v Olduvaiskej rokline, ktora je st-
¢astou dlhého Vychodoafrického priekopového zlomu, svedéia o poznani,
vyhladdvani a zdmernom opractvani kamennych nalezov na ucelny a
uzito¢ne pouzitelny tvar. Sprvu intuitivne a s postupom ¢asu empirické
vyuzivanie geometrického tvaru v oldovanskej industrii je presvedcéivym
dokladom pritomnosti geometrického myslenia.

Doba existencie nasledujiceho hominidného druhu Homo erectus
(Clovek vzpriameny) trvala podstatne dlhsie — asi od ¢asu pred
1800000 / 1600 000 rokmi do ¢asu priblizne pred 500 000 / 400 000 rokmi.
Acheulskd industria (acheuléen) priznac¢né pre spoloCenstva tohto druhu
je charakterizovana dokonalej$im opractvanim prirodnych kamennych
materidlov a pestrejSou skladbou vyrédbanych Specializovanych pracov-
nych nastrojov. Tieto hominidné spolocenstva si prilezitostne budovali
aj improvizované zasteny a primitivne stabilné chatrce, icelom ktorych
bola ochrana spolocenstva pred nepriaziiou pocasia a Utokom dravej
zveri. Pozostatky najstarsej takejto — doteraz zndmej — zasteny boli naj-
dené v Olduvaiskej rokline v Tanzanii a jej vek sa odhaduje na jeden a tri
Stvrte miliéna rokov. Pritomnost uréitej irovne geometrického myslenia
pri budovani takejto stavby je neodmyslitelna.

Variabilita a technickd dokonalost kamennych, kostenych, drevenych
ai. nastrojov, ktoré zhotovoval archaicky Homo sapiens (Clovek roz-
umny), zijuci od ¢asu asi pred 500000 /400000 rokmi do ¢asu pred asi
40 000 rokmi, st1 neporovnatelne vyssie nez u predchédzajtcich hominid-
nych druhov. V ramci tohto druhu zil a Gc¢inkoval aj Homo neanderta-
lensis (Clovek neandertalsky) v ¢ase asi pred 130 000 rokmi do obdobia
pred asi 35000 /30000 rokmi. Novsie archeologicko-antropologické néa-
lezy v Eurdpe poukazuji na pomerne dlht koexistenciu neandertalskeho
Cloveka s dnesnym druhom Homo sapiens sapiens, ktory sa objavuje
pred asi 40 000 rokmi.

Umelé vytvory produkované druhom Homo sapiens sapiens najméi
v obdobi neolitu vykazuju velkii rozmanitost pochopenia a aplikicie
geometrickych tvarov nielen v kategorii existen¢ne délezitych predmetov



126

JAN C1ZMAR

a objektov, ale aj v oblasti ¢innosti a vytvorov, ktoré mozno zaradit do
vysSej intelektudlnej sféry. Prirodzene, materidlna ¢innost s vyuzivanim
poznatkov o ucelnosti geometrickych tvarov bola

a)

2.

primérne a prevazujicim objemom produkcie zamerana na uspo-
kojovanie zakladnych existencnych potrieb, ku ktorym patrila vy-
roba pracovnych nastrojov, zhotovovanie oblecenia a stavba obydli
(charakteristickymi ukazkami st najmé nalezy zo stredného a se-
verného Ruska a Ukrajiny — Kostonki, Molodov, Meziri¢, Puskari
ai.), ale

sofistikované zrucnosti sa prejavovali v dekorativnej vyzdobe 0zit-
kovych predmetov (vyzdoba keramiky), v zhotovovani ozdobnych
luxusnych vyrobkov (nahrdelniky, ndramky a pod.),

velkou mierou vo vysoko abstrahovanej podobe bolo geometrické
videnie sveta pritomné v dielach umelecko-kultového odrazu rea-
lity a animistického obrazu sveta (drobné plastiky z Dolnich Vés-
tonic, malby, kresby a rytiny z jaskyii juznej a juhozdpadnej ¢asti
Franctzskeho Stredohoria — Lascaux, Niaux, Chauvet, Cussac, a
severného Spanielska — Altamira), ako aj v predmetoch rydzo deko-
rativnej povahy (dva kusy ¢erveného okru s abstraktnymi geomet-
rickymi rytinami zjaskyne Blombos v Juznej Afrike z doby pred
asi 77000 rokmi), a

ako nevyhnutnd a podstatna zlozka sa geometria podielala na prip-
rave a realizacii astronomicko-kultovych stavieb predciviliza¢nych
kulttr v Eurépe (menhiry, rondely — kruhovo-ststredné stavby len-
gyelskej kultry na tizemi Rakiiska, Ceska — TéSetice-Kyjovice, Vo-
chov, Horomé¥ice a i., juhozapadného Slovenska — Svodin, Zlkovce,
Bucany, Horné Otrokovice a dalsie, Bavorska a vychodného Ne-
mecka, kromlechy — Stonehenge, stavby typu henge — Woodhenge
ap.); v tychto stavbach boli stelesnené hlboké empirické astrono-
mické poznatky s vysokou troviiou geometrickej abstrakcie a jej
stavebného uplatnenia.

GEOMETRIA V NAJSTARSICH CIVILIZACIACH

Najstarsie civilizacie sa formovali od prelomu 4. a 3. tisicrocia

pred

n. 1. do polovice 3. tisicroéia pred n. 1. v povodi velkych riek v priaz-

nivych poédnych a klimatickych podmienkach mierneho a subtropického
pasma Afriky a Azie. Existencia ozbrojenej moci, stojacej nad rado-
vymi prislusnikmi spolocenstva a plniacej urc¢ité vnitorné a vonkajsie



GEOMETRIA NA PRAHU 21. STOROCIA ... 127

funkcie $tatu, a existencia pisma ako prostriedku zdznamu, evidencie a
komunikécie, predstavuji dva najvyraznejsie spolo¢né rysy tychto kul-
tar, ktoré pre svoju existenciu a spolahlivé fungovanie museli organizo-
vat plnenie mnohych tloh materidlnej i duchovnej povahy. Patrilo me-
dzi ne i zhromazdovanie a tradovanie poznatkov prevazne empirickej
povahy z mnohych oblasti spolocenskej praxe. Geometria bola stcas-
tou sofistikovanych poznatkov, ktorych prvoradym téelom bolo mnoho-
stranné utilitarne vyuzitie. Tento zédkladny ciel poznania spolu s dal§imi
podstatnymi ¢rtami spoloc¢nosti bol aj silnym determinujicim faktorom
hlavnych rysov zarodoc¢nej podoby vedy, ako sa utvorila v tychto sta-
rovekych kultirach. Geometria nebola vynimkou: dochované materialy
potvrdzuju, ze vo vSetkych regiénoch — podobne ako v zarodkoch inych
vied — jej vyraznymi ¢rtami boli empirizmus, prakticizmus, pragmatiz-
mus a dogmatizmus. Regiondlne rozdiely sa vzfahovali viac na formu
nez na podstatu obsahu.

2.1. Geometria v starovekom Egypte

Najrozsiahlejsie informéacie o obsahu geometrie v starovekom Egypte
podévaji — rovnako ako v ostatnych matematickych disciplinach — dva
najvicsie a najspolahlivejsie pramene — Rhindov (Londynsky) papyrus
a Moskovsky papyrus. Prezentuji geometriu ako receptar numerickych
postupov zameranych na vypocet obsahov rovinnych utvarov a obje-
mov priestorovych telies Casto sa vyskytujicich vo vtedajsej praxi do-
bovych odbornikov. Nie vSetky navody a vysledky st matematicky ko-
rektné, ale ich aproximativna hodnota, ziskana prinajmensom v pévod-
nom tvare dlhodobou sktsenostou, bola prakticky a pragmaticky uspo-
kojiva. Geometria bola nerozluéne spojena s geodéziou, ktorej hlavnymi
tlohami bolo vymeriavanie poli a stavieb, najmi velkych verejnych sta-
vieb Uzitkovej a monumentalnej povahy. Nivelacia zakladni pyramid a
presnost orientécie ich vodorovnych hréan v smere svetovych strén, ako
aj sklon bocénych stien a hran poskytuji vyrecéné indicie o vysokych
teoretickych aj praktickych geometricko-geodetickych zrucnostiach sta-
rovekych egyptskych zememeracov a stavitelov. Takisto bohaté astro-
nomické poznatky, ktoré o. i. boli zdkladom pomerne presného kalen-
dara, mali svoju oporu v znacnej dokonalosti geometrickych prostried-
kov. Staroegyptsky kalendar po nepodstatnej reforme v helenistickej ére
bol podkladom julidnskeho kalendéara, ktory prezil v Eurdpe a jej kold-
nidch miniméalne do poslednych desatroc¢i 16. storocia.

Hlavné pisomné materidly staroegyptskej matematiky, ktorych di-
daktické urcenie je zjavné, niektorymi ,cviénymi“ geometrickymi tlo-
hami naznacuju zarodky vysSsej tirovne teoretického myslenia a abs-
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trakcie. Tieto stranky geometrie sa do novej kvality rozvinuli v gréckej
geometrii, ktord nepochybne vychadzala z poznatkov zemepisne blizkych
starsich kultar.

2.2. Geometria v starovekej Mezopotamii

Pisomnych z&znamov na hlinenych tabulkdch popisanych klinovym
pismom, ktoré vydavaju svedectvo o obsahu a trovni matematickych
poznatkov niekolkych kultir striedajicich sa v rozpéti tritisic rokov na
azemi niektorych dnesnych prednovychodnych Statov, je objemom pod-
statne viac nez zo starovekého Egypta. NavySe aj prevazna vicsina os-
tatnych rozltstenych klinopisnych textov obsahuje zdznamy ekonomickej
povahy, v ktorych matematické iidaje hraji vyznamna rolu.

Geometria v starovekych matematickych mezopotamskych textoch
sa svojim charakterom neodlisuje prilis od staroegyptskej geometrie. Ne-
variabilitu tloh, a pretoze ide o zaber z dlhsieho ¢asového rozpitia, aj
isty historicky vyvoj tematiky. Mezopotdmska geometria je svojou pod-
statou takisto numerickad geometria elementarnych rovinnych a priesto-
rovych objektov, sledujtca vypocty dizok, obsahov rovinnych obrazcov
a objemov priestorovych telies, ale v pokrocilejSom obdobi riesiaca aj so-
fistikovanejsie tlohy, ktoré okrem mozného praktického uplatnenia mali
pravdepodobne aj cviéné didaktické zameranie.

VyraznejSie sa v mezopotamskej geometrii objavuje aj nabeh na for-
movanie geometrickych zobrazeni. Od schematickej mapy sveta, ktorej
len velmi vdhavo moZno pristdif pritomnost pravouhlého premietania,
cez topologicky presnejsi pldn mesta Nippur vedie cesta k pldnu poli,
ktory by aj v modernej geometrii obstidl ako metricky korektny pra-
vouhly priemet objektu.

Geometria bola, samozrejme, organicky pritomna aj v mezopotam-
skej astronomii, ktorej bohatstvo zdznamov o pozorovaniach sa stalo pr-
vym vecnym zékladom zovSeobecneni a systemizacie v gréckej a helenis-
tickej vedeckej astronémii. Bez mezopotamskej faktografickej zakladne
by sotva bol mozny taky rychly kvalitativny pokrok v astronémii novej
kultary.

2.3. Geometria v starovekej Indii a Cine

Vyspelé statne celky sa na tychto izemiach zacali formovat v porov-
nani s civilizdciami Predného vychodu priblizne s poltisicroénym caso-
vym posuvom, niekedy v polovici 3. tisicro¢ia pred n. l. Obmedzenost
doterajsich informécii o kultirach na tychto tzemiach zosilnuje fakt,
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Ze nie su k dispozicii dostatoéné relevantné pisomné materialy s roz-
lastenym obsahom, ktorych informac¢nd hodnota by bola postacujica
na formulovanie podlozenych zaverov. Preto isudky o obsahu a drovni
matematického, Specidlne geometrického poznania tychto kultir sa za-
kladajua len sprostredkovane na presvedc¢ivych poznatkoch o vyznamnych
vysledkoch materidlnej praxe.

Induska (harappskd alebo protoindickd) kultara reprezentovand
do 18. storocia pred n. 1. najmi vyspelymi mestskymi aglomericiami
MohendZo-daro a Harappa sa vyznacovala velkou koncentréciou oby-
vatelstva v urbanisticky vynikajtico rieSenych mestach s vysokou trov-
nou komunélnej hygieny, prekvapivou ucelnostou rozlahlych verejnych
stavieb, ich dokonalym remeselnym stvarnenim a doéslednou unifikiciou
zékladnych prvkov stavebnych materidlov. Toto st hlavné zdroje infor-
mécii, na zéklade ktorych mozno opravnene predpokladat vysoky stuperi
geometrického poznania ako nevyhnutnej zlozky projektovania, pldno-
vitej kalkulacie a zrucnej realizacie stavieb a ostatnej komunalnej vyba-
venosti. Pisomnych nélezov na drobnych artefaktoch je dost, avSak ich
kratkost a tematickd monoténnost neumoznili dosial rozluistenie pisma
a jazyka.

Druhé obdobie velkého rozmachu zaznamenala oblast severnej Indie
za panovania dynastie Guptovcov od 4. storocia pred n. l. Vyvoj ma-
tematiky od tohto ¢asu bol napriek castym silnym rusivym a destrukc-
nym faktorom viac-menej kontinualny a geometria v iom zaujimala vy-
znamné postavenie. Do konca prvej polovice 1. tisicroc¢ia n. 1. mala preva-
zujaco charakter rituadlnej a prakticky utilitdrnej zlozky v komplexnom
odraze univerza formou nabozZensko-mytologicko-filozofickych spisov.

Prvé §tatne ttvary na tzemi starovekej Ciny sa od polovice 3. ti-
sicrodia pred n. 1. formovali hlavne v povodi Zltej rieky (Chuan-che) a
mali vyrazne sekuldrnejsi charakter nez casovo stibezne existujtce kul-
tary v Indii. Tento vyrazny rys sa zjavne odraza aj na forme vyjadrenia
matematickych, Specidlne geometrickych poznatkov, ktoré si podéavané
neutralnym racionalnym Stylom. Z roztrasenych a nesystemizovanych
poznatkov vyrazne praktického zamerania, medzi ktorymi napr. figu-
ruje zarodo¢ny tvar Pytagorovej vety z obdobia asi 2 200 rokov pred n.l.,
vzniklo v poslednych storociach pred n.l. dielo Matematika v deviatich
knihdch, ktoré bolo po niekolko storoé¢i zakladnym kompendiom praktic-
kej matematiky pre enormmne Siroky okruh pouzivatelov. Geometria sa
v nom podstatne nelisi od prameiiov staroegyptskych, mezopotamskych
a indickych, vynikd vSak démyselnejsimi numerickymi postupmi a pres-
nejsimi vysledkami, medzi ktorymi je pozoruhodna aproximacia c¢isla 7
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na Sest desatinnych miest z 5. storo¢ia n. 1. Tato presnost bola prekonana
az o 1000 rokov neskér v arabskej matematike. Pouzivanie geometric-
kych obrazcov ako konstrukénych a ornamentéalnych prvkov v ¢inskom
stavebnictve malo velké rozsirenie, neviedlo vSak k nejakému teoretic-
kému zaujmu napr. o pravidelné mnohouholniky alebo pravidelné mno-
hosteny, tym menej k nejakym pokusom o logickti systemizaciu geomet-
rickych poznatkov a formovanie samostatnej konciznej nauky.

3. GRECKO-HELENISTICKA GEOMETRIA
(6. STOROCIE PRED N. L. — 6. STOROCIE)

Vyvoj matematiky vo vychodnom Stredomori a v prilahlych oblas-
tiach za vyse tisic rokov ustalil principy tvorby vedeckych tedrii, ktoré
st dodnes aktualne aj v modernej vede.

3.1. Zrod geometrie ako exaktnej vedy

Zaciatky matematiky ako exaktnej vedy sa zacali formovat od za-
¢iatku 6. storodia pred n. l. na zapadnom pobrezi Malej Azie a na pri-
lahlych ostrovoch v prostredi mestskych statov gréckych kolénii siibezne
s procesom formovania iénskej racionalistickej filozofie, ktora sa stala
spolu s postupne vznikajicou a rozvijajicou sa logikou metodologic-
kou bézou Specidlnych vied, medzi ktorymi vynikla matematika ¢asom
svojho zrodu i velkolepostou svojho rozvoja. Zakladatel a najvyznam-
nejsi predstavitel Milétskej filozofickej Skoly Téles bol zaroven najslav-
nejsSim a najproduktivnej$im matematikom svojej doby a podla prvého
historika matematiky Eudema z Rodu (4. storo¢ie pred n. 1.) prvym ved-
com, ktory urcité elementarnogeometrické tvrdenia dokazoval logickou
argumentaciou. Tales, Pytagoras a jeho skola boli prvi ucenci, ktori for-
mulovali a logickou dedukciou dokazovali niektoré poznatky planimetrie
aj stereometrie, Specidlne napr. konstruovanie a vlastnosti pravidelnych
mnohouholnikov a niektorych pravidelnych mnohostenov. Pytagorovska
aritmetika a modelovanie niektorych jej vysledkov pomocou figuralnych
¢isel anticipovali pocetné tvrdenia, ktoré modernd matematika dokazuje
metoédou Uplnej indukcie. V tomto obdobi sa uz objavili aj formulé-
cie troch klasickych problémov antickej matematiky — trisekcie uhla,
kvadratiry kruhu a zdvojndsobenia (objemu) kocky. Z pokusov o ich
rieSenie je najznamejsie riesenie trisekcie uhla grafickou metédou po-
mocou krivky kvadratriz, ktorej autorom bol Hippias z Elidy. Tradicia
geometricko-grafickych rieseni pokracovala niekolko storoci a nepocito-
vala sa ako pouzivanie menejhodnotnych metdd; uprednostnenie a za-
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bsolutizovanie euklidovskych konstrukcii pomocou lineara a kruzidla je
az dielom neskorsej historie.

Pytagorovsky aritmeticky filozoficko-mysticky obraz sveta, zalozeny
na prirodzenych cislach a ich pomeroch, utrpel zdrvujtci tder objavom
iracionalnych ¢isel, v geometrickej interpretacii formulovany ako nesume-
ratelnost niektorych dvojic tisediek, napr. strany a uhlopriecky Stvorca,
strany a uhlopriecky pravidelného patuholnika. Geometricka substiticia
¢isel tiseckami (v podstate dlzkami tiseciek) a schopnost riesenia aritme-
tickych problémov tymto geometrickym modelom kladla uz tu zéklady
geometrickej algebry, neskorsie vystupujicej v role (temer) univerzalnej
metddy antickej matematiky.

3.2. Rast objemu, prvé tedrie, prvé pokusy o systemizaciu
(aténske obdobie)

Za prvych priblizne stopitdesiat rokov existencie matematiky v sta-
rovekom Grécku sa nazhromazdilo mnozstvo poznatkov, ktoré prevazne
vznikali riesenim wloh. Tak napr. problém zdvojnasobenia kocky pre-
viedol Hippokrates z ostrova Chios, ktory pdsobil v Aténach v druhej
polovici 5. storoc¢ia pred n. 1., na zlozenii iimeru s dvoma nezndmymi,
ktoré boli skonstruovatelné ako geometrické priemery. Tuto Hippokra-
tovu modifikdciu klasickej tlohy geometrizoval okolo r. 350 pred n. I
Menaichmos zavedenim kuzeloseciek, ¢im ziskal grafické rieSenie tlohy.
Jeho pocin mal dalekosiahly dosledok: kuzelosecky vstupili do stiboru
matematickych objektov, zatial sice len ako pomocny graficky prostrie-
dok, ale predsa len ako objekt matematickej povahy.

Hippokratove mesiaciky priniesli prekvapivy fakt, ze obsah niekto-
rych rovinnych utvarov ohranicenych kruznicovymi oblikmi sa rovna
obsahu urcitych mnohouholnikov, ktorych hranicou je uzavreta ciara
zlozend z seciek. Tu sa v zarodku tajila moznost sformulovat teoreticki
otazku o vSetkych mozngch typoch takych tutvarov schopnych kvadra-
tary. Pravda, tplnt odpoved na otdzku nevyslovent v antike prinieslo
az 18. a 20. storoCie za pouzitia podstatne vykonnejsich algebrickych
metod.

Za miniatirne partikuldrne tedrie mozno povazovat niektoré tema-
ticky zjednotené alebo blizke vysledky o metrickych vlastnostiach pla-
nimetrickych objektov (obvodové a stredové uhly v kruznici), alebo vy-
sledky indukované podobnostou (pomer obsahov kruhov ako pomer §tvor-
cov polomerov) pochédzajice od Hippokrata. Hippokrates nielenze pod-
statne prispel k rozsireniu planimetrickych poznatkov, ale podla Eudema
z Rodu aj pomerne tispesne realizoval pokus o systemizaciu vtedajsej
sumy poznania v planimetrii zostavenim Zdkladov. Zial, okrem Eude-
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movej zmienky niet ziadnych plauzibilnych dokladov o Hippokratovom
diele.

Obdobie, uprostred ktorého zacala v Aténach velmi vehementne a
uspesne rozvijat svoju ¢innost Platénova Akadémia, prinieslo v mate-
matike pracami Teodora a Teaiteta vrcholné tispechy v tedrii iracionalit,
pravda, vo vyrazne geometrickej forme a s obmedzeniami, ktoré vyply-
vali z povahy konstrukénych prostriedkov. Teaitetov prinos zvicsuje jeho
objav poslednych dvoch typov pravidelnych mnohostenov, ktoré boli
pytagorovcom nezname. Najvyznamnejsimi formélno-teoretickymi vy-
dobytkami tohto obdobia boli Eudoxom axiomatizovana tedria propor-
cit, zahriujica v nasom ponimani tedriu racionalnych ¢isel a antickych
iracionalit, a axiomatizacia metddy exhaustdcie, formulujtica v dobovej
podobe tedriu geometrickej miery v rovine a v priestore (obsahy a ob-
jemy).

Na sklonku tohto obdobia okolo r. 320 pred n. 1. bola grécka aritme-
tika a algebra temer totalne geometrizovana a geometrickd algebra bola
temer univerzalnou metddou celej teoretickej matematiky. Princip ho-
mogenity, vyplyvajici z geometrickych modelov aritmetickych a algeb-
rickych veli¢in a umoziiujici porovnavanie a operovanie len s objektmi
toho istého geometrického rozmeru, efektivny a produktivny v antickej
matematike, sa na prelome stredoveku a novoveku stal v matematike
retardujucim faktorom rozvoja algebry.

3.3. Geometria v alexandrijskej epoche

Obdobie priblizne od r. 300 pred n. 1. do r. 150 n. 1. patri k najvyz-
namnejsim tsekom matematickej tvorby v grécko-helenistickom svete,
k epoche najvicsich tspechov a najslavnejsich vysledkov matematickej
vedy v antickej histérii a k najsvetlejsim kapitolam celej histérie sve-
tovej vedy. V alexandrijskej instittcii Museion pracovali temer vSetci
vyznamni matematici tej doby a ich diela stistredené v kniznici tejto
inStittucie predstavovali nesmierne bohatstvo poznania, neporovnatelné
s ¢imkolvek vo vtedajSom svete.

Chyr alexandrijskej skoly v danej epoche odstartovali Euklidove Zd-
klady, bezkonkurencne najslavnejsie dielo celej histérie svetovej matema-
tiky, ktoré predstavuje historicky prvy axiomaticko-deduktivny systém
celej vtedajsej teoretickej matematiky. Tato prakticka realizacia Aristo-
telovej metodoldgie vedeckej tedrie je revoluénym kvalitativnym krokom
vo vyvoji vedy (a nielen matematiky) a napriek pochopitelnym dobovym
nedostatkom slizi dodnes ako etalén axiomaticko-deduktivnej vystavby
tedrie.
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Tretie storocie pred n. l. je storo¢im Archimeda, genidlneho teore-
tika, praktika a aplikatora v oblasti dobovych exaktnjch a ,technickych“
vied. Hoci je Archimedes najznamejsi svojimi objavmi a vynélezmi v od-
boroch mechaniky, hydrostatiky a hydrodynamiky, jeho najhodnotnejsie
vykony a vysledky pochadzaju z oblasti geometrie, kde vynikol najma in-
venc¢nou aplikaciou exhausta¢nej metédy na vipocet dlzok ¢iar, obsahov
rovinnych ttvarov ohraniéenych séasti oblikmi kuzelosediek a na vypo-
¢et objemov priestorovych telies ohranicenych tplne alebo scasti kvad-
ratickymi plochami alebo ich ¢astami. Archimedove zasluhy o geometriu
sa neohranicuju tymto vypoctom, pretoze z jeho dochovanych spisov st
zname pocetné origindlne rieSenia nadmerne naro¢nych planimetrickych
uloh, vrcholné vysledky o polopravidelnych mnohostenoch (archimedov-
ské telesd) a niektoré dalsie vyznamné geometrické vysledky.

Tretie storocie prinieslo aj prvit monograficky spracovant partiku-
larnu geometricka tedriu — tedriu kuZeloseciek vypracovani Apolloniom.
Kuzelosecky, ktoré boli od ¢ias Menaichma v matematike pritomné ako
nastroje grafického riesenia loh a neskér v rozlicnom kontexte aj ako
objekty teoretického vyskumu, nevosli do Euklidovej systemizécie celej
matematiky ako predmet zdujmu rovnocenny s tymi objektmi matema-
tiky, ktoré boli zahrnuté ako neopomenutelné do Euklidovych Zdkladov.
Apolloniova vrcholne exaktné tedria, realizovand znac¢ne obmedzenymi
prostriedkami antickej geometrickej algebry, je skvelou ukazkou uplat-
nenia Aristotelovej metodoldgie vedy v Specialnej oblasti matematiky a
vzorom systemizovanej vystavby tedrie v monotematickej oblasti ved-
nej discipliny. Dielo anticipovalo niektoré idey, ktoré sa v plnom roz-
sahu prejavili a rozvinuli az v modernej eurépskej matematike od 17. do
20. storocia.

Anticka geometria stala aj pri zrode vystavby zakladnej ststavy poj-
mov antickej astronémie ako exaktnej vedy. Hipparchos v 2. storoci
pred n. 1., Menelaos v 1. storo¢i a Klaudios Ptolemaios v 2. storoci
vypracovali solidne zaklady sférickej geometrie, goniometrie zameranej
na priame pouzitie v astrondémii a zéklady geometrickych zobrazovacich
metéd pouzitelnych v astronémii a kartografii. Stereografickd, gnémo-
nicka a ortografickd projekcia gulovej plochy boli druhy zobrazenia, ktoré
v zobrazovani povrchu Zeme st aktualne dodnes. Vyznamnymi aktivi-
tami v tejto oblasti boli v 3. storo¢i pred n. l. aj Eratostenove geodetické
a astronomické merania, ktorymi o. i. zistil pomerne presne dlzku zem-
ského poludnika.

Grécko-helenistickda matematika — a Specidlne geometria — bola dia-
metralne vzdialena od utilitaristického chapania cielov poznavania priz-
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nacného pre predchadzajice aj niektoré subezné a historicky nasledu-
juce civilizacie. Napriek tomu — sudiac podla trovne vysledkov ,inZinier-
skych® ¢innosti — aj tento prakticisticky druh geometrického poznania
a jeho tradovania musel byt v grécko-helenistickej spolo¢nosti bohato
zastipeny a praktizovany. Pisomnych pramenov o fiom je pomenej, ale
ten najzachovalejsi — Herénove spisy o aplikovanej matematike a Spe-
cidlne najvyznamnejsi geometricky spis Metrika — vydava presvedcivé
svedectvo o bohatstve tematiky, rozsahu a démyselnosti helenistickej
aplikovanej matematiky okolo r. 100.

Teoreticky prad grécko-helenistickej geometrie pokracoval po Eukli-
dovi vyrazne v intencidch jeho Zdkladov. Treba vSak hned na zaciatku
poznamenat, ze ziadne z diel jeho nasledovnikov a epigénov nedosiahlo
velkost, tiplnost zavaznost vzoru. Standardom prac sa stali komentdre
Zakladov, vo vicsine pripadov komentare len niektorych ich knih. Pro-
vokujicim miestom Euklidovych Zékladov prakticky hned od ich vzniku
sa stal 5. postuléat, ktorého komplikovanost vzbudzovala domnienku, Ze
vyrok je dokézatelny ako veta. Nasledujica vySe dvetisicroénd histéria
pokusov oddkaz tohto postulatu, pripadne o vyjasnenie, resp. upresnenie
jeho postavenia v axiomatike, vosla do dejin matematiky pod nazvom
teoria rovnobeziek. Uz v antike sa touto problematikou zaoberal cely rad
matematikov, z ktorych azda najvyznamnejsi boli Poseidonios (2. sto-
ro¢ie pred n. 1.), Klaudios Ptolemaios (2. storo¢ie), Simplikios a Aganis
(6. storocie.)

3.4. Obdobie poklesu a koniec antickej geometrie

V poslednych storociach pred zanikom zapadnej Rimskej rise zosta-
vala alexandrijskd skola ako ustanovizen na tizemi vychodnej Rimskej
rise hlavnym strediskom vedeckej tvorby v mmnohych oblastiach vedy
v oblasti juznej Eurépy a Blizkeho vychodu. O matematike a Specidlne
o geometrii to plati jednoznac¢ne. Nepokojné pomery, nestabilné statno-
politickd aj ekonomicka situicia a v neposlednom rade ofenziva kres-
tanskej ideoldgie tvorili nie prili§ priaznivy vonkajsi rdmec existencie
vedeckej instittucie spétej s histériou a filozofiou odchadzajicej epochy.
Navyse antickd veda tohto razenia vycerpala vnatorné zdroje vlastného
pokroku. Upadok nemal linedrnu tendenciu, vyskytli sa v fiom kratke
obdobia, v ktorych vynikajaci jednotlivei posunuli v tizkom koridore
hranice poznania, ale ako celok veda tohto obdobia (priblizne od r. 150
do konca 1. $tvrtiny 6. storocia) smerovala vonkajsimi okolnostami i
vnutornymi prejavmi k zaniku.

Okrem diela vynikajtuceho algebrika Diofanta, ktory okolo r. 250 po-
sunul najmé svojou symbolikou hranice starovekej algebry, zial, bez roz-
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vijania tohto prinosu u nasledovnikov, znamenali v alexandrijskej skole
mierne prekonanie Grovne klasického obdobia len prace dvoch vyznam-
nejsich komentarov Euklida — Pappa, ktory zil v 3.—4. storod¢i, a Prokla
v 5. storoéi. Rozsiahle Pappovo dielo anticipovalo niekolko vyznamnych
myslienok novodobej geometrie, najmé geometrie projektivnej, ktorej
zrod a najvicsi rozvoj spada do 19. storocia.

V Rimskej risi bola v storociach okolo prelomu letopoc¢tu na vysokej
urovni praktickad geometria svojimi doélezitymi aplikdciami v architekttre
(Vitruvius), geodézii (agrimensori = ,vymeriavaéi poli“, Columella, Ag-
rippa) a kartografii (Agrippa). Velkolepy Caesarov projekt geodetického
zamerania a nasledného kartografického spracovania celého tizemia Rim-
skej rise zacali po dvoch desatrodiach od jeho smrti realizovat vojenski
inzinieri a kartografi pod Agrippovym vedenim. Praca trvala niekolko
desatroéi a ani sam Agrippa sa jej netiplného konca nedockal.

4. STREDOVEKA GEOMETRIA

Periodizacia dejin vedy v mimoeurdpskych centrach méa iné krité-
rid nez dejiny v Eurépe. Casové zadelenie mimoeurépskej vedy podla
eurdpskych kritérii ma len pomocny vyznam pre sledovanie casového
paralelizmu vyvoja v rozliénych castiach sveta.

4.1. Geometria v stredoveku na tzemi Indie

Geometria na tzemi Indie v ¢ase eurdpskeho stredoveku si zachovéa-
vala zakladné charakteristiky, ktorymi sa vyznacovala priblizne do za-
Ciatku 7. storocia: bola to spitost s tlohami a problémami, ktoré boli
vyrazne praktické alebo v takychto oblastiach mali pévod, a bola to
napadné orientacia na numerickt zlozku tloh, ktora casto prekryla po-
vodom geometrickii problematiku. Pravda, numericko-geometrické vy-
sledky geometrie tohto obdobia nemali uz zdaleka priznacny empiricky
charakter, ale boli podlozené silnou logicko-deduktivnou argumentaciou,
umocnenou ¢asto sofistikovanymi numerickymi postupmi. Nadalej vSak
zostavala hlavnéd tematika geometrie ohranicend problémami vypoctu
dlzok, obsahov a objemov zakladnjch a primerane komplikovanych od-
vodenych geometrickych utvarov. Chybali v nej

a) témy rydzo teoretickej povahy, akou bola napr. tedria rovnobeziek,
a

b) systemizacia priznacné pre grécko-helenistické matematické mys-
lenie.



136 JAN C1ZMAR

Zato indickd goniometria ako pomocna veda astronémie bola ukaz-
kovou vedeckou subdisciplinou svojej doby. Nielen bohatstvom druhov
goniometrickych funkcii — poznala funkcie sinus, kosinus a sinusver-
sus — prevySovala siudobé susedné kultary, ale dokonalostou algorit-
mov na vypocet hodndét tychto funkcii sa stala vzorom pre zostavovanie
astronomicko-goniometrickych tabuliek v &zijsko-eurépskom matematic-
kom regione.

4.2. Geometria v stredoveku na tizemi Ciny

Zakladné tematické okruhy geometrie v stredovekej matematike na
tizemi Ciny, ako aj utilitArne zameranie a vyrazna preferencia numeric-
kych metdd sa v tejto oblasti nevelmi lisili od situacie v Indii. Silnej$imi
pozitivne posobiacimi faktormi boli Statna ingerencia centralizovaného
statu v organizacii vedeckej prace a vo vychove $pickovych vzdelancov
potrebnych najmi v oblasti Statnej spravy. Vypracovana rigidita efektiv-
nych schém ako stcéasti numerickych algoritmov na jednej strane ulah-
¢ovala numerické vypocty, na druhej strane zuzovala priestor tvorivého
hladania novych metdd. Napriek tomu doslednd metodickost dospela
k vysledkom a metédam, ktoré moderna matematika objavila v nume-
rickej analyze a numerickej algebre az v 19. storoci.

Vyssia Groven teoretického myslenia v ¢inskej matematike v porov-
nani s indickou nasla svoj odraz v rieSeni geometrickych tloh pokroci-
lejSimi metédami numerickej matematiky; napr. objemy urcitych Spe-
kulativne komplikovanych geometrickych objektov sa riesili pomocou
Ciastoénych suctov radov.

4.3. Geometria v stredovekych islamskych krajinach (8.—
16. storocie)

Na rozsiahlych tizemiach Azie, Afriky a Eurépy sa v 8.-16. storoci
v ideologickom prostredi islamu a prevazne v arabskom jazyku v po-
¢etnych vedeckych centrach utvarala matematika, ktora absorbovala a
v nebyvalej miere rozvinula najhodnotnejsie vysledky a najvyspelejsie
prakticisticko-numerické tradicie starovekej orientalnej, predovsSetkym
indickej matematiky, a teoreticko-deduktivnu liniu grécko-helenistickej
matematiky, prezentujicej najméi v geometrickej forme vrcholné vedecké
bohatstvo dovtedajsieho historického vyvoja svetovej matematiky. Cie-
lavedomost a intenzita, s akou arabsko-islamskd matematika preberala
vSetky dostupné hodnotné diela matematiky vtedajsieho sveta bez ohladu
na ich ideologicky pévod, vytvorili mocni bazu, z ktorej matematika
islamskych krajin odstartovala svoju cestu k bezkonkurenénému vedu-
cemu postaveniu v historii stredovekej svetovej matematiky.
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Prakticistickd geometria, vychadzajica najmé z klasickych indickych
prameniov a doplnend herénovskou liniou praktickej antickej geomet-
rie, prekonala uz v prvych dielach svojich ¢elnych predstavitelov v 9. a
10. storoéi (bratia banu-Musé, Abu ‘1-Wafd) utilitArnu ohrani¢enost pred-
16h a vyssou teoretickou uroviiou a pouzivanim logickej argumentacie
udala tén dalSej tvorby v tomto odvetvi geometrie.

Arabsko-islamska geometria najméi pracami ibn al-Hajthama — Al-
hazena (10.-11. storocie) tspesne rozvinula aj Archimedove invenéné
postupy v aplikicii infinitezimalnych metéd exhaustacnej metédy na
rieSenie obdobnych tloh o obsahoch a objemoch v oblasti kuzeloseciek
a kvadratickych ploch.

Osobitne pozoruhodny pokrok zaznamenala v pracach arabskych
ucencov teoria rovnobeZiek. V priebehu 7 — 8 storoc¢i vzniklo v arabsko-
islamskej geometrii vyse 50 komentarov Euklidovych Zdkladov, z ktorych
vrcholné prekonévaji iroven najznamejsich antickych komentarov. Ko-
mentovaniu Euklida sa venovali absolitne $picky arabskej matematiky:
al-Dzauhari (9. storoc¢ie), Thébit ibn Qurra (9. storocie), an-Najrizi —
Anaritius (9.-10. storocie), ibn al-Hajtham, Omar Chajjam (11.-12. sto-
roCie), Nasir ad-Din at-Tusi (13. storocie). V ich pracach sa objavili
mnohé naznaky neeuklidovskej geometrie, ktoré sa s ¢asovym posuvom
niekolkych storoé¢i objavili nezavisle v eurdpskej matematike; napr. ibn
al-Hajtham sStudoval stvoruholnik, ktory ako vyznamny objekt vedici
k neeuklidovskym tvaham sledoval v 18. storo¢i J. H. Lambert. Ana-
logicka je situdcia so Stvoruholnikom, ktorému venoval pozornost Omar
Chajjam a o Sest storo¢i neskor G. Saccheri. Na anticipaciu vyrokov
neeuklidovskej geometrie st osobitne bohaté komentare O. Chajjama
a at-Tasiho, v ktorych je zjavné rozkolisanie euklidovskej axiomatiky
a ozivenie niektorych nerozvinutych Aristotelovych idei neeuklidovskej
povahy.

V arabskej geometrii sa po prvy raz v histérii v traktate at-Ttusiho
konstituuje goniometria ako samostatnad matematicka disciplina neza-
visld od astrondémie, v ramci ktorej bola dovtedy goniometria len po-
mocnou disciplinou.

Objektivnym handicapom stredovekej eurdpskej matematiky bola
skuto¢nost, Ze intenzivna konjunkturalna vlna prekladov vyznamnych
diel arabsko-islamskej matematiky v 12.-13. storo¢i nemohla zachytit
najvyspelejsie diela tejto proveniencie, osobitne prace O. Chajjama, at-
Ttsiho a este neskorsie dielo al-Kasiho.

4.4. Geometria v stredovekej Eurdpe

Zanik Zapadorimskej rise, rusné udalosti sprevadzajice mohutné et-
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nické pohyby na tizemi zapadnej, strednej a juhovychodnej Eurépy, zname
pod sthrnnym oznadenim stahovanie ndrodov, rozpad rodového zria-
denia, nestabilita prvych drobnych Statnych ttvarov, vznikajacich na
tomto Uzemi v prvych storociach druhej polovice prvého tisicrocia, a
zaclatky formujicej sa feudalnej spolo¢nosti, znamenali pre vicSiu Cast
FEurépy markantny tstup z trovne techniky, kultary a vzdelanosti do-
siahnutej pod rimskym panstvom. Prostredie ranofeudalnej spolo¢nosti,
ktord sa zacala utvarat na ideologickej baze krestanstva za rozSirova-
nia latinc¢iny ako zjednocujiceho komunika¢ného prostriedku, prinésalo
malo materidlnych a duchovnych stimulov pre pouzivanie zndmych vy-
sledkov vedy, tym menej pre jej rozvoj. Ohranicené ekonomické a admi-
nistrativne potreby raného feudalizmu stacilo uspokojit minimum ele-
mentarnych aritmetickych a geometrickych poznatkov sprostredkova-
nych v klastornych skolach z pisomnych pramenov posledného obdobia
Zapadorimskej rise a z utlych originadlnych prirucdiek nevysokej drovne,
daleko zaostdvajucich za vedeckou troviiou poslednych storo¢i helenis-
tickej matematiky. Potreba zlozitejSich a sofistikovanejsich vedomosti
z geometrie sa vynorila s rozvojom roménskeho stavitelstva od 11. sto-
ro¢ia a znacne vzrastala s nastupom a rozmachom gotickej cirkevnej
i svetskej architektiry v nasledujucich storociach. Rastiice naroky na
obsah, objem i aroven praktickych aritmetickych i geometrickych vedo-
mosti pomdahali saturovat od 11. storocia aj katedralne a mestské skoly.

Duchovné prostredie Byzantskej rise, ktora bola dedickou a kontinu-
alnou pokracovatelkou Vychodorimskej rise, nebolo prili§ priaznivé pre
tvorivi origindlnu vedeckt tvorbu. V priebehu niekolkych storoéi sa sice
objavilo zopar samostatnych diel vychadzajacich z grécko-helenistickej
matematiky a reagujucich v nevelkej miere aj na novsie arabské a spro-
stredkované indické pramene, ale celkova troven tychto prac zaosta-
vala za vedeckou a Stylistickou hodnotou predléh. Pravdaze, prakticka
geometria uplatnujica sa v geodézii, kartografii a najmé v architekttre
zaznamenala prenikavé tspechy realizaciou unikatnych monumentélnych
cirkevnych i sekularnych stavieb, akymi boli napr. chrdm sv. Sofie a hi-
podrém v Konstantinopole.

Nevidané ozivenie a radovo vyssi kvantitativny rast matematickej
tvorby priniesla kampan prekladov z arabskej a v mensej miere aj z gréc-
kej a hebrejskej matematickej literattry v 12.-13. storo¢i v Spanielsku,
juznom Franctzsku a na Sicilii. Preklady klacovych diel vyznamnych
arabskych autorov spolu s dolezitymi dielami eurdpskej antickej ma-
tematiky pretlmocenymi do latinciny predstavovali Spickovy Standard
matematického poznania spristupneny zapadoeurépskym vzdelancom a
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stravitelny len v zna¢ne obmedzenej miere vo vrcholnom univerzitnom
prostredi. Z tohto prostredia a spomedzi vrcholnej cirkevnej hierarchie
pochédzali aj prvi autori replik (Iordanus Nemorarius, Thomas Bra-
dwardinus, Nicole Oresme ai.) a samostatnych diel, ktoré boli na dlhé
desatrocia predmetom $tadia na univerzitach. Prace v mnohom ohlade
poplatné scholastickej filozofii mohli pri absencii plauzibilného matema-
tického aparatu len velmi nedokonale a prevazne Spekulativnym sposo-
bom formulovat uréité idey, ktoré anticipovali metédy a vysledky ovela
neskorsieho vyvoja matematiky v obdobi formovania jej modernej po-
doby. K takym idedm patri zarodok koncepcie Stvorrozmerného priestoru
v Oresmovom Traktdte o formdch.

Nové silné impulzy vyvoja prinieslo geometrii obdobie renesancie,
v ktorom sa eurdpska matematika v priebehu 16. storocia dostala znovu
na celo svetového vyvoja. Jednym z najvyraznejsich javov pokroku v geo-
metrii bolo v 15. storo¢i v Regiomontanovom podani oddelenie goni-
ometrie ako samostatnej discipliny od astrondmie; historicky proces, ku
ktorému pred Regiomontanom vydatne prispel Peuerbach, mal v 16. sto-
ro¢i vyznamnych pokracovatelov, ku ktorym patrili napr. Kopernik a
Rhaeticus. Zjavné pokroky zaznamenali geometrické metédy zobrazova-
nia priestoru a zemského povrchu: v kartografii k exaktnosti zobrazo-
vania znac¢nou mierou prispel v 16. storo¢i Mercator a v rydzo geomet-
rickom ohlade uz od 13. storocia intenzivne pracovala na exaktnom for-
movani metdd linedrnej perspektivy cela plejada vytvarnych umelcov
a vedcov. Tento proces zamerany primarne na potreby umeleckého zo-
brazovania priniesol nemélo hodnotnych vysledkov v poznavani a rozsi-
rovani vlastnosti euklidovského priestoru a dospel v nejednom pripade
na prah revizie ustaleného chapania zakladnych pojmov.

5. EUROPSKA GEOMETRIA V 17.-18. STOROCI

5.1. Analytickd geometria Descarta a Fermata

Zverejnenie analytickej metédy v geometrii v prvej polovici 17. storo-
¢ia Descartom a spristupnenie Fermatovych vysledkov v tej istej oblasti
priblizne v tom istom case sa retrospektivne ukazuje ako jeden z revolu-
cionizujucich krokov, ktorymi matematika 17. storocia vykrocila k for-
movaniu svojej modernej podoby. Aritmetizacia a algebrizacia geomet-
rickych objektov a postupov nebola len procesom obratenym k antic-
kej geometrizacii algebry, ale aj otvarala nedozerné moznosti uplatne-
nia v tych oblastiach matematiky, kde pouzivanie geometrickych mo-
delov malo déleziti metodologicktl funkciu. Sustava suradnic, zavedena
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v avodnom S$tadiu len v akejsi neuplnej podobe a pouzivana na vyjad-
rovanie geometrickych utvarov, sa v relativne kratkom case vykrystali-
zovala na mocny nastroj rodiacej sa matematickej analyzy, v ktorej graf
funkcie sa osvedcCil ako GCinny prostriedok zachytenia zévislosti veli¢in
a modelovania lokadlnych vlastnosti a procesov. Nevyhnutné doplnenie
a spresnenie zékladnych prvkov kardindlneho pojmu sustava suradnic
v Newtonovej verzii nacrtlo v jeho klasifikicii kriviek tretieho stupna
Siroké moznosti aplikacie v réznych oblastiach matematiky.

5.2. Zarodky projektivnej geometrie

Stibezne s rozvojom analytickej geometrie prebiehali aj v syntetickej
geometrii euklidovského priestoru vyskumy, ktorymi sa Coraz silnejsie
potvrdzovala potreba urcitych korekcii a doplneni tedrie tohto pries-
toru. Uréitd netplnost tohto priestoru sa prejavovala pri pokusoch vy-
budovat exaktné zaklady zobrazovacich metdd zaloZenych na stredovom
premietani, na ktorom boli zalozené vsetky metddy linedrnej perspek-
tivy, postupne konstituované uz od 13. storocia. V 17. storoc¢i hlavny
podiel pokroku v tejto oblasti pripadd na G. Desarga, ktorého tvahy
o rozsirenom euklidovskom priestore, o vlastnostiach jeho linedrnych tt-
varov, o zobrazeniach a transforméaciach tychto utvarov, o vytvarani
kuzeloseciek a ich transforméciach predbehli dobu o vyse pol druha sto-
rodia. Neobvyklost Desargovych tivah a vysledkov, absencia pouzitelnej
terminolégie a symboliky a v neposlednom rade zlozitost a nejasnost
jeho vykladu vyvolali v stiCasnikoch prevazne negativny postoj k jeho
publikacidam. Nepatrny pocet stupencov a propagatorov jeho diela nebol
schopny vyvolat priaznivy obrat v ociach $irSej verejnosti.

Hodnotné vysledky o kuzeloseckach zalozené na polarite odvodil z po-
larity vzhladom na kruznicu pomocou stredového premietania F. de la
Hire. Ani jeho dielo sa nestretlo u stic¢asnikov s nalezitym pochopenim.

Krétka esej o kuzeloseckdch od B. Pascala mala za ciel skor popula-
rizaciu, nez $irenie pévodnych vedeckych vysledkov. Napriek tomu veta
o vizbe Sestice bodov jednoduchej kuZelosecky, neskor pomenovana po
Pascalovi, patri do zdkladného fondu projektivnej tedrie kuzeloseciek.

Na vznik ucelenej tedrie projektivnej geometrie neboli eSte v 17. sto-
ro¢i vytvorené objektivne podmienky, ktorych vaznu zlozku v 19. storoci
predstavovali potreby deskriptivnej geometrie.

5.3. Geometricka tematika v matematickej analyze

Zaciatky matematickej analyzy su tesne spité s geometrickym zna-
zortiovanim jej objektov a vzfahov medzi nimi. To isté sa vztahuje aj
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na rieSenie problémov fyziky, Specidlne mechaniky metédami a pros-
triedkami matematickej analyzy. Pomocna funkcia geometrickej zlozky
rieSenia vyustila ¢asto do formuldcie samostatnej geometrickej tlohy,
v ktorej sa predmetom Stidia stala rovinné algebricka alebo transcen-
dentnd krivka, ktorej zaujimavé lokalne vlastnosti sa skiimali a zisto-
vali apardtom matematickej analyzy. Takto sa diferencidlna geometria
kriviek a neskdr aj pléch rodila a tvorila v lone matematickej analyzy
a jej poprednymi tvorcami boli Spickové osobnosti celej matematiky a
Specilne jej dominantnej discipliny — matematickej analyzy (Jakob a
Johann Bernoulliovci, L. Euler ai.).

Raéazne kroky ku konstituovaniu sa v rangu samostatnej matematic-
kej discipliny urobila diferencidlna geometria pracami A. C. Clairauta a
najmé G. Mongea, ktorého vysoko hodnotené prace o aplikaciach mate-
matickej analyzy v geometrii kriviek a pléch sa vSeobecne povazuju za
datum osamostatnenia diferencidlnej geometrie.

5.4. Aplikacie geometrie

V 18. storo¢i sa v geometrii udiala zavazna udalost, ktord retros-
pektivne nastolila v novom svetle otdzku vztahu matematickej tedrie
a jej aplikacie. Problém nebol principidlne novy, lebo uz niekolko sto-
ro¢i bola na rozhrani geometrie a vytvarného umenia aktualna tloha
vystavby exaktnej tedrie linearnej perspektivy ako umelecko-technickej
aplikdcie abstraktnej tedrie priestoru — stereometrie. Coraz bliz§i po-
suv obsahom aj formou k exaktnej matematickej tedrii dodaval teorii
linedrnej perspektivy stale vyraznejsie charakter matematickej tedrie,
ktory bol tym zretelnejsi, ¢im renomovanejsi matematik tito tematiku
spracuval. V druhej polovici 18. storocia to bol prave prvotriedny ma-
tematik J. H. Lambert, ktorého Freye Perspective dovisila formovanie
tejto tematiky na rydzo matematick( tedriu. Nadalej vSak islo o apli-
kaciu teoretickych matematickych partii v parcidglne;j oblasti uplatnenia
a nie o pouzitie v ucelenej tematicky uzavretej oblasti vedy. Blizko sa
k takémuto druhu aplikicie dostal A.-F. Frézier, ale matematicka zlozka
jeho koncepcie sa stracala v nadmernom objeme technickych problémov.

Vyvazeny pomer teoretického matematického aparatu a siiboru geo-
metrickych objektov, ktoré boli $pecifickym predmetom aplikacie, de-
monstroval svojou Deskriptivnou geometriou G. Monge. Jeho dielo je
aplikaciou teoretickej syntetickej geometrie na zakladné aj komplikova-
nejSie objekty tejto oblasti obohatenej o pohlady a vysledky novsich
odvetvi geometrie, ¢im vznikla nova disciplina, ktora je na jednej strane
aplikdciou matematickej tedrie, na druhej strane je sama novou teore-
tickou disciplinou, ktora spolu s niektorymi dal$imi vednymi oblastami
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(matematickéd analyza, algebra, fyzika) tvori teoreticky zaklad vzdelava-
nia inzinierov.

Nevidany rozvoj deskriptivnej geometrie v 19. storoc¢i spolu so vzni-
kom a intenzivnym vyvojom v pridruzenych odvetviach geometrie, z kto-
rych charakterom a syntetickymi metédami bola k deskriptivnej geomet-
rii najblizsie projektivna geometria, je eklatantnym prikladom pozoru-
hodného fenoménu, ked aplikovand disciplina sa sama stéva teoretickym
odborom vrcholnej rydzosti.

5.5. Tedria rovnobeZiek

18. storocie vyrazne pomklo teoriu rovnobeziek ako tematicky vy-
hranent ¢ast elementarnej (syntetickej) geometrie k psychologicky ne-
ocakavanému rozuzleniu. V pracach G. Saccheriho, J. H. Lamberta a
niekolkych dalsich autorov sa nazhromazdil dostatok materidlu, ktory
navodzoval silné tendencie k formulacii vyrokov neeuklidovskej povahy
v problematike rovnobeziek. Inventarizacia historickych vysledkov o zdan-
livych dékazoch 5. Euklidovho postuldtu a o potencidlnych vyrokoch
protireciacich euklidovskej geometrii v praci G. S. Kliigela doviedla prob-
lematiku na prah formulacie neeuklidovskej axiomy o rovnobezkach. Do
podobnej situacie sa v ojedinelych pripadoch dostavali aj sami autori
vyskumného badania, no zavery sa vzdy koncili nelogickou argumen-
taciou zamietajicou neeuklidovskt formulaciu. Chybal rozhodny krok,
ktory by bol prelomil bariéru tradicie a hladal logické dosledky negéacie
euklidovskej axiémy.

6. GEOMETRIA V 19. STOROCI

19. storocie prinieslo v matematike rozsiahle zmeny, ktoré v nie-
ktorych oblastiach viedli k podstatnej premene Struktary subdisciplin,
v inych oblastiach napriek zdanlivému zachovaniu formy sa odohrali za-
vazné, niekedy priam podstatné tpravy. Najmi v geometrii vyrazne po-
kroéila diferenciacia, ktora mala za nasledok vznik celého radu novych
geometrickych disciplin.

6.1. Vznik a vyvoj projektivnej geometrie

Etablovanie deskriptivnej geometrie ako samostatnej geometrickej
discipliny malo za néasledok otvorenie Sirokého priestoru na formovanie
teoretickej bazy rdéznych zobrazovacich metdd, ktoré sa v predchadza-
jucich storociach otvorene ¢i latentne pripravovali rieSenim konkrétnych
uloh v aplikovanej, prevazne technickej praxi. Jednym z predmetov za-
kladného teoretického vyznamu sa stala projektivna geometria, ktorej
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rozptylené vysledky zacali markantnou mierou pribudat v prvych desat-
rociach 19. storocia. Podmienky na systematickii vedeckt pracu sa za-
¢ali utvarat az po napoleonskych vojnach a jednym z prvych tspesnych
prejavov novej komplexnej vedeckej koncepcie bola publikicia ucelenej
prirucky projektivnej geometrie rozsireného euklidovského priestoru od
J.-V. Ponceleta. Rozsireny euklidovsky priestor zostal na niekolko de-
safro¢i jedinym modelom projektivneho priestoru, v ktorom syntetic-
kymi prostriedkami vydatne rozsirovali obzory projektivnej geometrie
vrcholni predstavitelia tohto predmetu v prvej polovici 19. storocia —
J. Steiner a M. Chasles.

O zavedenie analytickych metéd do projektivnej geometrie sa naj-
vac¢Sou mierou zasluzili A. F. Mobius a J. Pliicker. Mobiove barycentrické
suradnice otvorili branu do projektivnej geometrie homogénnym projek-
tivnym suradniciam, ktorych efektivne pouzitie a teoretické zovseobecne-
nie na odlisn koncepciu vystavby projektivneho priestoru majstrovsky
predviedol Pliicker.

Synteticky model projektivnej geometrie definitivne oslobodil od za-
vislosti od metriky zavedenim dvojpomeru na baze harmonického dvoj-
pomeru Ch. von Staudt. Posledny z tychto pojmov zohral rozhodujicu
tlohu v zavadzani homogénnej projektivnej ststavy stradnic do synte-
tického modelu.

V poslednych troch desatrociach 19. storodia sa projektivna geomet-
ria — prevazne vo svojej syntetickej podobe — stala pod nazvom novsia
geometria nezastupitelnou stcastou vzdelavania v deskriptivnej geomet-
rii na poprednych polytechnickych institatoch v strednej a zapadnej
Eurépe.

6.2. Vznik a vyvoj neeuklidovskych geometrii

Temer stibezne s oficidlnym zrodom projektivnej geometrie sa okolo
r. 1830 objavili prvé publikacie N. I. Lobacevského a J. Bolyaia, prinasa-
juce uceleny systematicky vyklad hyperbolickej elementarnej geometrie.
Aktuélne poznamky C. F. Gaussa, ktorymi vo svojej sikromnej kores-
pondencii najmé v druhom desatroé¢i 19. storocia glosoval partikularne
neeuklidovské vysledky niektorych amatérov, naznacovali moznosti lo-
gického prielomu v tedrii rovnobeziek, nikdy vSak u Gaussa neprerastli
do tvorby uceleného systému geometrie odlisnej od euklidovskej. Zasluhy
Lobacevského a Bolyia, ako aj priorita objavu Lobacevského st1 nespo-
chybnitelné, Gaussovi prislicha uznanie za miernu ,,ostychavi“ podporu
novej geometrie a jej tvorcov.

Nevsimavost a nepochopenie viidSiny matematickej obce a stupidne
utoky nekvalifikovanych obskurantnych laikov sprevadzali neeuklidov-
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skt geometriu az po vstup na vedeckt scénu novej matematickej gene-
racie, ktora plne chipala zmysel a vyznam novej tedrie a bola schopné
do jej rozvoja zapojit aj nové matematické vysledky a metdédy, ktoré
medzicasom priniesol vyvoj v inych matematickych disciplinach. V ta-
kejto ¢innosti tkvie prinos B. Riemanna, E. Beltramiho, A. Cayleyho,
F. Kleina a dalsich, v ktorych interpretacii a rozvinuti sa neeuklidovska
geometria udomacnila v matematike ako plnohodnotna matematicka dis-
ciplina. Navyse u F. Kleina jeho zdujem o neeuklidovkd geometriu bol
aj jednym z dolezitych faktorov, ktoré stimulovali jeho novi koncepciu
geometrickych priestorov s prislusnymi grupami transformacii.

Retrospektivne sa filozoficky a metodologicky vyznam neeuklidov-
skej geometrie ukazal ovela podstatnejsi a dalekosiahlejsi. Ked turbu-
lentny pohyb v matematike a v matematickej logike na prelome 19. a
20. storocia nastolil explicitne problém povahy matematickych objektov
a historicko-epistemologicky pristup odhalil ich idedlny charakter a idea
axiomatizacie tedrie sa stala vSeobecne akceptovatelnou (a akceptova-
nou), bolo zjavné, Ze tento mnohostranny proces krystalizacie problému
zakladov matematiky odstartovala latentne svojim vstupom na histo-
rick scénu matematiky prave neeuklidovska geometria ako tedria, ktora
sice skryto, ale v podstate velmi briskne odmietla tézu o empirickom po-
vode matematickych pojmov.

6.3. Vyvoj diferencialnej geometrie

V diferencidlnej geometrii 19. storocie znamené dovisenie klasického
obdobia, v ktorom tedria rovinnych kriviek v euklidovskej rovine a tedria
priestorovych kriviek a pléch v trojrozmernom euklidovskom priestore
studované metédami matematickej analyzy dospeli k uzavretiu hlavnych
okruhov problematiky. Vysledky F. Mindinga, J. F. Freneta, J. A. Ser-
reta, K. M. Petersona, D. Codazziho a mnohych dalsich autorov pred-
stavuju klasicka tematiku, ktorda v zmodernizovanej podobe tvori ob-
sah zakladného vysokoskolského kurzu diferencidlnej geometrie v dnesnej
stucasnosti. 70. roky priniesli aktivity S. Lieho, ktory cerstvo konstitu-
ovanu tedriu grup aplikoval v podobe spojitych grip ako modernizacny
faktor v diferencidlnej geometrii. Diferencidlna geometria si v priebehu
celého storocia udrziavala status progresivnej geometrickej discipliny,
ktorej napredovanie spoluvytvaralo pokrok matematiky. Tento charak-
ter si zachovala aj v nasledujicom storoci, kde jej pokrok bol jednym
z dominantnych znakov vyvinu geometrie.
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6.4. Vyvoj deskriptivnej geometrie

7 geometrickych disciplin v 19. storoc¢i sirkou tematiky a objemom
publikacii najpozoruhodnejsi rozvoj zaznamenala deskriptivna geomet-
ria. Jej vyvoj v tomto storoci je azda najpresvedcivejsim prikladom sti-
mulécie rozvoja vedeckej discipliny potrebami spolocenskej materidlnej
praxe. Priemyselna revolicia a prudky rozvoj strojovej vyroby v niekto-
rych krajinadch zapadnej a strednej Eurépy vyzadovali nielen enormny
narast poc¢tu pracovnych sil zapojenych priamo do vyrobného procesu,
ale azda eSte vo viicSej miere boli zavislé od zvySenia poc¢tu kvalifiko-
vanych technickych kadrov s rychlo postupujicou a prehlbujicou sa
Specializaciou. Uloha vychovyl tychto kadrov pripadla polytechnickym
institatom, ktoré podla vzoru Ecole polytechnique vznikali v nevida-
nom pocte v administrativnych a priemyselnych centrach kontinental-
nej Eurépy velmi ¢asto na béze existujicich technickych ucilist strednej
trovne. Statna podpora polytechnickych institttov bola jednym z fakto-
rov, ktoré priaznivo ovplyviiovali personédlnu skladbu uéitelského zboru
a technické vybavenie tychto $kél a nemalou mierou prispeli k tomu,
ze sa polytechnické institity po zaciatoénych fazkostiach a hladani po-
merne rychlo pretvorili na ohniské teoretickej i aplikovanej vedy a Si-
ritele technického pokroku. Deskriptivna geometria zohravala v tomto
procese vyznamni uUlohu. V stvrtom decéniu 19. storodia sa situacia
s vyucovanim deskriptivnej geometrie na prvych polytechnickych insti-
tatoch v Raktsku, Cechich a Nemecku stabilizovala do tej miery, Ze
deskriptivna geometria sa stala jednym z kltcovych predmetov teore-
tickej pripravy inzinierov a boli zriadené tstavy deskriptivnej geometrie
so systemizovanymi miestami profesorov na funkciu prednostov tychto
ustavov. Prvé vedecké osobnosti rozvijajice deskriptivnu geometriu ako
teoreticku geometricku disciplinu vzisli z radov inzinierov — absolven-
tov poprednych instititov vo Viedni, Grazi, Ziirichu, Prahe, Karlsruhe,
Brne a v niektorych dalsich mestach Nemecka a Rakuska—Uhorska. Ple-
jadu tychto osobnosti otvara J. Honig, ktory po stvorro¢nom intermezze
na Banickej a lesnickej akadémii v Banskej Stiavnici zakotvil r. 1843
na polytechnike vo Viedni, aby v priebehu dvadsiatich siedmich rokov
svojej ¢innej sluzby sa stal duchovnym otcom prvej silnej generacie te-
oretikov deskriptivnej geometrie, do ktorej patrili R. Némcik (Niemts-
chik), R. Staudigl, R. Skuhersky a niektori dalsi viedenski absolventi.
Spolu s vyznamnymi predstavitelmi deskriptivnej geometrie inych re-
giénov, akymi boli napr. K. Pohlke, W. Fiedler, E. Koutny, K. Pelz,
G. A. V. Peschka a i. vybudovali teoretické zaklady vSetkych hlavnych
zobrazovacich metdd deskriptivnej geometrie a ukézali ich pouzitie na
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zobrazovanie kriviek a pléch tak teoretického, ako aj aplikovaného tech-
nického vyznamu. Ich dielo v oblasti zdkladov aj aplikacii bohato roz-
vijali nasledujtce generacie, z ktorych vynikli Ch. Wiener, J. Sobotka,
E. Miiller a mnohi dalsi, ktori do zédkladov deskriptivnej geometrie vné-
Sali teoretické spresnenia, medzi¢asom nazhromazdené v syntetickej euk-
lidovskej geometrii a v projektivnej geometrii. Pozitivne stimulovanie a
ovplyvinovanie deskriptivnej a projektivnej geometrie je jeden z najcha-
rakteristickejsich rysov vyvoja geometrie v tychto oblastiach v druhej
polovici 19. storocia.

Este jeden fenomén vo vyvoji deskriptivnej geometrie nemozno pre-
hliadnut: najvicsi rozvoj v 19. storo¢i nezaznamenala této disciplina
v krajine svojho zrodu — vo Franctzsku, ale v krajinach strednej Eurépy,
osobitne v Rakusku-Uhorsku, kde predchadzajtci vyvoj v geometrii ne-
nasvedcoval, Ze prave tento regién by sa mal stat zastavnikom novej dis-
cipliny v takej miere, ktord dala podnet eurépskym odbornikom — ako
cituje ich mienku taliansky matematik a historik matematiky a deskrip-
tivnej geometrie G. Loria — oznadit Rakusko-Uhorsko — predovSetkym
zasluhou rakuskej ¢asti monarchie — za krajinu deskriptivnej geometrie.
Neprehliadnutelnt rolu v tomto diani zohrala aj deskd geometrickd skola
a Specifickym spésobom v konstituovani deskriptivnej geometrie ako pl-
nokrvnej matematickej discipliny vynikli nemecki autori zo sudetskych
oblasti Ciech a Moravy.

6.5. Vznik a vyvoj n-rozmernej geometrie

Niektoré naznaky zarodkov n-rozmernej geometrie v starsej histdrii
(ako napr. u N. Oresma v 14. storo¢i alebo u M. Stifela v 16. storo¢i) svo-
jou nahodilostou a izolovanostou nemali Sancu prerast v uceleni syste-
matick tedriu n-rozmerného priestoru. Metédy a prostriedky matema-
tickej analyzy a algebry v 19. storoc¢i poskytovali uz dostato¢ne vykonny
aparat, pomocou ktorého bolo mozné budovat tedriu n-rozmerného met-
rického priestoru a jeho objektov, ako to naznacila geometricka inter-
pretacia kvadratickej formy n premennych u C. G. J. Jacobiho. Na-
priek tymto moznostiam, ktoré utvarali priaznivé podmienky na kon-
stituovanie n-rozmernej geometrie v univerzitnom prostredi, prva sys-
tematicka tedria n-rozmerného priestoru vysla z pera stredoskolského
profesora H. G. Grassmanna, a to r. 1844 v znacne nezrozumitelnej
forme prestipenej tsilim prostriedkami filozofie podlozif matematickt
podstatu objektov n-rozmernej geometrie a r. 1862 uz korektnym mate-
matickym spdsobom, blizkym axiomatickej metdde, podéavajica ucelenti
tedriu linedrnej extenzie. (Pochopitelnym nedostatkom Grassmannovej
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tedrie bola neobratna terminoldgia, ktorda bola — okrem inych momen-
tov — vaznou prekazkou rychleho a vSeobecného rozsirenia jeho kniznych
publikacii medzi eurépskymi matematikmi 19. storocia.) Fundamentalna
praca B. Riemanna z r. 1854, v ktorej o. i. zaviedol pojem n-rozmernej
variety s metrikou, bola taktiez prilis pred¢asna na hlbsie pochopenie a
rozpracovanie sucasnikmi.

V pravom geometrickom duchu opisal strukttiru podpriestorov i met-
rickych objektov n-rozmerného metrického priestoru r. 1859 L. Schlifli.
Napriek nie prili§ vhodnej terminoldgii a skutoc¢nosti, ze rozsiahla praca
bola publikovanéd len casopisecky, zohral tento Schlidfliho ¢lanok vy-
znamnu dlohu v Sireni idey a metdd n-rozmerného priestoru v eurépskej
matematickej komunite. Terminolégiu n-rozmernej metrickej geometrie
zmodernizoval a uviedol do stavu blizkeho dne$nej norme C. Jordan
r. 1872. K zvySeniu prehladnosti Struktry n-rozmerného priestoru pris-
pela aj axiomatizacia n-rozmerného vektorového priestoru, ktorej auto-
rom bol G. Peano, hoci tesnd existenénd suvislost vektorového a geomet-
rického priestoru, ako ju dnes prezentuje obvykla definicia n-rozmerného
afinného priestoru, je zjavna az z axiomatizacie afinného priestoru od
H. Weyla z r. 1918.

K vypracovaniu algebrickych metéd analytickej geometrie prispel
A. Cayley. Jeho kvantiky (= polynomické formy) pre pripad n = 2 in-
terpretoval F. Klein ako definujice formy metrik v projektivnej rovine.

6.6. Vznik a vyvoj algebrickej geometrie

Pocetné ciastkové vysledky o algebrickych krivkach a plochach sa
objavovali v réznych matematickych disciplinach uz v 17. a 18. storodi.
Prikladom takych vysledkov st Newtonova metricka klasifikicia rovin-
nych kriviek 3. stupnia, Eulerova klasifikdcia kriviek 4. stupna, algeb-
rické vysledky E. Bézouta interpretované dnes ako vety n-rozmerného
projektivneho priestoru, a v 19. storoci zavazné vysledky J. Pliickera a
O. Hesseho o invariantoch algebrickych kriviek v projektivnej rovine a i.
Chybala vsak systematicka tedria zdkladov n-rozmerného projektivneho
priestoru nad polom realnych alebo komplexnych ¢isel, hoci niektoré
uvahy, konstrukcie a vysledky M. Noethera a L. Cremonu existenciu
takych priestorov predpokladali a vyzadovali. Prave prace L. Cremonu
o biracionalnych transforméaciach boli mocnym stimulom, ktory v ta-
lianskej skole algebrickej geometrie viedol k vypracovaniu bohatej te-
drie n-rozmernych projektivnych priestorov nad polom redlnych cisel a
nad polom komplexnych ¢isel, transformaécii tychto priestorov, lineér-
nych podpriestorov a dalsich vyznaénych podmnozin tychto priestorov
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atd. Vysledky tejto Skoly, reprezentované dielami F. Severiho, C. Seg-
reho, E. Bertiniho, F. Enriquesa a dalsich, boli do polovice dvadsiatych
rokov 20. storocia bez vicSich namietok prijimané ako solidny zaklad
algebrickej geometrie, vychadzajicej z pokrokov matematickej analyzy
— Specidlne nad polom komplexnych ¢&isel — a algebry, najméi linedrne;j,
v poslednych desafrociach 19. storocia.

7 GEOMETRIA V 20. STOROCI

7.1. Prestavba zakladov geometrie, elementarna geometria,
neeuklidovské geometrie

ZvysSeny zaujem o spresnenie logickych zakladov syntetickej geomet-
rie v prvych 2-3 desatrociach 20. storocia bol sposobeny sibehom nie-
kolkych zévaznych faktorov. Zakotvenie neeuklidovskej geometrie ako
plnohodnotnej geometrickej discipliny v stistave geometrickych odborov
v sedemdesiatych rokoch 19. storocia bolo podnetom k revizii euklidov-
skej axiomatiky a systematiky a silnym stimulom tsilia prebudovat celi
koncepciu euklidovskej geometrie na baze dobovej urovne exaktnosti.
Nazornym a tGspesnym vyrazom tejto snahy bola axiomatika M. Pascha
z r. 1882, respektujica Euklidovu akceptaciu potencidlneho nekonecna
a jeho aplikaciu v budovani zdkladnych pojmov elementarnej geomet-
rie. Pasch este nemal k dispozicii logické prostriedky, ktoré priniesol
pokrok matematickej logiky v poslednych dvoch desafroc¢iach 19. sto-
rodia a o ktoré sa mohol opriet D. Hilbert pri koncipovani svojich Zdkla-
dov geometrie (Grundlagen der Geometrie, 1899). Tretim faktorom po-
zitivne ovplyviiujicim prestavbu zdkladov geometrie bola tedria mnozin
G. Cantora, ktord u Hilberta zohrala tlohy silnej zlozky metodologic-
kej bazy novej koncepcie elementarnej geometrie. A najvyznamnejSim
faktorom, ktory rozhodujicim spésobom a dlhodobo ovplyviioval ob-
sah a formu novych axiomatizovanych systémov elementarnej geometrie,
boli filozoficko-metodologickeé koncepcie vystavby matematickych teorii
formované v prvych desafrociach 20. storodia. Z nich sa v elementar-
nej geometrii najviac presadil Hilbertov formalizmus, ktory v spojeni
s Cantorovou tedriou nekoneénych mnozin tvoril metodologickii bazu
prevaznej viacsiny diel prezentujicich axiomatiku elementarnej geomet-
rie syntetickou metédou. Pokusy budovat axiomatiku geometrie na baze
konstruktivizmu, akym je napr. axiomatika A. D. Alexandrova zo sedem-
desiatych rokov 20. storocia, st zriedkavé a dokumentuji vazne technické
a didaktické problémy pri realizacii tejto koncepcie.

Axiomatizécia neeuklidovskych geometrii sa s istym Casovym posu-
vom uberala podobnymi cestami ako v euklidovskej geometrii a v druhej
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polovici storocia sa axiomatiky oboch geometrii objavovali spravidla pa-
ralelne v tych istych kniznych publikicidch. V poslednych desatrociach
20. storocia sa znacne rozrastol pocet publikacii s tematikou analytic-
kjrch metdd a aplika¢nych problémov v neeuklidovskych rovinach a pries-
toroch (napr. tematika plneni a pokryti).

Pocetnych skeptikov, povazujicich syntetickt geometriu za uzavreta
disciplinu podobnii mftvym jazykom, je poucné upozornit na fakt, ze ne-
jedna popredné svetova vedecké osobnost geometrie sa na sklonku svojej
vedeckej kariéry vracia k syntetickej geometrii ako k hlbokym zdrojom
a korenom geometrického poznania. Okrem spomenutého A. D. Alexan-
drova staci za vSetkych novsich autorov uviest $pickového severoameric-
kého odbornika v algebrickej geometrii R. Hartshorna s jeho monografiou
Geometria: FEuklides a po niom (Geometry: Euclid and beyond, 2000).

7.2. Analytickd geometria; projektivna geometria

Analytickd geometria v klasickom ponimani odvodenom od Des-
carta a Fermata dospela na zaciatku 20. storocia k opisu Struktary
n-rozmerného euklidovského priestoru v monografickej realizacii znacne
vzdialenej od moznosti zavedenia do bezného vysokoskolského kurzu.
7 novsich algebrickych struktar a metéd prenikla vyznamnejsie do ana-
lytickej geometrie len tedria vektorovych priestorov, aj to vo vicSom
rozsahu az v druhej polovici 20. storocia, ked sa tato tedria stala bé-
zou zavedenia n-rozmernych afinnych priestorov, z ktorych sa potom
Specializaciou pomocou zavedenia skalarneho a vektorového néasobenia
vektorov prechadza k metrickym priestorom a Specidlne k priestorom
euklidovskym. Didaktickd transpozicia tejto tematiky sa vo vysokoskol-
skej vyucbe zacala vSeobecne realizovat v Sestdesiatych rokoch 20. storo-
¢ia. Doteraz sa vo vysokoskolskom kurze analytickej geometrie nedospelo
k doslednému vybudovaniu zékladného refazca geometrickych priestorov
a prislusnych grup transformacii zacinajic n-rozmernym projektivnym
priestorom s grupou kolineacii pokracovanim cez afinny priestor s gru-
pou afinit a ekviformny priestor s grupou podobnostnych transformaécii
po metricky priestor s grupou zhodnostnych transformacii.

Projektivna geometria sa v strednej Eurépe od zaciatku 20. storo-
¢ia postupne zbavovala tesného suzitia s deskriptivnou geometriou a od
tretiecho—§tvrtého desafrocia sa intenzivne venovala skiimaniu svojich
zékladov, analyze réznych moznych axiomatik, sttdiu réznych druhov
projektivnych priestorov, Specidlne rovin, a vyskumu stvislosti druhov
projektivnych priestorov s bazovymi algebrickymi Struktarami. Mnohé
z tychto vysledkov, zndme uz v tridsiatych-styridsiatych rokoch 20. sto-
rocia, sa vo vyucbe objavili — aj to nezriedka len okrajovo — az v se-
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demdesiatych rokoch. Synteticka projektivna geometria, ktora v medzi-
vojnovom obdobi tvorila v Cesko-Slovensku stiéast povinnej vysokogkol-
skej pripravy stredoskolskych uéitelov matematiky, zmizla v obdobi po
2. svetovej vojne z ucebnych planov tohto sttdia tplne.

Ako stcast SirSej geometrickej pripravy zazila projektivna geometria
v svojej analytickej podobe urcitii renesanciu v ¢ase nastupu pocitaco-
vej geometrie a pocitacovej grafiky, ked sa v pocitacovych programoch
ukézalo velmi vyhodnym pouZivanie homogénnych siradnic, charakte-
ristickych pre projektivny priestor. Sprvu rydzo utilitirne a teoreticky
nie prili§ korektné pouzivanie tychto stiradnic prerastlo do seriézneho za-
ujmu o tematiku a vypracovanie teoreticky velmi hodnotnych kniznych
priruciek projektivnej geometrie. Ostatne, takdto zmena v postoji k te-
orii a v irovni ovladania tedrie sa tyka nielen projektivnej geometrie, ale
aj niektorych dalsich disciplin modernej geometrie a matematiky vobec;
prinajmensom to plati o diferencialnej a algebrickej geometrii, topoldgii,
v nevyhnutnom rozsahu aj o deskriptivnej geometrii a niektorych dalsich
oblastiach.

7.3. Diferencialna geometria; diferencovatelné variety; rie-
mannovska geometria

Vyvoj diferencidlnej geometrie v 20. storoéi pokracoval z velmi so-
lidnej a sirokej zakladne, ktort tato disciplina dosiahla v 19. storodi.
Vela publikovanych prac sa zaoberalo $tidiom konkrétnych objektov
— kriviek a ploch — znamymi $tandardnymi metédami. Cast vyskum-
nej ¢innosti bola zamerana na zovseobecnenie vyznamnych rovinnych a
priestorovych objektov do m-rozmerného redlneho euklidovského pries-
toru. Pokrok discipliny vsak spoc¢ival vo vypractavani a aplikacii novych
uc¢innych metdéd, ktorymi bolo mozné ziskat nové a hlbsie vysledky o
znamych objektoch, resp. o novych triedach objektov. Zavedenie vek-
torového a tenzorového pocétu do metdd vyskumu objektov nebolo len
jednoduchym zdokonalenim technického aparatu, ale umoznovalo hlbsie,
vSeobecnejsie a prehladnejsie vystihnutie zndmych i novodefinovanych
tried objektov, ktorych ambientny priestor nezostaval ohranic¢eny eukli-
dovskou metrikou, ale sa rozsiroval vyberom pocetnych inych metrik, ba
menil sa aj na priestor afinny a projektivny. Nové oblasti vyskumu sa ot-
varali vypracovanim jemnejsich metdd sledovania lokalnych vlastnosti;
vyznamnou metddou tohto druhu bola napr. metoda pohyblivej suradni-
covej bdzy zavedena E. Cartanom. Sféra objektov skiimania sa enormne
rozsirila prechodom od redlnych ambientnych priestorov k priestorom
nad polom komplexnych éisel, ¢im pribudlo do technickej vybavy dife-
rencialnej geometrie rozsiahle bohatstvo metéd funkcii n komplexnych
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premennych. Velké Sance novych pristupov otvéaral aj pokrok v tedrii
systémov parcidlnych diferencidlnych rovnic, v ktorej geometricka inter-
pretacia odhalovala nové stvislosti medzi touto klasickou oblastou ma-
tematickej analyzy a diferencidlnou geometriou. Obojstranne uzito¢nym
a plodnym zdrojom pokroku je trvalo aj vzfah diferencidlnej geometrie
a modernej algebry, matematickej analyzy komplexnych premennych a
adaptéacie jej metdd v tedrii diferencovatelnych variet a v riemannov-
skej geometrii. — VSeobecne, zblizovanie a prelinanie viacerych disciplin
z r6znych odborov matematiky je priznac¢nym rysom vyvoja matematiky
najmi v druhej polovici 20. storocia, fenoménom velmi produktivnym
v ziskavani novych zavaznych poznatkov a metdd.

7.4. Algebricka geometria; algebrické variety; tedria schém

Pozoruhodnym vyvojom presla v 20. storoci algebrickd geometria.
Klasicky styl talianskej skoly opierajici sa o linedrnu algebru a algebru
polynémov sa este na zacCiatku dvadsiatych rokov zdal dominantny a
na dlht dobu budtcnosti perspektivny. B. L. van der Waerden v sérii
¢lankov K algebrickej geometrii I — XVII (Zur algebraischen Geomet-
rie) v druhej polovici dvadsiatych rokov ukazal, ako st pojmy, metédy a
vysledky nemeckej Skoly komutativnej algebry stustredenej okolo Emmy
Noetherovej vhodnou zakladiiou, na ktorej mozno reformulovat cely sys-
tém zékladov klasickej algebrickej geometrie a pozdvihnuf ho na vyssi
stupen abstrakcie. Cely proces prestavby, na ktorom hlavny podiel mali
van der Waerden a O. Zariski, trval okolo dvadsat rokov a bol zavi-
seny monografiou A. Weila Zdklady algebrickej geometrie (Foundations
of algebraic geometry, 1946). Této nova idedlovd koncepcia algebrickej
geometrie eSte nestihla pozbierat vSetky plody svojich na¢rtnutych prog-
ramov, ked sa v pracach A. Weila, J.-P. Serra a A. Grothendiecka ob-
javili zretelné kontiry prieniku novokonstituujicich sa matematickych
disciplin (homologicka algebra, tedria zvizkov) do zdkladov algebrickej
geometrie. Komplexné uplatnenie nasli tieto nové odbory v grandiéznom
mnohozvizkovom diele A. Grothendiecka Zdklady algebrickej geometrie
(Eléments de la géométrie algebrique, 1960-1967), v ktorom st celé z4-
klady algebrickej geometrie metodologicky prebudované pomocou naj-
novsej komutativnej algebry, tedrie kategorii, algebrickej topoldgie a te-
érie zviizkov. Dielo ojedinelé rozsahom, §irkou koncepcie, hibkou pojmov
a zdberom tematiky bolo zrejme jednym z dévodov, ktoré viedli D. Mum-
forda nazvat v sedemdesiatych rokoch 20. storocia algebrickii geometriu
disciplinou 21. storodia, ktort by bolo mozné prednasat sto semestrov.

Nové prenikavé Uspechy zaznamenala v nasledujtcich desatrocdiach
algebrickd geometria v spojeni s algebrickou tedriou cisel.
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7.5. Topologické, algebrickotopologické a kategorialne me-
tédy v geometrii

Prestavba zakladov algebrickej geometrie v podani A. Grothendiecka
v Sestdesiatych rokoch 20. storodia je excelentnym prikladom syntézy
najnovsich matematickych disciplin v role metéd vystavby iného ma-
tematického odboru. Este skor nez v algebrickej geometrii zacal tento
proces prebiehat v diferencidlnej geometrii, kde sa v postaveni metédy
zacali uplattiovat prostriedky vSeobecnej topoldgie, diferencidlnej a al-
gebrickej topoldgie, matematickej analyzy v komplexnej oblasti a tedrie
kategorii. V diferencidlnej geometrii tento proces nadobudol objemnejsie
osobnosti, ktoré sa tvorbe tejto novej diferencidlnej geometrie venovali.
Pozitivnu tlohu v orientécii niektorych pracovnikov a urcitych vedec-
kych centier na novi koncepciu diferencovatelnych variet iste zohravala
aj tradicia, ktord v porovnani algebrickej a diferencidlnej geometrie vy-
soko prevazovala v prospech diferencidlnej geometrie. (To bol aj pripad
Cesko-Slovenska, $pecialne skupin v Prahe a v Brne.)

Spickova vedeckd praca v diferencidlnej a algebrickej geometrii je ne-
myslitelnd bez suverénneho tvorivého ovlddania tych modernych discip-
lin dnesnej matematiky, ktoré vicsinou vznikli okolo polovice 20. storo-
¢ia a naplno sa rozvinuli v jeho druhej polovici. Navyse predpoklada na
vrcholnej arovni ovlddanie Specifickej tematiky odboru so vSetkymi nu-
ansami metéd, ktorymi sa dosahuju Spickové vykony. Dosiahnutie tejto
arovne je sotva mozné bez dlhsieho studijného pobytu v poprednych
vedeckych centrach u vedicich vedeckych osobnosti.

7.6. Aplikacie geometrie

Potreba a uzitocnost geometrie v podetnych technickych a prirodo-
vednych odboroch stoji mimo akejkolvek diskusie. Bez pouzitia nélezi-
tych geometrickych pojmov, vysledkov, vlastnosti a metéd by teoreticka
vystavba a primerana prax v takych odboroch, akymi st strojarenstvo,
stavebnictvo, geodézia, geoldgia, geografia, Specidlne kartografia, foto-
grametria, kinematika, geometrickd optika, astronémia a mnohé dalsie,
nebola tipln4, ba v niektorych pripadoch celkom nemozna. Casto sa vSak
vyznam slova aplikdcia chape splostene a jednostranne ako pouzitie vy-
sledkov, metdd a prostriedkov jedného odboru na uspokojovanie potrieb
a rieSenia uloh iného odboru. Pritom znacne rozdielne st nielen rozsah
a intenzita pouzivania aplikovaného odboru v oblasti aplikacie, ale ¢asto
velmi odlisné st postavenie a funkcia, ktoré predmet aplikacie v aplikac-
nej discipline zastéava. Oblast aplikdcie sama o sebe moze byt vysostne
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teoretickou disciplinou, v ktorej status pouzivanych objektov aplikovanej
discipliny je identicky so statusom homonymnych objektov v aplikova-
nej oblasti. Prikladom takejto relcie je vztah elementarnej (syntetickej)
geometrie ako teoretickej bazy k deskriptivnej geometrii ako oblasti ap-
likacie: status zakladnych pojmov geometrie, ktorymi st vsetky primi-
tivne aj definované pojmy axiomatickej vystavby geometrie zostava ten
isty pri zacleneni do vystavby struktary deskriptivnej geometrie. Tento
ukaz je obvykly pri aplikacii matematickej discipliny v inom matematic-
kom odbore, aj to nie vzdy; napr. reprezentacia redlneho ¢isla v zmysle
definicie teoretickej aritmetiky je v tedrii aproximacii v numerickej ma-
tematike vzdy ¢islo racionalne. Aplikacia matematickej discipliny v tech-
nickom odbore, tym viac v tzv. matematizdcii beznych situacii redlneho
zivota pracuje s abstrakciami redlnych objektov, ktoré predstavuja sta-
tus objektov matematiky v predvedeckom stdidiu jej vyvoja. Uz Euklides
vo svojich (nedokonale) axiomatizovanych Zdkladoch narédba s matema-
tickymi objektmi ako idedinymi prvkami matematicko-logickej struktiry
a tie isté atribity majt aj reldcie medzi nimi a operacie s nimi. Ze sa
tato ich povaha explicitne vyjasnila az na zaciatku 20. storocia, nemeni
ni¢ na podstate vedeckej skutoc¢nosti.

V aplikacidch geometrie ide neraz o aplikovanie viacstupiiové, spro-
stredkované. Napr. v technickej kartografii si bezprostredne aplikova-
nymi disciplinami deskriptivna geometria a matematicka kartografia,
ktoré si1 uz samy ako teoretické discipliny aplikaciami syntetickej geomet-
rie. Efektivita a korektnost sprostredkovanej aplikacie zavisi v nemalej
miere od exaktnosti prvej aplikacie, ktora by ako zakladnd podmienka
mala byt stéle preverovana. Nevyhnutnou podmienkou Zivotaschopnosti
a produktivnosti pouzivania matematickej discipliny ako oblasti metod
a prostriedkov je sledovanie a vyuzivanie pokroku tejto discipliny. Re-
alizacia tejto poziadavky mé spravidla charakter genera¢ného skoku a
zavisi v znacnej miere od rozhladu a agility poprednych osobnosti oblasti
aplikacie; silne pozitivhym a Zelatelnym faktorom je tizka a intenzivna
medzirezortnd spolupraca. Mala by byt stabilnou konStantou a nie né-
hodilym javom vedeckej prace.

7.7. Aritmeticka algebricka geometria; diofantovska geomet-
ria a jej vrcholné uspechy
Metodologickd prestavba algebrickej geometrie v Sestdesiatych ro-
koch zastala prirodzenym vyvojom pred nevyrieSenymi problémami al-
gebrickej tedrie ¢isel, ktord bola druhou Zivotnou zaujmovou oblastou
poprednych predstavitelov algebrickej geometrie. Geometricka interpre-
tacia diofantovskej problematiky tedrie ¢isel s nevyriesenymi problémami
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a pofetnymi hypotézami sa ukazala ako velmi atraktivna tematika pre
siroko vzdelant a technicky velmi zdatni mladi generdciu zavéasu pod-
chytent ¢elnymi predstavitelmi oboch odborov — algebrickej geometrie
a algebrickej tedrie ¢isel. Z tejto Stastnej konstelacie mnohych faktorov
aj z celkovej zmenenej historickej situacie v organizacii vedeckej prace
v matematike (a nielen v nej) rezultovali vysledky, ktoré renomovani po-
sudzovatelia oznacili za hviezdne tspechy prislusnych desatroci. R. 1974
Grothendieckov odchovanec Pierre Deligne dokazal tri Weilove hypotézy
z algebrickej tedrie ¢isel a r. 1983 Gerd Faltings dokazal Mordellovu
hypotézu o konec¢nosti poctu racionalnych koretiov istych typov diofan-
tovskych rovnic. Oba vysledky boli podla zésluhy ocenené Fieldsovou
medailou.

Azda najspektakularnejsim vysledkom algebrickej geometrie v po-
slednom desafroéi 20. storocia je uspesny dokaz Velkej Fermatovej vety
(= hypotézy) z r. 1994, ktorého podstatnui ¢ast vypracoval Andrew Wi-
les a v poslednej faze k prekonaniu zavereénych tazkosti a omylov vy-
datne prispel Wilesov ziak Robert Taylor. Zdlhavy a komplikovany do-
kaz, k zjednoduseniu poslednej ¢asti ktorého prispel G. Faltings ako od-
bornik poziadany o kontrolu spravnosti dokazu, vyuziva siroké spektrum
najnovsich vysledkov a sofistikovanych metdd algebrickej geometrie, do-
siahnutych a vyvinutych v poslednych desatrociach 20. storocia. Ako
spravne poznamenal Wiles, dékaz zdarne realizovany technickymi pros-
triedkami konca 20. storocia je nemyslitelné tispesne zavisit technikou
19. storocia, tym menej prostriedkami 17. storocia, ktoré mal kdispozi-
cii Fermat. Toto zhodnotenie historickych moznosti zaroven racionalne
vysvetluje uz od ¢ias Fermata vSeobecne uznavané presvedcéenie, ze Fer-
matova poznamka o jeho tspesnom ddkaze tvrdenia na okraji prekladu
Diofantovej Aritmetiky bola omylom alebo mystifikiciou.

8. PERSPEKTIVY GEOMETRIE NA PRAHU
21. STOROCIA

Nediferencované tuvahy o perspektivach geometrie na zaciatku 21.
storoc¢ia by zmieSavali niekolko tematickych okruhov a vniesli by maélo
svetla do siboru problémov, ktoré sa tykaju znacne, ba podstatne roz-
dielnych stranok vyvoja. Prvy okruh sa tyka perspektiv vyvoja geomet-
rie ako vedeckej discipliny v sistave matematickych vied. Druhy okruh sa
zaoberé problematikou sprostredkovania historicky dosiahnutého stupna
vyvoja geometrie v sustave vSeobecného vzdelavania a v instittciach
Specializovaného odborného vzdelavania vratane vysokého. A nakoniec
v tretom okruhu tém sa posudzuji moZnosti geometrie ako aplikacne;j
discipliny, t. j. moznosti uplatnenia roéznych casti geometrie v tradi¢nych
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i novych odboroch a zdroven sa nastoluju aj otdzky pripravy odbornikov
na uspesnu realizaciu v tychto typoch aplikécie.

8.1. Perspektivne oblasti geometrie ako vedeckej discipliny

Pokus o jasné a rezolutne prognézy na najblizsie roky i raciondlne
dohladny horizont v ktorejkolvek oblasti geometrie by v svetle histo-
rickych skusenosti popieral zédkladné principy vedeckej prognostiky. Za
vSetky spektakuldrne omyly tohto druhu staci uviest viziu van der Wa-
erdena o dlhodobej vrcholnej dominancii idedlovej metédy v algebrickej
geometrii na svetovom matematickom kongrese v Amsterdame r. 1954,
teda v case, ked pod hladkou hladinou pokojného vyvinu velmi inten-
zivne prudili priznaky blizkych turbulencii historického vyznamu. (Priro-
dzene, nebyt $tastnej sthry niekolkych priaznivych okolnosti, zrod novej
globalnej koncepcie by sa bol mohol posuniat o 10-15 rokov.)

Racionélne prognézy mozu mat vzdy (alebo temer vzdy) len stochas-
ticky charakter. (Jeden maly dokaz pre toto tvrdenie by mohla poskytnut
Cast studie Prognostického tstavu SAV z polovice osemdesiatych rokov
20. storodia, tykajuca sa algebrickej geometrie; prirodzene, vo vztahu
k prognézam svetovej vedy ide o pripad po vSetkych strankach absolttne
zanedbatelny.) Z takéhoto pohladu mozno s velkou pravdepodobnostou
ocakévat, ze smer ¢elného pokroku vo vyvoji vedeckej geometrie budu
v blizkej budtcnosti nadalej udévat niektoré subdiscipliny algebrickej a
diferencidlnej geometrie, konkrétne asi aritmetickd algebrickd geometria
a teoria diferencovatelnych variet. Pravda, so zaradenim tychto discip-
lin, t. j. algebrickej geometrie a diferenciadlnej geometrie, do systému
matematickych disciplin st uz dlhsi ¢as vazne problémy, lebo nad moti-
véaciou, historickym povodom klacovych objektov a terminoldgiou tychto
disciplin — vSetko faktorov, ktoré st vysostne geometrické — vysoko pre-
vySuje spektrum metéd a prostriedkov, ktoré st stcastou Spickovej tedrie
mnohych modernych disciplin dnesnej matematiky. To st azda dovody,
ktoré uz dlhé roky vedu k zaradovaniu algebrickej geometrie do bloku
nie geometrickych, ale algebrickych disciplin, a k postaveniu diferen-
cidlnej geometrie ako velmi samostatnej discipliny, volne priradenej ku
geometrii.

Trvalo aktudlnym problémom vedy je stanovenie objektivnych kri-
terii posudzovania hodnoty vysledkov vedeckej tvorby, a to najmé tej
jej Casti, ktord zjavne nema v danom odbore $pickova uroven. Formalne
kritéria, zamerané jednostranne na umiestnenie produkcie v hierarchizo-
vanej Skale periodik a neperiodickych publikicii, prividzané Coraz viac
k absurdnej byrokratickej dokonalosti a uplatiiované hlavne ako nastroj
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posudzovania pracovnikov osobitne pri kvalifika¢nych konaniach, igno-
ruju v znacnej miere obsahovi hodnotu a informacény prinos tvorby a
posobia silne demotivacne. Subjektivistické predstavy a tlaky niektorych
0s6b a kruhov by z okruhu pozornosti a pozitivneho hodnotenia vyra-
dovali podstatni éast predkladanych vysledkov, bez ktorych by niektoré
dalsie oblasti mohli byt ochudobnené o zavazné objekty a témy. Napr.
deskriptivnogeometrické spracovanie mnohych klasickych tried kriviek a
pléch, spravidla podporované a doplnené analytickymi metdédami, ma
velmi casto priame alebo sprostredkované pouzitie v nejakej aplikacnej
tematike (technickej, biologickej, medicinskej a i.) pocitacovej geometrie
a pocitacovej grafiky. Z hladiska teoretickej hodnoty je vysledok obvykle
len spracovanim konkrétneho pripadu znamymi metédami a prostried-
kami, z hladiska moznych aplikacii ide o pouzitelny cenny prinos. Pri-
stup, v ktorom pri hodnoteni diela okrem rydzo odbornej stranky sa
uplatnuje aj aspekt spolocenského prinosu v najsirSom chépani, je ob-
vykly aj pri evidovani odbornej produkcie poprednymi referativnymi ca-
sopismi. Zékladnym ukazovatelom pozitivnej hodnoty ¢lanku ¢i referatu
moze byt — s obvyklym recenznym postdenim — jeho akceptovatelnost
v programe bezného vedecko-odborného podujatia (konferencia, sympé-
zium, $kola ap.), ktoré dnes ma spravidla vo véésine pripadov medzina-
rodny charakter. A pri tvahach o Zivotnosti ¢i historickej uzavretosti a
prekonanosti niektorych odborov nech je zdkladnou orientaciou postoj
vyznamnych referativnych institicii. S poukdzanim nan treba povazovat
za nemiestne a mylné rezolitne vyjadrenia o konci a nezivotnosti syn-
tetickej, projektivnej, deskriptivnej, klasickej diferencialnej a algebrickej
geometrie a inych geometrickych disciplin, ktoré svoj najvacsi rozkvet
zaznamenali pred 20. storo¢im.

8.2. Perspektivy geometrie ako vyucdovacieho predmetu na
vSetkych stupnioch skolskej sustavy

V mnohych stvislostiach sa neraz vedu diskusie o mieste, obsahu a
rozsahu geometrického vzdeldvania v programe vyucovania matematiky
na zakladnych a strednych skolach a v prislusnych odboroch vysokos-
kolského studia. Nie vzdy sa diskutujtice strany dokdzu zjednotif na
predmete diskusie. V Sestdesiatych a sedemdesiatych rokoch 20. storo-
¢ia v rdmci tzv. modernizacie obsahu matematiky a jej vyucovania na
zékladnych a strednych skoldch niektori vedecki a didakticki pracovnici
presadzovali vyradenie syntetickej geometrie z obsahu vyucovania ma-
tematiky a jej uplné nahradenie korelujucimi Strukttrami aritmetiky,
algebry a matematickej analyzy. Vysledkom realizacie takychto progra-
mov boli formalne vedomosti bez vniknutia do povahy matematickych
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objektov a ich struktir, bez schopnosti primeranej aplikacie v realnych
situaciach a bez vSeobecnovzdelavacej a vychovnej hodnoty, ktoré vzdy
vyucovanie geometrie prinasalo. Okrem toho takyto sposob nahrady
geometrie ignoruje poznanie historického vyvoja matematiky, v ktorom
stslednost vzniku a rozvoja jednotlivych disciplin a metéd odzrkadlovala
prirodzent postupnost stupiiujicich sa abstrakcii a logickych prostried-
kov. V tomto procese stala geometria spolu s elementarnymi poznatkami
aritmetiky na samom zaciatku formovania matematiky ako Specifickej
discipliny Tudského poznavania. A syntetickd geometrria bola klicovou
zlozkou premeny matematiky z empiricko-pragmatickej oblasti na ve-
deckt disciplinu v zmysle, na ktorého podstate sa od cias antiky ziadna
prevratnd zmena neudiala.

Ak predbezne ponechame stranou otazku priamej aplikability syn-
tetickej geometrie na rieSenie beznych praktickych situdcii (v zmysle
matematizacie realnych situdcii), vSeobecnovzdelévacia a vychovné fun-
kcia vyucovania syntetickej geometrie v programe 1. a 2. stupna zaklad-
nej skoly je zrejmé bez akychkolvek pochybnosti. Geometria zdanlivo
s prijatelnou mierou abstrakcie spristupnuje priestor, v ktorom Zijeme,
pomentva predmety a vztahy, ktoré si ziakom zndme alebo stdvaju sa
samozrejmymi pri jednoduchom oboznédmeni sa s nimi, a to vsetko sa
deje jazykom, ktorého odbornd turoven sa temer neodliSuje od priro-
dzeného jazyka, a polohové vztahy v systéme geometrie sa pri prvom
vyskyte vo vzdeldvani zdaju identické s redlnymi vztahmi, ktoré su ako
samozrejmé zname vSetkym (alebo temer vSetkym) ziakom. V Ziakoch
sa takto postupne velmi nenésilne, didakticky (temer) bezproblémovo a
prirodzenou cestou utvara predstava, ze geometria je abstraktngm odra-
zom reédlneho ambientného priestoru, ktory je jednou ,zlozkou“ prirody.
Postupné osvojovanie geometrickej miery geometrickych objektov, v kto-
rom ako neoddelitelna sti¢ast vystupuju fyzikdlne jednotky (na ¢o vSetci
odbornici didaktiky elementarnej a sekundarnej skoly, no najmé fyzici,
kladu osobity doraz), toto presvedéenie len posiliiuje, a dalsim utvrdzu-
jucim faktorom je sSiroka aplikabilita tychto vysledkov a prostriedkov.
Blizkost prvotngch geometrickych abstrakcii k objektom redlneho sveta
a blizkost geometrickych terminov k prirodzenému jazyku st dva fak-
tory, ktoré na jednej strane ulah¢uji poznavanie a osvojovanie geomet-
rie, no na druhej strane napoméhaju vytvaraniu predstavy, ze geometria
je svojou prapodstatou empiricka a geometricka tedria priestoru je adek-
vatnym, pravdivym poznanim redlneho priestoru. Na 2. stupni zakladnej
gkoly, na ktorom obsah geometrie v svojom teoretickom ponimani v pod-
state zostava ohranic¢eny na planimetriu, je malo moznosti a prilezitosti
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odputat sa od takéhoto pohladu na geometriu a naznacif pochybnosti
o spravnosti takej koncepcie.

Na strednej vseobecnovzdelavacej Skole v tematickom celku Stere-
ometria sa naskytuje jedna zo zriedkavych prilezitosti v stredoskolskej
matematike oboznamit ziakov s podstatou a sposobom tvorby matema-
tickych tedrii a ukazat na priklade budovania stereometrie elementirne
kroky tvorby tedrie v konkrétnej oblasti. Prirodzene, systematicka vy-
stavba stereometrie axiomaticko-deduktivnou metédou na strednej skole
je viac tuzobnym Zelanim neZ realnou moznostou.

Pri akejkolvek metdde vyucovania syntetickej koncepcie stereomet-
rie na strednej skole sa pri zobrazovani geometrickych objektov nemozno
vyhnit zdsadnému problému logickej povahy. Akékolvek metdda zobra-
zovania je svojou podstatou deskriptivnogeometrickou metédou, ktora
na svoje logické odovodnenie potrebuje maf k dispozicii zékladny systém
stereometrie — a tento systém sa didakticky utvara za pomoci zobrazo-
vania stereometrickych objektov. Mozno sice s vyuzitim znamych spo-
sobov zobrazovania objektov v planimetrii sformulovat niekolko pravi-
diel zobrazovania priestorovych objektov — a v podstate axiomaticky za-
viest obrazy stereometrickych objektov planimetrickymi prostriedkami
— ale aj tato cesta je didakticky problematicka a zo strany Ziakov moze
byt sotva prijimana s nalezitym porozumenim a vniknutim do podstaty
problému. Vseobecne tristny obraz stavu vyucovania stereometrie ko-
zial, dnes zaiste aj vysokoskolskych ucitelov — sa pred kreslenim obrazkov
priestorovych ttvarov nezamysla nad rieSenim tohto problému, nijakym
sposobom ho neriesi, ba dokonca nemé ani vedomost o jeho existencii.

Stredoskolské uc¢ebnice stereometrie a nasledne podla nich aj didak-
ticka prax vo vyucovani stereometrie na strednych skoldch sa uz te-
mer pol druha storoédia zmietaji medzi dvoma krajnostami, z ktorych
niektora nadobuda prevahu podla subjektivistickych vychodisk autorov
alebo autorskych kolektivov: na jednom okraji sa nachadza désledna lo-
gickéd exaktnost s prepiatou forméalnou presnostou budovania Struktiry,
na druhom okraji chaoticky pragmatizmus s nahromadenim pojmov a
vztahov medzi nimi bez naznaku upozornenia na logické pozadie te-
matiky a Strukturne vzfahy. Svoju negativnu tlohu, prehlbujicu tento
neblahy vzfah, zohrava aj upadajica prax vyskumu, ktorda uz davno
stratila zo zretela hlavné a podstatné problémy a potéca sa v bludisku
svojich efemérnych pseudoproblémov. A ak sa niekde predsa len objavia
zasadné vysledky seridzneho vyskumu, autormi uéebnic zostavaja nepoz-
nané alebo bohorovne ignorované. Budtcnost stereometrie na strednych
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skolach zavisi v mnohom aj od néapravy tychto nedostatkov, v prvom
rade od ochoty a schopnosti naplanovat seriézny koncepcény vyskum,
zabezpedit jeho Gspesna realizaciu a zavizna akceptaciu podloZzenych
vysledkov vo vsSetkych zlozkach didaktickej praxe. Nebolo by vicsieho
nestastia vo vyucbe gkolskej stereometrie, nez keby sme dospeli k stavu
panujucemu v skolstve pocetnych susedov a inych poprednych, najmi
ekonomicky rozvinutych krajin, v ktorom syntetickd metdéda v stere-
ometrii totalne zmizla z u¢ebnych osnov a ucebnic strednej skoly a na-
hradila ju okyptend, analytickou metédou prezentovana ,stereometria®.
Nulovt pouzitelnost tejto metddy v redlnych situdcidch praxe bez na-
mahy zdokumentuje kazdy priemerne vzdelany a skiseny uditel.

V nasom prostredi na strednych skolach s problematikou stereomet-
rie v znacnej miere suvisi aj komplex otédzok spojenych s vyucbou des-
kriptivnej geometrie. Analyza situacie tykajicej sa stredoskolskej proble-
matiky deskriptivnej geometrie by vyzadovala podstatne vicsi priestor,
nez poskytuje téma tohto ¢lanku. Iste nemozno pochybovat o tom, ze
casy rozkvetu deskriptivnej geometrie ako vyucovacieho predmetu na re-
alkach patria nendvratnej minulosti. Ale totalne zamedzif na strednych
gkolach budicim vysokoskolskym studentom niektorych technickych od-
borov pristup k nejakej forme propedeutiky deskriptivnej geometrie je
politika kratkozraké a zhubnd, ktorej nasledky bude znéasat nielen skols-
tvo, ale celd spoloc¢nost.

8.3. Perspektivy geometrie ako aplika¢nej discipliny

Za urciti elementarnu troven aplikovania geometrie mozno pova-
zovat pouzitie geometrickych metdd a vysledkov v redlnych situdciach
kazdodenného zivota, v ktorych st vyskyt a poOsobenie geometrie tak
samozrejmé, Ze uvedomenie si jej pritomnosti obvykle ani nenastéva.
(Analogické pripady sa velmi ¢asto vyskytuju aj pri pouzivani metdd,
vysledkov a prostriedkov inych casti elementarnej matematiky, napr. pri
dennom pouzivani prirodzenych, celych a desatinnych cisel v réznych
situaciach.) K podvedomému pouzitiu geometrie sa uchyluju Iudia roz-
nej trovne vzdelania a rozlicnych profesii, ked rieSenie mnohych tloh
teoretickej, cvi¢nej i praktickej povahy zacinaja geometrickym nacrtom.
Geometria tu vstupuje do procesu riesenia ako metdéda a prostriedok
prvého pristupu k rieSeniu tlohy. V pocetnych oblastiach matematiky
a v mnohych technickjch odboroch st skér v mensine pripady, kde sa
rieSenie tlohy takto nezacina.

Fakty a tvahy uvedené v odseku 7.6 o aplikacidch geometrie v inych
vedeckych a technickych disciplinach v 20. storoci zostavaju aktualne aj
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svvs

lasti aplikability geometrie v 21. storoci je celkom realny, lebo so vzras-
tom vzdelanostnej irovne obyvatelstva rastie aj intelektudlny potencial,
schopny objavovat nové aspekty vedy a jej uplatnenia. Napr. na béze me-
téd a prostriedkov mechaniky a geometrie mozno geometricko-graficky
modelovat niektoré vztahy a situacie faktorovej analyzy zname v ekono-
mike, energetike, bankovnictve a pocetnych dalsich odvetviach, didak-
tickt prax nevynimajuc. Pravda, geometricko—graficky model poskytuje
len prvy orienta¢ny obraz situécie, ktorej dolezité detaily musia byt zis-
kané obvykle sofistikovanymi numerickymi a dalsimi Specifickymi metd-
dami.

Mozno ocakévat pokracujiice a rozsirujice sa pouzitie metdéd a vy-
sledkov najnovsich odvetvi geometrie v inych disciplinach teoretickej
vedy, podobné tomu, aké sa objavilo koncom 20. storocia v teoretic-
kej fyzike. Niektoré oblasti geografie, astrondémie, geoldgie, biolégie a
mozno aj dalsich prirodnych vied st na takyto vstup geometrie zrelé.
A geometria moze Cerpaf v tychto oblastiach nové podnety pre svoje
dalsie teoretické hladania. Proces neustalej diferenciicie a syntézy vedy
bude s velkou pravdepodobnostou dalej stierat striktné hranice medzi
niekdajsimi izolovanymi zakladnymi vedeckymi disciplinami.

V zakladnych rysoch mozno odhadnit aj ¢asovo blizke zmeny v cha-
raktere deskriptivnej geometrie ako teoretickej oblasti aplikacie geomet-
rie. Odhad zmeny by mal byt zéroven programom jej premeny na mo-
dernt disciplinu zrasteni s geometrickymi oblastami zaloZzenymi na st-
¢asnych a buducich technickych prostriedkoch informac¢no-komunikac¢nych
technoldgii — pocitacovou geometriou a pocitacovou grafikou. Nenahra-
ditelnou a nezastupitelnou tlohou deskriptivnej geometrie v klasickom
ponimani zostava jej sice z(iZzené, ale technickymi prostriedkami nere-
alizovatelné poslanie: dosiahnuf u vysokogkolskych Studentov niekto-
rych technickych odborov utvorenie a upevnenie aspon minima logicko-
obsahovych deskriptivnogeometrickych vedomosti a vypestovat v nich
zaklady tvorivého pouZivania ziskanych vedomosti, zru¢nosti a navykov.
Tvorba kompetencii zostava zelatelnym programom pre talenty a povin-
nym programom pre Studentov ucitelstva deskriptivnej geometrie.

-0 —

Na prahu 21. storo¢ia mé geometria pred sebou velké tilohy a pocetné
rozsiahle naroc¢né programy. Jej doterajsi historicky vyvoj, v ktorom sa
vzdy dokazala s naro¢nostou a zloZitostou situécie tspe$ne vyrovnat,
opravnuje k historickému optimizmu, ze perspektivy dnesného a blizkeho
budiiceho vyvoja buda rovnako jasné ako v dobach rozkvetu.
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