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HASSLER WHITNEY
A POCATKY TEORIE MATROIDU

ZUZANA VOGLOVA

30. 1éta 20. stoleti

Teorie matroid@i vznikala ve tficatych letech dvacatého stoleti. V této
dobé dochazelo k rychlému rozvoji celé fady dalSich matematickych dis-
ciplin — teorie grafli, algebry, teorie svazi a dalsich. Ve dvacatych letech
napsala Emmy Noetherovd (1882-1935) dvé dulezité prace o abstraktni
algebfe: Idealtheorie in Ringbereichen (1921) a Abstrakter Aufbau der
Idealtheorie in algebraischen Zahl-und Funktionenkorpern (1927), které
se staly zadkladnim kamenem pro dalsi rozvoj tohoto oboru. Na ni potom
navazal B. L. Van der Waerden (190-1996) svym dilem Moderne alge-
bra, které je z velké ¢asti zalozeno prave na praci Noetherové. Jeho kniha
zahéajila novou etapu moderni abstraktni algebry a vyznamné prispéla
k rozvoji této ¢asti matematiky.

Kofeny teorie grafti sice sahaji az do 18. a 19. stoleti, teprve ve dva-
catém stoleti roku 1936 vsak vychazi v Lipsku prvni monografie teorie
grafii. Jejim autorem je madarsky matematik Dénes Konig (1884-1944).
Konig ve své knize popsal prakticky vsechny tehdejsi znalosti této nové
matematické discipliny.

Ve tricatych letech se zacala formovat také teorie svazii. Prvni zminky
vztahujici se ke svaztim se objevily sice uz v poloviné 19. stoleti u Boola
(1815-1864), Pierce (1839-1914) a Dedekinda (1831-1916), za otce teo-
rie svazu je vSak povazovan az G. Birkhoff (1911-1996). Spolutvircem
¢eské terminologie v této oblasti je brnénsky matematik Otakar Boruvka
(1899-1995), ktery v roce 1939 poprvé pouzil ¢esky termin ,svaz“ pro
anglické slovo "lattice”.

Rozvoj vsech téchto matematickych disciplin pfipravil vhodné pod-
minky a inspiroval amerického matematika Hasslera Whitneyho k na-
psani ¢lanku On the abstract properties of linear dependence, v némz se
poprvé objevil pojem matroid. Popsal matroid jako abstraktni zobecnéni
linearni nezavislosti v maticich (jak napovidé i samotné slovo matroid),
a tudiz i jazyk celé této teorie z velké Casti odpovida terminologii line-
arni algebry. Pfi definici matroidu se Whitney pokusil zachytit spole¢né
zakladni vlastnosti linearni zéavislosti v grafech a maticich.
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Matroidy zistaly dlouhou dobu bez vétsi odezvy. Koncepci linearni
zévislosti sice pouzil van der Waerden ve své vySe zminéné knize, dalsi
prace uvetejnili také napiiklad Birkhoff, MacLane (1909-2005), Dilworth
(1914-1993) a Rado (1906-1989). Teprve v padesatych letech, kdy pub-
likoval své prace o matroidech a grafech britsky matematik W. T. Tutte
(1917-2002), vSak zéjem o teorii matroidi a jeji aplikace rapidné stoupl.

Zivot Hasslera Whitneyho

Hassler Whitney se narodil v roce 1907 v New Yorku. Studoval na Yale
University, kde ziskal v roce 1928 bakalafsky diplom, potom pokracoval
v matematickém vyzkumu na Harvardové univerzité, kde obdrzel v roce
1932 doktorat. Doktorat mu byl udélen za disertaci The Coloring of
Graphs, kterou napsal pod vedenim G. D. Birkhoffa (1884-1944).

‘%.-

Obrazek 1: Hassler Whitney

V letech 1930-1935 pisobil jako ucitel matematiky na Harvardu,
v letech 1931-1933 byl ¢lenem National Research Council. V roce 1935
byl povysen na asistenta profesora, v roce 1940 potom na mimoiradného
profesora. Harvard jej ucinil fadnym profesorem v roce 1946 a Whitney
si udrzel tuto profesuru az do roku 1952, kdy ptijal nabidku na predsed-
nictvi institutu Advanced Study v Princetonu. V letech 1953-1956 byl
predsedou National Science Foundation mathematics panel. V letech
1944-1949 pusobil jako redaktor ¢asopisu American Journal of Mathe-
matics, v letech 1949-1954 byl redaktorem casopisu Mathematical Re-
views.
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Whitneyho hlavni prace se tykaly topologie, diferencidlni geometrie,
diferencialni topologie, teorie grafi a teorie matroida.

Princeton ztistal Whitneyho zédkladnou od roku 1952 az do roku 1977,
kdy odesel do dichodu. Rok pfed odchodem do dtichodu byl ocenén
narodni medaili za védu. V roce 1983 obdrzel Wolfovu cenu a o dva
roky pozdéji Steelovu cenu.

Whitney byl trikrat Zenaty a mél pét déti. Naposledy se zZenil az
v 79 letech! Nejen v zivoté, ale i v préci, byl spiSe samotar. Pracoval
témér vzdy sam, ale dokazal drzet krok s vyvojem matematiky. Byl
velmi peclivy, jeho dila jsou do detaild propracovana. Whitney byl po
cely zivot také vasnivym horolezcem.

Dilo Hasslera Whitneyho

Whitney se béhem svého Zivota vénoval celé fadé matematickych disci-
plin, studoval vSak také hudbu a fyziku. V tomto prispévku se budeme
vénovat tém pracem, které meély bezprostifedni souvislost s teorii mat-
roidi. Ve tficatych letech Whitney intenzivné pracoval na teorii grafi.
Zabyval se zejména problematikou barveni grafii, otazkami tykajicimi se
rovinnych a duélnich grafd, izomorfnimi grafy a vyznamné také prispél
k fesSeni slavného problému c¢tyt barev. Uz jako diserta¢ni praci predlozil
dilo The Coloring of Graphs, v niz se zabyva zejména problematikou
vlastnosti trivalentnich map a vypoctu koeficientd u chromatickych po-
lynom.

V zafi roku 1934 Whitney pfedstavil Americké matematické spo-
le¢nosti ¢lanek On the Abstract Properties of linear dependence, ktery
vysel v ¢asopise American Journal of Mathematics v roce 1935. Mohli
bychom fict, Ze tato préace je jakymsi zavrsenim Whitneyho studia te-
orie grafi. Hlavni davod, ktery ziejmé piivedl Whitneyho k napsani
tohoto ¢lanku, byla snaha algebraicky popsat nékteré geometrické vlast-
nosti grafli, zejména podminku rovinnosti grafi. Dalsim divodem byla
ziejmé snaha zobecnit pojem linerani zavislosti a nezavislosti a popsat
timto zplisobem vSechny linedrné nezavislé systémy.

Clanek se sklad4 ze tii hlavnich ¢asti, ivodu a zévéru. Whitney v ném
navazuje a casto se odvolava na jiné své ¢lanky: Non separable and pla-
nar graphs, 2-isomorphic graphs a Planar graphs. V tivodu je definovan
pojem matroid pomoci linedrni nezavislosti sloupcii v matici takto:

Definice: Necht C1,Cs, ..., C), jsou sloupce matice M. Kazda pod-
mnozina sloupct je bud linedrné nezavisld nebo linearné zavisla, pod-
mnoziny tedy délime do dvou tiid. Tyto tfidy nejsou libovolné, musi byt
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splnény nasledujici podminky:
a) Kazdd podmnozina nezavislé mnoziny je nezavisla.

b) Jestlize N}, a Np41 jsou nezéavislé mnoziny majici po fadé p a (p +
+ 1) sloupcti, potom mnozina N, sjednocena s nékterym sloupcem
z Np41 tvori nezavislou mnozinu o (p + 1) sloupcich.

Systém spliujici a) a b) nazyvame matroid.

Hned v ivodu upozorniuje Whitney také na to, ze grafy jsou vlastné
velmi tizkou skupinou matroidd a nékteré véty teorie grafi lze tedy apli-
kovat také na matroidy (za nezavisly podgraf grafu oznacil podgraf,
ktery neobsahuje zddnou kruznici).

V prvni ¢asti ¢lanku jsou uvedeny zakladni definice matroidi po-
moci poradkové funkce (rank), nezévislych mnozin (independent sets),
bazi (bases) a kruznic (circuits). Je zde také dokdzana ekvivalence vSech
téchto definic. Definice matroidu pomoci pofadkové funkce je uvedena
takto:

Definice: Necht je ddna mnozina M = ey, e, ..., ¢,. Kazdé podmno-
ziné N mnoziny M pfifadime ¢islo r(n), které nazyvame Fad mnoziny
N. Systém spliujici vlastnosti (R1)-(R3) nazyvame matroid.

(R1) R4d prazdné mnoziny je roven nule.

(R2) Pro kazdou podmnozinu N a pro libovolny prvek e ¢ N plati
r(N+e)=r(N)+k, kde k = 0 nebo k = 1.

(R3) Pro kazdou podmnozinu N mnoziny M a pro libovolné prvky
e1,ea ¢ N plati: Jestlize r(N + e1) = (N + e2) = r(N), potom
T(N +e1+ 62) = T(N)

Bézi matroidu nadefinoval Whitney jako maximalni nezavisly pod-
matroid matroidu M, kruznici jako miniméalni zévisly matroid. Déale jsou
v clanku uvedeny zakladni vlastnosti nezavislych mnozin a vlastnosti
poradkové funkce. Nasleduje odvozeni zakladnich vlastnosti nezavislych
mnozin a kruznic z vlastnosti (R1)-(R3). Zakladni postulaty pro neza-
vislé mnoziny, baze a kruznice jsou uvedeny takto:

Nechf M je mnozina prvkid e — 1,es,...,e,. Necht kazd4d podmnozina
N mnoziny M je bud zavisla nebo nezéavisla a jsou splnény nasledujici
vlastnosti:

(I1) Kazda podmnozina nezavislé mnoziny je nezavisla.

(I2) Jestlize N = ey,...,ep a N = €], ...,e;H jsou nezavislé mnoziny,
potom pro néjaké i takové, ze e, ¢ N je (N+-¢}) nezavisla mnozina.
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Necht M je mnozina prvki a nechf kazda podmnozina této mnoziny
je nebo neni bézi. Plati:

(B1) Z4dn4 vlastni podmnozina baze neni baze.

(B2) Jestlize B a B’ jsou baze a e € B, potom pro néktery prvek ¢’ € B’
plati: B — e + ¢’ je baze.

Necht M je mnozina prvki a necht kazda podmnozina této mnoziny
je nebo neni kruznici. Plati:

(C1) Zadna vlastni podmnozina kruznice neni kruznice.

(C2) Jestlize P, a P, jsou kruznice, e; € Py NP, eg € Py a zaroven ey ¢
¢ Py, potom existuje kruznice P; C P+ P takov, Ze es € Pi+ P,
a €1 ¢ P1 + Pg.

V druhé c¢asti clanku se Whitney vénuje specidlnimu typu matroidi
- separable matroids a také dudlnim matroidiim. Je zde uvedeno a do-
kézano mnoho vlastnosti téchto matroidi, casto se zde autor odvolava
na teorii grafii. Nékteré véty o dualnich matroidech ptresné koresponduji
s vétami o dudlnich grafech.

Tteti cast clanku nese nazev Matice a matroidy. Whitney zde popsal,
jakym zpisobem je mozné znézornit matroidy do n-dimenzionalniho
prostoru, ukazal vztahy mezi dudlnimi matroidy a je zde také dokazana
dulezita véta, ze ke kazdému matroidu existuje dudlni matroid (v pfi-
padé grafu plati tato véta pouze pro rovinné grafy).

Vyvoj teorie matroidi po roce 1935

Na Whitneyho ¢lanek bezprostfedné navazali Saunders MacLane a Garrett
Birkhoff.

Saunders MacLane napsal v roce 1936 ¢lanek Some interpretations
of abstract linear dependence in terms of projective geometry, v némz
dava do souvislosti matroidy a projektivni geometrii (projektivni ro-
viny). V prvni ¢asti ¢lanku ukazuje, jak je mozné diky souvislosti mat-
roidt a projektivnich prostorti matroidy vyhodné znézornovat. V dalsi
¢asti se vraci k Whitneyho ¢lanku a ukazuje, pro¢ neni mozné nékteré
matroidy reprezentovat maticové. Na zavér pojednava o matroidech re-
prezentovatelnych nad algebraickym télesem.

Garrett Birkhoff se v tficatych letech vénoval zejména teorii svazi
a abstraktni algebfe. Roku 1935 publikoval ¢lanek Abstract linear de-
pendence and lattices, v némz se pokusil spojit teorii matroidi se svazy.
Dokazal, ze flaty daného matroidu tvori svaz.
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Po vydani predchozich tii ¢lanki zajem o matroidy pohasl a na Whit-
neyho vyzkum nikdo dalsi nenavazal. Druhé etapa vyvoje teorie matro-
ida se zacala az v padesatych letech vydanim Tutteho Clanku A homo-
topy theorem for matroids. Tutteovi se podafilo popsat grafové matroidy
a matroidy rovinnych grafii pomoci tzv. zakdzanych podmatroidia. Jeho
prace se rychle staly znamymi, nicméné navazat né bylo opét velmi ob-
tizné. Jednalo se totiz o zcela nové a naro¢né poznatky.

Saunders MacLane a Garrett Birkhoff

MacLane byl americky matematik, ktery se narodil 4. 8. 1909 v Taft-
ville v USA. Od roku 1926 studoval na univerzité v Yale, v roce 1930 zde
odpromoval a odjel na univerzitu do Chicaga. Zde byl silné ovliviiovan
E. H. Moorem (1862-1932) , ktery mu doporudil studia v Géttingenu —
v jednom z nejlepsich matematickych vyzkumnych svétovych center své
doby. Mac Lane tedy odjel studovat do Némecka, avSak politické uda-
losti té doby ho pfinutily rychle dokoncit doktorat a vratit se zpatky do
Spojenych Statd. Mac Lane napsal velmi zajimavy ¢lanek o udalostech
roku 1933 v Gottingenu. Po névratu do USA stravil rok na univerzité
v Yale, potom dva roky na Harvardu. V letech 1936 a 1937 ucil na
Cornellu, dalsi rok pfed nastupem na Harvard stravil v Chicagu. Bé-
hem téchto let napsal spoleéné s Garrettem Birkhoffem dilezitou praci
A survey of modern algebra. Prace vysla roku 1941. Zabyval se také
matematickou logikou, aplikovanou matematikou, teorii grafl, algebou,
projektivni geometrii a studiem planarnich graft.

Obréazek 2: Saunders MacLane

Birkhoff se narodil 19. 1. 1911 v Princetonu, jeho otec byl vyznamnyj
matematik George David Birkhoff (1884-1944). Garrett navstévoval nej-
prve statni skolu, ve dvanacti letech nastoupil na soukromou skolu, kde
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jej vyucoval vyborny matematik Harry Gaylord. Garrett velmi dobie
prospival a v roce 1928 zacal studovat na Harvardu. Rozhodl se studo-
vat matematickou fyziku. Navstévoval kurzy diferencialnich rovnic, ana-
lytickou mechaniku, kvantovou mechaniku, topologii. Ziskal tak velmi
Siroké matematické vzdélani. V roce 1932 ukoncil studium na Harvardu
a odjel studovat na Cambridge do Anglie. Zde zacal vzrustat jeho zajem
o abstraktni algebru. Po navratu do USA se stal ucitelem na Harvardu a
pracoval na dvou dulezitych knihéch — Lattice Theory (1940) a Survey of
Modern Algebra (1941) (kterou napsal spoleéné s Mac Lanem). Béhem
druhé svétové valky se zabyval studiem aplikované matematiky, hyd-
rodynamiky a linearni algebry. V roce 1970 publikoval dalsi dilezitou
knihu — Modern Applied Algebra. Na Harvardu zistal az do roku 1981,
kdy odesel do dichodu. Béhem svého zivota ziskal fadu vyznamnych
ocenéni a Sest ¢estnych titult na svétovych univerzitach.

Obréazek 3: Garrett Birkhoff

Zakladni pojmy teorie matroidu

V nésledujici kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy z teorie matroidi
tak, jak se s nimi mtizeme v soucasné dobé setkat nejcastéji.

Definice: Matroidem rozumime uspotradanou dvojici (F, 1), kde E
je kone¢na mnozina a [ je systém podmnozin mnoziny F, ktery spliuje
nasledujici vlastnosti:

(11) e I.
(I2) Xe,YCX =Yel.
(I3) U,Vel,lU|l<|V|=3dzxeV —U takovy, ze U U{z} €I .
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Mnozina E se nazyva zdkladni mnozina matroidu. Prvky z E nazyvame
prvky matroidu. Mnoziny, které patii do systému I, se nazyvaji zdvislé,
v opacném pripadé se nazyvaji nezdvisle.

Priklad: Je-li F koneény vektorovy prostor a I systém linedrné ne-
zavislych podmnozin v E, potom je (E,I) matroid.

Definice: Minimalni (vzhledem k inkluzi) zavislé mnoziny matro-
idu se nazyvaji kruZnice. Mnozinu vSech kruznic matroidu M znacime

C nebo C(M).
Je ziejmé, ze plati:
(C1) D egc,

(C2) 01,0y € C,Cy C Cy = Cy = Cy. (Z4dné dva rtizné prvky z C

nejsou v inkluzi.)
Dale plati:

(03) Ch,C5, €C,Ch 75 Cy,e € C1NCy = 3C5 € C takova, Ze
C3 C (01 U 02) — e.

Véta: Necht C je mnozina podmnozin mnoziny E. Potom C je mno-
zina kruznic matroidu na F pravé tehdy, kdyz C splnuje nasledujici pod-
minky:

(C1) 0 &C,
(02) Ch,0,€C,C1 C Oy = Cq =(Ch.

(03) C1,Cy € C,C1 # Co,e € C1 NCy = (5 € C takova, ze C3 C
- (ClUCQ)—e.

Nasledujici tvrzeni je elementarni, avsak casto pouzivané.

Véta: Necht I je nezdvisla mnozina matroidu M a e € M takovy
prvek, ze I U e je zavisla. Potom M ma jedinou kruznici pattici do (IUe)
a tato kruznice obsahuje prvek e.

K definovani matroidu neni nutné vypsani vSech nezavislych mnozin,
postaci vypis maximalnich nezavislych mnozin.

Definice: Maximalni (vzhledem k inkluzi) nezavislé mnoziny mat-
roidu se nazyvaji bdze. Mnozinu vSech bazi matroidu M znacime B nebo
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B(M).

Béaze matroidu maji mnoho spole¢ného s bazemi ve vektorovych pro-
storech.

Lemma: Jestlize B; a Bs jsou baze matroidu M, potom |B;| = | Ba.
(Vsechny baze matroidu M maji stejny pocet prvki.)

Definice: Potddkovou funkci (rank function) matroidu M = (E,I)
nazyvame funkei r : P(E) — N definovanou takto:

r(A) =max(| X |1 X CA X €l
Cislo r(E) nazyvame rdd matroidu.

Poradkova funkce r matroidu M = (F,I) ma tyto vlastnosti:
(RO) ACE=0<r(A) <|A], r®) =0
(R1) (Monoténnost)A € B C E = r(A) <r(B)
(R2) (Semimodularita) A,B C E = r(aUB)+r(ANB) <r(A)+r(B)

Je ziejmé, Ze fad nezévislé mnoziny je roven poctu prvki této nezavislé
mnoziny a fad kazdé baze matroidu je roven fddu daného matroidu.
Prvky matroidu M, které maji fad roven nule se nazyvaji smycky mat-
roidu M. Jestlize r(z,y) = 1 a x,y nejsou smycky, potom prvky z a y
nazyvame rovnobéznymi. Pro mnohé problémy nejsou smycky a rovno-
bézné prvky dilezité, staci pak zkoumat tzv. jednoduché matroidy, coz
jsou matroidy bez smycek a rovnobéznych prvka.

Definice: Necht M = (E, I) je matroid, r je jeho pofadkova funkce.
Funkci o : P(E) — P(FE), definovanou:
VX C E plati 0(X) =z € E:r(X Uz = r(X), nazgyvame uzdvérovou
funkci (a closure operator).

Uzavérova funkce matroidu M ma nésledujici vlastnosti:

(Ul) ACE= ACo(A)
(U2) ACo(B)=0(A) Co(B)
(U3) (Vymeénny axiom) x ¢ oc(A) Az € 0(AUy) =y € o(AUx)

Definice: Mnozina A C E se nazyva uzaviend (nebo flat ¢ podpro-
stor) matroidu M, kdyz pro vSechny prvky x € E — A plati r(AUx) =
=r(A) + 1.
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Jinak feceno, mnoZina A je uzaviena pravé tehdy, jestlize k ni nelze
ptidat zadny prvek bez zvétseni fadu. Ziejmeé o(A) je nejmensi uzaviena
mnozina obsahujici A.

Matroid je jednoznac¢né urcen svymi nezavislymi mnozinami, bdzemi,
poradkovou funkci nebo uzavérovou funkci. Matroid lze tudiz definovat
i pomoci téchto pojmt, podobné jako to udélal Whitney.

Jak jiz bylo uvedeno v predchéazejici kapitole, matroidy lze pomérné
jednoduse znazornovat v roviné. Méjme napiiklad jednoduchy matroid
3. fadu. Prvky matroidu znazornime jako body v roviné a kazdou uza-
vienou mnozinou A takovou, ze |A| > 3, r(A) = 2, vedeme kfivku. Baze
matroidu jsou pak vSechny trojice bodii, které nelezi na jedné piimce.
Na nasledujicim obrazku je tzv. Faniv matroid. Je snadné ovéfit, ze se
jedné o projektivni rovinu 2. fadu.

1
hY
B | 5
N
/N
S T \“‘?L\
t/// e T
2 4 3

Obréazek 4: Faniv matroid

Zavér

Teorie matroid patii od padesatych let k nejrychleji se rozvijejicim
castem diskrétni matematiky. Pojem matroid je velmi mnohostranny a
nachazi tudiz uplatnéni v celé fadé matematickych disciplin a jejich apli-
kacich, napf. grafovych algoritmech, kombinatorickych optimalizacich,
v elektroinzenyrstvi a statice.
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