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613.

ABÚ KÁMIL:KNIHA ARITMETICKÝCH KURIOZITPøeklad úvodu a komentované úlohy



623.1. ÚvodPokud se historie arabské matematiky týèe, je jí vìnováno takøka 150 stranv knize [Ju], proto nepova¾ujeme za nutné zabývat se jí zde podrobnìji;pøipomeneme pouze nìkterá základní historická fakta týkající se kontaktù meziAraby a franckou øí¹í.Jak u¾ bylo øeèeno na zaèátku, Alkuin pùsobil na dvoøe Karla Velikého, kterýpanoval ve francké øí¹i v letech 768 { 814. V té dobì Arabové ovládali celé severnípobøe¾í Afriky a takøka celý Pyrenejský poloostrov, tak¾e byli sousedy Frankù.V dalekém Bagdádu panoval v letech 786 { 809 chalífa Hárún ar-Ra¹íd (známýz Pohádek tisíc a jedné noci), který byl v diplomatických kontaktech s KarlemVelikým ([Fo2], str. 278, [Ju], str. 179). Alkuin tedy mohl mít nìjaké informaceo arabské matematice83 a proto se nyní budeme vìnovat jednomu arabskémuspisu obsahujícímu úlohy vedoucí na soustavy diofantovských rovnic.Tímto spisem je Kniha aritmetických kuriozit, jejím¾ autorem je Abú Kámil84¾ijící pøibli¾nì v letech 850 { 930. Uvedený spis tedy nemohl pøímo ovlivnitAlkuina, který ¾il døíve, ale Abú Kámil zahajuje svùj spis konstatováním, ¾epouze øe¹í úlohy, které jsou v¹eobecnì známy; je tedy mo¾né, ¾e nìjaké poznatkyo tomto typu úloh mohly z arabského svìta proniknout u¾ døíve i k Alkuinovi.85Abú Kámilùv spis pøedstavuje vlastnì sbírku ¹esti øe¹ených úloh motivova-ných prodejem rùzných ptákù slou¾ících zøejmì k jídlu86; v¹echny úlohy vedouna øe¹ení soustavy dvou diofantovských rovnic o tøech a¾ ¹esti neznámých a AbúKámil v¾dy uvádí v¹echna øe¹ení, neuva¾uje ale øe¹ení obsahující nulu. Pøíslu¹nésoustavy pro ètyøi z tìchto ¹esti úloh jsou uvedeny v knize [Ju] na str. 231 { 232;jedná se o Abú Kámilovy úlohy è. 1 (má jedno øe¹ení), è. 2 (má ¹est øe¹ení), è. 5(nemá celoèíselné øe¹ení !) a è. 6 (má 2676 øe¹ení a Abú Kámil na ni zøejmì bylobzvlá¹» hrdý, proto¾e na ni hned v úvodu svého spisu dvakrát upozoròuje).V této práci vyjdeme z nìmeckého pøekladu Abú Kámilovy sbírky [AK].Nejprve uvedeme úplný pøeklad úvodní èásti spisu, v dal¹í èásti pak uvedemepøeklady v¹ech zadání, nebudeme v¹ak pøekládat Abú Kámilùv popis postupuøe¹ení; místo toho v¾dy v krátkém komentáøi v dne¹ní terminologii shrneme AbúKámilùv postup øe¹ení.3.2. Pøeklad úvodní èásti Abú Kámilova spisuVe jménu Boha milosrdného a slitovného !Hovoøí ©ud¾á ibn Aslam, známý pod jménem Abú Kámil:83Mohl by tomu nasvìdèovat i výskyt velblouda v zadání úloh è. 39 a 52, M. Folkerts v¹akupozoròuje na to ([Fo1], poznámka 113 na str. 33), ¾e velbloudi (èasto spoleènì s osly a ovcemi)se vyskytují i v textu Starého zákona, který Alkuin jistì dobøe znal, tak¾e z výskytu velbloudav zadání dvou úloh nelze dìlat ¾ádné závìry.84Podle [Ju], str. 218 bylo jeho plné jméno Abú Kámil ©ud¾á ibn Aslam Ibn Muhammadal-Hásib al-Misrí.85Gericke a Folkerts ([GF], str. 294 a 346) upozoròují napøíklad na to, ¾e Alkuinova úlohaè. 39 má èíselnì (nikoli zoologicky) stejné zadání a tedy i stejné øe¹ení, jako Abú Kámilovaúloha è. 1.86Prodávají se kuøata, kachny, holubi, holubi høívnáèi, skøivani a vrabci.



63Znám zvlá¹tní druh poèetních úloh, které kolují mezi vzne¹enými i nepatrnými,uèenými i neuèenými, kterými se kochají a které shledávají novými a krásnými;ptá-li se jeden druhého na jejich øe¹ení, pak je mu odpovídáno nepøesnouodpovìdí, jen podle dohadu, ve které nepoznávají ani princip, ani pravidlo. Kdy¾se mì vyptávali mnozí urození i nepatrní na úlohy poèetního umìní, odpovídaljsem jim pro ka¾dou jednotlivou úlohu jedinou odpovìdí, kdy¾ ¾ádná jiná nebyla;èasto v¹ak byly pro jednu úlohu odpovìdi dvì, tøi, ètyøi a více, èasto také bylaodpovìï nemo¾ná. Ano, dostala se ke mnì dokonce jedna úloha, kterou jsemvyøe¹il a pro kterou jsem nalezl velice mnoho øe¹ení; prozkoumal jsem tu vìcpodrobnìji a pøi¹el jsem na 2676 správných øe¹ení. Tu byl mùj údiv nad touvìcí veliký a uèinil jsem zku¹enost, ¾e kdy¾ jsem o tomto objevu vyprávìl, dívalise na mì s údivem nebo jsem byl pova¾ován za neschopného nebo ti, kteøí mìneznali, neprávem proti mnì pojali podezøení. Tu jsem se rozhodl napsat knihuo tìchto poèetních úlohách, abych zacházení s nimi usnadnil a pøiblí¾il. To jsemprávì zaèal a budu objasòovat øe¹ení pro ty úlohy, které mají více øe¹ení, i protakové, které mají jedno, i pro takové, které vùbec ¾ádné øe¹ení nemají, pomocíneklamného postupu; nakonec pojednám o úloze, o které jsem øekl, ¾e má 2676øe¹ení. Pak opìt zmizí podezøení a domnìnky a mé výroky budou potvrzeny apravda vyjde najevo. Kdybych chtìl pøipojit je¹tì dal¹í z rùzných mínìní o tìchtoa podobných úlohách, která ke mnì dospìla v souvislosti s velkým poètem øe¹ení,stala by se ta vìc pøíli¹ rozvláènou.K tomuto druhu úloh patøí, Bùh ti dej sílu pro správné chápání, následujícíúloha:Má se koupit kachna za 5 drachem, 20 vrabcù za 1 drachmu, kuøe za 1 drachnua podobnì dále; je ti dáno 100 drachem nebo více nebo ménì a je ti øeèeno: Kupsi za to celkem 100 ptákù nebo více nebo ménì tìchto rùzných druhù; odpovìdna tuto a podobné úlohy spoèívá pak v tom, ¾e øekne¹: kachen tolik, vrabcù tolik,kuøat tolik, pøirozenì celé, ¾ádné zlomky, tj. bez polovin, tøetin, ètvrtin atd. ptákù;a kdyby se u nìjakého druhu objevil zlomek, nesmí¹ ho ani seèíst s nìjakýmzlomkem jiného druhu, abys dostal celky. Kdyby byl tazatel spokojen s takovýmøe¹ení (tj. s øe¹ením se zlomky), dostal by u v¹ech úloh tohoto druhu nesèíslnýpoèet øe¹ení, jejich¾ poèet by byl omezen jen pomíjejícností87 odpovídajícího.Tázající v¹ak smí polo¾it také jinou otázku, ve které se napøíklad øíká: Je-li tidáno 100 drachem nebo více nebo ménì a je ti øeèeno: rozdìl je mezi 100 nebovíce nebo ménì osob, mu¾ù, ¾en, chlapcù, atd., a dej ka¾dému mu¾i tolik, ka¾dé¾enì tolik, ka¾dému chlapci tolik atd., kolik je tu mu¾ù, ¾en, chlapcù atd. ? Nebobude otázka: Kup za to meèe a kopí nebo jiné takové vìci, které nepøipou¹tìjídìlení, kdy¾ je znám poèet druhù tìchto vìcí a meè stojí tolik, kopí tolik a luktolik, kolik kusù pøipadne na ka¾dý druh? Tazatel mù¾e také tázanému øíci, zdapoèet mu¾ù má být vìt¹í nebo men¹í ne¾ poèet ¾en nebo chlapcù atd. Je-li tedytoto v¹e { pokud je to mo¾né { stanoveno, pustí se tázaný do hledání øe¹ení,pøesnì je vyzkou¹í a budou-li mezi nimi taková, která odpovídají úloze, pak tazatelpøisvìdèí; jsou-li taková, ¾e neodpovídají, pak øekne: není to mo¾né.87Nìmecký pøekladatel doplòuje: smrtí.



643.3. Úlohy z Abú Kámilova spisuPøi zápisu rovnic, na které vedou Abú Kámilovy úlohy, budeme pou¾ívat vev¹ech úlohách následujícího znaèení:k = poèet kachen,r = poèet kuøat,v = poèet vrabcù,s = poèet skøivanù,h = poèet holubù,b = poèet holubù høívnáèù.Úloha 1.Je ti dáno sto drachem a má¹ za nì koupit sto ptákù tøí druhù: kachny, kuøataa vrabce; jedna kachna stojí pìt drachem, dvacet vrabcù jednu drachmu, jednokuøe jednu drachmu.Komentáø88Úloha vede na soustavu rovnic89k + v + r = 100 ;5k + v20 + r = 100 :Abú Kámil odeètením první rovnice od druhé dostává po úpravách vztahv = 4k + 419k ;z èeho¾ je zøejmé, ¾e poèet kachen musí být dìlitelný devatenácti. Z toho pakdosazováním zjistí, ¾e úloha má jediné celoèíselné kladné øe¹ení k = 19, v = 80,r = 1; nezáporné øe¹ení r = 100, k = v = 0 Abú Kámil neuva¾uje.Úloha 2.Je ti dáno sto drachem a je ti øeèeno: kup za to sto ptákù tøí druhù, kachny,holuby a kuøata, kachnu za dvì drachmy, tøi holuby za jednu drachmu a dvìkuøata za jednu drachmu.KomentáøÚloha vede na soustavu rovnick + h + r = 100 ;2k + h3 + r2 = 100 :88V úvodní èásti jsme ji¾ v souvislosti s touto úlohou upozornili na [Ju], str. 231, a [GF],str. 294 a 346.89V pou¾itém nìmeckém pøekladu [AK] jsou rovnice zapisovány v souèasné symbolice, jetam v¹ak upozornìno na to, ¾e Abú Kámil v¹echny rovnice a poèetní operace popisoval slovnì.



65Abú Kámil odeètením dvojnásobku první rovnice od druhé dostává po úpraváchvztah h = 60� 910r ;z èeho¾ je zøejmé, ¾e poèet kuøat musí být dìlitelný deseti. Z toho pak postupnýmdosazováním najde v¹ech ¹est celoèíselných kladných øe¹eník = 39; 38; 37; 36; 35; 34;h = 51; 42; 33; 24; 15; 6;r = 10; 20; 30; 40; 50; 60:Nezáporné øe¹ení r = 0, h = 60, k= 40 Abú Kámil neuva¾uje.Úloha 3.Jak bude¹ poèítat, kdy¾ dostane¹ sto drachem a je ti øeèeno: kup za to sto ptákùètyø druhù, toti¾ kachny, vrabce, holuby a kuøata, kachnu za ètyøi drachmy, desetvrabcù za jednu drachmu, dva holuby za jednu drachmu a kuøe za jednu drachmu?KomentáøÚloha vede na soustavu rovnick + v + h+ r = 100 ;4k + v10 + h2 + r = 100 :Odeèteme-li první rovnici od druhé, dostaneme3k � 910v � h2 = 0 ;z èeho¾ plyne k = 310v + h6 :Øe¹ení úlohy tedy jistì nalezneme, bude-li poèet vrabcù dìlitelný desetia souèasnì poèet holubù dìlitelný ¹esti, z èeho¾ dostává Abú Kámil výchozíøe¹ení v = 10, h = 6, k = 4 a r = 80. Dál pokraèuje takto: klade postupnì h= 6, 12, . . . , 66 a pøi pevném h dosazuje postupnì v = 10, 20, . . . . Pro dané ha v tak nalézá v¹echny mo¾né hodnoty k (které se postupnì zvy¹ují) a r (kterépostupnì klesají); dosazování konèí ve chvíli, kdy by poèet kuøat r � 0. Tímtopostupem najde 44 øe¹ení, pøi kterých jsou poèty v¹ech ptákù kladné.Øe¹ení úlohy v¹ak také nalezneme, bude-li poèet vrabcù dìlitelný pìtia souèasnì poèet holubù dìlitelný tøemi, z èeho¾ dostává Abú Kámil výchozíøe¹ení v = 5, h = 3, k = 2 a r = 90. Analogickým postupem jako v pøede¹lémpøípadì najde 54 øe¹ení, pøi kterých jsou poèty v¹ech ptákù kladné, tak¾e celkemdospívá k 98 øe¹ením dané úlohy90.90Pøesnì vzato, Abú Kámil dvì øe¹ení pøehlédl; podle nìj má úloha 96 øe¹ení, ale v [AK]je na tuto chybu upozornìno.



66Úloha 4.Bylo ti dáno sto drachem a bylo ti øeèeno: kup za to sto ptákù ètyø druhù,kachny, holuby, skøivany, kuøata, kachnu za dvì drachmy, dva holuby za jednudrachmu, tøi skøivany za jednu drachmu a kuøe za jednu drachmu.KomentáøÚloha vede na soustavu rovnick + h + s + r = 100 ;2k + h2 + s3 + r = 100 :Odeèteme-li první rovnici od druhé, dostaneme po úpravìk = h2 + 23s :Musí tedy být poèet holubù dìlitelný dvìma a poèet skøivanù dìlitelný tøemi.Dosazujeme-li za poèet skøivanù postupnì s = 3, 6, . . . , 57 (s = 60 u¾ nenímo¾né), pak dostaneme postupnì 19 mno¾in øe¹ení obsahujících 31 + 29 + 28+ 26 + 24 + 23 + 21 + 19 + 18 + 16 + 14 + 13 + 11 + 9 + 8 + 6 + 4 + 3 +1 = 304 øe¹ení.Úloha 5.Je ti dáno sto drachem a je ti øeèeno: kup za to sto ptákù tøí druhù, kachny,kuøata, vrabce, kachnu za tøi drachmy, tøi kuøata za jednu drachmu, dvacet vrabcùza jednu drachmu.KomentáøÚloha vede na soustavu rovnick + v + r = 100 ;3k + v20 + r3 = 100 :Vynásobíme-li druhou rovnici tøemi a odeèteme-li od ní rovnici první, dostaneme8k � 1720v = 200 ;z èeho¾ plyne k = 25 + 17160v :Poèet vrabcù tedy musí být dìlitelný sto ¹edesáti, co¾ je v¹ak spor (v¹ech ptákùdohromady má být 100); úloha tedy nemá øe¹ení.



67Úloha 6.Je ti dáno sto drachem a je ti øeèeno: kup za to sto ptákù pìti druhù, kachny,holuby, holuby høivnáèe, skøivany a kuøata, kachnu za dvì drachmy, dva holubyza jednu drachmu, tøi holuby høivnáèe za jednu drachmu, ètyøi skøivany za jednudrachmu, jedno kuøe za jednu drachmu.KomentáøÚloha vede na soustavu rovnick + h + b+ s + r = 100 ;2k + h2 + b3 + s4 + r = 100 :Odeèteme-li první rovnici od druhé, dostaneme po úpravìk = h2 + 23b+ 34s :Musí tedy být poèet holubù høívnáèù dìlitelný tøemi a souèeth2 + 34smusí být celé èíslo. To mù¾e být splnìno buï tak, ¾e h je sudé èíslo a s jedìlitelné ètyømi, nebo tak, ¾e h je liché èíslo a s je sudé èíslo, které nenídìlitelné ètyømi; v¹echny tyto mo¾nosti je tøeba þpøebratÿ. Abú Kámil ukazujena nìkolika pøípadech, jaký postup je vhodné pøi tomto þpøebíráníÿ zvolit akonèí konstatováním, ¾e úloha má 2676 øe¹ení91.3.4. Historická poznámkaPova¾ujeme za vhodné pøipojit na závìr výkladu o Abú Kámilovì sbírcenìkolik základních historických faktù týkajících se situace, ve které se rozvíjelaarabská (mo¾ná správnìji: islámská; viz k tomu [Ju], str. 186) matematikav èasovém období, kterým se zabýváme92.Sjednocení arabských kmenù a vznik arabské øí¹e je neoddìlitelnì spojeno sevznikem islámu a to je opìt neoddìlitelnì spojeno se jménem Muhammadovým(570 { 632). Po Muhammadovì smrti do¹lo k rychlému ¹íøení islámu a rùstuarabské øí¹e; v r. 642 byla dobyta Alexandrie, v r. 711 pøekroèila arabská vojskaGibraltarskou ú¾inu a rychle ovládla takøka celý Pyrenejský poloostrov. Pøipokusech pronikat dále na sever se Arabové støetli s franckou øí¹í a v r. 732byli v bitvì u Poitiers pora¾eni franckými vojsky vedenými majordomem KarlemMartellem; tato porá¾ka znamenala konec jejich výpravám za Pyreneje.91Abú Kámilùv výsledek je potvrzen v [AK] i v [Ju]; autor této práce se pøiznává, ¾evýsledek nepøepoèítával.92Základní v¹eobecný pøehled je uveden v knize [Ju], podrobnìj¹í údaje lze nalézt napø.v kní¾ce [HP].



68 Arabská øí¹e se v¹ak roz¹iøovala i dal¹ími smìry. Ve smìru na východ pøipojilike své øí¹i celé území a¾ k èínské hranici, ve smìru na sever se hranicí jejich územístal Kavkaz, nedokázali v¹ak proniknout do Malé Asie a porazit Byzanc. Hlavouarabské øí¹e byl chalífa, sídlící nejdøíve v Dama¹ku, od r. 762 v Bagdádu; Bagdádse rychle stal významným vìdeckým støediskem arabského svìta. Ji¾ v 8. stoletíse v¹ak pùvodnì jednotná centralizovaná arabská øí¹e zaèíná rozpadat93 av prùbìhu 10. století arabská øí¹e jako jednotný celek zaniká.Jak u¾ bylo øeèeno, vývoj arabské matematiky v období od 8. do 15. stoletíje podrobnì popsán v knize [Ju]. Nepova¾ujeme proto za nutné vìnovat se zdetìmto otázkám, rádi bychom v¹ak uvedli nìjaké podrobnìj¹í informace o autorovinámi studovaného spisu Kniha aritmetických kuriozit. Bohu¾el ani v Ju¹kevièovìknize není o Abú Kámilovì ¾ivotì vùbec nic. Nalezneme zde pouze (str. 218),¾e jeho plné jméno bylo Abú Kámil ©ud¾á ibn Aslam ibn Muhammad al-Hásibal-Misrí, ¾il pøibli¾nì v letech 850 { 930 a okolo r. 900 pracoval v Egyptì ([Ju],str. 184). Ju¹keviè vìnuje velkou pozornost Abú Kámilovu spisu o algebøe, kterýbyl asi jeho nejdùle¾itìj¹í prací. * * * * *

93Napø. na Pyrenejském poloostrovì vzniká ji¾ v r. 756 cordobský emírát, od r. 929samostatný chalífát.
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