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©19) A, PRINGSHEIM l. ¢. sub 10. .

*) Tuto eitaci uvddim také proto, %e ozfejmuje souvislost mezi problémy rozvinutel-
nosti funkce v Taylorovu fadu a funkcemi s omezenym existenénim oborem.

21y P, DU Bois-REYMOND, 1. e. sub 15.

22) Na pf. CH. HERMITE-T. J. STIELTJES, Correspondence, I1. dil, 25 a 41.

23) L. FRANK, tato prace str. 532.

) Tento ¢esky preklad je pievzat z [206], kde pojedn4ni [136] vy&lo po tfeti v ¢eském
piekladu K. CUPRA. PRINGSHEIM odpovédél na LERCHOVO obvinéni zvlidtnim
prohldSenim, viz L. FRANK 1. c. sub 23.

) M. LERCH [215], Dodatek.

*%) M. LERCH, Zur Bestimmung des analytischen Existenzbereiches in der Theorie der

elliptischen Funktionen, Monatshefte 11 (1900), 107—113. Tato prace neni uvedena
v seznamu praci v I. odstavei tohoto referatu.

") M. LERCH [33].

28) E. GOURSAT, Fonctions 3 espaces lacunaires, Bull. Darboux 11 (1887); H. POIN-
CARE, Fonctions & espaces lacunaires, Soc. sc. Acta Helsingfors 12 (1883).

) Viz na pt. citovany vynatek ze [136].

%) M. LERCH, [33].

31) Viz FRANKUV referat o sporu LERCHA s PRINGSHEIMEM, L. FRANK, I ec.
sub 23.

32) A, PRINGSHEIM, Uber Functionen, welche in gewissen Punkten ..., 1. c. sub 17.

33) Nazvy wréujici a vytvofujict jsou pievzaty z LERCHOVYCH praci.

3) Tyto véci jsou velmi podrobné vyliceny ve znimé DOETSCHOVE knize Theorie
u. Anwendung der Laplacetransformation, Grundlehren der math. Wissenschaften,
Berlin, 1932, 8, na ni% v tomto sméru odkazuji.

3%) DoETSsCH, 1. ¢. sub 34, 33-—38.

%) M. LERCH, Z podétu integralniho, Rozpr. 04 2 (1893), ¢. 9, 1—40. (. 99 Seznamu
praci prof. Matyase Lercha sestaveného J. SKRASKEM. Tato priace neni uvedena v se-
znamu praci v I. odstavei tohoto referatu.

37) A. OSTROWSKI, Uber den Lerchschen Satz, Jahresber. d. deutschen Math.-Ver-
einigung, 37 (1928), 69. V OSTROWSKEHO pojednani je uvedena rozsahlad bibliografie
dikazi této véty.

S ohledem na fundamentalni dileZitost LERCHOVY véty zfejmé nedocenil tento
LERCHUV vysledek prof. K. PETR v nekrologu, ktery o LERCHOVI napsal do Almanachu
Ceské akademie véd a uméni. Cituji doslova: ,,Koneéné uvadim, Ze v praci ,0 hlavni vété
theorie funkei vytvorujicich® (Rozpravy 0. Akad., sv. 1., é. 33, . 1892) podal novy dikaz
véty WEIERSTRASSOVY o vyjadiitelnosti funkei spojitych fadami polynomi.*

38) Fortschritte d. Math., XVIII (1886), 347.

Jiri CERMAK

LERCHUV PRINOS K THEORII NEKONECNYCH RAD
1. Seznam Lerchovych praci tykajicich se theorie mekoneénijch Fad

Tento seznam je vypsan z Gplného Seznamu praci prof. Matyise LERCHA od JOSEFA
SKRASKA (Cas. pro pést. mat., 78 (1953), 139-—148).

[13] Piispévky k teorii ¥ad nekoneénych, Zpr. KOSN, 1885, 174—179.
[19] O soustavach bodi a jejich vyznamu v analysi, Cas. 15 (1886), 211—218.
[21] Remarque sur la théorie des séries, Jorn. de Teix. 7 (1886), 79—80.
© 2kxwi
[28] Note sur la fonction & (w, x, 8) = =, Acta 11 (1887), 19—24.
k=0 (w+ k)
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[62] Prost dokaz jednog osobenog sluéaja Ermakovl’eve teoreme, koja se tide zbirli-
vosti redova, Glas 11 (1889), 21—25.
[56] Bemerkung zur Reihentheorie, Zpr. KCSN 1890, 219—221.
[63] Obecné kriterium konvergence nekoneényeh fad a integrali, Cas. 20 (1891),
285—293.
[64] Poznamky k Schendelovu zobecnéni ¥fady Taylorovy, Vést. (A 1 (1891), 78—84.
[67] Sur une série, Jorn. de Teix. 10 (1891), 103—105.
[70] Zur Theorie der unendlichen Reihen, Zpr. KCSN 1891, 250—254.
d n
x
7 stnostech nekoneéné rady ¢ (x, a) = -
[74] O vlastnostech nekoneéné fady ¢ (z, a) ,é po—
[80] Sur la différentiation des séries, Jorn. de Teix. 11 (1892), 107—114.
[82] Zakladové teorie Malmsténovskych fad, Rozpr. d4 1 (1892), ¢. 27, 1—170.

, Cas. 21 (1892), 65—68.

. n
[87] O rekurentni rovnici ¢, — 2(* 1)" (Z) ¢,, Cas. 22 (1893), 31—33.
1P=0 -
[91] Studie v oboru Malmsténovskych fad a invarianta forem kvadratickych. Rozpr.
CA 2 (1893), &. 4, 1—12.

[92] Sur deux transcendantes considerées par Legendre, Vést. KCSN 1893, &. 25, 1-—5.
[95] Sur une intégrale définie qui représente la fonction ¢ (s) de Riemann, Mathe-
matical Papers Read at the International Congres Chicago 1893, 165—166.

[101] Dalsi studie v oboru Malmsténovskych fad, Rozpr. CA 3 (1894), ¢é. 28, 1—61.

[103] Nova analogie Tady theta a nékteré zvlastni hypergeometrické fady Heineovy,
Rozpr. CA 3 (1894), é. 5, 1—10.

[105] Sur la différentiation des séries trigonométriques, CR 119 (1894), 725—-728.

[110] Zur Theorie der Kronecker’schen Doppelreihe Ser ({, 5, 4, v, ®), Monatsh. 5
(1894), 367—379.

[112] Nouvelle analogie de la série théta et quelques séries hypergéométriques de Heine,
Bull. A 1 (1895), 1-—9.

[116] Sur la différentiation d'une classe de séries trigonométriques, Ann. Ec. norm.
(3), 12 (1895), 351—361. 5

[120] O abelovské transformaci trigonometrickych ¥ad, Rozpr. CA 5 (1896), ¢. 24, 1—5.

[122] O jistém druhu semikonvergentnich rozvoji, Rozpr. CA 5 (1896), ¢. 18, 1—8.

[124] Pravidla o derivovani jisté kategorie fad trigonometrickych, Vést. J4 5 (1896),

71—80.
[126] Sur la transformation abélienne des séries trigonométriques, Bull. CA 3 (1896),
40— 44.

[127] Sur une espéce de séries semiconvergentes, Bull. 04 3 (1896), 37—40.

[139] Bemerkungen iiber trigonometrische Reihen mit positiven Coefficienten, Zpr.
KCSN 1898, ¢é. 23, 1—19.

[144] Sur quelques propriétés d’une transcendante uniforme, Compte rendu du qua-
trieme Congres scientifique international des catholiques tenu a Fribourg (Suisse),
Fribourg 1898, 58—69.

[147] Arithmetisches uiber unendliche Reihen, Jahresber, 8 (1899), 217—219.

[148] Formule pour le calcul rapide d’un certain potentiel, Journ. de Liouwv. (5), 5 (1899),
427—433.

[149] Nouvelle formule pour la différentiation d’une certaine classe de séries trigono-
métriques, Aiti 35 (1899), 54—59. g

[151] O nékterych konstantach z theorie harmonickych fad. Rozpr. CA 8 (1899), ¢. 35,
1—9.

[155] Rychle konvergentni vyjadieni nékterych limit, Rozpr. CA 8 (1899), &. 36, 1-—9.

'156] Sur certains développements en séries trigonométriques, Ann. de Toulouse 3
(1899), C, 1—11.

[158] Sur les séries de Dirichlet, CR 128 (1899), 1310—1311.

[162] Doplnék k nauce o fadach Fourierovych, Rozpr. d4 9 (1900), ¢. 7, 1—15. )

[163] O novém druhu analytickych vyrazu, jez se vyskytuji v theorii jistych integrald,
Rozpr. CA 9 (1900), é. 6, 1—17.

[168] Remarque sur la série de Fourier, Bull. Darboux (2), 24 (1900), 102—112.

[169] Sur la fonction ¢ (s) pour les valeurs impaires de 'argument, Jorn. de Teix. 14
(1900), 65-—69.

n? = 1 .
[175] Démonstration élémentaire de la formule —Z— = 2 ————5 Bns. math.
5 (1903), 450—453. sinfwm (@4 )
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[176] Ergidnzungen zu dem Aufsatz ,,Bemerkungen iiber trigonometrische Reihen mit
positiven Coefizienten, Zpr. KJSN 1903, &. 38, 1—1.

[189] Sur une série analogue aux fonctions modulaires, CR 138 (1904), 952—954.

©0

[204] Sur une application de la théorie de la fonction R (w, 8) = 27 1 , Ann.
do Porto, 2 (1907), 193—197. o (w + »)°

[211] Jednoduchy piiklad dvojnisobné fady, kterd nepfipousti vyménu pofadu sum-
maéniho, Cas. 38 (1909), 176.

[216] O novém zobecnéni fady Taylorovy a Lagrangeovy, Rozpr. A 20 (1911), &. 36,

1—14.
[223] O stanoveni soudinitelt v moeninném rozvoji funkee ¢ (s), Cas. 43 (1914), 513 a%
522.

[234] O transformaci ¥ad v fady rychleji konvergentni se zvlistnim zietelem k zobeenéné
harmonické radé R (w, s), Cas. 49 (1920), 49—54, 161—173, 273-—281.

II. Obsah a metoda

LERCHOVY vysledky, o nichZ se chceme v tomto ¢lanku zminiti, se tykaji
predeviim jisté tiidy nekonec¢nych fad, které LERCH nazyva malmsténovskymi.
Jsou to rady tvaru

«©
— e

ML (0, 0, u, 8) — 2 1 (1)
== [(w + n)? + w2z’

a jejich zvlagtni piipady. Jednotlivé zvlastni piipady téchto fad se ¢asto vy-
skytly v matematické analyse a muZeme bez nadsazky Fici, Ze studium téchto
fad tvoli jednu z nejzajimavéjsich a nejznaméjiich kapitol klasické analysy
a svoji duleZitost neztratilo dodnes. Slavnd RIEMANNOVA funkee { patif také
do t¥idy ¥ad (1).

Jak LERCH sam uvadi, prvni po¢itky tohoto studia sahaji a7 k EULEROVI,
dale se fadami (1), oviem hodné specialisovanymi, zabyvali MALMSTEN?),
SCHLOMILCH?), LIPSCHITZ3), RIEMANNY), HURWITZ’) a STIELTJESS).
Zejména velké zasluhy ve studiu téchto F¥ad si ziskal MALMSTEN; pravé on
a LIPSCHITZ studovali nejobecndjii vyrazy tvaru (1). Rada, jiZ se zabyval
LIPSCHITZ, je (v LERCHOVE oznadeni)

2nv i

) .?j 62nvni
R (w, x, 8) = 2 -
e (w + n)

MALMSTEN na pf. odvodil duleZity vzorec pro imaginarni ¢ast tohoto vyrazu.
Rady SCHLOMILCHOVA, RIEMANNOVA, HURWITZOVA a STIELTJESOVA
jsou zvlastni ptipady fady LIPSCHITZOVY. LERCH pied tim neZ podéal studovat
fady (1) v Gplné obecnosti, zabyval se jiz diive fadou & (w, @, s) (v praci [28])
a.potom Fadami tvaru

F (2, 8, u) = 2 !

I (R

(v praci [156]), které zahrnuji mezi sebou jisté Fady APPELOVY?). Pravé
zobecnénim posledniho vyrazu dospivi LERCH k fadam (1).

Dal¥ skupina praci o nekone¢nych Fadach pochdzi ze zac¢itkth LERCHOVY
védecké drahy a obsahuje vysledky ze zakladu theorie nekoneénych fad. Jedna
se o zobecnéni limitnich kriterii, Cauchyho odmocninového, D’Alembertova
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podilového a Raabeova. LERCH tomuto thematu vénoval zejména praei[13],
dale prace [19],[21],[56] a [70]. V tomto p¥ispévku se nebudeme témito pracemi
vubec zabyvati, protoZe jsou rozebrany a ohodnoceny v ¢lanku doc. L. FRANKA
,»Spor MatyaSe LERCHA s Alfredem PRINGSHEIMEMS).

Stejné tak se nebudeme v tomto piispévku zabyvati dal§i skupinou praeci
[105],[116],[124] a [149], které obsahuji vysledky tykajici se derivovani jisté
t¥idy trigonometrickych fad. Tyto vysledky jsou zhodnoceny v ¢élanku prof.
O. BORUVKY o funkei I).

Vysledky zbyvajicich praci s thematikou z theorie nekoneényech fad jsou oproti
vysledktm piedeflych praci rtiznorodéjdi a nekupi se kolem néjakych central-
nich problémi, takze je lze téZko struénym zpusobem charakterisovat. Zminime
se pouze o téch podle naeho nazoru nejzajimavéjsich.

Z uvedeného vysvita, Ze nizev nafeho ptispévku nezachycuje docela presné
jeho obsah. Tak vysledky o malmsténovskych faddch se vlastné tykaji jisté
t¥idy specidlnich funkei, pti ¢emz to, Ze tyto funkece jsou definovany nekonecénou
fadou (1), neni tak zcela podstatné. Na druhé strané jsme ponechali stranou
nékteré prace, v kterych se také najdou tseky majici vztah k nekoneénym
fadam!®); uvédomime-li si v8ak, Ze nekoneéné fady jsou zakladnim aparidtem
matematické analysy, v jehoZ ovladani byl pravé LERCH jednim z nejvétiich
mistri, byli bychom pak v pokuSeni uvésti, Ze témét viechny LERCHOVY
prace maji vztah k teorii nekoneénych fad. NemoZnost tohoto pocéinini jest
viak ofividna a je tim snad také dostateéné omluven nas zpisob vybéru latky,
ktery jsme se pokusili provésti se zfetelem k nejvystiZnéjsimu podani LERCHO-
VYCH vykonu.

ITI. Malmsténovské fady a souvisici

1. Uvodni poznidmky. Aby si ¢tenat mohl uliniti predstavu o cend vy-
sledkl a cilech, jeZ sledoval LERCH ve svych pracich, které se zabyvaji malm-
sténovskymi fadami, uvedu, co LERCH sam napsal v uvodu k zakladni své praci
[82] z tohoto oboru:

,,Pfedmétem tvah nasich bude hlavné zvlastni druh Fad, z néhoz se vyskytly v lite-
ratufe jen jednotlivé pfipady nebo typy, namnoze toliko ojedinéle. Aékoli prvé zacatky
sahaji aZz k Eulerovi, mam za to, Ze Malmstén byl prvnim, jemuZ v tom oboru bylo
udiniti prvni dualeZité kroky. Po ném nésleduji jména Schlémileh, Lipschitz, Riemann,
jimZ se inspirovali pp. Hurwitz a Stieltjes. Nejobecnéjsi z téchto fad studovali Malmstén
a Lipschitz; p. Appell zabyval se vyrazy na prvni pohled druhu rtzného od onéch, ale
tyto vedly nas (bylit jsme se diive zabyvali vyrazy Riemannovymi jinym smérem)
k zobecneni, od néhoZ vede jen maly krok ke koneénému typu, jenZ tvoii predmét
pfitomné prace.

Védecka cena piitomného spisu vézi — jak za to mam — v metodé velmi elementarni,
pomoci které zde vyvinuty zakladni vlastnosti veliéin, jichZ dualeZitost mériti bude moci
teprve budoucnost. Velk4 é4st obyvatelstva, ktera hledi hlavné k elegantnim vysledkim,
bude v8ak vahu prace spatfovati v applikacich, jeZ zde pfipojeny hlavné kvuli zvyseni
interessu. Skuteéné podafilo se nAm pomoci nasich vzorcu odvoditi s pfekvapujici jedno-
duchosti nékteré znamenité vysledky pana Kroneckera, jichZ vyznam spriavné vytéen
ve spise p. H. Webera (Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, paragr. 112
a nasl.) a kromé toho mohli jsme dospéti k jinym vysledkiim analogickym, z nichz
uvedli jsme oviem jen piipady jednoduché, ponevadi nejzajimavéjsi. Za duleZité po-
vaZujeme té% stanovisko, s néhoz jsme kroneckerovské fady studovali, ponévadi toto
se od onoho predchiidet nasich podstatné lisi, a v ném tkvi pfiéina jednoduchosti nasich
metod.*

Déle LERCH uvadi zndmé mu prace z tohoto oboru a o jejich obsahu ¥ika toto:
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,,Abychom naznadili obsah praei citovanych autori, poznamenejme, %e Malmstén
v pojednani pod 1. uvedeném dokazal pékny vzorec

u
® _ cos |s aretg — . 2 — —
e g au ( £ sin @ et gt
- — T du = ; >
SN g 1 I (s) et -+ 2cosa e !
0 (% 4+ u2)? 0

jenz vyjadien jsa Fadami (které Malmstén ovSem vytkl jen ve zvlastnich pripadech)
obdrii tvar:

8 s
© . o c08(2vm+2u7;n+A)n 008(2vxv}»ww’w+~—)n
D T = e ra—n 3| - — ——].

(@ + ») (w+v)

’ 1—s
r=1 =0 (w FV)

kde jsme kvili eleganci nahradili literu @ vyrazem 2w x—n a kladli w’ =1 — w,
piedpokladajice veli¢ciny w, x v mezich 0 a 1, podobné jako redlnou &ast velidiny s.
Rada Lipschitzova byla (v naSem oznaceni)

® 2nx i

® (w, x, 8) = 2' (e

= (w -+ n)s

a jeji pomysina ¢édst splyva (aZ na oznaceni liter) s levou stranou Malmsténovské relace.
Rady Schlomilchova, Riemannova, Hurwitzova, Stieltjesova jsou zvladtni piipady
vyrazu Lipschitzova. Rada studovanad v nasem dopisu zni

fady Appellovy pak vzniknou odtud specialisovanim hodnot s. Od této fady nevalné se
li&i nésledujici nase Fada

® : evaﬂi
427 1 ’
——n -
[(w + n)* + u?]?
kterou viak dluzno uvaZovati vidi kriasnym aplikacim, o nichZ uéinéna zminka vyse.
Mam za to, %e bylo spravné nazvati tuto rfadu na oslavu 8védského matematika, jehoz

zésluhy o tento druh vyrazii dosud zistaly nepovSimnuty, fadou Malmsténovskou
a oznadit ji Ml (v, w, u, s).

Slova prvé citace se oviem v prvé fadé vztahuji na pojednani, v nich? LERCH
systematicky buduje theorii fad (1) v nejobecnéjsim tvaru, pfipadné bezprostiedns
vyuZiva vysledki této obecné theorie. Jsou to zejména pojednani[82],[91]a[101].
Vedle toho publikoval LERCH fadu praci (které vyily ve velkém ¢asovém rozmezi
jak pfed, tak po uvefejnéni praci[82],[91] a[101]), které se zabyvaji Gasteénymi
piipady ¥ad tvaru (1) a jejich aplikacemi, i kdyZ zdaleka nesleduji ten cil, ktery
LERCH uvadi ve shora citovaném vymnatku. Jsou to prace [28], [156], [144], [148],
[155], [204], [234] a dile prace [95], [151], [169] a [223]. Posledni ¢tyii prace jsme
uvedli oddélené, protoze se tykaji nejspecialnéjsiho ptipadu fad (1), totiZ funkce
{ (s). Dopis, o ném? je zminka v druhé citaci, jest adresovin APPELLOVI
a tvoii obsah prace [156].

2. Obecna theorie. V zakladni praci o Malmsténovskych fadich [82] de-
finuje LERCH M. ¥. vyrazem

«©

2nv i
Ml (v, w, u, §) = 2 ¢ . (1)

1
SR (e b

21) 437




Pii vySettovaud vlastnosti funkce dané touto tadou LERCH pfedné uka-
zuje [82], Ze ji lze vyjadriti nevlastnim integralem

Ml (v, w, u, 8) =

y (2)

~odin s G—va”if 62n(wi+w' Yur + =5 N e av jut + x° 2 d
2 J 82n(wi+yu‘+x’_1 2n(—-w;+yu2+x l/uz_i a‘2
1<<Res<2, 0<<v<<1l, v =1— v, ureilné.

Na zakladé tohoto vzorce lze snadno obdrZeti trigonometricky rozvoj funkce
Ml (v, w, u, s) vi¢i proménné. w, ktery ma tvar

<
e T ML (v, u, 8) = E A, &m0 (3)
n=—wo
kde zavedeno oznadeni N
®©
—5
1 ol VT 2 de
Anzzsln—fe Z'rfn vlvu+x Ry ———— (4)
2 Y Vuz +x2

VySetieni funkéni povahy veli¢iny 4, zavisi na vySetfeni integralu vyskytu-
jiciho se ve vzorei (4), ktery, jak LERCH ukazuje, se d4 vyjadiit pomoci Besse-
lovych funkei. Ponechame-li LERCHOVO oznadeni

©

) — xﬂ
E(x’s)*ZJ n! (s +n +1)’

n=

plati vztah -
A, = Ak [n]v——nl‘_lE{uznz (v——n)z,s—l}——
r (ii) cos 27 2

—u' TR {u2 a2 (v — n)?, 1;6}J (5)

Dalgi velmi dilezity vysledek, ktery je stejné jako shora uvedené obsaZen
v praci [82], jest dukaz toho, Ze funkce Ml (v, w, u, 8) e2?%7¢ jest jakoZzto funkce
proménné w regularni v jistém pasu obsahujicim redlnou osu a jest periodicks
s periodou 1. Na zakladé tohoto vysledku s pouZitim Laurentovy véty dostava
LERCH po nékolika upravach opét rozvoj (3)

@
eszﬂz Ml(?), w’ u’ 8) — E A" ean:n’

kde nyni o

® 2x(v——n)nt

f e an . (6)

—0 9.'/'2 + u2)
Ze vzorce (6) dostava LERCH pro veli¢iny 4, rizna vyjadfeni, zejména po-

moci Cauchyho véty, a zaroveri vyvozuje rizné vlastnosti Besselovych funkei,
které se pii tom nabizeji.
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Vyraz A, je tvaru

% dt ~cos 2 #t dt
@ (2, u,8) = f"— P —
—=  (u? + t2)7 —=  (u? + t2)?

a sice
Ap =@ (v —nm, u, 8).
Polozime-li pod integra¢nim znamenim

o s
1 1 C(—u® b ? 3!
= ] LT 42 T de Reu?> 0,

s s
(2 + 12)2 F(§) 0
zaménime-li dale integra¢ni pofadek a provedeme vnit¥ni integraci (na pt.
pomoci Cauchyho véty), dostaneme

}/}; © *u’x——-i s—3
(p(z,u,s):*—s—fe *x? da,

kteryZto vyraz jest jednim z nejzajimavéjSich tvarn, jak LERCH sam ik,
v nichZ lze integral A, vyjad¥it. Integral tento konverguje pro v8echna koneén4
s, pokud realné &asti veli¢in u?, 22 jsou kladné.

S pomoci vzorca (7) a (3) obdrzi pak LERCH dulezity vzorec

w® (v —n)? s———_3

82vwni Ml (’U, w, U, 8) — ____V_n;_n_ E 6znwﬂi f 6_ - x x_—2~ dﬂ/‘, (8)
r(s) = °
0<v<<l, Reu2>0,

a na jeho zakladé dokaze, 7e I' —%) Ml (v,w,u,s) je transcendentni funkece pro-

ménné s, pokud v neni celé ¢islo.

Z (8) vyplyne také vzorec, ktery byl LERCHEM odvozen jiz diive v praci[156]
jinym zphsobem (pomoci eliptickych transcendent).!)

Prejdeme-li totiz ve vzorci (8) k limité pro v = 0, obdrZime

ET 1 — V}; E*"K eznwni
s - n ’
7 P(S)

" [ A ) ]
kde

(Aby fada M1 (0, w, u, 8) byla konvergentni, nutno pfedpokladat Re s > 1.)
Ponévadz

(=)
© s—3 2
K‘):fe—uxm 2 dm:‘—T_*l—“,

° u
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dostaneme zminény vzorec

r(”;‘) MO, w, u, s):F(s—z-l) Vo™ +2)a D} Kacosznuwa ()
n=1

3. Rada Q (w,,s). Pi studiu Yad (1) se p¥irozenym zpiisobem naskytne
piilezitost zavésti fadu

® 2nwix

oo = Do, (10)

n=0
pii ¢emz je

Imz >0, 0<w<l, Res>1.
Poznamenejme, Ze fada na pravé strané je konvergentni pro kazdou hodnotu s,
jestlize Im # > 0; kdyz Im » = 0, vyZaduje konvergence Re s > 1.
Prejdéme ve vzorci (2) k limité pro u = 0.
Z tohoto vzorce dostaneme pro funkei

® LETER)

Z (v, w, §) = E (‘7;“);’ l<w<l, 0<rv<l,
w4+ n

n=—on0

vyjadieni nevlastnim integrilem, z néhoZ vyplyne zajimava reciproéni formule
20w AL ’ s—1 . STt
e Z (v, w, 8) = (2 ) 281n—2—F(1——s)Z(1-w,v,1——s),

jejiz daldi analysou LERCH koneténé dostane dalezity Lipschitztiv vzorec
] @w,z, 1 —38) =
F a1 -S——wa
Lo, G g
(2m)
ktery plati za predpokladu Imax >0, 0 <w <1, Res>1, kde funkce &
je dana fadou (10).

Vzorec (11) odvodil LERCH nékolikrat riznymi zpasoby. V praci[82] je od-
vozen jesté dvakrat. Jednou pitimo tak, Ze rozlozi funkei

@ 9 +eni[——-?+2w(l—x)]

K 11—z, w, 8)}, (11)

fw) = A (w, 2, 1 — )

v trigonometrickou fadu, po druhé na zikladé jednoho dosti komplikovaného
integralniho vyjadieni funkce { pomoci Cauchyho véty. Stejnd myslenka
ditkazu je pouzita v praci[28], kde LERCH odvodil vzoree (11) po prvé. Tato
prace je ostatné také chronologicky prvni, kterou LERCH funkei & vénoval,
a zminime se o ni podrobnéji.

Funkce & je zde definovana fadou (10).

Pouzitim znamého vzorce

‘ jfen—('“rk)z’—ldz: I (s)
J (w 4 k)

dostane LERCH rovnici'?)
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<]

¢
IR a0 = [ ——T da (12)
1—e”
0
Dale uvaZuje integral
wz s—1
Kwzs) = [ —— 2

2Mix—2
(o, 0 ) 1—e
po uzaviené kiivce, ktera obchazi poc¢atek kruZnici o poloméru « a neobsahuje
ani uvnit¥, ani na obvodu body 2xn¢ (x + v), v=0, +1, 42,... Integral
K (w, z, 8) existuje pro kazdé konecéné s a je celistvou transcendentni funkei
této proménné. LERCH integral K (w, x, ) vhodné rozloZi na soucet integrali
po Castech zminéné kiivky a provede limitu pro « — 0. Obdrzi vztah

R w,z,8)=e¢ "I (1—s) K (w, @, s), (13)

1
2w
z néhoZ bezprostiedné vychazi prvni dileZity vysledek, Ze funkce §& je celistvou
transcendentou proménné s.13)

Druby dilezity vysledek prace[28] je jiZz zminéné odvozeni LIPSCHITZOVA
vzorce (11). K jeho odvozeni pouzivi LERCH véty o residuich (CAUCHY), kterou
aplikuje na integral K (w, z, s).

Po jednoduché upravé dostane vzorec:

. ® o2 wiwk
K (w,2,8) = —2mie 2"¥* . (14)
= {2mi(e+ k)Y

Za predpokladu, Ze 0 << Re v < 1, plati rovnice

2‘”7 e—zkniw 2‘”_’ c——2kniw +2°°' em‘w ezkniw
N = X — X p—
= 2mi @+ BT A= 2ai(+ kYT A (—2mi(l—a+ k)T
pomoci niZz se snadno odvodi vzorec
. 2Wiwx —-—Li(l-—x) d /—Zk!n'w
Y K (s =e ° M
(2 @) (@ + k)
2niw+ﬂTi(l—s) * e2kniw
+ e =
k=0 (1 — & + k)
Z néj plyne
i 62m’wx __’fi(l_s)
(Z—Y—K(w,w,s)ze 2 R (0, —w, 1 —s) +
7
2miw— 3=i 1—ys)
+ e RA—2x w1 —s)

a odtud s pouZitim rovnice (13) vychazi (11).

Vzorce (11) a (12) jsou v citované knize WHITTAKERA a WATSONA (str. 280)
uvedeny jako pivodni LERCHOVY vysledky. Z dopisu, ktery napsal HERMITE
STIELTJESSOVI, se dovidime, 76 LERCHOVY vysledky odvodil jiz o 40 let
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dfive L1PSCHITZ.}4) LERCHOVI patii zasluha, Ze p¥i odvozeni pouZil znamych
metod z teorie analytickych funkei.
JestliZe ve vzorci (14) poloZime s = 0, dostaneme po jednoduché tvpravé

vzorec
ezniwx 1 lim n ezkwni

e - i N

1 — 2> 27m,,_.n=,k k—ua

= —

ktery odvodil v jednom ze svych pojednani KRONECKER.1%)
Tvrzeni, Ze funkce § (w, x, s) je celistvou transcendentou, bylo LERCHEM
odvozeno je§té jinymi zpusoby v pracich [82] a[101]. V pojednani[101] vychazi
opét z vyjadieni (12), zatim co v -82] vyuZiva jiného byf velmi podobného
integralniho vyjadieni, které dostane v souvislosti s obecnou teorii fad (1).
Z ostatnich vysledki o funkei { uvedme jesté integralni vyjadieni odvozené
v praci[82]
e —at) ®

—2wni—z+ al
e

x(z—ai) (

dz, (15)

—ni(—;—+2wx) 2 n)* f e

27 1
o je libovolna, dostatetné mald, kladna konstanta, které ma jisty dusledek
v teorii funkee I'.

V témZ odstavei prace [82] jsou odvozena jeité dal§i podobnéi vyjadfeni
funkce &, ktera zde nebudeme podrobné vypisovati. Poznamenejme, Ze po-
dobné integralni vyjadieni je dokdzano také ve[101] (odst. IV.).

Zobecnéni funkce & (w, z, s) je dano funkei P (u, w, ¢, 8), ktera je definovana
vzorcem

R (w, z,8) =—e

ezni(mlv‘+m-ﬁv2—{—...+ mpvp)
P (U501, 0gy « ooy Up3 €1y Cap ooy Cp3 8) = 2 )
— (0 4+ ey my + eamy + ... 4 cpmy)
My Mgy o ooy mp =0,1,2, ...,
hodnoty ¢y, ¢y, ..., ¢, jsou navzajem rtazné, Ree, >0, Imo, >0, (» =1, 2,

., P); Re u > 0, Re s >k pii demi k znadéi podet ¢isel v,, kterd jsou reilna.

Stejnou metodou, které pouZil v praci[28], odvodil LERCH v pojednani[93]
vysledek, Ze funkce P je celistvou transcendentou proménné s, jestlize Zadna
z veli¢in v, nenf celé’éislo a urtil jeji rozvoj:

2mwid*y
e “P(

LWy -+ Wy 4 ...+ CpWp; V; €5 8) =

7: Ny — Vg, s—1
. ) » .
_ (2 Jt)s 7[1(8__1) \ \ Cq eZni(nlwm'--.-+ npwp)‘
€6 ... cpifT! 2 2 Ng—03  Ma—7T4 i
cp

a
1
n;,...,np:—-w a=] H

f=1 Ca
2* se vztahuje na indexy « =1, 2, ..., p a ¢irka u symbolu IT znadi, Ze se
vyluéuje hodnota f = a.
Predpoklada se, Ze wy, w,, . . . , wp jsou realni ¢isla mezi 0 a 1, pomér Zadnych

dvou isel ¢, neni realny a kofeny funkce 1—e ™ ** 2% "' jsou navzajem rizné.

Stejny rozvoj odvozuje LERCH pro funkei P i v kap. X. prace [115],'6) v niz
se funkce P vyskytuje v souvislosti 8 transcendentou X (2|w; s), ktera je defi-
novana vzorcem:
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2nTis

(3 (0]
' ’ ’” .
X (&2 Iw’w’w’s)A‘; 2ai , 2mi
= ©

(2/ +nw’) L 1) (6 P " +nw’) . 1)

Vzajemny vztah mezi obéma transcendentami je dan rovnief

—t | .
@) I (1—s) (U5 gy Doy o vy Vp; Cpy Coy v ooy Cp3 8) =
27in

(n—uvy) n—muw, \s—1
» ® e ‘o “ i =
Ca

=1 n=-—ow H, (

(‘a 3—CB Y, I—cgu)
—1
g=1
Tento vzorec vyjadfuje souvislost mezi p funkcemi tvaru
X(zzyzz’--wzplcucm'"7017?“;7)’3) =

1
o s—1 Zrlu”nc—l

-2 e
2i (z2+ncs) Ll t
=)

a funkei P (u, w, ¢, 8).
4. Funkce R a L. Funkce R a L jsou krajni piipady funkce §, které vzniknou
specialni volbou hodnot neodvisle proménnych. PoloZzime-li # = 0, dostaneme

funkei R:
> 1
R(ws) = > ——,
g (w + n)

zatim co funkce L odpovida hodnoté w = 1:

2ai
- b (2 4 nc3) _—1) (6 p (zp+ncp) -——1)

® 2nxwi

L(w,s):ZfT

n=1

LERCH se funkcemi R a L — zejména viak funkei R a jejimi aplikacemi— za-
byva v pracich [101], [144], [155] a[204]. Vysledky, které LERCH odvodil
o funkei R a jeji aplikace, v prvé fadé v teorii funkce I', pat¥i k jeho nejzna-
menitéj§im vysledkim v analyse.

Nejrozsahlejii a nejsystematiétéjsi prace, zabyvajici se funkecemi R a L jsou
prace [101] a [144]. Prace [155] m4 k teorii funkce R vztah jen potud, Ze obsahuje
oznameni, Ze jisté vysledky odvozené v praci[101] nejsou pivodni, a prace [204]
-obsahuje — na zdkladé jistych vlastnosti funkce R — fefeni jednoho problému
poloZeného pod ¢. 1069 v ,,Intermédiaire des mathématiciens*, r. 1897, str. 122.

Vychodiskem prace [101] je opét vzorec (12). Pro funkce R a L nabyva tvaru

—wt ts—l

F(s)f 1—e "t

R (w, 8) = dat
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© £1

1
L 8) == : dt.
(@, ) r (8) 0[ 6:—2 x@i__ g
1

Na zdkladé téchto vyjadieni dokiZe LERCH, Ze rozdil R (w,s)— 9_-—_1'

a L (z, 8) jsou celistvé transcendentni funkce proménné s.
V dal$im se pak zabyva hlavné funkei R (w, s) a jejimi aplikacemi.

. ; 1 . o . ,
JelikoZ rozdil R(w, s) — s Je celistva trancendentni funkce proménné s,

lze jej rozvinouti vzhledem k s v fadu

R (0,8) = —1 4 Ay (0) + Ay (0) (s —1) + Ay () (s — 1P + ...

Déle se funkce R (w, s) v bodé s = 0 chova pravidelné a existuje tedy maclauri-
novsky rozvoj ‘
R (w, s) = By (w) + By (w) 8 + By (w) 8% 4. ..

LERCH pak vyéisluje v obou rozvojich prvé dva koeficienty a dospiva tak
k vzorcim

1 ’
R(w,s):s_l—I;,((z))+... (19)
a
R(w,s):(%——w)+log ?2(_1;? s+ ... (20)

Zejména tyto vzorce davaji celou fadu vysledkit v teorii funkce I" a LERCH
o nich doslova Iika, Ze ,,ddavaji nahlédnouti, Ze teorie malmsténovskych fad
oteviela nejpiiméjii a soucasné nejjednodul’di cestu k teorii funkce I™*‘.17)

O téchto aplikacich na teorii funkce I' a souvisicich otédzkich se na tomto
misté zminime pouze struéné a netuplné, protoze tyto véci jsou podrobné vy-
loZeny v ¢lanku prof. O. BORUVKY, ktery pojednavd o LERCHOVE dile v teorii
funkce I.18)

Pfedné plyne z rozvoje (20) bezprostiedné vzorec
log I' (w) = log Y27 + D, R (w, s), (21)

o némz Lerch fika, Ze ,,pro log I' (w) poskytne tolik tvari, kolik vyrazi platnych
v okoli mista s = 0 mame pro funkei R (w, s)‘“.19)

Tak na pt. z (21) snadno odvodi za pomoci nékterych vztaht platnych o funkei
L znamy Kummeruv rozvoj pro log I' (w), dile na zakladé jednoho kompliko-
- vaného integralniho vyjadfeni funkce R (w, s), které plyne z teorie funkce
! (w, x, 8), vzorec (15), nasledujici rovnici:

logI' (w + v) —ulog u + u + (v—%) 10g2n—|—%log smu'vn _

_ 1 f’(log(z-—mm')__log(z+2“”“)dz (22)
0

271 ez-f—z:mi____l ez—zvm‘__l

0<Rewu, 0<Rev<l,
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ktera v podstaté pochdzi od STIELTJESA20) a jako zvlaitni piipad obsahuje
formuli BINETOVU. Z (22) pak LERCH odvozuje nékteré dal§i vzorce pro
funkei I', o nichZ se zde nebudeme podrobnéji zmifiovat.

V praci[144] jsou rozvoje (19) a (20) odvozeny je$té jednou, oviem jinym
zplsobem neZ ve[101].2') LERCH pii tomto odvozeni obdrii jesté jeden zaji-
mavy rozvoj

1 I
log I' (w) = (w—g) log w — w -+ log V27z + 8,

-]

y n—1
S:AZ(—l)%ﬁfIﬂR“mm

n=2

podobny rozvoji STIRLINGOVU pro log I' (w). Rada 8 je konvergentni pro
w > 1 a dale také pro imagindrni hodnoty w, je-li Rew > 1 nebo |Im w | > 1.
Touto ¥adou se zabyval také STIELTJES a odvodil pro ni vzorec

v . 1
S = f =, P@) =5 —=+ [0
0

LERCH dospiva v [144] k formuli

1 1 Y P (x)dw
+
i Of(a:—}-w)“”’

R (w, 8) =
' s—1w™t 2w

ktera zobecliuje vysledek Stieltjesiv a na jejimZ zakladé obdrzi semikonver-
gentni rozvoj pro funkei R

1 1 1 s\ 1 1. (s4+2\ 1
R (w, 8) = - + — B ( )—————B ( )———-}—
(w, 8) (s_l)ws——l 2w 2 71\1 w Tt 4 2 3 ]t
1 s+ 4 1
—|~~6—B3 ( 5 ) —FE (23)
1 1 1 . :ow
kde B, = e By, = 30" B; = 150 - dsou bernoullska &isla.

Tento rozvoj se vyskytuje také v praci[101]. LERCH jej odvodi na zakladé
vlastnosti funkee @ (a, s), kterou definuje vzorcem

]

~ 1 1 1 —at 4s—1
W(G/,S):f(aa:;:;——t——?)e ts dt,

0

plipadné je§té obecnéjsi funkce

© P . 20— 1

~ 1 11 1 vy @ e a1

wp(a,s)zf(i.:;:_x_z_-_z-—— E (—1) _B,,W) e T dw
0 =1

(B, jsou bernoullsk4 ¢isla), které moZno povaZovati za zobecnéni funkce BINE-
TOVY
- Fl1 1 1\ _g, dt
o= [ (i) T
0
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Ziroven tento vysledek piivede LERCHA k nalezeni zajimavé véty o semikon-
vergentnich rozvojich, které dovoluje velmi rychlé a jednoduché odvozeni jisté
tiidy semikonvergentnich rozvoji, mezi né% patii i rozvoj STIRLINGUV. Jiné
odvozeni STIRLINGOVA vzorce je také v praci [204]. Vechny tyto vysledky
jsou podrobné vyloZeny ve zminéné jiz praci prof. BORUVKY.

Zminili jsme se jiZ, Ze z rovnice (21) plyne zndmy rozvoj KUMMERUV pro
log I' (w), jak to LERCH provedl v praci[101]. Jinou cestou, ale také na ziklads
vlastnosti funkce R je fada KUMMEROVA odvozena jesté v praci [144] pomoci
Hurwitzovy formule?3)

s
©  Sin|{— +2nwaxn
I'(—ys) ( 2 )
R (w,s) =2
( ) (2 ﬂ)l—s 2 nll_..s ’

n=1

pro niz LERCH v [144] podava originalni dikaz.
Ve [111] se LERCH zabyva také funkei, kterou definuje elementem

©

1
R (a,u, s) = 2 (@ T nf T T (24)

n=20

a kterou mozno povazovati za zobecnéni funkee R (w, s). Z vysledki se spo-
kojime s uvedenim téch, které se tykaji analytické povahy funkce R (a, u, s)
vzhledem k proménné s. LERCH dokazuje dvé véty. Piedné, Ze rozdil

r (s — -;—) 22
20 (s)u* !

je celistva transcendentni funkce viéi s, za druhé, Ze maclaurinovsky rozvoj
funkce R (a, u, s) definované fadou (24) zaéina cleny

R (a, u, 8) —

(—]'———a) 1 log '@+ ui) I (@ —ui) N
2 27

5. Derivace Kummerovy ¥Fady. S pomoci teorie malmsténovskych rad
podafilo se také LERCHOVI rozieSiti problém nalezeni derivace Kummerovy
fady. LERCH tento problém roziesil po prvé ve své praci [101]. V odst. VI. této
prace je odvozen vzorec

® 6-2xn(v+n) I (’U)
_— = —1log 2 ") — e —1 —
g T og2 a4 I (1) — S o —log
- Zne‘zkvnilogf‘%lﬁ’ 0<v<1,
k=—co

ktery LERCH oznactuje jakozto doplnék vztahu LIPSCHITZOVA (11) (pro
$ = 0). Volime-li v tomto vzorci za x ryze imaginarni hodnotuix, kde 0 <z < 1,
obdrZime vztah

©

- 6-——2xni(v+n) . ]w (’U) ni
Z m_,:—log2n+l (1) — e —

n=0
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> x -+ k

’

" okai
—log # — E ¢**"" log
k=—c0
z néj% pak LERCH odvodi derivaci Kummerovy fady ve tvaru

«©

27 sin (2 k + 1) vz log

k=1

={log2x 1" (1)}sinvaw +
I (v)

7 .
- 5 cos v + Pwsmvn.

Na tento vysledek thematicky navazuji obecné véty o derivovani jistych
trigonometrickych fad, které LERCH odvodil ve spisech [105], [116], [124].24) Pro-
toZze tyto vysledky spolu s celou problematikou okolo Kummerovy tady jsou
vyloZeny v préaci prof. BORUVKY o Lerchové ptinosu v teorii funkce I', nemame
divodu, abychom se u tohoto bodu ‘déle zastavovali.

6. Funkce ¢ (s). Funkei { (s) se LERCH zabyva jednak v nékolika mensich
pracich, které jsou piimo vénoviny odvozeni nékterych vlastnosti funkece £,
jednak jsou jisté vysledky tykajici se funkce { roztrouSeny v ruznych po-
jednanich, zejména téch, které se tykaji teorie malmsténovskych fad a jejich
specialnich piipadt, zejména funkce R a L, coZ je snadno pochopitelné, uvédo-
mime-li si, Ze k teorii funkce { je velmi pohodIny p¥istup na zakladé teorie funkce
R.%5)

V praci [95] LERCH vyjadiuje funkei ¢ (s) nevlastnim integralem. Vychazi
z vyjadieni funkee ¢ (s) ve tvaru

k
kE+1

1

1 1 :
C(s) = l(s) "{‘ "‘5—1(3) + '—z;‘}.(s) + _"!::_ 1(3) + e = '——"—:‘?A(s)
2 2 2° — 2
kde
1 1 1
A) =1+ — + — + — + ...
3 5 7
Nyni 1ze funkei 4 (s) vyjadiit nevlastnim integralem
=%
—Lai 1 P\
As)=—e * A —— f L de,
2 m AN B e ?
ktery konverguje, kdyZz Re s > 1. Tento vysledek plyne ze vzorce
L 2nxTL _.ls:r,i—wx:li S %z J— 1
E .e——_—— = —2¢ 2 (2 75): 1 T f ¢ (z — u_)r'n:_/'/) dz,
= w+ny A, 1—e T
ktery je opét disledkem vztahu (15) pro o = w 7.
Po snadné tpravé vychazi
s—2 % . q) %tg(l) . @
A(s) = _2‘—1f SRET T YT T ha
§—1 14 e"e? .

0
integral na pravé strané je konvergentni pro kazdé s.
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Déle se LERCH o funkei £ (s) zajima v mensich pojednanich [169] a[223].
V praci [169] vyfetiuje LERCH funkei ¢ (s) v piipadé, Ze s je liché. Ukazuje, Ze
pro s = 4 k—1 lze funkei { (s) vyjad¥it velmi rychle konvergentni fadou po-
moci vzoree

= 1 2 )tk ! 1 [4k
2 T (_(?W"[B” + =0T (”)Bi+

m=1
k—1

+2 (—1 ,—1(476)3 BZk‘*']_‘?Z mAE1 2m~51 1'

r=1

Novy rozvoj pro funkei ¢ (s) je také odvozen v praci[120].
Pro funkei ¢ (s) odvodil RTEMANN klasicky vztah

C(s—1) — ¢ () , (25)

2 (2 )" sin ié’i I'(l—s)

ktery je fundamentalni dileZitosti pro vySetfeni analytické povahy funkce ¢.

Tuto reciprocitu LERCH nékolikrat ve svych pracich rtaznymi zpasoby od-
vodil, na pf. velmi jednodufe a elementarnimi prostredky v praeci[82], par. 1,
dale v praci [101], str. 11, na zakladé vlastnosti funkei R a L.

V pojednani [92] vySetiuje LERCH t. zv. Legendrovy transcendenty

1
log my d log my d
p_ [ oz yd?/w Q= f ogrydy

l—y+y 14y + 9
pro libovolné m

Ve svych tvahach vychazi z integrali

o s—1 had s—1
, y d:
ow= [, = [
J e +e 1 o +e T4 1

v které prejdou vyrazy P a Q substituei.
LERCH zkoums @ (s) a ¥ (s) jako analytické funkce proménné s a odvodi
pro né vztahy, které jsou analogické hoiejii RIEMANNOVE reciprocité.
Poznamenejme zavérem, Ze na pt. vztah (11) pro funkei § (w, x, s) ma také
podobnou stavbu jako vztah (25).%)

IV. Ostatni prdce

1. V tomto odstavei poddm struény piehled zbyvajicich LERCHOVYCH
praci z teorie nekoneénych ¥ad. Nejsou to prace takového rozsahu jako na p¥.
prace o malmsténovskych fadach a i kdyZ nékteré na sebe navazuji, nelze o nich
Yici, jak jsem jiZ v tvodu poznamenal, Ze se soustfeduji okolo néjakych zasadnich
problémi. S takovymi prispévky a pozndmkami k teorii nekoneénych tad
a specidlnich funkei definovanych nekoneénymi fadami se setkdvime v celém
tidobi LERCHOVY védecké éinnosti. Tyto price vétdinou nepfinileji zadsadné
nové poznatky do teorie. LERCH zde Casto zobectiuje vysledky jinych autort
nebo zjednoduluje jejich zptsoby odvozeni. Mnohé prace majf charakter pfe-
vazné metodicky a pedagogicky. Z téchto divodu je také zbyteéné zminovati
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se podrobné&ji o viech pracich. O pracich, které jsme v tomto ptehledu pominuli,
Ize nalézti dostacujici informaci v ptisluinych roénicich referativniho ¢asopisu
Fortschritte der Mathematik.

2. ProtoZze neni nutné zachovavati chronologicky ani jiny postup, zadéneme
praci [163]. Thema této prace je neobycejné originalni a LERCH si ji podle
zprav téch, kteri jej znali, velmi cenil.??)

Vychodiskem tvah je analyticka funkce F (g, s) redlné proménné ¢, ktera se
da pro jista s a iracionalni ¢ > 1 rozvinout v soudet dvou fad (w je konstanta)

S+ na

F (o,s) = ij ad 2 (— w)™ et
e sin (s +no)mw () g

n=1 m =1

1)

Funkee F (o, s) neexistuje v bodé s = 0, ale ma tam limitu, kterou oznaéime
® (o). LERCH vy#§etiuje konvergenci fad na pravé strané rovnice (1) pii s = 0,
t. j. vySetiuje vlastnosti vyrazu, ktery vzhledem k dal§imu piSme ve tvaru

— qno v 1 m
—_— — w)m — —. 2
24 sinnanJrZ (—w) Gctgan @)

Dokazuje: je-li o racionalni, nekoneéné mnoho ¢lenu prvni i druhé fady v (2)
neni definovano a 7adny ze souétt v (2) tedy nemé smysl. Je-li ¢ iracionalni
algebraické ¢&islo, pak kazda z fad v (2) konverguje absolutné. Pro jista trans-
cendentni ¢isla o ukazuje, Ze jista vybrana posloupnost ¢lentt prvni i drubé fady
diverguje k — oo. Vyraz (2) viak bude mit smysl pro viechna iracionilni ¢ (> 1),
jestliZe budeme rozumét souctem (2) soudet téchto tif — jak je ukézdno —
absolutné konvergentnich fad

Z‘W wn’ o o S .1 m'’
/ — —_— P —_ m’ ot —— 7
‘1 (U) - Sin n// o7 Y B (G) ( 10) o (‘tg o .7'6,

n m'’

’

wh' o 1 m
¢ (0) = E _ — w)™ — ctg —— .
7 () 3 somom T " c o

(n'ym

Piitom »' (resp. m’) probéhne jistou (nekone¢nou) ¢ast mnoziny vSech ptiro-
zenych éisel, »'' (resp. m'’) probéhne (nekonéénou) mnozinu zbyvajicich pfiro-
zenych &isel a existuje prosté zobrazeni mnoZiny {n’} na mnozinu {m'}. P¥itom
dokonce ' ’

& (0) = A (0) + B (0) + C (o) 3

pii g iraciondlnim (> 1). Vynechiame-li v souétech (2) viechny ¢leny, kieré nejsou
definovany pfi o racionalnim, pak souéty zbyvajicich élent existuji [oznacme je
D (¢), E (0)] a existuje dokonce funkce C, (o) takova, Ze

D (o) = D (o) + H (0) + G (0) (4)
pro ¢ racionalni (>.1). o
Rozuméji-li se tedy souctem( ) pravé strany rovnie (3) a (4), je soucet (2)
analyticka funkece realné promenne o(>1), kdezto soucty fad (2) v obvyklém
pojeti pro néktera ¢ nemaji smysl.
Zivérem: Vyraz (2) slozité aritmetické povahy mé zcela Jednoduchou povahu
analytickou. LERCII vyslovuje otazku, zdali by vySetfovani vyrazi, podobnych
vyrazu (2) (,dvojice ¥ad”’) nevedlo k uZitetnym vysledkam.
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3. Dal§i zajimava prace je [162] (jejimz francouzskym piekladem je [168]
[168]).

LERCH se zde zabyva timto problémem. Funkce f (z) spliiuje v intervalu
{0,1> Dirichletovy podminky, d4 se tedy vyjad¥fiti Fourierovou fadou

1 0
f(w):-z—ao+ _S_ (@, cos 2vxm -+ b, 8in 2 v m), (5)
v=1
kde
1 1
a.,:isz(m)costwndw, b, :::fo(w)sin,?vmndw.
0 0

Zavedeme-li

1 . .
cos2vam = 5 (€27 *7i J g—2rami)
sin2vaxm = —l (62vx~u — 2 x1z)
21
a polozime-li a—, = a,, b_, = —by, b, = 0, miZeme psat tuto fadu ve tvaru
n
j(ﬁ) = ]j_m ¢, eZVxni, 0<w<1’ (6)
y—> o e
kde
c, = _—Zb f —2'A'x:n'dz_
0

Casto se rovnice (6) pife ve tvaru

©

f(w)z 20" 2V X (7)

P¥i pouziti této symboliky je viak nutno dobfe si uvédomit, ze symbol > a,
se zejména Vv teorii analy’mckych funkei definuje takto: -

Definice 1. Rada vot., jest konvergentni, kdy% ka%d4 z obou Yad Z a—y

-_—

a 2 a» konverguje.
0
Naopak pii zapisu (7) zfejmé uZivame definice jiné.

Definice 2. Rada J’ a, jest konvergentni, kdy% posloupnost éastenych

8y = 2"-, ay (8)

Souvislost mezi obéma definicemi vyjadfuje véta: Je-li fada 2 a, konver-

—

soucti

m4 limitu pro n — .
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gentni podle definice 1., je také konvergentni podle definice 2. Opak této véty
neplati.

Je tedy mozné, uZijeme-li definice 2., psat fadu (5) ve tvaru (7). UZijeme-li
viak definice 1., pak ovSem neni mozné vidy limitu (6) psati ve tvaru fady (7).
Rada (7) se obvykle nazyv4 komplexnim tvarem Fourierovy fady, LERCH ji
v uvedené praci nazyvé ,,Laurentovou fadou‘‘ funkce realné proménné. Existence
fady (7) klade na funkei f (¥) specidlnéj’i podminky neZ existence fady (5)
a (6). LERCH ukazuje, Ze pro konvergenci fady (7) je spojitost funkce f (x)
v bodé x nutnou podminkou, i kdyZ pro konvergenci fady (5) to nutnou podmin-
minkou neni. V praci[162] LERCH dokazal vétu:

Necht f (z) je koneénd a integrace schopnd funkece v intervalu (0,1>. Necht
v bodé x jest tato fumkce spojitd, necht obé funkce

fl@+t)—f () flea—1t)—f(x)
t ’ t

jsou integrace schopné od bodu t = 0. Pak fada

@

E ¢, ez»mzi’ 0<w<1’

== —0

kde

1
v =ff(z) 2" a7 i g,
0

konverguje podle definice 1. v bodé = a jeji soudet je f (x). Rada

©

E Cy 62 Yxa

r=0

konverguje té£€ v bodé x a jeji soudet jest

|
%cﬁ%uw)—g—of [f (2) — f (@)] cotg (z — @) 7 dz.

Tato LERCHOVA prace je malo znama, i kdyZ ji LERCH uvefejnil v nasledu-
jicim roce je§té jednou pod nazvem ,,Remarque sur la série de Fourier'* (prace
[168]). TutéZ vétu o rok pozdéji dokazal A. PRINGSHEIM28). Nektefi autofi
(na pf. TONNELLI, Serie trigonometriche, Bologna 1927) ptipisuji tuto vétu
PRINGSHEIMOVI, a¢koliv prvenstvi patii zfejmé LERCHOVI.

4. Prace [148] vyuZiva jednoho vysledku z teorie malmsténovskych Yad.
LERCH nahrazuje APPELLEM sestrojenou fadu 0, (, ¥, 2, @)?°) jinou rychleji
konvergentni fadou. Vychodiskem je LERCHEM odvozena formule ([156]),
kter4 dava vyjadieni vyrazu

= 1
2 [u + (w + m)*]

m=—oo

trigonometrickou fadou. Tato formule m4 tvar, poneéhéme-li oznaceni v [156],
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s—1 2
—— . N __—1 — re—
7 ZF(%)F(w,s,u):I’(ST)u 2 +24‘;An0032nnm,

n=1

hog _n'n s—3
An‘:fe MR T dr, w> 0,81,
0

a je v podstaté totoZna se vztahem (9) odstavce 0 malmsténovskych fadach.
5. V prici [151] se jedn4 o ¥adu ' (w + n)~—, tedy o thema, je’ nalexi do

n=0 .
teorie funkce R (w, s). Vysledky tohoto ¢lanku jsou v8ak ponékud jiného druhu
nez ty, o nichZ jsme referovali v paragrafu o funkei R. Z vyslednych vzorca je
nejzajimavéjii vzorecd?), jehoZ lze pouziti k numerickému vypocétu Eulerovy
konstanty C

= logw V2—1 _(1\[,, = a o )
2 - t(g)] e+ 5 org—2 g

6. V prici[64] se LERCH zabyva fadou

f) = > tils
k=0

n—1
(x_qav)Z:(‘) = ulzfﬁ(m__ qa@) ,.(.z‘._ q“’i’)u:b =1,

ktera piedstavuje zobecnéni Taylorovy fady, jez zavedl v jedné praci L. SCHEN-
DEL.%) ’ C '

Abychom struéné podali obsah této prace a cil, ktery Lerch sledoval, postaci,
kdy# uvedeme citat z tvodu:

o k—1
q V)a=o0

.+« - pan Schendel omezil se ve své zminéné praci toliko na éast formalnou svého
pfedmétu a jeho vyvody nejsou vidy piesvédéujici. PonévadZz fada jeho vede pii-
rozené k nékterym péknym vyrazim pribuznym aspon formalné s nékterymi veliéinami
z theorie funkei eliptickych, poskytujic piileZitost k zajimavym pozndmkam, nebude
na 8kodu jednak vyloZiti na tomto misté ve v&i struénosti zpiisobem piistupnéjsim a véei
piiméfenéjsim stanoveni koeficientit fady, jednak podati podminky pro existenci roz-
voje.

Poznamenejme, ze kriteria konvergen¢ni zde dokazana jsou zvlastnim pii-
padem obecnych vét, které o fadach s obecnym ¢lenem

Ap(@—ay) (@ —ay) ... (®—an )

podal I. BENDIXSON.32)

Vysledku odvozenych v [64] pak Lierch vyuZiva v praci[103] (respektive
[112]) ke studiu jistych specidlnich funkei, definovanych nekoneénymi radami.
" 7. Zobecnéni Taylorovy fady, ale podstatné jiného druhu, je obsahem dals
prace [216]. ‘

LERCH zde vychdzi z posloupnosti {y, (2)} funkei spojitych a ohrani¢enych
v intervalu (a, b), z nichZ utvori fadu funkef, které jsou dany vzorcem

@i (1, 2) = f??:' (2, &) o (5) d & @y (0,2) = 1.
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Je-li nyni dana funkee f (2) spojitd v intervalu i se svymi » prvnimi derivacemi,
a poloZime-li

fo®) =1, fis1(0) =—=>==,00=0,1,...,0n—1),

potom mame

pii ¢emz zbytek R, je dan rovnici

By = [ fu (€) poes () pur(a, ) £,

V ptipadé, Ze y, () =1, » = 0,1, ..., vyjde ze vzorce pro f (x) fada Taylo-
rova.

Polozime-li y, (2) = X, (2), obdrzime fadu BURMANNOVU a LAGRAN-
GEOVU.

1

Je-li p, (2) = T2 obdrzime pro funkei y, (z, 2) mocninu rozdilu arctg z —
—arctgz a f, (2) je ddna v — tou derivaci funkce f (). Pro zvlaStni p¥ipad
f (x) = log (1 4 2?) a srovnanim s maclaurinovskym rozvojem pro tangentu,
obdrzime vyjadieni bernoullskych ¢isel.

Nakonec LERCH klade y, (2) = e2"z. Vysledky, které potom vychazi, jsou dosti
komplikované a zjednodu$i se pouze ve zvladtnich ptipadech.

8. V praci[110] se jednd o dikaz vzorce

2)lum'19'; (O, %) . 3'1 (H_E_Ztﬂﬁ , %)
Ser (&, 5, u, v, w) = '170 ? 2l

wo w\, (fvtnw w !
Uy (;,— ¥y (* 77*‘7#)

v v v

2ai(n&—m )

¢
Ser (&, n, u, v, w) = E e
(&7, %, v, ) w+mo+nw’

my,n

ktery je fundamentalni daleZitosti v KRONECKEROVYCH vygettovanich o elip-
tickych funkcich. Dikaz podany LERCHEM se vyznacuje tim, Ze vyuZiva di-
sledné jen té okolnosti, Ze leva strana horniho vzorce je definovana jako dvoj-
nasobnd rada a jest pojata jakoZto funkce pouze dvou proménnych & a 7.

9. V praci [120] (respektive [126]) se pouZitim ABELOVY identity konvergentni
trigonometricka fada

«©

<
f(x) = 2 a,cos2puxm, 0<x<<1l, h=>0,
uw=nh -
pfepife ve tvaru
o k—1 .
=, P41 2 sin (2h + 2v—1)
2 @, Co8 2uxm = E —1 a ;
A “ " e ( ) v " (2 sinavn)2 CT
w = ) =

(37) 453



= v 2+l cos (2h 4+ 2v)axm
+ D'y BB, ZSmwn)‘”‘ E v 4, cos 2+

e (2 sin x )

+2k)am, Va, = Oy — Oy 41, Vi, = Vau—N Opqqy...s (9)

Podobné vzorce se daji ukazat i pro fady

x

° o
E b, sin 2 y x 7, E a, cos (2u + 1) xm, 2{7 b.sin(2u + 1)xmw

nw=nh n=~nh uw==h
Jako aplikaci dokazuje LERCH v této praci vedle jednoho vzorce, v ném¥
vystupuje funkee I', zajimavy rozvoj pro funkei £ (s), o némz jsme se jiZ shora
zminili (II1. 6). Vyjde z fady
Zﬁ CO8 2uw n
. (0 + pp’

o=

pro kterou vzorec (9) poskytne prechodem k limité k = oo vyraz

2v+27

"éo W' (2 8in x 7))’ " W (2sinw )

= v+1_2v1 8in(2vy—1)axn = v __2v+1 1 cos2vam
D) g LB R 3Ty et

V=0

=1

1

Zvolime-li nyni # = —, w = 1, obdrZime

RO| =

oo

e _ ] » 1
=27 ¢ (8)= 2 Z—MTT(V %};7),0:1’

v =0
coZ je zadany rozvoj.
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