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11) Poznamenejme na tomto misté, Ze prace [156] vysla r. 1889 a nikoli 1899, jak je
chybné uvedeno ve SKRASKOVE Seznamu.

12) Vzorce (11) a (12) jsou citovany v knize E. T. WHITTAKER-G.N. WATSON, Modern
Analysis, Cambridge 1920 (3. vyd.), str. 280.

13) Metoda dikazu pochazi od RIEMANNA, L. ¢. sub 4) a LERCH ji ve svych pracich
pouZiva castéji, na pi.[93].

14) Ch. HERMITE et T. STIELTJES, Correspondence str. 280: ... Mais il y a autre
chose, je dois vous apprendre que M. Lerch lui-méme a été devancé, il y a quarante
années, par M. Lipschitz, et que j’ai été chargé par I’éminent analyste de lui faire savoir
qu’il a traité le mémes sujet et trouvé les mémes résultats . . . HERMITE pravdépodobné
na tuto okolnost upozornil také LERCHA, protoZe mimo praci[28] je vzoree (11) LER-
CHEM oznac¢ovan jako LIPSCHITZUV.

1) L. KRONECKER, Zur Theorie der ell. Functionen, Sitzungsber. der kon. preuss.
Akademie (1883, 1885).

18) Piispévky k teorii funkei elliptickych, nekoneénych fad a integralit omezenych,
Rozpr. CA 4 (1895), 1—55, & 115 SKRASKOVA Seznamu.

17) [144], str. 58.

18) 0. BORUVKA, L. c. sub 9).

19) [101], str. 18.

20) T, J. STIELTJES, Sur le développement du log I (a), Journ. de Math. 5 (1889).

21) Pro ilustraci uvadim dvodni vétu prace [144]: ,,Nous allons établir, par la vois
du calcul, quelques propositions que nous avons trouvées autrefois dans nos recherches
sur les séries Malmsténiennes.‘

22) T. J. STIELTJES, 1. ¢. sub 20).

23) A. HURWITZ, 1. ¢. sub 5), str. 95.

24) Jedna takova véta je citovana v knize E. T. WHITTAKER-G. N. WATSON, Modern
Analysis, str. 81.

25) Srov. na pi. E. T. WHITTARKER-G. N. WATSON, Modern Analysis, str. 265.

2%) Srov. LERCHOVU poznidmku o RIEMANNOVE reciprocité (25) v Gvodu k préei
[82], str. 1.

27) Byla také obsahem jeho nastupni pfednasky na Masarykové université v Brné.

28) A. PRINGSHEIM, Siutzungsberichte der Miinchen. Ak. 29 (1900).

2%) P. APPELL, 1. ¢. sub 7).

30) Price obsahuje také nékteré vysledky z Ciselné teorie, o nichZ se zde nebudeme
zminovat.

31) L. SCHENDEL, Zur Theorie der Fnctionen, J. f. reine uu. angew. Math. 84.

32) T, BENDIXSON, Sur I'extension & l'infini de la formule d’interpolation de Gauss,
Acta Math. 9 (1885). Viz také zavéreéné poznidmky LERCHOVY v [64].
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DILO MATYASE LERCHA V THEORII FUNKCE GAMMA

A. Seznam Lerchovych praci tykajicich se theorie funkce gamma

Tento seznam je vypsan z uplného Seznamu praci prof. MatyaSe Lercha
od Jos. SKRASKA (Cas. pro pést. mat., 78 (1953), 139—148)

[24] Démonstration nouvelle de la propriété fondamentale de l'intégrale Eulérienne
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[34] Démonstration élémentaire d'une formule de Raabe, Giorn. 26 (1888), 39—40.

[41] Sur une méthode pour obtenir le développement en série trigonométrique de quel-
ques fonctions elliptiques, Acta 12 (1888), 51—55.

[48] O hlavnich vlastnostech integrala Eulerovych, Vést. KCSN 1889, 188—222.
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[28] Note sur la fonction & (w, z, 8) =
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[65] Prispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych fad a integrali omezenych,
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[91] Studie v oboru Malmsténovskjeh fad a invariantt forem kvadratickych, Rozpr.
JA 2 (1893), ¢. 4, 1—12. _

[93] Sur une fonction transcendante, Vést. KCSN 1893, ¢. 24, 1—7.

[94] Sur une intégrale définie, Giorn. 31 (1893), 171—172. _

[96] Sur un point concernant la théorie de la fonction gamma, Vést. KOSN 1893, ¢. 26,
1—8.

[98] Theorie funkce gamma, T ést. d4 2 (1893), 238—247, 305—317, 382—-398, 462—472.

[101] Dalsi studie v oboru Malmsténovskych fad, Rozpr. CA 3 (1894), ¢. 28, 1—61.

[104] Poznamka o integralu Binetovs, Cas. 23 (1894), 274—277.

[105] Sur la différentiation des séries trigonométriques, CR 119 (1894), 725—728.

[115] Piispévky k theorii funkei elliptickych, nekoneénych fad a integrali omezenych,
Rozpr. CA 4 (1895), ¢. 1, 1—55.

[116] Sur la différentiation d’une classe de séries trigonométriques, Ann. FEe. norm. (3),
12 (1895), 351—361.

[118] Sur une relation ayant rapports avec la théorie de la fonction gamma, Bull. A
2 (1895), 214—218. )

[124] Pravidla o derivovani jisté kategorie fad trigonometrickych, Vést. CA 5 (1896),
71—80. :

[125] Rizné vysledky v theorii funkce gamma, Rozpr. (A 5 (1896), &. 14, 1-—37.

[131] Expressions nouvelles de la constante d’Euler, Vést. KCSN 1897, ¢é. 42, 1—5.

[132] Remarque élémentaire sur la constante d’Euler, Jorn. de Teix 13 (1897), 129—133.

[134] Sur quelques formules concernant les fonctions elliptiques et les intégrales Eulé-
riennes, Vést. KOSN 1897, &. 28, 1—11.

[135] Sur quelques formules relatives au nombre des classes, Bull. Darboux (2), 21 (1897),
290—304.

[137] Uber eine Formel aus der Theorie, der Gammafunktion, Monatsh. 8 (1897), 187—192.

[144] Sur quelques propriétés d’une transcendante uniforme, Compte rendu du quatriéme
Congreés scienlifique international des catholiques tenu a I'ribourg (Suisse), Fribourg
1898, 58—69.

[149] Nouvelle formule pour la différentiation d’une certaine classe de séries trigono-
métriques, Atti 35 (1899), 54—59.

[150] O nékterych integralech omezenych, Cas. 28 (1899), 32—36. _

. [151] O nékterych konstantich z theorie harmonickych rad, Rozpr. CA 8 (1899), ¢. 35,

[154] Poznamky o nékterych integralech z theorie funkce gamma, Rozpr. CA 8 (1899),
é. 37, 1—5. _

[155] Rychle konvergentni vyjadieni nékterych limit, Rozpr. CA 8 (1899), ¢. 36, 1—9.

[156]) Sur certains développements en séries trigonométriques, Ann. de Toulouse 3
(1889), C, 1—11.

[160] Uwagi o rovnaniu Gaussa w teoryi funkeyi gamma, Prace 10 (1899), 1—7, 269—270.

[161] Theorie funkce gamma, Vést. 04 8 (1899), 308—324.

[179] Sur le nombre des classes de formes quadratiques binaires d’un discriminant positif
fondamental, Journ. de Liouv. (5), 9 (1903), 377—401.

[185] O liczbie klas form kwadratowych dwédjkowych wyrézniku zasadniczym dodat-
nim, Prace 15 (1904), 91—113.

[191] Einige Reihenentwicklungen der unvollstindigen Gammafunktion, Crelles Journ.
130 (1905), 47—65.

[192] Einiges iiber den Integrallogarithmus, Monatsh. 16 (1905), 125—134.

[195] Uber einige Entwicklungen auf dem Gebiete der unvollstindigen Eulerschen
Integrale zweiter Art, Crelles Journ. 128 (1905), 211—221.

[197] Bemerkungen iiber eine Formel aus der Theorie der unvollstindigen Gamma-
funktion und Integrallogarithmus, Archiv (3), 11 (1906), 42-—51.

[199] Essais sur le calcul du nombre des classes de formes quadratiques binaires aux
coefficients entiers, Mém. Ac. France 33 (1906), ¢. 2, 1—244,

[202] Uber die Berechnung der Summen diskontierten Zahlen fir eine nach dem Ma-
keham’schen Gesetz fortschreitende Sterbetafel, Zettschr. 53 (1906), 168—176.
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[203] Uber einige Punkte der Theorie der Eulerschen Integrale, Monalsh. 17 (1906),
3—18.

<o
1
[204] Sur une application de la théorie de la fonction R (w, s) = Ann.

do Porto, 2 (1907), 193—197. im0 (w+ )

[205] Sur une série qui se présente dans la théorie du logarithme intégral, Giorn. 45
(1907), 88—92.

[210] Uber einige Punkte der Theorie der Eulerschen Integrale, Monatsh. 19 (1908),
119—147.

[217] Pozndmky o poétu tiid kvadratickjeh forem, Vést. 0A 20 (1911), 120-—144.

[233] Ptispévky k theorii nékterych transcendent poétu integralniho, Cas. 48 (1919),1—
9, 166—188, 312—320; Cas. 49 (1920), 31—37. 81—91, 209—214.

[235] Prispévky k theorii_nékterych transcendent poétu integralniho, Cas. 50 (1921),
89—93, 264—277; Cas. 51 (1922), 77—85, 178—188.

B. - Obsah a metoda

Matya§ LERCH vystoupil na vefejnost v oboru funkce gamma svou praci [24]
v r. 1887. V tom d&ase byly jiZz zaklady theorie funkce gamma poloZeny pracemi
BULERA (1707—1783), LEGENDREA (1752—1833), GAUSSE (1777—1855),
BINETA (1786—1856), CAUCHYHO (1789—1857), KUMMERA (1810—1893)
a WEIERSTRASSE (1815—1897) a zac¢inalo obdobi systematického budovani
teorie a prohlubovani a roziitovani nalezenych vysledku. Z bezprosttednich pied-
chiidett a vrstevnikl, s jejichZ pracemi se LERCH ve svych tvahiach o funkei
gamma setkava, jest uvésti: A. HURWITZE, H. KINKELINA, M. KRAUSEA,
R. LIPSCHITZE, N. NIELSENA, F. E. PRYMA, J. RAABEA, W. SCHAEF-
FERA, L. SCHEEFFERA, L. SCHENDELA, O. SCHLOMILCHA, E. SCHRODERA,
T.J.STIELTJESE, J. TANNERYHO,CH. J. DE LA VALLEE POUSSINA a oviem
CH. HERMITEA, s nimZ byl po dlouha léta v ¢ilé védecké korespondenci.

LERCHOVY spisy o funkeci gamma zabiraji asi tfetinu jeho dila z matematické
analysy a vykazuji bohatou rozmanitost po viech strankach tvuréi prace.
Vedle obsahlych pojednani didaktického razu, vénovanych systematickému
vykladu vlastnosti funkce gamma nebo jinych utvara s ni souvisicich, nacha-
zime spisy vénované jednotlivym otdzkam nebo souborim otizek vzijemnd
blizkych nebo vzdalenéjiich, a téz kratké stati nebo poznamky zabyvajici se
drobnymi jednotlivostmi. Asi tietina téchto spisti, mezi nimi té% zminéna po-
jednani didaktického razu, jsou sepsana CGesky, ostatni vét§inou francouzsky
a némecky.

LERCHUYV piinos k teorii funkce gamma po strance obsahové je dan objevem
mnoha novych vlastnosti funkce gamma a jinych prvka této teorie (logaritmus
funkce gamma, logarjtmick4 derivace, PRYMOVY funkce P, @, EULEROVA
konstanta, neuplnd funkce beta). Objevené vlastnosti se tykaji vyjadieni zmi-
nénych prvka a jim blizkych dtvari nejrozmanitéjiimi zpasoby (integraly,
mocninnymi, trigonometrickymi nebo jinymi fradami, Tetézovymi zlomky),
zpravidla za 1delem poznani jejich funkéni povahy ¢éi moznosti vyhodnych
numerickych vypodétl, nebo se tykaji souvislosti s jinymi teoriemi (malmsté-
novské rady, eliptické a besselovské funkce). Z téchto vykonu je zvlasté vy-
zvednout objev souvislosti mezi funkef gamma a malmsténovskymi fadami,
jejichZ teotii LERCH zaloZil a vybudoval, ktery umoZiiuje nejkratif a nej-
pohodInéjii cestu do samého stfedu teorie funkce gamma. Rovné% zakladniho
vyznamu jsou LERCHOVY vysledky o PRYMOVE funkei @, které predstavuji
vrcholné vykony v tomto oboru.

LERCHUV piinos k teorii funkece gamma po strince metodické rovnéz za-
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sluhuje nejvétsi pozornosti. Jeho prace vykazuji bohaté zkuSenosti v oboru
funkei komplexni proménné, podloZené diivéjsimi publikacemi. LERCHOVI
pifsludi zasluha o pivodni aplikace klasickych metod v konkretnich piipadech
a 0 popisy novych metodickych principtt znaé¢ného dosahu (princip nejrychlejsi
konvergence, zavedeni parametru pii vySetfovini meromorfnich funkef).
Z uéinnych metodickych prostfedki je dluzno uvésti vySetiovani podilu studo-
vané funkece a dalsi funkce zvolené, urceni a vyuziti charakteristickych vlastnosti
studovanych funkei a ¢asté aplikace vysiich diferenci utvotenych z éisel dané
posloupnosti. Jinak se u LERCHA vyskytuji nejrozmanitéj§i metody, které byly
jiZz v jeho dobé béZné u funkei komplexni proménné (integrace po kiivkach,
aplikace CAUCHYOVY véty ‘a véty o residuich a pod.) a v integrialnim podétu
(substituce, ¢aste¢na integrace, derivovani a integrovani integrili podle para-
metru, a j.). Rada otazek je studovana riznymi metodami a na riznych mistech;
podle LERCHA pfirovnani metod nejvice pfispiva k vypésténi ducha mate-
matického ([98], 393).

Soubor praci tykajicich se funkce gamma predstavuje nejvyznamnéjsi éast
LERCHOVA dila v klagické analyse a soucasné dialeZitou slozku svétové tvorby.
Nelze Fici, Ze by tyto LERCHOVY vykony, pies pokroéily éasovy odstup, zatim
dofly nalezitého roziifeni ve svétové literatufe. Je pravda, Ze jsou disertace
a védecks dila star$i i moderni (GODEFROY?), HERMITE - STIELTJES3), NIEL-
SEN%), WHITTAKER - WATSON?)), které uvadéji LERCHOVY vysledky o funkei
gamma na vyznamnych mistech, ¢asto s nemalou chvalou jeho talentu. Avsak
rovndZ je pravda, Ze v téchto p¥ipadech jde o nepatrny zlomek LERCHOVYCH
vykonti a %e LERCHUYV vyznam v teorii funkce gamma unikl i kompetentnim
odbornikiim nékdy naprosto. V Encyklopddie der mathematischen Wissen-
schaften z let 1899—1916, ve stati o omezenych integralech, v niZ je zahrnuta
téZ teorie funkce gamma, z péra G. BRUNELAS), je LERCH citovan madlo, a to
na mistech spise podiadnych. Pozniani LERCHOVA vyznamu v plném rozsahu
je véci budoucnosti. MiiZeme-li z nékterych znamek usuzovat na oZiveni ¢innosti
na tomto tseku klasické analysy, pfedvidame rostouci vyznam LERCHOVA

v v/

dila v Sirokém méritku v budoucnosti nedaleké.

V tomto ¢lanku jsou probrany LERCHOVY vysledky v oboru funkce gamma
s nazna¢enim nebo podrobnéjim popisem cest k nim vedoucich. Na éetnych
mistech LERCHOVA dila se setkivame s tivahami velmi vyhodné zaloZenymi
a obratné vedenymi, které pronikaji nikoli k jednomu, nybrz hned k nékolika
vysledkiim piibuznym, nékdy oviem v disledku druhotnych transformaci
v riznych smérech odlisnym. V takovych piipadech se kvali prehlednosti
zpravidla omezujeme na popis véei zakladnich. Jednotlivé LERCHOVY vysledky
jsou v tomto ¢lanku zpracovany globalné, t. j. se zietelem k celému dilu a s uve-
denim souvislosti s jinymi vysledky téz v ostatnich oborech LERCHOVY tvorby.
Latka je rozdélena do festi kapitol, které jsou vénovany jednotlivym tsekiim
teorie funkce gamma:
I. Vyjadieni funkce gamma. Asymptotické a charakteristické vlastnosti.
Slozitéjsi utvary zavislé na funkei gamma.
IT. Logaritmus funkce gamma. BINETOVA funkce a jeji zobecnéni.
ITI. Logaritmicka derivace funkce gamma.
IV. Neuplné funkce gamma, integrallogaritmus a Krampova transcen-
denta L.
V. EULEROVA konstanta.
VI. Neuplna funkce beta.
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Toto rozdéleni latky a zplisob zpracovani umoZiiuji orientaci v LERCHOVE
dile v oboru funkce gamma po strance obsahové a metodické a ¢ini snaze pii-
stupnou jeho bohatou literarni tvorbu.

C. Popis a rozbor vysledku

1. Vyjddient funkce gamma. Asymptotické a charakteristické vlastnosti. Slo&itéjst
utvary zdvislé na funkei gamma

1. Klasicka teorie vychazi od jednoduchych definic funkce gamma EULE-
ROVYM integralem nebo nekoneénym soudinem. Jakozto zdkladni prvek teorie
jevi se funkce gamma méalo ohebnou ([98], 241; [192], 133), nebof reaguje obtizné
a sloZité na rozmanité transformace vyplyvajici z teorie. Pifkladem je pomérné
nesnadny pfechod od nekoneéného souéinu k integralnimu vyjadfeni funkce
gamma ([98], 305) nebo k integralnimu vyjadteni PRYMOVY funkce @ ([203], 8).
Pristupnéjiimi prvky jsou logaritmus funkce gamma a logaritmicks derivace.
Explicitni jednoducha vyjadieni funkce gamma bez pouZiti logaritmu, pokud
neplynou bezprostifednd z klasickych definic, jsou ¥idka a jsou i v posledni dobé
pFedmétem zadjmu matematikn?.

Na nékolika mistech u LERCHA (na p¥.[82], [101],[203]) se setkavame
s formulemi plynoucimi z rozmanitych prameni, které obsahuji funkei gamma
ve vazbé 8 jinymi funkeemi rozli¢nych druht a umoznuji jeji explicitni vyjadieni
pomoci téchto funkei. Takové vzorce je zajisté tfeba povaZovat spiSe za popisy
vlastnosti onéch funkef nez za uZiteéna vyjadieni funkce gamma. Piikladem jsou
vzorce ([101], [203]):

®

lim (1—z)p Y —gotn = I 1
Jim (1—2) % (w + mp—iz (5), (1)
0<<w,z2<1;Res>0);
M 1
zlinl\/l—zﬁ ot =1 (1+—a—), (2)

(0 <<z < 1, a ptirozené);

I' (s)2 :fw‘—l dw[2 E wxm——logw-ﬁl (x, 0)], 3)
0 m=0

m!m!
. , - wﬁ am
m=20
2. V praci[98] odvozuje LERCH dvé nova asymptoticka vyjadieni absolutni
hodnoty funkce gamma. Prvni vychazi snadno z WEIERSTRASSOVA soudinu
pro funkei gamma a je dano vzorcem:

F<5+1)V nm )

- Ve + Sinhnz’

pii ¢emz je 0 < & < 1, 0 == 5 (realni), 1 < ¢ (n) <V1 + —77—2, a v pfipadech

[T +in)| =g
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& = 0,1 m4a funkce @ hodnoty 1, ]/]. + n%. Zvlastni pfipad vzorce (4) 8 hodnotou
& = 0 nachazi se jiz u STIELTJESE.?)

Druhé LERCHOVO asymptotické vyjadieni absolutni hodnoty funkce gamma
plyne z klasického vzorce GUDERMANNOVA vyjadiujictho logaritmus funkce
gamma [1I (¢)] a ma tento tvar:

( ). e——-g—u.arctg%. (5)

| T +in)|=]2r@& +n)? 1+ &),

pii ¢emz je 0 < & < 1, 0 3= 7 (reilni), 6,,—+Opro|n]—>oo

Tento vzorec vy]adm]e povahu funkee |I" (5§ 4- i) | pro 0 < £ < 1 a velkd
|| piesnéji nez predchazejici.?)

3. WEIFRSTRAC%% (h«udkterlsoval funkei gamma jako YeSeni diferencni
rovnice F (2 -+ 1) = F (2) spliujici podminku:19)

. F(z + n)
o 1T “

V praci [98] odvodil LERCH novou charakteristickou vlastnost funkce gamma,
ktera je k aplikacim vhodnéjsi neZ vlastnost (a), ponévadz tato ,,.. klade pro
chovéani se funkce I' proti nekone¢né rostouci proménné podminku piili§ po-
drobnou . .. * ([98], 241). LERCHUYV vysledek je din touto vétou:

Je-li F (2) jednoznacénd analytickd funkce bez jiniych singularit kromé pdli

\

prontho fddu z = 0, —1, —2, —3, ..., hovi horej§i diferenéni rovnici a pro
0 < &1 a dosti vellkd |77| splﬁme nerovnost
[P (€ +in|<A|é+in|e.emM (6)

«

3
pri éem# A, p, o jsou libovolné kladné konstanty, o < »»»»» , pak podil F (z) : I' (z)

je konstantni.
Pii dukazu této véty LERCH vy(‘ham z toho, 7e v dasledku platnosti hofejsi
diferen¢ni rovnice je podil f (z) = F () : I' (2) cela periodicka funkce s periodou

1, takZe piipousti rozvoj tvaru 2: A, exp (2vzni), konvergentni pro viechna z.
V=~ 00

Z uvedené nerovnosti a s pouZitim vzorce (4) vychdazi, ze veli¢ina |f(2)]-
~exp (—2 | n | =) je pii dosti velkém | | libovolné mald. Tyto poznatky spolu
s klasickym odhadem ¢isel |4, | vedou k vysledku 4, = 0 pro » == 0, takZe vychazi
f(2) = d,.

LERCH si velmi cenll tohoto vysledku, jak je patrno z této pasaZe jeho textu
([98], 241):

V theorii funkei duleZitou dlohu maji t. zv. charakteristické vlastnosti funkei, které
tyto uplné definuji, aniZ zilezeji v néjakém jich zpusobu aproximace. Hledajic takovych
vlastposti charakteristickych, hledf se analysis pfibliziti véddm popisnym, kteréZ indivi-
dua v pmrodc se vyskytujici uréuji na zakladé jistych znaki. Velikd cena fedenych vy-
sledk, jez nejsou dosud nikterak éetné, vézi nejen v eleganci, jez se tim zavadi do tvah
andlytxckych které jimi rdzem pozbyvaji unavujiciho vlivu podetnich detaili a razi ces-
tu myslénce na dkor mnohdy zbyteénych formalismi, ale cena funkecionalnych vlastnos-
ti charakteristickych spoéiva hlavné vtom, Ze ony jsou to piedevsim, jeZ podporuji
invenei, jak toho theorie funkei elliptickych podava velkolepé doklady. Budeme také
v pribéhu Gvah téchto se snaZiti, bychom pro jednotlivé utvary poskytli vlastnosti cha-
rakteristické, pokud toho pfipousti material malo ohebny.”

V téze praci LERCH aplikuje svoji vétu na odvozeni GAUSSOVA multiplikaé-
niho theorému a na prechod od soud¢inového vyjadieni funkce gamma k vyjadient
integralnimu.
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Po t¢mét tiiceti letech od uvetejnéni této LERCHOVY prace byla zjifténa
nova charakteristicka vlastnost funkce gamma (logaritmicka konvexita) a s jejim
pouzitim byla vyvinuta teorie popisujici zakladni vlastnosti funkce gamma,
vyborné vyhovujici Gcelim didaktickym.l)

[4]. Prace [233] obsahuje rozvoj funkce v—2 I' (a + »): I'" (v) v nekoneénou fadu,
jehoZ je mozno pouZit k numerickym vypoétim hodnot I" (a) (Re a > 0, v > 2).

V pracich [65], [90], [101] zabyva se LERCH utvary definovanymi neko-
neénymi, vétSinou trigonometrickymi fadami nebo nevlastnimi integraly,
jejichZ ¢leny nebo integrované funkce zavisi na nékolika parametrech a jsou
dany hodnotami funkce gamma. Zminéné utvary jsou velmi pozoruhodné svou
strukturou a vlastnostmi; vétsinou izee souvisi s eliptickymi funkcemi a v jed-
nom piipadé maji prekvapujiei numerické pouZiti v pojistné matematice.

V praci [65] odvozuje LERCH zejména tyto vzorce (0 <t):

) * 257
1 g o .
T ((l) 2 F(-S' + ntz)[’(a *"’S_ﬂt’i) anu:u _ t v . ; :
n—=—w ——n;w
27
— (n—u)]a
:[1 re ] ’ @)
¢ t
(O<Res<Rea;——§< ITm u <;);
© v . © 25T ) - ‘ D
— I ((l) F (S “{"' nt@) ()Znu;'ri . %n \’"7 P-—-—_._i_(n L) [l B (J— : - u)] (8)
I'{a + s + nti) =5 2 e |
n—=—on -

(0<_Res, Rea; 0 <<u< 1nebo0 << Res, 1<<Rea,u=0);

e D) @ exp 2z (n—u) 2”t(n )
7 . s o2 i At —(n— — (n—u
Y F(s _{~ ,nn-){aZnu,m = S e 4 e t (9)
- [ R
n=-—o n=—0

-t t
0<Res;—~Z<Imu<I).

Vychazi od integralnich vyjadfeni funkei I' (8) I' (a —s): I' (a), I" (s)I" (n):
(s + a), I'(s) v ¢islech s + wnti klasickymi vzorei, nasobi vidy piislugnou
rovnici funkei exp (2 numi) a provede souttovou operacipron =0, + 1, 42, ...

Vzorce (7), (8) vedou pro celociselné hodnoty parametru a na vztahy mezi
eliptickymi funkcemi. Vzoree (7) obsahuje na pt. (¢ = 1) JACOBIOVO vyjadieni
funkee ¢, &, ?5. Jy(u + s): 9, gu) &y (s) trigonometrickou ¥adou, jehoZ pifmé od-
vozeni nachazime jiz v praci[41]; po dalfich transformacich plyne ze vzorce
(7) nékolik daliich dusledkt, zejména (a = 1) integralni vyjadieni nekoneéné

o . . s
Tady 2_ 1:]1 4 exp2xt (hn —u)] a zvIasté (v =1 :2¢) LAMBERTOVY fady

n =1
eliptickymi funkeemi. Vzorec (9) ma neoéekavané pouZiti v pojistné matematice
pii vypoctu souctn diskontovanyeh disel ([202]).
V prubéhu Gvah tykajicich se hotejdich vysledku odvozuje LERCH téZ vzorce
vyjadiujici hodnoty integralii nékterych dtvartt zavislych na funkei gamma;
na pi. ‘
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fP s+ ai)l (a—s—wzi)e’  de=2rT(a).e " : (1 + ¢ ") (10)

—_—

(0 < Res < Rea; —n < Imwv<m);
fr(s “l"‘fvi) evxidm:—‘-2ﬂ‘ 6_ exp (— v) .e——ev , (11)

— 0

4
<Im’0<—()~*).

(O<Res; —-g

Podobnou metodou jako v praci[65] postupuje LERCH ve spise [101] pfi
odvozeni vzorcit:

0

f' a—+c+m) oimn  a—ha—20)ai 1 f .
- o (a—}—m)s*e ﬂ_m I'(c+b+1ix)X
w T (0 — b — i) Am2057__®__ (12)
(b + i)
(0<b<Rea; 0<Rec; 0<Rev<l; 0< Imv),
>_°°7]1 (@ + ¢ + m) 62mvni B
- m! s (13)
"o [(@ + m)? 4 u?)®
@—ba—zoai L [T (e+b+iz) I (a—b—iz)" " do
= 27 f 0 ’
- [(b + @) + u?]®
vzorec (13) plati za tychZ piedpoklada jako (12) a za dal$i podminky: —b <

<Im u <b.

LERCH vychéazi od integrilniho vyjadieni funkece I' (w)I" (v): I (u + v)
v ¢islech w = b + ¢ -+ i2, v = @ — b — i klasickym vzorcem, nasobi piislu§nou
rovnici funkef (b 4+ ix)—* a integruje v mezich — co, - co; vzniklourelaci trans-
formuje nékolika dal§imi operacemi na tvar (12). Vzorec (13) plyne z piedcha-
zejictho tim, Ze se s nahradi &islem s + 2 k, vznikld rovnice se nasobi funkef

( . 2) u?* a provede se sou¢tova operace pro k =0, 1, 2, ...
P

Vzorec (13) je vychodiskem k Fadé daldich vysledkii, zejména pokud jde
o vyjadfen{ integrala
0 2 2
(u? + )

a koeficientti 4, trigonometrického rozvoje

:i:cx:
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had 2muai

-]
E € - — E An gzam'(n—v)

B K

besselovskymi funkcemi.
V praci [90] se LERCH zabyva funkeci

] _1 n
F (a, b,¢;7) = E (-1—@—'—)—1’(11+n)[l’(b—nt)F(c—-b+7lt)—
n=0 '
—I'®b+at+nt) (c—b—at—n1)],
jejiz parametry a, b, ¢; 7 jsou tak voleny, Ze viechny poly funkce f (s) =

=I@)'(a—s)I"(b+718) I (¢c—b—17s) jsou jednoduché a Im <z 0.
Funkce F spliiuje relaci

1 b 1
F(a,b,c;t):—-—F(c,a—{——,a;——~). (14)
T T T
V piipadé a = 1 je tato relace disledkem vzorce (7) s hodnotou parametru
1
u=g.

LERCH dochazi k formuli (14) aplikaci véty o residuich na integral f f(s) ds

podél uzaviené kiivky, kterd je nekoneéné vzdalena.

I1. Logaritmus funkce gamma, Binetova funkece a jeji zobecnént

5. Logaritmus funkce gamma a BINETOVA funkce & spolu souvisi klasickym
vztahem GUDERMANNOVYM!2)

log I' (a) = (a-— %) log a — a + log)2n + @(a). (a)

Podle STIELTJESE je funkce & jednoznaéni v celé komplexni roviné opatiené
fezem (— co, 0].13)

6. Hlavni LERCHUV p¥inos k teorii téchto funkei spodiva na objevu vztahi,
které je poutaji k malmsténovskym radam, jejichZ teorii LERCH zaloZil a vy-
budoval ([82],[91],[101]). Tyto souvislosti se uplatnuji na &éetnych mistech
obou teorii. S hlediska teorie funkce gamma jsou nejvyznamnéjsimi poznatky,
které se tykaji povahy funkce R (w, s), uréené radou

2, 1
), 8) = ——— (Re 1
R (w, ) 2 oy Res>1),
n=0

v okoli bodu s =1 a s = 0. V tomto sméru plati, Ze R (w,8) —1:(s—1) je
celd transcendentni funkce proménné s a Ze mocninné rozvoje funkce R (w, s)
v okolf bodi s =1 a 8 = 0 jsou tvaru:

1 ' ()

R(w,s):m~m+al(s—1)+(l‘2(8——1)2+..., (])
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F(ﬁ)s+b282+bas3+... (2)
27

R (w,s) = (;— —w) -+ log

Tyto vzorce obsahuji mnoZstvi vysledkt znamych z teorie eulerovskych funkei
a ukazuji, Ze teorie malmsténovskych fad oteviela nejpfiméjsi a soucasné nej-
jednodussi cestu k teorii funkce gamma ([144], 58).

Z rozvoje (2) mame zejména vzorec:

log I' (w) = log} 27 + D, _¢ R (w, s), (3)

,,ktery pro log I' (w) poskytne tolik tvart, kolik vyrazu platnych v okoli mista
¢ = 0 mame pro funkeci R (w, s).*“ ([101], 13).
Vzorec
I' (w) = exp Dy _ o [R (w, 8) —  (8)], (4)

ekvivalentni se vzorcem (3), oznacuje se v novéjii literatufe jako LERCHOVA
definice funkce gamma.l4)

V LERCHOVYCH spisech se s rozvoji (1), (2) setkivime na ¢etnych mistech
([101], [125], [134], [144], [155], [160], [179], [185], [217]) jako s predméty studia
nebo za udéelem aplikaci v oboru funkece gamma nebo v otazkach o poétu tiid
kvadratickych forem. LERCH k témto rozvojum doSel v ramei Siroce zaloZenych
tvah o malmsténovskych fadach bez znalosti toho, Ze oba rozvoje byly jednot-
livé uveiejnény mnoho let pfed nim H. KINKELINEM a E. SCHRODEREM
([155], 7).

LERCH hoiejsi vysledky rozsifil ([101]) na funkei R (a, u, s) uréenou fadou

©

1

N
R (a, u, s) = é_& [(a + n)% + w?)s

1
(0 < Rea<<1; 0 <u; ;)»<Res) y

vydetfenim jeji povahy v okoli bodia s = 1 a 8 = 0. V tomto piipadé je rozdil
1y . — — P
R (a,u,s)—1" (s — —‘;\’ Va2 2 I (s) u”* ' celou transcendentni funkei proménné.

&

s a mocninné rozvoje funkce R (a, u, s) v okeli bodit s =1 a s = 0 jsou tvaru

L 1[I (e 4+ ui) I”a—-—m
R (ay 1, 5) = Zuz[ I'(a +ui) T (a— ui) l t A —1 A
FA (s — 1P .., (5)
R (a, u, s) = (-i—~a) -+ 10g‘r(a + m)271; (a—ui) +8 - Bys? 4 ... (6)
Z rozvoje (6) vychazi vztah: |
' log I' (@ + ui) I" (@ — wi) = log 2 7w + D, o R (a, u, s). (7)

7. Pomoci formule (3) LERCH odvodil zejména vzoree ([101])

sin v
log I'(u +72) —u.logu + u +(v—w-)10§z 27 4+ —— 10,., 1__7:__71 ==
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1 [ [log(z—2umi lo 2 i
- 27:@/[ gz(Hv”f b gz(—zzj;i unl)Jd"’ (8)
0 e —1 e —1
(0 <Rewu, 0<<Rev<1),
a jeho obmény
1 S
log I' (u + ) -—(u + 7«’-—3) log u + u —log |27 —
- lo —~z+20ni 1 1— —z—2v i
gl ; —)~— og { ¢ - ) dz 9
vy z+2u7m 2—2umi
a
logI"(w + v) - I' (u — v) + log (4 — v) — 2 u - log u 4 2 u -+ log sSmoew.
7
b vZXfE 9 1 -
=—4f : ,Ee 02081 o are tg - di, (10)
T —26¢ cos 20 + 1 @

0
oy y . o A w1 16 Thd . . 1
znichZ plyne fada disledki novychistarSich.®) Dale zrovnice (8) mame{v = -

2 arc tg—

1
logF(u+~)—u~logu+ur—1lognﬁfﬁ— dix. (11)
2 2 g et 11

Jednim z dusledkt vzorce (8) je (STIELTJESOVA)Y) formule:
log I' (w +v).I' (w +1—9v) —2u.logu + 2u — 2 .log V_27z:

dx

%
=—— [log(1—2¢ 2" . cos 20 e Ty
nf g R

Pozdéji ([154]) LERCH pouZil tohoto vysledku k vypoétu integralu

[

f e ““logI' (u +0)I" (u +1—0v)du =—2 CA+loga +10g27t +

a? a

4cos2nvm 2nm = cos2num )
- a — _(C=—TI"(1);a>0), (12
+2a2+4n272 Rl 4azﬂn(az—ktlnzyzz)( (1);a>0), (12)
n=1 n=1
metodami integralniho poétu, zejména rozvojem logaritmu vpravo ve Fourierovu
radu.
Poznamenejme, Ze v této praci [154] LERCH odvodil téZ jiné vyjadfeni onoho
integralu, na zakladé CAUCHYOVA vzorce 8 (b) a porovnanim obou vysledki
dospél k rovniei:

+

f°° (1—v)t+€vt. 12 71‘_+2__ae‘,’fli#”0(]+loga
0 a+t a o —1 a* ¢ ) a?
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log2m “14 cos 2nom 2nm cos 2nvm
S 1 E 1
+ a +Za2+4n2n2 % T n (a® + 4 n?n2)’ (13)
n=1

a jeji integraci podle v v mezich 0,1 nebo derivovanim podle v, k dal§im vzta-
htim, zejména k novému vyjadieni EULEROVY konstanty C [srov. V (9)].
Vedle uvedenych vyjadfeni funkce log I' (u) pomoci integralic odvodil
LERCH, opiraje se o vzorec (3), téz jeji vyjadieni pomoci nekoneéné fady ([125]):

1ogF<u>=2(“jl) (A" Hoga), oy, (Reu>1); (14)

V=1

diference vpravo jsou potitany z ¢élentt posloupnosti log z, log (z + 1), log
(x + 2), ... LERCH piitom vychazi ze vzorce:

1
1_— 2w—1 1 s—1
I'(s)[¢ (s)~R<“,8>]=f 1_ww_(1°g5) d
X 0

(Re s > 0),

naceZ integral vpravo transformuje substituei @' = 1 — x a rozvojem funkce
1 — (1 —a)* "' & v maclaurinovskou fadu.
Konetné uvedme LERCHUV vzoree, odvozeny 8 pouZitim vztahu (7) ([101]):

log I'(a + ui). I (@ — wi). l/ez’” 6" 9. co8s 2an
27
. ; log | % — u?|
= — 2 dix 1!
s aﬂzf Cosh 22w —cos2an dr - 15
0<a<1).
8. Jiného druhu jsou LERCHOVA vyjadieni funkce log I" (u) z CAUCHYOVA
integralu
0

ux___ X d
log I" (u) = f [f———i—— (w—1) e"] i (b)

e —1 x

—c -

vhodnou zménou integraéni cesty. Timto zpasobem dosel LERCH ku dvéma
vzorcim vyjadfujicim funkei log I" (») pomoci hlavnich hodnot jistych integrali.
Jednodui¥im z nich je vzorec ([125]):

, 1
— ~0 SINf\uU ——|x -
mun) 1 ( 2) da
10g[1’(u)l/§g—1;zﬂjzhl.h.f (u—g) cosa— ——L— | & (1)
- [ | ‘ .

2-s1n§m

(0 <u<1).

9. Pozoruhodnou jednotlivosti v okruhu téchto avah jsou LERCHOVY zpi-
soby odvozeni RAABEOVA vzorce:
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flogf(m+u)da::u.log u—u—}—logl/ﬁ, (> 0) (e)

jez bylo ¢etnymi autory provedeno jiz pied LERCHEM, po prvé RAABEM
v letech 1843/44.18) LERCH odvodil vzorec (¢) jednak transformaci integralu
substituei ' = @ 4+ » a derivovanim podle u ([34],[48],[98]) a jednak na
zakladé formule (2) ([160]). LERCHUV dukaz vzorce (¢) prvnim zpusobem
nafel pro svoji jednoduchost rychlé rozsifeni: HERMITE jej pifejal do svych
prednafek konanych na Sorbonné&,®) byl pieloZen do portugalémnyz") a presel
do utebnice F. G. TEXEIRY o integralnim pot¢tu.2t) Casteénd byl tez uveden
v 1. vydanf PETROVA integralniho poétu z r. 1915, aviak ve 2. vydani z r. 1931
byl piisluiny odstavec vypu§tén. Poznamenejme, Ze ve své praci[48] LERCH
odvodil stejnou metodou (transformaci integralu a derivovanim podle u) toto
roz§iteni RAABEOVA vzorce:

1
[logf(w + u)cos2mam (x + u) de = L (£+ sin 2 mum.log u —
: 2mm \2
2mu
_f Sin @ dx)(0<mcele,u>0), (17)

pozdéji, v praci [233], uréil analogicky integral v némz funkce cos 2m x (¢ -+ u)
je nahraZena funkef sin 2m x (z + ). ‘

10. LERCHUYV pfinos k theorii BINETOVY funkce & jsou pfedeviim jeji nova
vyjadieni ve tvaru

; NI +a), D)
& (u) — a[ (w— 5) T ™ (18)
Q
& () __:2’(_4) ’(;:17 (4, ) (Re w > 1nebo | Tm u|>1). (19)

v =2

1. .
Prvni plyne snadno z RAABEOVA vzorce transformaci = ' + ) integralu

a ¢astetnou integraci ([96], [98]), kdezto druhé hlubsi analysou vlastnosti funkce
R (w, $) a 8 pouZitim RAABEOVA vzorce ([144]).

Dalfim LERCHOVYM pifnosem k theorii BINETOVY funkee je vzorec ([94]),
[104]):

& () +o@®=—= f e ) (20)

a jeho obména:

T eel—

(u——l)logu +(v———)10gv-——2oa—log]’(u) I' (v) +log 2 =

] 7 2 (o x — Vor xT-H))
= — "’—100" — € )7 (21)
2
7T _J 1+ o
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pii ¢emz zna¢i w > 0, v > 0 koFeny kvadratické rovnice w* —2aw + f = 0.
LERCH dofel k témto vysledkim na zakladé klasického vztahu

® 2. arctg E:—(—
W) = | ————dr (Reu>0)
oy ¢ 1

a 8 pouzitim adiéniho theorému pro funkei arc tg.
Ze vzorce (20) plyne (pro w = v > 0) nové vyjadieni funkce &:

1 [ de i VT
0 (W) = — 5= ﬁnﬁlog(l——ez"“ VD (22)

Podobnym postupem, vychazeje ze vztahi (11) a (10), nael LERCH nékolik

dal§ich vzoren, které se podobaji rovnici (21) ([101]).
11. Pozoruhodné jsou LERCHOVY vysledky tykajici se zobecnéné BINETOVY

funkce. PrihliZeje ke klasickému vzorei

definuje LERCH obecnéjsi funkce & (u, 8) a @, (v, s) formulemi ([101]):

~ - 1 1 1 —ux s—1 1
m(u,s)::fl——e_-_-;—-—;——zf) e R (23)
0
(Reu > 0; Res>—1),
® ) ? 21 -——1
~ l 7 p—1 i
O 0 = [ = —r TS YT gy
(24)

(Reu>0; Res>—2p—1);
.. bernoulliské ¢isla, definovana moeninnym rozvojem

piitom znaéi B, B,, .
1 11 % vy o @ Th

EE — —1 P e
x + 2 +Z/ 1) B, (2)!

L—e *
ro=1
Pro tyto funkce plati vztahy (pro viechny hodnoty s, které jsou ve spoleéné

¢asti existenénich oborti obou stran):

e o I'(s—1) 1 I'(s) ‘
@ (uy,8) = 1I'(s) R (u,s)— T — 5 (25)
N B I's—1) 1 I'(s) 2, .1 B,
@p (u, 8) = 1" () R (u, 8)—*—us—:l———§ i ‘21 (—1) @)1

(52)
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I'(s +2v—1
x =4 +|z i:—“T’l’ (26)
'

a dalerozvoje v nekoneéné fady, zobecniujici klasickou fadu GUDERMANNOVU,

1 1 1 1
s (utvtg s wtvt—s
~ o 2 2 2 2 (27)
B0 =6 =1 2\ )

=0

(Re s > —1),

11
= (u +v+3 + ;s)(u + v+ 1P gy (u v 1,8)
‘7’17("'78):F(3—"])2( (vt 1)yF? -

"= 0

1 1 ]
(u +rbz— s) (w+ 2+ g (w -+ 7, 5)

V4

O
(Res>—2p—1);

(28)

pritom znadi:

7 @9 = (1) B, (

=1

s -+ 2/('——2 .'1,‘2‘0—2'”."1
2p

Vzorec (26) jest obdobou STIRLINGOVA vzorce pro funkei R (u, s); miZe se
psati ve tvaru:

»

1 1 \ - , + 2y —2 1

R (u,8) = - ’ 5 =+ 3 7( 1) l “Bﬂ (8 ‘Jr ’ ) o=t T
(s—1)u' ! 2us et 2v 2y —1 Wt

(29)

Piedchazejici vysledky LERCH zobecnil v tuto vétu ([101], 27):

Budig f (x) funkee redlni, pro ni& existuje integrdl
£

I (u) = [ f(x)e ™™ da.

0
Této funkei f (x) necht odpovidd Fada
Co ™ A4 € % | e % - ..., (%, >—1),
« konvergentni mebo divergentni, majici tu vlastnost, e rozdil
p—1
7
f@)y— > ¢ avr

]

jest pFi vsech kladnijch x ve své absolutni hodnoté mensi neZ proni vynechang
dlen ¢p "2
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Pak plati semikonvergentni rozvoj:

p—1
e, . I (&, +1
F (u) = 2 ——ra ) | B,
w
r=0
v némé zbytek Ry jest absolutné menst ned pront vynechany dlen fp_ﬂﬁ_p-i— 1) .
w T

Aplikaci této véty na funkei

1
F) :\(m—a*a v
vychézi v pi{padé s = 0 vzorec STIRLINGUV ([101], [204]) a v piipadé s> 0
vzorec (29) s dodatkem, Ze zbytek R, = @y (%, s): " (s) je absolutné mensi

By, (s +2p

neZ prvni vynechany ¢len 2p -+ 1) PRI

(w > 0) ([101]).

2p +2
Poznamenejme, Ze v praci[115], v rdmei sloZitych uvah o funkei
P ) - ezm'(muu MVt myv)
U3 V1 Vgy v o vy Up; Cpy Oy e v oy Cp5 §) =
(w + eymy + eamy + ... 4 cpmp)s
My My . myy
(Mg, Mgy o oo ymyp = 0,1,2,...)

(v. t6%[93]), zabyva se LERCH funkcemi

0...®)
3 1

(u + egmy + czmz)”

R (uey 033 8) =

my, my
a,,(u'c 0'8)—/‘@ 1 . 1 01+02
‘19 Cay - J (] _e—cl x) (1 . e—-—Cz x) ¢ 023'}2 201 Cy X

3 01 02 C% C% —uUx s—1
e . de
12 ¢, ¢,

(Re u, ¢, ¢, > 0; Re s >2)
a odvozuje pro né vysledek, ktery jest obdobny vzorcim (25), (26):
F(3_2)_ (¢ +¢) I' (s —1) .

2 1

@ (u|eyy eg58) = I (8) B (u|eyy 055 8) — P
0y CyW

3¢ ¢y 4 6 + ¢} . I’ (s)
12 ¢ ¢, us

=
2.¢ Cu

) (30)

III. Logaritmickd derivace funkce gdmma.

12. LERCHOVY vysledky tykajici se logaritmické derivace (y (u) =) I"" (u) :
: I' (u) funkce I' () prameni z prevazné ¢asti rovnéZ z theorie malmsténovskych
fad a fadi se k jeho nejznamenitéjiim vykontim v analyse. Jejich zdrojem
v teorii malmsténovskych fad jest jednak formule IT (1) a jeji piimy dusledek
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ITI
% =[£(8) — R (w, )],y + I (1), (1)

ktery jest obdobou vzorce IT (3) pro funkei I (w) : I" (w), a jednak LERCHOVA
formule?®) ([101], [118]):

2 ~—2x i (v +n) ’ .
E Y leg2a Ty — L O mE e

v+ n
— E IGZkv:tilog .72;:70 (2)

(0o <15 0T 1),

predstavujici limitni piipad star§tho vztahu LIPSCHITZOVA.2%)
13. V pracich [67], [72] vychazi LERCH z klasického vzorce

n=0

©
pa—1

B (a, b) :f—(wdw (@>>0,b>>0),

0

ktery pievadi substituci « = z.exp (i ¢) (p realni) a daldimi elementdrnimi
operacemi na tvar

Z g —b\ [ elatnip e+ 1)ig
B(a,b):Z( v )( a4 T b+ )’ (3)

P=0
(@ +b< 1 —alp<n).

Odtud plyne vyjadreni funkce ¢ porovnanim konstantnich élentt v rozvojich
obou stran podle mocnin b:

., I . ai@ b I (a+m)ip — 7
rm— ek = —ip+ £ +Z( V“)(ea“ -7 @

=1

14. Rovnice II (1) pouZil LERCH ([134], [179], [185]) k vyjadfeni funkce y
integraly, které jsou utvofeny pomoci eliptické funkce

©

B (v|7) = 2 exp i (n®T + 2 no),

ve tvaru T
e | I'l—w .,
T ) -+ 1 —u) =I"(1)—log4n + loga—
F g ()i F %y (uie) —1
— [ (’;’"z) de— [ SEES (“l’:) dz. 63

a

Tento vzorec méa krasnou aplikaci v LERCHOVYCH uvahach o poétu t¥id
binarnich kvadratickych forem s kladnym hlavnim diskriminantem ([179], [185];
srov. [199], 50). Mimo to vede k nékolika vyjadienim EULEROVY konstanty
pomocf integralti zdvislych na eliptickych funkeich &, (0|4z), 9, (0]42), ¥; (0]i2)
[v. V (5), (6), (D]
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Jednoduchou transformaci vzorce (5) vychazi formule ([134]):

I" (u)
I (u)

1 1
T -”2— cotg uw = o [I" (1) —log 4 =] + g—n—f&;' (u]iz) log z dz.  (6)
- 0
Integraci podle « plyne odtud KUMMERUYV rozvoj funkee log I" (u).
Tym?Z postupem, jimZ dolel ku vzorci 1I (14), odvodil LERCH vyjadieni
funkce yp nekonetnou radou ([125]):

I (u) ST (— 1)t fu— 1 .
=1 2 = 7
rw =W 2 . )
(Re u > 0).

15. Vyznamné LERCHOVY vysledky v teorii funkce y vznikly z problému,
ktery LERCHOVI pfedlozil HERMITE: Nalézti derivaci KUMMEROVY fady
a podobnych trigonometrickych ¥ad, pro néZ tehdy znama pravidla vedla
k ¥adam divergentnim.

LERCH roziesil tento problém, pokud se tyka fady KUMMEROVY, po prvé
v 1. 1894 ve své praci[101] o malmsténovskych Fadach, v niZ na zakladé formule
(2) odvodil svij prosluly vzoree:

@

stin(2k+1) /un.logk_f: - = (log 2m—I" (1)) sin vz +
k=1
7 I () .
+—2—cosvn—i—~m)—smvn (8)
(0< v< 1),

Tuto ¢ast theorie malmsténovskych tad LERCH uveiejnil v r. 1895 jako zvIastni
pojednani [118].

16. S témito pracemi tuzce souvisi LERCHOVY obecné véty o derivovani
jistyeh trigonometrickych fad, jez jsou obsaZeny ve spisech [105], [116), [124].
O jejich vzniku LERCH piSe ([124], 71):

,»Svého ¢asu piedloZil mi pan HERMITE ukol, vyhledati methodu pro differencovani
fad trigonometrickych, u nichZ dosavadni pravidla vedou k fadam divergentnim, jako
zv1asté u znamé fady Kummerovy, vyjadiujici funkei log I' (). Nalezl jsem Fefeni pro
tento zvlastni p¥ipad na zakladé theorie malmsténovskych fad, jeZz maji zajimavé vztahy
k theorii funkece gamma.

Dosédhnuv %adaného vysledku ve zvla&tnim tomto pitpadé, piifel jsem pak verifikaci
na cestu k feSeni problému za podminek velmi obecnych.

Spokojime se s formulaci jenom jedné z téchto vét:

Derivace souctu f (x) konvergentni trigonometrické fady

©

T G .
f(x) = —r-rv—sm:&vmn

r==1
je ddna rovnici:

(@) -

sin x 7
7

az‘!
e (e —cCppy) Sin (2v + 1w, ep=0, (9)
0

P=

jestlige fada vpravo stejnomérné konverguje.
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Dalsi véty jsou obdobné a tykaji se fad, jejichZ obeeny ¢len ma néktery z téchto
tvart:
¢y

Er—

Cy

m s("v—l):mz,

sin (2» — 1) 2 x,

c, .
> cos 2vam,

Cy
u -+

. cy .
sin2zm (u + v), —%'—~ cos 2z 7w (u -+ v), pr2xTiCutn),
v u —+v

Dukaz hoiejsi véty jest jednoduchy. Necht g (x) znac¢i soucet fady (9) na-
sobeny veli¢inou = : sin « #. Pak plati:
n
1 sin (2v + 1) axn
Tg@ =tim 3o ey 2D

n—> o - sin ¢ 7w
=

a dale po transformaci pravé strany pomoci ABELOVY identity,

n—I1

no> o | sin @ 7

7 tohoto vztahu plyne integraci v mezich x,, x € (0,1):
X n ¢
/g(t)dt:lim [ E —J—(sinvan_sinZv:zzoaz)JrR,,],
. n->c
Xo r=1 -

Tmsin@n +1)tw
sintx

— Ry =cy0y dt.

Xo

Integral vpravo se pretvoii ¢asteénou integraci a z vysledku se usoudi na platnost
vztahu
lim R, = 0,

n—> o

[owdt =@

Aplikaci véty (9) na KUMMEROVU fadu vychazi okamZité vzorec (8). Dale

takZe mame

).

Tim je dukaz proveden.

aplikaci obdobné véty pro fady s obecnym ¢lenem ” c—l— S exp [+ 2x7mi (u + v)]

na funkce dané trigonometrickjrmi fadami

2—7 I” (u + p) 62xni(u+ ") ® F' (u__v___l) . 6-—2xﬂi(1———u+v)

I (uw + ) w+v | i I (w—v—1) 1—u—+v

=0

LERCH doeh;’xzi ke vzorci

flog Sinzm.e—24xmidy =
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. e—47igin u o I 4w I'i1—uw)
=TT 2un [2’1°g‘2+ Ti+w " To—aw

a 8 jeho pouzitim k trigonometrickému TozZvoji:

—aor (1)] (10)

F’ ’l,l,“}“n) 2viutn) —

Fu+n+ 1)
T ) 4 ot log (2 sin : L | B
= pEr— (1) 4 7 cotg u w + log ( s1n1n)+7m(fv—? (11)

0<wu,v<1).

17. Vzorec (8) odvodil LERCH jesté na dvou dalSich mistech. Pfedev$im ve
spise [125] na zakladé rovnice (10), v ni% integral po vhodné transformaci,
rozvinul ve Fourierovu fadu. Dale v pozdéjsi praci [137], v niZ opét vylel z rov-
nice (2) a obdrZel vzorec (8) postupem jednodu$fim ne# v puvodnich pracich

[101], [118].
V 1zké souvislosti se vzorcem (8) je dalsi LERCHOVA formule [125], [137]):

- 1
— E log(l——ﬁ) cos2 kv =

k=2
_ KPP e gy I (v)
=log 2 + 5 sin2vm -+ 2.8in2vm [logn I @)+ F(v)] (12)
(0 <0< 1)
a rovnice:
f[%(v\im)———l—f&.cos 2vn-e““]e—m7—-1—dm:

0

= 2log 2 4 msin 2vn+4.sin2vyz[logn——1”(l) + Il:’(( ))] (13)

1—1 1414
2 ’ 1’ 2 .
Prace [125] obsahuje fadu dalSich novych vztah, které jsou svoji strukturou

a disledky zajimavé, avSak vétiinou dosti sloZité.

jejimZ oborem platnosti je vnitiek ¢tverce o vrcholech 0,

Uvahy se soustfeduji zejména kolem studia integrali

1

5 ;
flogsinxn-cos (1—2w)und:v,2flogsinxn.sin 1—22)unde
0

a vedou ke vzorcam:

1
2 .
. . sin u 7w
nof(smun——sm2uzn)tgzndz—-—T-.
o ' I" (u)
_smu[logZ—F (1) +—00tgun+ F(u)] (14)
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(

(

L ., UTE
2 sin?
7 [(cos 2zum— cos um)tg zmde — = (" (1) —2.log2) cos umw +
0
K2 ine ) o AT, (L 15
+2smu7z+sm 5 ¥ 2) cos® — 5| (15)
a dale, pomoci rozvoji jejich levych stran ve Fourierovy fady, k rovnici (8)
T s in2 2% o (2}
sin 7 - sin’ 5 Y5

a k rovnici

(I (1) — log =) cos u 7 -+ >
2

(Zn + 1) cos (2n + 1)umn

w + 1 =
2 )“glog 2n@n + 2)
0 << w1

Ze vzorce (14) vidime, Ze funkce y (%) je racionalné sloZena z racionalni funkee
1: u, z funkef sin » 7, cos uw & a z integralit trigonometrickych funkei.?s)

(16)

(

— CO8% ——
2

Stoji za zminku, Ze v prubéhu téchto uvah dofel LERCH k novému vyjadieni
t. zv. CATALANOVY konstanty @, ktera je dana soucétem nekonecné rady

v A—1
E (—1) 2 :22(A=1, 3,5, ), ve tvaru:
it N 1
A.log(l_-ﬁ)], A =3,5,...). (17)

A
8 —
G:n[log;nh;z (—1) 7

Dalsi tavahy v praci[125] souvisi 8 vlastnostmi integralu
¢ ua“—‘l wa—~1 1
J-:/ dr  (u>0,Rea>0,)
. u—2x
0
pro néjz LERCH nachézi nékolik novych vyjadieniarozvoji v nekoneéné rady.
Porovnanim dvou takovych rozvoji dochazi zejména k vzorei:
1—zy I (z)
—log (1 — 2) —
JE) o0 —a— 4

1+ @)

2 oy D) @e—1
%v%—a‘“‘"' 1% ]’(V—]:T)(v
(le =1 <[z <),

kterého v pozdéjsich pracich [197], [205] pouZiva zejména pii studiu integral-

(18)

logaritmu [srov. IV (30)].
V praci[205] LERCH tento vzorec transformuje na tvar
m+ x 2 —_— — z\m ’
I U | B R Sy
m=0 ‘ m=1 ’ l (19)
1 1.
(6m=1+~—2—+...+%).
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Zde fada vlevo konverguje jenom pro |z| <1, kdeito fada vpravo konver-
guje, kdyz Re z>u2—-; pii vhodné volbé vétve mocniny z* a logaritmu je

funkece na pravé strané analytickym pokracovanim funkece vlevo.
Mimo nékterych dusledku pro integrallogaritmus odvozuje LERCH ze vzorce
(19) elementarnimi operacemi tyto vztahy:2¢)

2 2" 2” ? T 1) —log z.log (1 —2) - th (20)

O T Sm 8 2= 1y 1 2
PR L= () — 5 o tog (1 —2) + - ogs +- )

=1 m=2 (21)
Pii této prilezitosti LERCH pife ([205], 92):
,,Ainsi ’équation (19), tout en étant de nature complétement élémentaire est liée

aux fonctions de catégories différentes, comme logarithme intégral, fonction gamma et
la transcendante dilogarithmique.*

Prace [235] obsahuje nékolik drobnéjiich vysledkit tykajicich se funkce
@ (2) = (v) — y (1), které jsou v souvislosti s rozvoji funkei ¢ (a + ) ¢ (b + x) —
—o@@e®),pa+ x)pb—z)—¢ (a)p(b) v nekoneéné fady.

18. V souvislosti s theorii malmsténovskych rad odvodil LERCH pro funkei
jesté daldi vysledky.
Ve své praci [82] ukazal, Ze funkei Z (u, s), uréenou nekonec¢nou radou

Z (1, 5) = 4\7 »""O-“i’i;'?f T Res>1, 0 u 1)
o n=1
lze vyjadiit vzorcem
1 ; ex.cos2um—1
oy | e

0

a nafel prvni ¢leny jejiho maclaurinského rozvoje vzhledem k proménné s:

Z (u, 8) =

s Y di (22)
ex.cos2um + 1

2 s — o egrn ey L A=)
7w 5) = — b | =2 deg2a 4 207 (1) — s ru—u)]"’ %(12'3;

Na zakladé téchto poznatku odvodil vzorec ([91]):

e (_E) o {"—’ (u) ,{14’__(_34_—_?{) 4 w(___]_ . 1—excos2um dw
Sol2 'w TI'(I—u) ,/ ex+1 1—2e cos2um -+ 2% w
(24)

19. Vedle vyse uvedenych rozvoju funkce p obsahujicich nekoneéné tady,
jejichZ vyznam je ryze theoreticky, nafel LERCH formuli, kter4 je velmi vhodna
k numerickym vypoé¢tum hodnot oné funkece. Jeji pivod je rovnéz v theorii
malmsténovskych fad([82], [135]), ale LERCH ji odvodil téZ pfimo ([161]) na za-
klad¢ trigonometrického rozvoje funkce

v N !
) = (w0 ) 0
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LERCHOVA formule zni:

I’ (’l/i) 44 i 1 ) .
T 4+ o cotgumw —1I" (1) + 2.log 2 =

N1 cos2um—etT ! 1 -
—_—9 Salpp — 2 : - ——  (25)
— A Coshim—cos2usmx (n 4 w| e2rintulp 1
3 —

O<u<l; A=1,35,...).

Tento rozvoj je vyhodny jednak pro rychlou konvergenci, ktera jest jako
u geometrické fady o poméru e—7, jednak pro jednoduchost operaci, které se
v ném vyskytuji; konstanty e+~, ex27 ... Coshaz, Cosh 37, ... se vypoctou
jednou pro vidy, nadeZ se pro jednotlivi « vypodte hodnota I (u) : I" (u)
pomoci hodnot cotg u 7, cos 2 u 7, ev7, A= které seuréi na p¥. pomocei tabulek,
prostym nasobenim a délenim. ‘

IV. Newplné funkee gamma, integrdllogaritmus a Krampova transcendenta L.

20." Funkee P, @ urc¢ené vzorci

[ =]

P (a, w) = [ e~x el dr, @ (a,w) = / e¥ ra~ldy

0 )

se oznadcuji jako neuplné funkce gamma??) nebo té7 jako PRYMOVY funkce P, Q.28)
S funkei gamma souvisi vztahem:

I (a) = P (a, 0) + @ (a, ).

Funkce @ je v tuzké souvislosti s integrallogaritmem i a s KRAMPOVOU
transcendentou L:
1 1
li (6=) = —Q (0, w); L (w)= 5 Q (;)-, wz) .
Od dob EULERA a LEGENDREA?®) byly funkce P, @ hojné studovany, zejména
v souvislosti 8 analytickou povahou funkce gamma a dale za Gc¢elem explicitniho
vyjddieni a numerickych vypoéti.®) Ve vztahu k LERCHOVI je vhodné pfi-
pomenout HERMITEOVU snahu po explicitnim vyjadieni funkce @. HERMITE
pife STIELTJESOVI (v dopise ze dne 12. Fijna 1888):3!)

,.Permettez-moi de rapprocher votre expression

1 : T r—a.,e—x
¢ (a) = =———— V. D. T (I
o ((l) v[Y(l a) T (,’ 1 -
d'un résultat que m’a communiqué M. Lerch.
Soit
b4
Q (a) = j ra -1 e—xdr

“

la fonction holomorphe de M. Prym, on a

»
wx pra -

1 e
em (‘) ((l) == r (] a) [ 1 T dx.

0
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Ces fonctions G (a), ¢ (@) sont d’une nature trés mysterleuse, blen qu holomorphes,
et, quelque mal que je me suis donné pour y parvenir, ]e n’ai pas, & mon gré, réussi
& trouver une expression suffisement explicite pour @ (a).*

21. LERCHUYV p¥inos k teorii funkee P je prevaZné metodického razu.
Zakladnim prvkem v teorii této funkce jest jeji vyjadieni LEGENDREOVYM
vzorcem:

«©

’ a-+n
Plaw)= D —1p—

— n! (@ + n)

Na nékolika mistech ([48],[192],[203]) se u LERCHA setkidvime s t. zv.
EULEROVOU rovnici:32) )

© ©

w” —® N w”
Z(—-—-l) n!(a’+n):e Z a(a+1)...(a +»)’ ()

n=0 =0

k niZ LERCH dochézi rozmanitymi zpisoby, zpravidla na okraji §ife zaloZenych
uvah.

V praci [192] LERCH odvozuje na zakladé elementiarnich poznatkd o funkei I”
vzoree pro soucin rad

| _ Yy =)
F (wi u) - 2/ F(M—f—"’) F (——-.77, ”0) - prys Ww‘
ve tvaru: |
| B = I (u)
F(w,u)F(-—x,z7)~(v——1);o (u+v+n—2)r(u+")+
Zv‘” I'(v) (—a) '
ey o (wtotn—2)T0+n)’ "

z néhoZ EULEROVA rovnice plyneprov = l; 2 =w, %4 = a + 1 (o > 0, a > 0).
22. Hlavni LERCHOVY tvahy o funkei P jsou obsaZeny v praci [210] a tykaji
se rozvoju této funkce v fetézové zlomky. Takovymi rozvop se pfed LE RCHEM
zabyvali BIORLING3) a SCHLOMILCH. 34)
LERCH odvozuje pro funkei P dva nové rozvoje v fetézové zlomky:

—a oo _ 1] wal w@+1)| o@+2)]
@t e P (a, ) T Ta Jotatl Jotat2 |otatrs 7 @)
s B a—1]| o] 2w|
wl—2e” P (a, w) = —1 + i—1—w -+ li—o + PR p—— +
3|
o e (3)

Vzorec (2) je zobeenénim BJORLINGOVA vzorce (w = 1)%). Jeho dukaz zalezi
v tom, Ze sbliZené zlomky P, : @, fetézového zlomku (2) jsou soudasné éasteé-
nymi sou¢ty EULEROVY fady pro funkei w2 e® P (a, w):

P, 1 i w w? w1
Q, a (l(/)b—}—l)+ a(a+1)(a+2) Tt ala+1)...(a+vr—1)
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LERCH dale ukazuje, Ze v ptipadé a > 0 (w > 0) plati vzorec:

Q—Pv—w‘;y (0 < w < w). (4)
v — W1

Vzorec (3) zasluhuje zvla§tni pozornosti pokud jde o metodu dikazu.

P(a,w) = w*e®

LERCH zde pouZil nového principu, ktery nazyva ,,princip nejrychlejsi konvergence*
a ktery popisuje slovy (/210], 126): ,, ... aus einer (linearen stetigen) Mannigfaltigkeit
von Funktionen eine bestimmte Funktion durch die Forderung auszusondern, daf ihre
Entwicklung in einem ausgedehnteren Gebiete konvergiere als diejenigen aller iibrigen
Funktionen der Mannigfaltigkeit . . .*

V daném piipadé LERCH vychazi z diferenciadlni rovnice

w-%i—:(mwa—]—l)z—i—w, (b)

jejiz obecny integral je dan vzorcem:

2 (@) = ex a2 {C 4 P (a, x)}
neboli :

c . = 1 v+l

) — X pl—a x J— v
@) = ot or DT (1) T ©
v =0

pritom ¢ zna¢i (integra¢ni) konstantu. Z diferencialni rovnice (b) obdrZime
metodou neurcitych koeficienti Taylorav rozvoj funkce z ve tvaru:

swt8 =B+ Yyt 8P g _w) @
v=1

! ¥

pii ¢emz P,, @, jsou sbliZeni Citatelé a jmenovatelé (konvergentniho) retézového
zlomku

1—al
la—1—uw

3|
|a +2—w
Konvergenéni polomér mocninné fady (d) zdavisi na hodnoté konstanty C
a je konefny (= |#|) nebo nekoneény podle toho, zda je & 4 B,= 0 nebo
= 0. Z rovnice (¢) vidime, %Ze nastane prvni nebo druhy piipad podle toho, zda
je C == Q nebo = 0 (vylutujeme piipad, Ze a je celé < 1). Odtud plynou rovnosti

— R =By =2 (x) =e* a1 P (a, x)

x| + 2|

=1+ a—x la +1—2

+

_'_| + ...

a z nich vychazi vzorec (3).
Sou¢asné LERCH dochazi nepodstatnou modifikaci tohoto postupu k SCHLO-
MILCHOVU vzorci ‘
3w|
|a +3—w

2
w—a c”’P(a, w) 1' wl 0)|

:|a-——w - la +1—w T la +2—w T

+ ... (e)
a dale k rovnici

(0 + 8¢ P(a,0 +§)

0P (a,w)

=14+ &+ 0t +0aneps®+. .., (5)
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v niz veli¢iny qq, q, ¢z - - - jsou dany vzorcem

1] v +1) o] ] v+ 2)w|

T ce
Ir—1 la +r—o la4+v+1—ow la +v+2—w T ’
v =1,2,3,...).
Poznamenejme, Ze z rovnice (5) vychazi pro a = —n (celé nezaporné) rozvoj:
EY .
(l‘f“g‘35:]+90§+.‘Io.(11§2+90‘1192§3+'--a (6)
v némz veliéiny ¢, q15 gs - - » maji hofej’i vyznam (s hodnotou a = —n).

Dalsi LERCHUV piinos k této theoriije dan vysledky o SCHLOMILCHOVE
rozvoji funkce (@ (w) =) w2 ¢ P (a, w) v Yetézovy zlomek (e), zejména pokud
jde o explicitni vyjadieni piislu§nych sbliZenych ¢itatelt P, a jmenovateli Qn.

Vychodiskem k tomu jsou vytvoiujici funkce F, f éisel Py, @, které LERCH
definuje jakoZto sou¢ty mocninnych Fad

_ = P &
F(2) = 2 %’; 2n, f(z) = 37 2",
n=0 n=0

a piihliZzeje k definici ¢isel Pn, Qn, odvozuje vzorce:
F(2) = (1 —2)—a o= f (1 — t)e—1 ¢ot qt,
0
(»l_ —_ z)—a e—"z2,

I

1)

7 téchto vzorcu plyne fada explicitnich vyraziu pro ¢&éisla Pp, Qn, které jsou
v piipade éisel P, sloZité, aviak jednoduché pro Q.. Zejména plati formule:

n—1

)= N

I (a +v)
IV (a) ’

Qn = (—1)" 2: (—1)" (Z)w"—" (7)

P =0
pii ¢emz velicina Q| jest utvofena z ¢isel 1 — a, — w pravé tak, jako @, z Cisel
aa w.
V souvislosti s témito uvahami LERCH transformuje SCHLOMILCHUV fe-
tézovy zlomek na tvar

1 n! o
w™e" P (a, w) = 2 —_ 1) — (8)
( ' ) pryry ( Qn Qn)l’

ktery se dobie hodi k numerickym vypoétum i v piipadé, Ze o je zaporné
s velkou absolutni hodnotou.
Dalsi vzorec, vhodny k numerickym vypoétim je tento:

[) ",! mY »
o~ e" P (a, w) — Sl (— 1) : \ ( ' d

Q. ?}‘4 n)a(a+.1)...(a+v)'
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R rx P, . .
Z n&j téz vychdzi, Ze zbytek R, = @ — v@i SCHLOMILCHOVA rozvoje
n
funkce @ v tetézovy zlomek je ddn vzorcem

(=)

R () = D (o),

n
pii ¢emz D™ znadi n-tou derivaci funkce .

23. LERCHUV piinos k theorii funkce @ je zv14§té obsazny. LERCH se zabyval
funkei @ a jejimi zvla§tnimi piipady v nékolika pracich ([48], [191, [195], [203],
[210]), které jsou vétSinou vyhradné vénovany studiu téchto funkei.

JiZz ve své prvni vétsi praci[48] o funkei gamma LERCH odvodil explicitni
vyjad¥eni funkce @ metodou, jeZ byla pfedmétem HERMITEOVY pochvaly.3)
LERCHUV vzorec zni:

Q (a) = 2 (— 1)1 (j - 1) D)V (a—v), (alibov.) (10)
pii Gemz znaéi "
@ (v) = f e dl, W(a) — L‘“e—j}g‘ﬁ (@ > 0, 4> 0).
0 n=1

K jeho odvozeni LERCH vychazi z rovnice

° o) ga—ldy [
0

0

kterou transformuje na tvar

¥ e—e(x+D) gatv—2 dp
I'@).Q(1—a)= (: (,,_1)! f (D) 1 ’

naceZ s piihlédnutim ke vztahu

o e—0(x+1) ga—1

0
dochazi ke vzorei (10), za predpokladu a < 1. V koneéné ¢asti 8vé ivahy LERCH
zjiftuje, Ze vzorec (10) plati pro viechna (komplexni) ¢isla a.

Vzorec (10) obsahuje jako zvla$tni p¥ipad (¢ = w = 1) MELLINUV rozvoj
funkce @ (x, 1) z r. 1883.37) Tento vzorec odvodil LERCH po 16 letech znova
v praci[191], aviak metodou $ife zaloZenou, kter4 mu umoznila ziskat jesté
dal§i analogické rozvoje funkece @ ((23), (25)).

24. Nejvyznamnéj§i LERCHOVY prace o funkei @ jsou pojednani [191], [195]
z r. 1905, z nichZ druhé vyslo diive.

Hlavnim vysledkem této prace [195] je rozvoj funkce @ v nekoneénou fadu

ev Q(l——a, ’)_1’“ _5_ C, (v) 4" u—e (11)

1
(Rea>0 Reu>0 O<1<1g2)
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pii ¢emz C, (v) zna¢i polynomy dané rekurentni rovniei

1 1 1
O,,, =P (Cl'—-l_? Cl._z + ‘g‘ qu_3—'—4‘ 0,,__.4_ —*}—- .. .); 00 =1

a symbol 4" w—< »-tou diferenci funkce f (u) = w2 definovanou vzorcem
A (u)=A"f(u+1)—4"f(w) (4°f=F).
K odvozeni vzorce (11) LERCH vychézi z rozvoje

1
1—wv.log (1 + 2)

(O<”<112’ll )

ktery transformuje substituei 2 = e—* — 1 (r > 0), nasobi funkei x4, exp (—ux)
(Re v > 0, Re a > 0) a integruje v mezich 0, co. Tim dospéje ke vztahu

1 2 —Uux $a_—1 — 9 r —a
mofe mda:— ’=§0‘0y(v)Au

a odtud s pouzitim vzorce

=0Cy(v) + O (v)2 + O, ()22 + ...,

Efr”””f:;wh:rm%Qﬂ*ﬂﬁﬂ (Re o > 0)

k rozvoji (11).
K numerickym aplikacim vzorce (11) jest ucelné poznamenat, Ze pro funkce
0

COn (v) a zbytky R, = E C, (v) A" w—2 nekoneéné fady na pravé strané vzorce

(11) plati nerovnosti

1
|Cn ()] < 1—w.log2 (= 9),

|Bn| < g.|A" (w—1)"% (@>0,u>1;n=0,1,...).

Predpoklad Re a > 0, jehoZ bylo pouZito pii odvozeni vzorce (11) je nepod-
statny a miiZze byti vypu§tén, takZe rozvoj (11) plati pii kazdé hodnoté a.

Vychazeje ze vzorce (11) odvozuje LERCH dva nové rozvoje v nekoneéné rady
funkee integrallogaritmus:

— e% i (e*%) — Y a0z u (12)
=
P e (— 107 6, )
oralife ’*1+AZ wrnw .. win

(Reu>0,0<v<—l—aé—2~).
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Prvni vychézi derivovanim podle & vzorce

fog-e"l-Q(1+ E,%):Zw'(}',, (v) A" u
=0

v ¢isle £ = 0, druhy je zvla§tnim p¥ipadem (2 = 1) rozvoje (11).

Dalii LERCHOVY rozvoje funkce @, které se obdrZi jednoduchym zobecnénim
predchazejicich tvah, jsou dany vzorci:

e (1 B - (— 1) 9! D, (a, v)
w?e” Q (1 a’w)—l+g(u+1)(u+2)...(u—{-1{)’ (14)

©

0w 1e?Q (1 —a, w) = E v. ¥, (a, v) A¥ log u; (15)
V=1
1
(w~— Reu>0; 0<v< )
log 2

v nichZ jsou koeficienty @, (a,v), ¥, (a, v) definoviny rozvoji:

1 = )
1—w.log (1 + 2)) = '4‘:1 D, (ayv) 2

log (1 + 2) oy )
1—ov.log@ +2)s v;l ¥, (a,v) 2" .

Poznamenejme, Ze funkce @, (a,v), ¥, (a,v) jsou v téchto jednoduchych
vztazich k vySe definovanym polynomum 0, (v): D, (a,v) resp. v.¥, (a, v)
vznikne z polynomu C, (v), kdyZ se v tomto polynomu nahradi kazda mocnina

, a+n—1 a+n—2
N3 g n n
" vyrazem ( n )v resp. ( "— 1 ) .

Zvlastnimi piipady vzorce (14) (v = 1) a vzorce (13) (v = 1) jsou SCHLO-
MILCHOVY rozvoje:38)

a ,0 - 3 (_1)1’A" _
w ¢ Q(l——a,w)-1+§(w+l)(w+2)”.((o+v>, A, =1 D, (a, 1))

(0] —-Gl) —_— 1)‘1’ . —
—we®li () =1 + E w+1)(w+2) o 1) (@, =2!D, (1, 1))

koeficienty a, maji hodnoty:

a, =1,a, =1, a, = 2, a, = 4, ay = 14, ag = 38, a, = 216, ag = 600,
ay = 6240, . . .
25. Radu dalgich rozvoji funkee @, které jsou vétiinou velmi vhodné k nu-
merickym vypoétim, odvodil LERCH v praci[191]. -
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Jedna skupina se soustieduje kolem vzorce

»!
@ @ (—a,w) ZT @tr1).. . @at»’

(Rea >1;0 >0)

v némz koeficienty ¥, (w) jsou dany takto:

v _ 1 o
Vo) =5 YV, (w) =e¢° 2 (— 1) (:_1)% r»y=1,2,...).
=1

Soucasné pl&ti nerovnost:
1
—@

P, ()| <e 2,

ktera jest uziteéna pii numerickych vypoctech.
K odvozeni tohoto vzorce LERCH vychazi z formule

«©

dx
Q (—a, w) =f6“xwy

o
kterou transformuje substituci * = w: (1 — 2), nadeZ pouZije rozvoje

«©

(16)

Jednoduchou transformaci vzorce (16) vychazi dalii LERCHUV vysledek:

—o hd !
Q1 —aw) = poe 1'31 @, (w) @+ (@+2)...(a+»"

(Rea™>1;  >0)
v némz znadi
"

¢ () :2 (— 1)e—1 (;: 1) % r=1,2...).

a=1

Dalsi rozvoj funkee @ (1 — a, ) s koeficienty G, (w) je tento:

e"’?ﬂ(l_z,w) —I_ZG (v~|—a——~1()

(Re a < 0).
Vychodiskem k nému je rovnice
I'l—s)Q (3, w) = rlgl 6_2“1_1([) 1=z =3 (1 — 2)s— 1 dg,
750, 7

(Res>1; 0 <r <<1).

484

{17)

(18)

(19)

(68)



Integrace se provadi v kladném sméru po jednoduché uzaviené kiivee, jeji%
zatatek a konec je v bodé z = r a kterd obchdzi usetku s koncovymi body
0, r; integrovand funkce je definovina jednozna¢né vhodnou volbou vétvi
funkm 7, (1 —z)‘*‘l Vzorec (19) vyjde z této rovnice tim, Ze se pouZije
horejsiho rozvoje pro funkei exp (— w: (1 —2)) a pak se provede (delikatni)
prechod r — 1. :

Druhé skupina LERCHOVYCH rozvoji funkce @ se soustieduje kolem rovnice

?_7_: ezr:tﬂ(c+it§)Q(a wea':'—”): 2 ]’(a+c—iiitn+§t§?" (20)
t ’ (e + itn -+ it &) octimtits

m=—co n=—ow

(>0,t>0,¢>0, Re(a 4+ ¢)> 0, Im & = 0),

kterd vyjadiuje trigonometricky rozvoj funkce F (£), definované pravou stranou.
LERCH vychazi z trigonometrického rozvoje této funkce:

-]
= E Ay e2mémi

m=-—c
a zjiftuje, Ze koeficienty maji hodnoty uvedené ve vzorci (20).
Ze vzorce (20) vychazi (pro & = 0, w = 1) rozvoj funkce @ (a) (= @ (a, 1))
ve tvaru:

¢ + nti T zem . 2% @tetn)
n=—o et —17=0 pla-+t+n)(e? “re n—l)

©

T Sresew e v

a7

Zmeq zmm
— D Qe (21)
m=1
a z néj pfechodem ¢ — 0:

(¢ + nti) — I' (@ — mti)
27 2 ni T

v 2 (_i")mn) —Z @l 32":7) #2)

=0 pl(a-+n)(et

Pokud jde o aplikace téchto vzorci k numerickjrm vypoétim, LERCH po-
dotyka, Ze ve vzorci (21) lze pii volbé na pi. ¢ = ¢ = 1 zanedbat posledni ne-
koneénou radu, jejiz hodnota (Im a = 0) je mensi nez 10—2%°, a ve vzoreci (22)
nejvhodnéjdi volba veliciny ¢ je ¢t = 2.

Koneéndé dal§f skupina LERCHOVYCH rozvoji funkece @ je v souvislosti
§ theorii funkce

Q@) =5 @+ I

2y e—(@txtmu
D (v) = 2:0 N ST (Re u0). (g)
Jsou to rozvoje:
Qi—auo) = (TPt t0S@tm,  @>1) (23)

m=0
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QU —auw)= > 17 Bt 1,080+ m), (24)

Q(l—a,u(k—1)) = Z(_nm(_ “)w Ri(a+m), (k> 2celé), (25)

um+a
pii éemZ znadi .

u

0

P (m + 1, u) :fe""w'!'dx, Bm -+ 1,u) = fe"w’" dz,
0
=, e—(@+n)u 2 e—nu
Si (8) = e, Re(s) = Y ,
n=t (w + n)s w n=~k e
(u>0; i=0,1).

Vychodiskem k témto vysledkim je vzorec

1
f@(ac) cdr = Q (1 — a, u w) us—1,
0

ktery se obdrii integraci rovnice (g). Hofejsi rozvoje z néj plynou tim, Ze se
funkece @ () nebo @ (1 — ) vyjadii pomoci moeninného rozvoje funkei ev* @ (x)
nebo e—** @ (1 — z) ve tvaru:

x©

o —a m 2 e—(o+m)u
o 37 () 37 T

m=0 n=0
»aiw —a e 6-(w+n)u
C(1—wm) =e 20 (—1) (m)w 2_1 (@ + myam’

a pak se provede integrace piislunych nekoneénych fad a event. dalsi jednoduché
tpravy. Vzoree (23) obsahuje jako zvlastni ptipad (v = 1) d¥ivéjsi HERMITEUV
vysledek®); vzorec (24) vyskytuje se jiZz v LERCHOVE praci [48], v niZ byl od-
vozen jinou metodou (v. (10)).

Do této skupiny rozvoju funkce @ je mozZno zafadit i polokonvergentni
r0zZVoj:

0

emu—o 1 we™® e Y\ B,
Ql—a,w)=u -5 + 2 (—1)"- u? G (w, )y,

a a a 9 p\!
o (mu + w) 2 w (] P8 (29! (26)

(a>0, u>0, > 0),

v némz B, znadi »-té bernoulliské &islo a velidina @ (w, a), je dina vzorcem

2v—1
7 (2v—1\ a(a +1)...(a +a—1)
G (v, a), = é ( o ) pe .

Rozvoj (26) vychazi z integralniho vyjadieni funkce
= V ———‘———*—-‘e‘-nu
V(e a) i (0 4 m)a
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ve tvaru
e—uwx a;a-—.l

u—ar(a)!lf(w,a)zf :

— e—u(1+x)

tim, Ze se integrovana funkece vyjadi{ pomoci rozvoje:

_ v- ” p— @ p+1
0<@,,<1).

Poznamenejme, Ze zbytek polokonvergentni fady na pravé strané vzorce

(26) ma stejné znaménko jako prvni vynechany ¢len a jest absolutné menf nez
tento Clen.

Vzorec (26) je velmi vyhodny k numerickym vypoétim funkece @ (1 — a, w),
pokud dovedeme pohodIné stanovit souéet malmsténovské fady E (yu-+w)—*X

=0
X exp (—vu—w) pro mald % (> 0). LERCH ve své praci [197] uvadi metodu
k vypoétu tohoto souétu, ktera je zaloZena na vyuZiti rozvoje

©

-7 I'(s)
(v 4+ o)y, emu0+0) = - + g — a U + ay U — a; ud + .
poo

koeficienty a, LERCH vyjadfil v praci[101], 2—3, explicitnimi vzorei.
Studium vzorce (26) vede k pozoruhodnym rozvojim integrallogaritmu,
jimZ je vénovana prace [197]. ‘
Predevsim zvlastnim piipadem (¢ = 1, w = m pFirozené) vzorce (26) je rozvoj

—-——1i(e—'w) = lOg FpE—— '——

m—% e—iu B 2=t we
¢ ‘V
— —_— —w — 2
w +6 2 ( 2ym2r Z a! (27)
a=0

=1
w
—_ - :_—"123..--
('u’ o 4 y 4y Iy )

Dalsi LERCHOVY vysledky v této souvislosti jsou dany vzorei:

) 1 g—(r—a)u 1 1
I (%) = — E T_—a—+ 10ga—~2;—7ccotgan -+ %ew-—-qp(a)—-
vl
2 p—1
,_ lbew — (——“ w)l' Iy
=2 gt (= 2 e
=1 =0

(w=oau; 0<u<2m; a>0),

m—1
7

li(e“’):uﬂ}—z

=1

1 ev
1—e™) —y(m)— 5 +logm + o —
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2

o I

u=1 r=0

(w = mu; 0 <<u<<2m; m piirozené);
v nich znadi

li (¢*) = hl h. f p %

a y logaritmickou derivaci funkce gamma.
Odvozeni téchto vzoret je velmi pozoruhodné. LERCH postupuje takto:
Necht F znaéi funkei definovanou nekoneénou fadou:
Zv e—(a+v)u

=0
Snadno se vidi, Ze ji miZeme vyjadrit nevlastnim integralem ve tvaru

e—alu+z)

F (a, u) = ) dz

Odtud vychazi s pfihlédnutim k vzorci (h) rovnice:

, 1 - B, [ .
F(a,u) =—1i (e—) + 5 e—au | 2 (—1)y—1 @nlar f e—*x2"1dx 4+ Ry, (i)
v=1 au

s oznacenim

0

fe_" 2ntldey (0 <0, <1).

au

@n Bn+1
2n - 2)l a2nt?

Rp = (—1)

Integraly v rovnici (i) se vyjadii pomoci vztahu
© au
f e 2"l gy = (29 — 1) — f e—x x2v—1 dg,
au 0
nacez vyjde

au

B,
P (a, ’M/) =—1N (e“““) + P e——au__ 2 (—'“1 u—l W f e—* 21 g +
0

V=1

Rada uvedens na tfetim misté vpravo konverguje pro n — o v piipads,
Ze 0 < u < 2 m; platnost této nerovnosti v dal§im pfedpoklidame.

Rozhodujiciho pokroku dosadhne LERCH na tomto misté zjisténim, Ze veli¢ina
B, = 2 (— 1y
r=n+1

P e—x 2 1r—1
&) azvf @1 do + Ry
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’
n

nezavisi na ( = 0). Tim se obdrZi rovnice (au = w)

ou
) -, bew (3w
F(a,u) = @ (a)—1i(e) —}—%e”w—z (— 1)"_1w(3w* —ocT)’
v=1 a=0
pii oznadeni
- B,
— —1)y—1 ’
@ (a) 2 (—1) 55 gt R,

r=1

Nésobenim této rovnice funkei e®* a pak derivovanim podle a a prechodem
u —> 0 uréf se funkee ¢ (a) ve tvaru

1
@ (a) = logw—ﬂ—w (@),
takZe vychazi

) 1 1 (e—w 1 —w
F (a, u) —log&—é—a—w(a)———h(e )+§Ec —

© 2v—1
B, e we
— Q=1 Y 7 ew i
21'( 1) 2v.a? (6 2 ! ) el
= =0

K dosaZeni konedného vzorce (28) staci pak n&kolik jednoduchych uprav
této rovnice. Vzorec (29) plyne z (28) pfechodem a — m (piirozené).

Poznamenejme, Ze rovnice (j obsahuje jako zvla§tni pfipad (a piirozené)
vzorec KRAUSEUV.40)

Vedle téchto rozvoju odvozuje LERCH tii dal§i spolu tzce souvisici vyjadieni
funkce — li (¢—v), jako je na pf. :

©

— i (6e7%) = —log a — log (1 — %) 4 ¢—av E p+1) 0, (e*—1), (30)

v ném?Z koeficienty C, jsou dany vzorcem
©

o—au E Cy(ev — 1) = 1.

LERCH k témto rozvojum dochazi na zakladé svého difvéjiiho vyjadieni
funkce y v praci [125] (v. III (18)) a podotyks, Ze konverguji jenom pro znaéné
mald % a pro vypolty nejsou zvla§té vyhodné.

26. Zbyvajici LERCHOVY vysledky o funkeci @ jsou spiSe metodického razu
a tykaji se rozvoji této funkce v ¥etézové zlomky (a s nimi souvisici nekoneéné
fady) (]210]) adéle pfechodu od EULERCQVA souéinu pro funkei I" k integralnimu
vyjadieni funkee Q.

LERCHOVY tvahy o rozvojich funkce @ v fetézové zlomky jsou uvefejnény
v praci [210] a navazuji na podobné otédzky o funkei P studované v téZze praci
(v. odst. 22). LERCHUV piinos v tomto sméru je v podstaté dan zobecnénim
vysledkit TANNERYHO#) a 8 nim souvisicimi drobnéjsimi ptispévky, které se
tykaji rozvoji integrallogaritmu a KRAMPOVY transcendenty L. Rozvoji
funkce @ v Fetézové zlomky a jejich zminénych zvlastnich pfipadi zabyvala se
pfed LERCHEM mimo TANNERYHO fada klasikii: EULER#), LEGENDRE®),
LAGUERRE#), LAPLACE®), JACOBI%).
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Hlavnim LERCHOVYM vysledkem jsou vzorce:

1] 1(c+1)| 2 (¢ + 2)| 3(c+3)

[u—{—c‘—}—l_|u+c—}—3_lu+o+5—|u+c+7 (31)

ucqu(_c,u):Zv!(c—{-l)(gzi)l...(c—}—v)’ (32)
=0

jejichZ zvlasdtni pripady (# = 1) jsou u TANNERYHO; pfitom znaéi

ue e Q (— e, u) =

M

széf%;)uw+u+1Mm+y+m“.w+w, (k)

=0

(u>> 0; ¢ realni).
LERCH vychazi z integralut?)
1. cUx
D (a) = [ e 1—* ga—l (1 — p)—1 d.
0
Funkce X, = @ (a) : D (a + 1) splituje relaci
a-+t+c+1
Xa+1 !
ktera pii opétovném pouZiti vede ke koneénému fetézovému zlomku
(c+a+1)(a+1)] _(c+a+2)(a+2)|_ .
|u +¢+2a +3 | +¢+2a+5 )
ct+a-t+v+ 1)
Xa+'v+l ’

aXg=u+2a +¢+1—

aXg=u+c+2a-+1—

8 poslednim ¢lenem — (¢ + a + ) (a + ») : (u +ec+2a+2v+4+1—
Odtud a ze vztahu

ue et Q (—e,u)=>@1) -——1:(u+c+1——-—c—§_—1—1—)
vychazi koneény Yetézovy zlomek:
1] 41| 20@+2)]  3(+3)] '
lut+c+1 Jut+e+3 Jute+b5 |ute+7 7
c+v+1
)

Jadrem LERCHOVY uvahy je dtkaz, Ze lze vzorec (1) nahradit nekoneénym
fetézovym zlomkem (31). LERCH postupuje takto:

Nejprve nahradi vzorec (1) rovnici

1 1
uc et Q (_.0’ u) — (P”"}’l_%_f;itupv) . (QI’-I—] _—c—-{;(%—j:————— Qv)’

v niZ éisla P, @, jsou definovana formulemi

P,i=w-+c¢c—+2v 4+ 1)P,—v(c+v) Py,

uc en Q (—e,u) =

M)

s poslednim c¢lenem — v (¢ + ») : (u +e¢+2v +1—
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QwH = (“ +e+ 2v + 1) Q‘l' —7(c + ) Qv——h
Py=0,P,=1;Q,=1,Q, = u + ¢ + 1;

dale uréi explicitni vyjadieni ¢isel @, ve tvaru (k) pomoci vytvorujici funkce

0

N an " T (c) @n
f@ MZC—{—%’ n = n!(c +mn)’

n=0

a zjisti, Ze e~* f () vyhovuje BESSELOVE diferenciilni rovniciz. " + (¢ + 1) y'—
—u.y = 0; dale zjisti platnost nerovnosti:

0L usenQ (—eyu)— Lt LM ENEF2 oty 1)

’
Qi1 u.Qr @via
a kone¢né ukaze, Ze posledni ¢len s rostoucim » konverguje k 0, takze
ucetQ (—e,u) = lim P,y : Q. (m)
P o

Vzorec (32) plyne snadno z rovnice

Py1 @ — P Quiy=7l(c+1)(c+2)...(c+7)
a ze vztahu (m).
Tyto uvahy plati pro « > 0, ¢ > 0, aviak lze je snadno modifikovat v ptipadé
u >0, ¢ < 0, takZe vysledky plati, jak bylo vySe uvedeno, pro « > 0, ¢ realni.
Ze vzorcu (31), (32) plynou néasledujici rozvoje integrallogaritmu (¢ = 0)%)

: 1] 1-1] 22| 33|
—_ett . ] —u) — J— —_ P —_ ..
o -1t (e7) |w + 1 |u + 3 |lu 4 5 [w + 17 (33)
® 1
J— li e—u) — \ 34
T o BT De e @ (34)
pii oznadeni
" v\ u'
o= 3{0) e
1
a dale rozvoje KRAMPOVY transcendenty L (c = — ?):
. | 1-2] 34| 56|
e . — — — 5
o L(u) = |2u2—{—1 |2u%+5 |2u2+9 |2u%+13 (35)
e—u" - = 36
T 2 Teo 3)

pfi oznaceni

»

0= Z()le s A 2l

=0

27. Dalgi LERCHUV pifnos k theorii funkce @ jest uvefejnén v praci[203]
a spodiva v tivahach, které se tykaji pfechodu od vyjadieni funkce I' EULE-
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ROVYM soudinem k integrilnimu vyjidieni funkce . LERCH tvodem pfi-
pomind ([203], 8), Ze zdkladni vlastnosti funkce @ (s), pokud je definovana
vzorei: ’

(— 1)

n!(s + n)’

“_’__'
Q) =T 6 —P () Ps)= >
n=0

se daji snadno odvodit vyhradné prostfedky funkéni teorie, avSak nepodafilo

se do té doby integralni vyjadfeni funkce ¢ bez pouZiti EULEROVA integralu

pro funkei I. LERCHUV postup k tomuto cfli je vyznamny, protoZe vede k obec-

nému metodickému principu zna¢ného dosahu pro vyfetfovani meromorfnich
funkei. .

LERCH vychazi od rozvoje funkce w— P (s) podle MITTAG - LEFFLEROVY

véty:

-

w P (s) = ;0 ;(F(g%%— + cela funkee (s), (w > 0)

ktery ho vede k tomu, aby nahradil PRYMUYV rozklad funkce I" (s) nasledujicim

vzorcem

I'(s) = P (s, 0) + Q (s, w);

0)s+n
P s o) :2(—1) n! (s + n)

a @ (s, w) celou funkei (s). Tim jest umoZnéno vyfetfovat funkei Q (s, w) v z4-
vislosti na parametru w a dodate¢né pfejit k pavodni funkei volbou w = 1.
Z uvedenych vzorelt vychazi:
P 0Q

— e—® ws—l- -
ow )

pfitom znadéi

= O 51

a odtud plyne
Q0 = [earde 41 ()

(0]

pti éemz f (s) zna¢i rovnéz celou funkei.
Dale LERCH ukaze, Ze funkce @ (s) = f (s): I (s) je cela a periodickd s pe-
riodou 1, takZe plati rozvoj:

D (-S‘) = Zj C, gzv.mi;

=

potom pomoci odhadu ¢isel |¢,| (v == 0) a hodnoty |1:1I'(s)| (na zakladé
vyjadfeni funkce I'" EULEROVYM soutinem) dochazi k vysledku ¢y = ¢, = 0
a tedy k identické rovnosti f (s) = 0. Odtud plyne (pro w = 1) integralni vyja-
dfeni funkce @.

Zakladni my#§lenka této uvahy vede k obecnému metodickému principu pro
vy8ettovani meromorfnich funkei. LERCH jej formuluje takto ([203], 12):

,,Ei8 sei nun @ (s) eine Funktion, die in der ganzen Ebene den Charakter einer rationalen

Funktion besitzt, oder vielmehr derjenige Teil der Mittag-Leffler’'schen Darstellung,
der sich von einer solchen Funktion blofl um eine ganze Transzendente unterscheidet;
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die Funktion & (s) ist eine in der ganzen Ebene gleichmiBig konvergierende Reihe von
rationalen Funktionen, so beschaffen, da jeder Unendlichkeitsstelle von @ (s) ein Glied
der Reihe entspricht. Ist z. B. —a eine Unendlichkeitsstelle von @ (s), so ist das der-
selben entsprechende Glied der Reihe ein Aggregat von Gliedern wie

-
G+ am

wozu noch eine ganze rationale Funktion hinzukommen kann.
Nun ist aber, falls w eine positive reelle GrioBe bedeutet,

Y (s) =

m-

—1
s . 3 (1) (dog o)
0w (s) =ow 2 TG T a;gmu_)v

r=0

+ ganze Funkt. (s),

und somit auch
Y (s) = ¥ (s, w) + ganze Funkt. (s),

wenn
m=
Y (s, w) = wsta 2

»=0

' (=1 (log )"

v! (s + a)ym—r
gesetzt wird.

Fithrt man nun in die Entwicklung @ (s) an Stelle der Elemente ¥ (s) die entspre-
chende Ausdriickeo ¥ (s, w) ein, so entsteht eine neue Funktion @ (s, w), und diese hat
die Eigenschaft, daf} die partielle Ableitung

D (s,0)
B

eine ganze Funktion von s ist, und es wird daher @ (s, w) als analytische Fortsetzung
eines Integrals

f f(s, w)dw

a

aufgefaBt werden konnen, sobald @ (s, a) identisch verschwindet.**
LERCH aplikuje tento princip na vySetfovani funkce
F(s)=I()I (s + a), (anenicelé)

jejiz meromorfni ¢4st v MITTAG-LEFFLEROVE rozvoji je dana vzorcem

T =y 1
P(s) = sina 7 {% m!F(m+1—a)(s+m)_

= 1
"20' T (n+1+a)(s+a+n) }’

takZe funkce F (s)— @ (s) je cela. Prislu§na funkce zavisld na parametru je

p [ ~ wstm
P (5, w) = mlz mI T (m +1—a)(s +m)

m—=

2 wstatn ]
'WZ n'I'(n+14+a)(s+ta +")I.

n=0
Vysledkem LERCHOVA vySetfovani jsou vzorce:

«©

T f oz B (@, — a) — ¢ B (z, a)], (37)
sSin a g

I's)I'(s +a)=
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o

I'(s)I' (s 4 a) = D (s, w)+mfw“1dw B (#,— a) — a2 B (z,a)], (38)

§— 2 _
)T (s + a) = @(s,w)—i-zf(tt—zi—;—))z—t;—;igms—l—a,t ‘fll/w)dt, (39)

(Res>0, Re (28 + a) > 0),

a jejich dusledky pro nekonedéné mald a, s; zejména (a — 0)

= [a— dw[ 2 p(m + 1) —logz.E (x, 0)] (40)

m! m!

xm

m! I (u +m 4+ 1)

Pritom F (z, u) znac¢i besselovskou funkci: ¥ (z, u) =

a y logaritmickou derivaci funkce I'.

28. LERCHOVY ftvahy tykajici se transcendenty L a integrillogaritmu
obsahujf mimo vysledku ziskanych v souvislosti s vlastnostmi funkce @, jak
o nich byla vyle feé, jesté nékolik dal§ich vysledkt, které plynou z jinych
pramenti. Mimo drobnosti v praci[203], v niZ je z EULEROVY rovnice [v. (a)]
odvozen SCHENDELUYV vzorec#)

0

lie=w = C 4 logw —e—® E 81';‘0

r=1

' 1 1
(e=—ram=14+1+...+3)

jde o vysledky obsaZené v pracich [150], [192], [205].
Préce [150] obsahuje elementarni odvozeni vzorce

@
L (w4 w) = 1.._3—-'”‘—2“"’-[6—"’ W+ CO8 2 ux — x - §in 2 uw

Vﬂ: ; w2 _+_ x2
(v > 0, w>0)

a jeho zvla§tnich piipadi pro v = 0, w - 0; zejména (pro w — 0)

o« . 2
f —" smw UL (42)

de  (41)

L (u) = — Vn

vn

Z tohoto vztahu vychazi po nékolika elementirnich operacich formule:

1—e 2 sm x
b =——"%
0

arc tg — dw, (43)

(u > 0),

V praci[192] je nejprve odvozen elementirnimi prostfedky vzorec
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«©

) _
f e‘“(”:) log « Ao l/% . e2u 1i (e—4¥) (44)

s x
(u > 0).

Hlavnim vysledkem této prace je rovnice:

€ +2@110+ 8 —an = —2 3 [pe+ 1+ 3|0 @

sls

) y (s =2,4,6,8,...)
v niZ znadi:

hd n

2 I (2)
C=—TI"Q); 2) = —_ 2) = —
W 2@ = X S v @ =
n=1
a kterd plyne aplikaci vzorce (1) na funkei f (2, 4) = F (x,w + 1) : u a po-
rovnanim ¢lentt nezavislych na u, v. :
V souvislosti s rovnici (45) LERCH pife ([192], 133):
,»Wegen der bekannten Gleichungen
li (¢x) =logx 4+ C + & (=),
li (e=*) =1logx + C +  (—=z),
scheint die ganze Transzendente
C+ &)
als das einfachste Element der Theorie des Integrallogarithmus zu betrachten sein.
Eine Bestitigung hievon 148t sich nur von der Weiterentwicklung der Theorie erwarten,

falls iiberhaupt einfache Eigenschaften dieser bisher zu wenig elastischen Transzendente
erwartet werden konnen.‘ '

V praci [205] LERCH vychézi z transformaéniho vzorce pro funkei E gmt:

: m=0
:(m + ) (III (19)) a elementarnimi usudky dochazi k formulim:
. oy [ — g @)
) = —lim D S @0 (46)
li (e2) = log a + lim ( E BA+emr log n) (47)
n> o \ e v

a k jejich disledkam pro ¢ (n) = a : n (n piirozené); pfitom @ znadi libovolnou
funkei vyznalujici se tim, Ze lim z - ¢ () = a resp. limn.¢p (n) = a (< «).
x=>© n-> o
Rada drobnéjich vysledki tykajicich se integrallogaritmu, zamétenych zej-
ména k numerickym vypod&ytim, jest obsaZena téz v praci [233].

V. Eulerova konstanta.
29. EULEROVA konstanta (C) se obvykle definuje nékterym vzorcem:

S
C=—1"(1); C= lim ( }. i—logfn).
: n—>w® a v

va=1
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V LERCHOVYCH spisech se setkdvame na nékolika mistech s novymi vyjadie-
nimi EULEROVY konstanty pomoci nekoneénych fad nebo omezenych integrali
nebo limit funkei. LERCH dochizi k témto vysledkam bud ve zvlaftnich po-
jednanich vénovanych této otazce ([131],[132]) nebo jako k dusledkum &ite
zaloZzenych uvah ([134], [151], [154]).59)

V praci[131] LERCH odvodil vyjadieni EULEROVY konstanty pomoci ne-
kone¢né fady ve tvaru:

1 1 ! , logw
log 2 (C——~*2~10g2) =— 2 51 (V ” )w=l 1)

v=1

pii ¢emZ ¥/ znadi operaci definovanou vzorei V f (w) = f (w) —f (w + 1), Y+l =
= V (V"). Toto vyjadfeni plyne snadno z elementa,rmho vzorce

(1—270.06) = 3o f e

pii pouZiti rozvoje funkce 1 : (e 4 1) podle mocnin funkce 1 — e¢—*.
Prace [132] obsahuje elementarni dikaz toho, Ze se sou¢ty nekoneénych fad

a log» T log?v = log3 v
D1y 225, D ey 22, D Ny 25T,
¥=1 r=1 r=1

daji vyjadtit pomoei limit

n—1

n—1
lim ( E —1——-—10gn); lim ( E log» ——1—10g2n);
n—>w | 4 n—>w | v 2
n—1
. log?w 1
tm (2],

V nejjednoduisich ptipadech vychazi dela VALLEE-POUSSINOVO vyjadieni
EULEROVY konstanty ve tvaru’!)

1og2-(0—%1og2):2w'( 1) 1"*‘;”’ (@)

v=1

a dale vzorec:

2 log?2 log?
2.l0g 2. (K+01°g 0% ) E (—1y 2% Og @)
r==1

v némz K znac¢i druhou z uvedenych limit.
RovnéZz prace [151] obsahuje nova vyjadieni EULEROVY konstanty pomoci
nekoneénych rad:

@ T v v 5 log<v+1J[ J
(=——"—"—log— +2V2.log2 2 — 1)1 —
5 —log o +2 V2. log2 + [Z (—1) T 2 Vv+1

-p=1

) 11 Rars log 2v+1)J [ ]
C=—log2n+ X 12 1yt 4
gz 52| =) s Zl/2v+1 )

pe=1
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Pies formalni podobnost plynou tyto vzorce z podstatnd riznych prameni.
Vzorec (3) vychazi bezprostiedné z derivaci RIEMANNOVY reciprocity

E(l—s)=¢(s) !

2 (2 )= - sinsTﬂ]" 1—s)

a elementarniho vztahu:

t—2=iw =Y 2

a z rovnosti

1
v Csle s = 5

=C+_;i+1og8n. (b)

Hloubéji je zaloZen vzorec (4). LERCH vySetfuje funkei P uréenou formuli

rw= Y (2) L

n=1
v niZ zna¢i D (== 0) celé cislo, které je hlavnim diskriminantem, (%) JACO-

BIOVO znaménko a s redlni ¢islo >> 1. Pro tuto funkei odvozuje vztah5?)
a4y /A ‘
(%) P (D,s) = ln— (1—s) A4 (D,s)P(D,1—s)
1— D
(A =|Df; 0<s<1; A(D,s) = sin(w;i-;-i-gz_n))

a z néj logaritmickym derivovanim:

1
P,(D’—Z‘) 8n =m
2————————~=C—}—10g-—A——!—?sgnD.

o)

Odtud vychazi vzorec (4) pro D = —4.%)
V praci[134] jsou tfi vyjadieni EULEROVY konstanty pomoeci integrala
funkei z4vislych na eliptickych transcendentich & (0 | iz), ¥, (0 | iz), &5 (0 | 42):

< D b 0|14 z—1

0 — 10g-Z~+f ¥ (0| 32) + 1‘}22( | iz) V2 i@ 5)
1

S 11

¢ =logan—2+ [ (&3(o|iz)——1)(-z— —}-V—;)dz, (6)
; .
C=logn—1 +f__——-——‘()'8 (OI:z)—l dz—i—f———&:’(o lvg)”l &, (7)
4 1
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a dale vyjémdfeni nekoneénou fadou:

C = log — 1 —+—22 (—1)n fe—z Z{ f . (8)

(n=1,2,3,4,...;, m =1,3,5,7,. )
Vzorce (5), (6), (7) jsou pflmyml dusledky LERCHOVA vyjadieni funkee v (u) +

+ (1 —u) 1ntegralyfdz.&3 (u|iz) :2 fdz [¥s (u | i2) —1]: 2 [v. III ()]
0

1 .
proa=1au= > nebo u — 0; vzorec (8) se obdrZi ze vztahu (5) tim, Ze se

funkee & (0 | iz), &, (0| i2) vyjadii piislu§nymi nekoneénymi fadami.
V praci [154] nachazime vyjadfeni EULEROVY konstanty integralem:

T 2 4 di
O=logm + Of [er—l‘ T+ 2)]7 9)
a dale vzorec

C = lim |—logz + Ew —2—aret hd (10)

- x=—> © g - nmw g n )
Formule (9) je zvla§tnim piipadem (@ = 2) vztahu
"T1 — 1 27
f_"‘ 1 1 +a 2e_zﬂ:()+ 0ga_logV2n’
a e—1 t(a+1) 2 a? t a? a

ktery vznikne integraci podle v od 0 do 1 diive uvedené LERCHOVY rovnice
[v. IT (13)]; vzorec (10) vychazi z formule (9) jednoduchou transformaci.

VI. Neuplnd funkce beta

30. Netplna funkce beta jest urdena integralem

M (a, b) = f 21 (1 — )P da

0
(Rea>0; Reb>0; 0 <w<1).

Ve svych spisech se LERCH timto integralem zabyva v kratké praci [58].
Jeho hlavnim vysledkem jsou rozvoje funkce I v nekoneéné fady:

e (1 — 7 (@ +b,7)
M (a, b) = w® (1 — w)® 2 (av+1)w (1)
<w<l),
4 . (@ +b,2v) [ o w
wow —wat 3G e et e
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1
(wl =1l—0; I<o< ~2—);
piitom znaéi: (s,n) =s (s +1)...(s +n—1), (s,0) = 1.
Vychodiskem k témto vysledkiim je redukéni vzorec

2 (1 — w)b
m(a’b):&(l’;ﬂJrajb

M (a + 1, b), (a)

ktery plyne pretvofenim integralu It Gasteénou integraci. Op&tovnym pouzitim
tohoto vzorce (m-krat) a prechodem n — co se obdrzi rozvoj (1). Obdobnym
zpisobem vyjde rozvoj (2) pii souasném pouziti vzorce (a) a analogického
vztahu mezi integraly I (a, b) a M (a, b + 1).

V prubéhu svych tvah LERCH v téZe praci dochazi jesté k nékolika daliim
vysledkim, zejména k relaci

a—1 (1 — p)b—1 _ (1—w)bl’(a fla b—1 (1 — $)—b

fw (1 x) dmdf(a—#b)]’(l—b) tat (1—1)

0 0

(0 < Reb <),

dt
1—tw

(3)

kterad vychazi bezprostiedné porovnanim hofejitho rozvoje (1) s jednim star$im
vysledkem SCHAEFFEROVYM>54),
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1) V seznamu Jos. SKRASKA jest uveden rok vydani této prace nespravné 1899.
Spravné ma byti 1889, takZe prace méla miti v seznamu potadové é&islo 53.

?) M. GODEFROY, La fonction gamma. Theéses présentées i la Faculté des Sciences
de Paris. Paris, 1901. :

3) Ch. HERMITE-T. J. STIELTJES, Correspondance d’Hermite et de Stieltjes, I, I1.
Paris, 1905.

%) N. NIELSEN, Handbuch der Theorie der Gammafunktion. Leipzig, 1906.

’) E. T. WHITTAKER a. G. N. WATSON, A Course of Modern Analysis, 34 Ed. Cam-
bridge, 1920.

®) G. BRUNEL, Bestimmte Integrale. Encyklopddie der Math. Wissenschaften 11,
II A 3, 135—188. Leipzig. 1899—1916.

) VAN dER PoL, Note on the Gamma Function. Canadian Journ. of Math., VI
(1954), 18—22.

8) T.J. STIELTJES, Sur le développement de log I' (a). Journ. Math. p. et appl.,
4¢ gérie, V (1889), 425—444.

?) U LERCHA ([98], 243, 393) jsou v koneéné formulaci vzorca (4) a (5) nedopatieni.

10) K. WEIERSTRASS, Mathematische Werke, I, 194. Berlin, 1894.

1) E. ARTIN, Einfuhrung in die Theorie der Gammafunktion. Hamburger Math.
FEinzelschriften, 11. Heft. Leipzig, 1931,

12) N4zev podle GODEFROY, l. ¢.2), 45. LERCH oznacuje funkci @ jménem BINE-
TOVYM ([98], 387); nékdy se tato funkce nazyva téZ GUDERMANNOVA (l. c.f), 167).

13) L.c.®), 426 an.

1) I.e.7), 18.

1) I.. e.3), I, 326.

16) Nékteré vztahy, které jsou piimymi dusledky hofejsich vzorcd, byly znimy jiz
nékolik let pfed LERCHEM. V. L. ¢.®). Ch. HERMITE, Sur une extension de la formule
de Stirling. Math. Ann. XLI (1893). L. c.?), 11, 238. V. téZ LERCHUV dodatek v praei
[101]. c

1) L. e.?), 11, 238.

18) L. c.*), 89. :

19) Cours de M. Hermite, rédigé par M. Andoyer, 4¢ éd. Paris, 1891. Ve 3. vyd. téchto
pfednasek (1887) jest uveden dukaz BERTRANDUV, zaloZeny na GAUSSOVE multi-
plikaéni vété.

(83) 499



20) Jornal de Sciencias Math. ¢ Astronom., 9 (1889), 21—22.

1) F. G. TEXEIRA, Curso de Analyse Infinitesimal, 112 Parte. Porto, 1892.

2) 1. ¢.9). 11, 304.

. %) Carka za sumadnim znaménkem vpravo znamend, e se vypousti ¢len s indexem

— 0‘ - B .

#) R. LipscHITZ, Untersuchungen einer aus vier Elementen gebildeten Reihe.
Journ. f. d. reine u. angew. Math., 54 (1857). Untersuchung der Eigenschaften einer
Gattung von unendlichen Reihen. Ibid., 105 (1889). V. té%[28],[156], C, 9.

*) Srov. M. M1KOLAS, Uber die Beziehung zwischen der Gammafunktion und den
’Erigonometrischen Funktionen. Acta Math. Acad. Sci. Hungaricae, 1V (1953), 145,
orm. (10).

<«
26) Funkce definovand fadou 21 % se nazyva EULERUV dilogaritmus. V.N.NIEL-

Py=1

SEN, Der Eulersche Dilogaritmus. Nova Acta. Abh. der Kaiserl. Leop-Carol. Deutschen
Akademie der Naturforscher, XC. Halle, 1909.

*) 0. SCHLOMILCH, Compendium der hoheren Analysis, 4. Aufl.,, II, 265. Braun-
schweig, 1895. Dale: LERCH, [191], 47 a[197], 42.

) L. ¢.?), 162, Dile: N. NIELSEN, Theorie des Integrallogarithmus und verwandter
Transzendenten, ITI. Leipzig, 1906.

) LERCH, [195], 213. L. ¢.%), 27.

3) Srov. V. V. GUssov, Pfinos ruskych uéenct v theorii funkce gamma. Sov. véda,
Mat.-fys.-astron., 111 (1953), 559.

) L. e.®), I, 247. (V originale je ve vzorci vyjadiujicim funkei e® @ (a) chyba ve
znaménku).|
) 32) V pracich [48], [58] LERCH oznaduje tento vzorec jako HOCERAVUV. Srov.
.c.t), 28.

3) C.F.BJORLING (jun.), Elementerne af algebraiska analysen och differential-
kalkylen, after Cauchy, Bertrand. Todhunter, Upsala, 1868.

3) 0. SCHLOMILCH, Uber eine Kettenbruchentwickelung fiir unvollstindige Gamma-
functionen. Zeitschr. f. Math. w. Phys., 16 (1871), 261—262.

) Citat LERCHUYV, [210], 119.

3) V dopise STIELTJESOVI dne 1. prosince 1888 HERMITE pise (1. ¢.?), I, 304):
»»» .. M. LERCH m’a fait part d’une méthode simple et élégante, pour exprimer @ (a)
au moyen de la série généralisée de Riemann '

7 (w + nu)? )
C}e(a)=2’~—em";‘—- (n:1,2,...),
que je vais vous indiquer, pensant qu’elle vous plaira comme & moi...*

O vzorei (10) HERMITE pise dale (1. e., 305): ,, ... Ce résultat différe un peu de celui
que j’ai obtenu, en partant de la décomposition que j’ai employée

© H,nu-l—(n-Hu
f x@—1e—X dr = 2 [ x3—1 ¢—% du,
@ -+nu

en transformant les intégrales par la substitution # = w 4 nu -+ f, mais on le trouvera
8i 'on pose z = o + (n 4+ 1) u — ¢, comme vous le verrez immédiatement . . .

37) H. MELLIN, Uber die transcendente Function @ (z) = I' (z) — P (x). Acta mat.,
2 (1883), 231—232. .

) 0. SCHLOMILCH, Uber Facultitenreihen. Zeitschrift f. Math. w. Phys., 4 (1859),
401; Vorlesungen iiber einzelne Teile der hoheren Analysis. Branschweig (1866), 266.
LERCH ([195], 219) upozoriiuje, e SCHLOMILCHUV dikaz neni sprivny. Opravou
SCHLOMILCHOVA dikazu se zabyval A. TAUBER, Uber die unvollstindigen Gamma-
funktionen. Monaish. f. Math. w. Phys., XVII (1906). Poznamenejme, %6 LERCHOVA
prace [195] vysla ve 3. (t. j. predposlednim) &isle 128. svazku Crelleova journ. v r. 1905,
kdeZto rukopis TAUBEROVA élanku, v némZ LERCH neni citovin, dosel redakei v listo-
padu 1905 (TAUBER, L. ¢., 221) a byl uvefejnén v r. 1906.

3) Ch. HERMITE, Sur l'intégrale Eulérienne de seconde espéce. Journ. f. d. reine
. angew. Math., 90 (1881).

! p4) M. KRAUSE, Zur Theorie des Integrallogaritmus. Archiv d. Math. w. Phys., 11
(1907), 41.
41) J. TANNERY, Sur les intégrales eulériennes. C. R. Acad. Sci. Paris, 94 (1882), 1698.
s2) Podle LERCHA, [210], 144.

500 (&%)



) A.M.LEGENDRE, Traité des fonctions elliptiques et des intégrales Eulériennes,
11, 509. Paris, 1826. (Citat 1. c.4), 217).

Lo—x
#) E. LAGUERRE, Sur l'intégrale f e—-ngf . Oeuvres de Laguerre, I, 428, Paris, 1898.

x

4) P. 8. de LAPLACE, Traité de Mécanique céleste. Oeuvres complétes de Laplace,
1V, 257. Paris, 1880.

«©

1) C. G. J. JAcOBI, De fractione continua, in quam integrale fe"‘" dx evolvere
licet. Gesam. Werke, VI, 76. Berlin 1891. x

47) Rovneéz TANNERY ve zvlaitnim piipadé u = a = 1.

%) Prvni z nich se vyskytuje v podstaté jiz u LAGUERRA (L. c.4), 431).

%) L. SCHENDEL, Die Bernoullischen Funktionen und das Taylorsche Theorem.
Jena (1876), 36. (Cit. podle N. NIELSEN, Notiz itber den Integrallogarithmus. Monatsh.
f. Math. u. Phys., XVI (1905), 7). Srov. té%: N. NIELSEN, Handbuch der Theorie der
Zylinderfunktionen, 102. Leipzig, 1904. Sur une intégrale définie. Math. Ann., 59 (1904),
100.

%) LERCH ve svych pirednaskach uvadeél, Ze se snaZil o objasnéni aritmetické povahy
EULEROVY konstanty, aviak s netspéchem, nebot v rozhodujicich chvilich EULEROVA
konstanta z poéta vypadla.

51) D LA VALLEE-POUSSIN, Recherches analytiques sur la théorie des nombres
premiers, Ann. Soc. Sci. Bruxelles, XX, 2¢ partie (1896), 65 (citat LERCHUV).

52) Tento vztah vyskytuje se jiZ u KINKELINA a HURWITZE (LERCH, [151], 5);
viz: AD. HURWITZ, Einige Eigenschaften der Dirichlet’schen Funktionen F (s) =

- 2’ %) 71?, die bei der Bestimmung der Classenzahlen binirer quadratischer Formen

auftreten. Zeitschrift f. Math. w. Phys., XXVII (1882), 86.
53) Vzorce (a), (2), (3), (4) jsou vhodné k vypoétu konstant C, K, jestliZze se urychli
konvergence pfislusnych nekoneénych fad pomoci transformaéni formule:

©

.)j (—lpra = (- Ao

r=1 n=1 2%
Rovnéz vzorce (b) lze vyhodnd pouiit k vypodtu éisla C na zikladé rovnice
1 1 1
= = - .. -1\ >
C (s) 1 i 95 + 3s + + (n_« 1)5 —l— R ('n S)

a s pouZitim semikonvergentniho rozvoje funkce R (w, s) (v. IT (29)).
54) W. SCHAEFFER, Adnotationes ad seriem

T x (x + 1) z(x + 1) (x + 2)

14+ = 2 ...
L U o R T VR R

Journ. f. d. reine u. angew. Math., 37 (1848), 127.

(85) 501



