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VERA RADOCHOVA

LERCHUV PRINOS K INTEGRALNIMU POCTU

1. Seznam Lerchovych praci, tykajicich se integrdlniho pocru.

Tento seznam je vypsin z uplného Seznamu praci prof. Matyise Lercha
od Jos. SKRASKA (Cas. pro pést. mat., 78 (1953), 139—148)

O jistém integralu omezeném, Zpr. KOSN 1886, 588—604. :
O integralen’ u jednog sistema totalnich diferencialnich jednaéina i o jednom
svojstvu determinanota, Glas 11 (1889), 9—20.

Sur un théoréeme fondamental dans la théorie des équations differentielles, Vést.
KCSN 1889, 180—182.

Mittheilungen aus der Integralrechnung, Monatsh. 1 (1890), 105—112.

Nové odvozeni LEGENDROVA vzorce

T

- T .
cos nx dx sin2" o dx
an —
0

JT—=2acosz + a2 V1T —=azsin?a’
0

Rozpr. A 1 (1891), &. 8, 159—165. _ -

Zobecnéni vzorce Frullaniova, Rozpr. C4A 1 (1891), ¢. 8, 1256—131.

Odvozeni nékterych vzoreu z podtu integralniho, Cas. 21 (1892), 218—231.

Sur une intégrale d’Euler, Bull. Darboux (2), 16 (1892) 337—343.

Drobnosti z poétu integralniho, Cas. 22 (1893), 298—306.

Généralisation du théoréme de Frullani, Vést. KCSN 1893, &. 30, 1—-6.

O Catalanové stanoveni mnohonasobnych integrala, Vést. CA 2 (1893), 517—572.
O integraci rovnic mezi tfemi uplnymi diferencidly, Cas. 22 (1893), 18—23.
Poznamky k teorii omezenych derivaci, Rozpr. CA 2 (1893), ¢. 34, 1—15.

Z poétu integralniho, Rozpr. 04 2 (1893), ¢. 9, 1-—40.

Uvahy z poétu integrialniho, Rozpr. (A 5 (1896), &. 23, 1—16.

O nékterych integrilech omezenych, Cas. 28 (1899), 32—36.

Poznamka o jistém vzorei z poétu integralniho, Cas. 29 (1900), 39—41.
Poznamka o nékterych integralech omezenych, Cas. 29 (1900), 28—32.
Iivaluation d’une integrale définie, Giorn. 41 (1903), 78—84.

Bemerkungen iber Funktionen des elliptischen Zylinders, Jahresber. 15 (1906),
403—404.

Sur le probleme du cylindre elliptique, CR 142 (1906), 1325—1328).

Stanoveni jistého mnohonisobného integralu, Cas. 37 (1908), 225—230.
Stanoveni muohonésobného integralu, jen# vyjadiuje polydimensiondlni obsah
oboru o n rozmérech omezeného danymi » 4 1 dtvary prvniho stupné, a nékte-
rych integraltt obecnéjsich, Cas. 38 (1909), 1—5.

0 jednoduchém stanoveni uréitého integralu omezeného, Cas. 39 (1910), 1—7.
Piispévky k teorii nékterych transcendent poétu integralniho, Cas. 48 (1919).
1—9. 166—188, 312-—320; Cas. 49 (1920), 31-—37, 81—91, 209—214.

Prispévky Lk teorii_nékterych transeendent podtu integralniho, Cas. 50 (1921).
88—91, 264—277; Cas. 51 (1922), 77—85, 178—188.

II. Obsah a metoda

V celém tidobi védecké ¢innosti M. LERCHA se setkdviame s riznymi pii-
spévky a poznamkami k integralnimu poétu. Tyto prace nepfinifeji zasadné
nové poznatky do teorie integralniho poétu. Najdeme v nich studie specidlnich
a vétsinou v té dobé jiZz znamych integrali, pro jejichZ vydisleni nebo transfor-
mace poddva LERCH nové metody, tasto znacéné jednoduiii nez puvodni. Mnohdy
jde téZ o zobecnéni zndmych vysledki.

LERCHOVY prace z integralniho poétu maji vyznam hlavné po strance
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metodické. Kromé béZnych metod integralniho poétu setkavame se i s pouzitim
vysledkl z teorie analytickych funkei, na pf. Cauchyovy véty, o jejiz metodické
cené pife LERCH v praci[83] str. 306 toto: ,,... Véta Cauchyova o integraci
v komplexnim oboru jest instrument pro stanoveni hodnot integrali a pro
studium jejich vlastnosti tak velkolepy, Ze se jim stary pocet integralni redukuje
aspol na tfetinu, a to p¥i neocenitelném zisku na prehledu a systematice.‘

Pii raznych vypocétech se setkavame u LERCHA velmi ¢asto s tim, Ze rovnici
mezi integraly nasobi vhodnym vyrazem a vysledek integruje. Tim se zdanlivé
vypocet komplikuje, nebot z obycejnych integralt vznikaji integraly dvoj-
nasobné. VyuZitim moZnosti zaménit poiadi integrovani viak LERCH dospiva
velmi jednodufe k vysledkim (na p¥. v pracich [99], [150], [164]).

LERCHOVY prace z integralniho poc¢tu se tykaji jednak funkei jedné pro-
ménné, jednak integrali mnoznych. Nékolik drobnych poznimek je vénovano
diferencialnim rovnicim.

IT11.
Jedna z péknych integralnich relaci je vzorec
S Vo o= ' ds
= — x®—w x s —
ri Y A <1>
0 492 2] 0

ktery LERCH odvozuje v prvni ¢asti pojednani [99]. Tato relace je zvlaStnim
piipadem vzorce KUMMEROVAL). S timto LERCHOVYM vysledkem se setka-
vame také v pifkladech knihy E. WHITTAKER-G. WATSON, A course of
modern analysis, Cambridge 1920, str. 279.

V dikazu vzorce (1) vychdzi LERCH od funkce
F (u,8) = fe—’"w"‘l cos ux d,
0
ktera je definoviana pro viechna konec¢nd w a pro vSechna s, pro néZ Res > 0.
LERCH nésobi funkei ¥ (u, 8) vhodnou funkei a integruje vzhledem k proménné
u. V ziskaném dvojnisobném integralu vyuZije moZnosti zamény integradniho

pofadi a po nékolika jednoduchych substitucich a s pouZitim Cauchyovy véty
dostava vzorec (1). Tento vzorec je LERCHOVI vychodiskem pro dalii uvahy.

1. Ze vzorce (1) ziskdv4 LERCH nékteré vlastnosti funkce @ (u, s), definované
vzorcem:

D (u, 8) :fe—z”f“zzs—l dz.
0

Tyto vlastnosti odvozuje znovu v druhé kap. téZe prace[99]. Postupuje tim
zpusobem, Ze nejprve urdéi diferencialni rovniei

a2z

du?
které funkce z = D (u, s) vyhovuje. Z vlastnosti integrala této rovnice pak
dostdva na pi. ABELOVU relaci

dx
=u%+sm,
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2 2 2

Tuto relaci LERCH pievede nékolika jednoduchymi tipravami na tvar

1 2
D (uy, s) D (—u, s +1)+<b(——u,s)¢(u,s+1)=11’(5) P(H's)ﬂ“ (2)

© 1

2 — 1.~ 4 u
fe—' r2s dr fe“”(l — 2 —ldt :5]/71 I'(s)e . (3)
0 —1
Pri oznadeni
@« w"
Ew’”%%n!]‘(s Fn+1)
a 8 pouZitim rovnice
z — x? 1
fext 1 —ey—1dt = \n I’(s)E(T, 8—5) (4)
—1
a substituce Joz = r vychazi z ABELOVY relace vzorec s ni ekvivalentni
fe""w‘ B (wu, s)dn — ev. )
0
Transformaci integralu v rovnici (4) substituci ¢ = —1 4 2 2z a aplikaci zna-

mych vlastnosti funkce I', vychdzi vzorec

= x2n . = (8ym) . a
2 1 ¢ Zn!(2s,n)2m’
n=0 4"n!(s+~2«,n) n=0

[(8,m) =s8(s+1)(s+2)...(s+n—1);(s0) = 1],

odvozeny jiz diive KUMMEREM.1)
V daliim LERCH pouZiva vzorce (5) k odvozeni této véty:

Kaddd analytickd funkce f(x) majici wonité kruhu |@| =r povahu funkce
celistvé se dd rozvinouti v fadu tvaru

fa)= D 4B (@5 +m)an,

n=20

pri demZ koeficienty A, jsow ddny vzorcem
1
4 =2—7—z—i([f ) Da (2, 9) d2,
0

a fada ta konverguje uvniti wvedeného kruhu absolutné.
Integraly vyjadiujici koeficienty A, se vztahuji na krudnici kolem poddtku,
le&ici wonité kruZnice |x| = r, a velidiny Dy jsou ddny vzorcem

. r 1
D) = (—1y Y (=1 m—(s_—z)‘ﬁ;%

n=0
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2. Pfi oznadeni

s B) = _..___P__(ﬂ) . ’ vZ H0— ——
P(v,a,ﬂ)—r(“)r(ﬂ_a)bfe 21 (1 —2)8 1 de,

a za predpokladi Re a > 0, Re (8 — «) > 0, plyne ze vzorce (1) rovnice
P (v;a,B) = ¢ P(—v,f—uap)

ktera se vyskytuje také jiz u KUMMERA,!) kde jest odvozena z vlastnosti
hypergeometrické fady.
3

1
Z ni plynou pro = 3 g = 5 vztahy:
- r (%) -
fe—z' #~1coshyp2uz dz = ————— ¥ f e—% 75 cos 2 uz dz,

1—s|
: r(~)
()
2 : 2 il 3 3
fe—” #—lgsinhyp2uede =— —F———¢¥ f e—*z—sgin 2 uz dz.
0 F(l——;—) 0

3. Obsahové i tim, Ze rovnéZz navazuje na uvedenou praci KUMMEROVU,
je témto vysledktum blizké pojednini[18]. LERCH v ném vySetfuje integral

g 1
J:qu(mmm?’“‘dw, (6)
J ,
vV némz
D (x|v) = 2 e—"’“"cos2nnvﬁ, Re(s—1)>0. (7)
n=1

LERCH zjisti konvergenci integralu (6) a tim, Ze pouZije CAUCHY—POISSONOVY
transformaéni rovnice pro funkei theta,?) obdrZi rovnici

® 1 d 1

= s—1 1 g7 —s—1
quﬁ(x|v)w2 dw:—-—g—l_s—{—i[{di(m,v)wz +
_st1
+ D (x|vi)e 2 e} da.

Rada (7) je v intervalu [, k], 0 < 8 < h, stejnomérnd konvergentni; jeji in-
tegraci ¢len po ¢lenu a po jednoduché tpravé vyplyne relace

-

© 1 @ o®
f@(w |o) @2’ da = (s) 2f e s —1cos 2w vz dz, L (8) = 1
(1] 0

ns

8)

n=1
©

Pro v = 0 piejde funkce @ (v |v) ve funkei @, (v) = E e—"' 7% g 7 relace (8) se

n=1
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snadno odvodi RIEMANNUV vzorec3)
s+ 1

_.,1_, : . i—-l —
L(S)m ? F(—;—)=—~(i+11_8)+f¢o(m)(w2 +x 2 )dw.

8

V druhé &asti pojednani[18] aplikuje LERCH relaci (8) p¥i studiu funkce
C (s | v), definované vzorcem

1
n+ —s—1

¢l = (—1>n—((2—§3)i S
n!

n=0
n
a odvozuje zajimavou rovnici
C(s|v)=C1—s]|vi)e ",

ktera je rovnéZ obsazena v KUMMEROVE pojedndni.l)

IV.
1. V praci [150] se LERCH nejprve zabyva dukazem vzorce
© Cd .
j- — dp — é g—w’——2uwfg—x” w o8 2 ux — w 8in 2 ux . (1)
Vn w? + @?
u-+tw 0

Postupuje tak, ze derivuje funkei

. .
w co8 2 ux — x sin 2 ux
f ) = e [

w? + a?

0

fe—x’ cos 2 ux dx = J/Zl e

Pouzitim vzorce

0
a integraci dostava vzorec (1).
Casto pouzivanou metodou prevedeni integralu na dvojnisobny pak odvodi
LERCH ze vzorce (1) dalii vzorec

©

sinz dz 1/ —u
f z uz—}—zzzm(l”e ) 2)
a z ného ¢asteénou integraci obdrzi

2 fsina x 1— ¢ ; . dz
_j}—b[ 7 a‘rﬁtg;dw —-‘7‘——" +fe —m“‘. (3)
u

2. Na vzorce (2) a (3) navazuje LERCH v pojednani [164], v némZ pievede
vzorec (3) na vztah mezi integraly dvojnasobnymi a vyuZitim moZnosti zamény
pofadi integra¢niho dostdva vzorec
(@ + b+t

asb® '

2 7 a b

= _ —dr = 4
7 f arctg o arctg po dr = log (4)
(@, b jsou kladné konstanty.)
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Tento vzorec LERCH znovu odvozuje v prvé ¢éasti prace [177]. Postupuje tak,
Ze uréi hodnotu integralu

o

S = f (arctg ad + arctg E) * dx,
x x
ktery je s integralem °
Ca b
D (a, b) :f arctg - arctg Edw
v jednoduchém vztahu ’ »
S=(a+bK+2DP(a,b); K=o(@1,1). (5)

Vypoétem, v némz pouZiva béZnych metod, integrace per partes a substituce,
dostava jako vysledek
8 = mlog (@ + o)

abb

—}-( o +0b) K,

z néhoZ plyne pomoci relace (5) bezprostfedné vzorec (4).

3. Na vysledek (4) navazuji pak dvahy v druhé &asti pojednsni [177]. Je
v ném odvozena hodnota integralu

- a b
T e — . —
Of (arctg = arctg a‘) dx,

ktery je podobny integralu S.
Po nékolika substitucich a dpravach LERCH nachazi relaci

© 2 —_—
T :f(arctgl) zdz " — Vab

a—Db sz_.4n2 a—b.

2n

Z ni pomoci vzorce (4) p¥i hodnotach a = 1, b = ¢q plyne vysledek

¢ " 1\2  zdz A i
[ arcg Vz_2—4n2_1“‘q g(1+q)l+¢'

2n

2

V.

V prvnich kapitoldch praci[57] a[129] se LERCH zabyvd BESSELOVOU
funkef ¥4du nula J, (), ktera je definovana vzorcem

ki3

1 )
Jo (@) = 2 (— 4«: ,,1)2:;6[6 °** da.

1. Pro funkei J, (z) odvozme LERCH v praci [57] z LIPSCHITZOVA vzorce?)

©

1
f e—ard, (Br) dr T (1)

(x> 0; Breal.),
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WEBEROVU formuli®)

f%mmm@=rmp4%z @)
()
Ve svém ditkazu LERCH nejprve upravi integral
A =fJ0 (2) log 2 dz

tim, Ze zavede novou 1ntegracn1 proménnou az a integral A pfevede na integral
dvojnisobny; obdrzi

A=I"1)+ | ecada | J, (az)log 2 dz.
[rem]

Aby vyéislil dvojnasobny integral na pravé strané, dokaZe nejprve, Ze lim By =
N—>x
= B, pii éemZ znaéi

-]

N ® [~
Bsze—“a dafJ0 (az) logzdz, B :fe—“a daLfJ0 (a 2) log 2 dz.
0 0 []

0

Pomoci LIPSCHITZOVA vzorce LERCH vy¢isli integral By a prechodem
k limité¢ pro N -« dostava B = — log 2.

V druhé ¢&asti prace [57] odvozuje LERCH jako dusledek LIPSCHITZOVY
formule vzorec

fﬁin (2 + u)

—— To () de = 2.dy (w), (> 0).

2. K vlastnostem BESSELOVY funkce J, («) se vraci LERCH v pojednéni [129].
Po vhodné transformaci dvojnisobného integralu

ffﬂﬁ+fwwmw
0 0

AN
e~ do __211(2

4 as !

nachazi vzorec

fu’—ldufv

pii éemZ Rea >0, Res> 0 a v piipadé Rea =0 je 0 <Res <%.
Pro a =1 plyne odtud pro funkei J, (u) vzorec
2
o ‘ 2" (g) sms?n
fJo (w) w—rdy = ———F— " @)

2% !
0
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Ppii tom je 0 < Re s < 5 KdyZ s je redlné é&islo, pak integral vlevo existuje

3
pro0 <s <E'

Derivaci vzorce (3) v ¢isle s = 1 plyne WEBERUV vzorec (2). Mimo to jsou
v praci [129] odvozeny pomoci rovnice (3) jeSté daldi vlastnosti funkce J, (u),
na pi. relace

fsinn(w +ix) I (w 4+ iz)? d

(w - i) ow+ix

- dw
— 4 [, @) 2,
27

—

1

VI.

V roé. XVI (1905) tasopisu Monatshefte fiir Math. w. Physik se zabyval
G. HUBER integralem

F12

. .
log sin

f i A dp (a>0,a>b).

0

a—b sm2

Na tento HUBERUV &ldnek navézal A. PLESKOTS) a podal dvoji zpusob vy-
&isleni tohoto integralu. Prvni vypolet je proveden obvyklymi metodami
integralniho poétu, druhy je proveden pievedenim na vypocéet integralu funkce
komplexni proménné po uzaviené kiivce. Na druhou metodu navazuje K. PETR
ve 8vé poznamce’) a ukazuje, Ze je mozno ji zjednodudit.

S ¢lankem G. HUBERA byl LERCH obeznamen jiz dfive a uvedeny integral
vyd&islil jiz za svého pobytu ve Freiburgu. Toto fefeni reprodukuje LERCH
v druhé &asti ¢ldnku [213]. Zpisob vypoétu je jednodussi ne? PLESKOTUYV,
i kdyZ nékteré myslenky jsou podobné. Na pi. oba autofi za¢inaji vypoclet
stejnou substituci, aviak LERCH dospiva k vysledku znaéné rychleji neZ
PLESKOT.

Velmi elegantni vypodet zminéného integralu je podan v prvé éasti ¢lanku
[213]. LERCHOVA metoda vypoétu svou jednoduchosti znaéné preddi jak obé
metody PLESKOTOVY, tak metodu PETROVU. MySlenkovy postup je tento:

V integralu

42
z
logsmqo
7= [ =
J a———bsmtp

se zavede ve jmenovateli dvojnasobny tihel, takze
T

z log sin
J:f bg 4 dg.
0 a-—ﬁ—{— cos2<p

Vhodnym vyuzitim vlastnosti jistych nekoneénych fad se okamZité vydisli
integral
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=z log (1 —rop)

fza—rz)loga—zgcoszqz+92)d¢
J 1—2rcos2¢+4 72
(Ir]<1, Jel<1);

z ného limitnim ptrechodem pro ¢ — 1 a po kratké tpravé vychazi hledany
vysledek:

fi1
2

! ] /b
. log (1 + /1 ——)
logsingdg 2 a>00>b).
a — bsin% g 2a | b
o T a
VII.
Zobecnénim vzorce FRULLANIOVA se zabyva LERCH v pojedndnich [69]

a [84].
1. V praci [69] LERCH nejprve velmi jednodufe dokazuje FRULLANIUV
vzorec

Ff(az) —f (ba) b
0f—~—~w———dw-[f (0)— 7 (e0)] log —,

v némz f znadi funkei, kter4 ma v intervalu [0, co) integral a v bodech z= 0,
& = oo je spojita.
Potom odvozuje obecnéjsi vzorec

b
JU@—1@ ¢ @av=Alogg’ () —Blog ¢’ (),

v ném# znaéi A = lim (# — a) f (x), B = lim (x — b) f ().
x—>a x—>b
LERCH piedpoklada, Ze funkce ¢ (r) je ohrani¢end a spojitd funkce v inter-
valu (a, b), vyhovujici podminkdm ¢ (a) = a, ¢ (b) = b, a Ze m4 v uvedeném
intervalu kladnou derivaci ¢’ (x), ktera m4 integral v [a, b]. Dile se predpoklada,
Ze f (x) m4 v intervalu [a, b] integral a hodnoty A4, B jsou koneéné.
Na jednoduchy diukaz zobecnéného vzorce navazuji nékteré jeho aplikace,
v nichZ LERCH zejména ukazuje jak se vzorec hodi k vyjadfeni limit nespojitych
funkei pomoci integrali.

2. Jiny zptsob zobecnéni FRULLANIOVA vzorce je podan v praci [84], kde je
elementarnimi metodami dokdzina tato véta:

Necht ay, ayy @y, . .. ap jsou kladné, navzdjem rizné konstanty. Necht f (x) md
integrdl v ka#dé édsti imtervalu [0, oo) a v &isle 0 md derivace ag do ¥ddu p — 1.
Necht pro funkei @ (x) definovanou rovwici

-1

2
J@) = 10) 1 08 + 1" (0) G - + 107D O) " p (@) 222
platt
lim ¢ () = 0.
x=>0
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Predpoklddejme, ¢e existuje vlastni limita A = lim — 1@

x—> w1
Pak plati
f (ao x) f (ay @) R | (ap x)
1 1 S |
j‘odx 20 a, e e e ap
0 P a(2) a% e e e a% o
af ! A=l L. apt
ap—tlga, a?=1l1lga, . . . . . ag—llg ap
®—1(0 a, a e e a
= [A f 1 2] 0 ! : :
(Z’ —1) a? a? e e ap
af—! af—t . ... a‘é’“l
VIII.
Ve svém spise o eliptickych integralech odvodil LEGENDRE vzorec
; d. T osin2ngd
COS o ax in27 g dx
f = ar [ ——, (a >0, n > 0 pfir. &islo).
J V1—2acosw + a? V1 —aZsinZe

Timto vzorcem se zabyval také JACOBI8). V pojednani [62] ukazuje LERCH
jednoduché odvozeni relace obecnéjii, ktera zahrnuje uvedeny vzorec. Pii
odvozeni LERCH nejprve vhodné transformuje integral

T

2
J :f f((}itp)euiq’ (1———-20&008(]) + a2)19——1d(p’
0

(0 <a <1, Re >0, Re (x — f)>—1, « celé);

f (t) znaéi jednoznatnou analytickou funkei uvnitt kruZnice |¢| = 1, ktera
mé v této oblasti pouze koneény pocet jednoduchych péli, z nichZ zadny nelezi
v intervalu [0, a).

Potom pouhym pouzZitim Cauchyovy véty a épeciz’mlni volbou f (t) = " plyne
27 a

fem'sv (1—2acos gt a?)f—1 dp = 2 sin ﬁnftn—ﬂ(a—-t)ﬁ—l (1 — at)?—1 d1.

0 0

Tento vysledek lze psat ve tvaru
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T a
fcos np(l—2acosg + a?)f—1dgp = sin ﬂnft"—ﬂ (@ —t)f—1 (1 — at)f—1 dt,
0 0

1 .
z néhoZ pro 8 = 58 t = a sin? z plyne LEGENDRUV vzorec.

IX.

Kromé uvedenych novych dikazi, zobecnéni a pivodnich vysledki najdeme
v LERCHOVYCH pracich tykajicich se integralniho poétu dalii drobné dikazy
a zobecnéni znamych vzorel. -

1. Na pf. klasické EULEROVY vzorce

Fae—1 dp 7 a1 — g—a
= ; f dr =mcotgam

1+«  sinaxm 1—a

jsou pfedmétem LERCHOVA studia v pojednénich [78] a [81]. V obou pracich
je poufito téZe dikazové metody. Pii odvozeni uvedenych vzorci LERCH
vychazi od integralu

©

e4ie 2a—1 dz .
J:fm,(a:oc+zﬁ,0<a<l),
0

o némz? dokaze, 7e nezavisi na ¢ pokud ¢ € (0,2 7). Z tohoto vysledku odvodi
uvedené vzorce jednak tim zplsobem, Ze stanovi limitu integralu pro ¢ = 0,
jednak volbou specialnich hodnot ¢ a porovninim vysledki.

Kromé EULEROVYCH vzorct vychazi timto zpisobem rovnice
el de 7T 6419

— = 0 2 m).
d 1 —ze? sin a7« 0<g<27)

Téchto vysledkt pouZil LERCH ve své praci[67]°) pii odvozeni vzorce

=

i e2wmiv e2kvmi
ewni ] :2 w—Fk’

= —00

2. Dikazy nékolika zniamych vzorch i pivodni vysledky podiava LERCH
v praci [83]. Je to jednak novy dukaz CAUCHYOVA vzorce

= -] o k
ffe-——kl/xysin (@ + y) de dy = * %2\ 3’
0 o 4 (1 + —Z)_i
obdobného vzorce

ft 55
ffe—kvﬁcos(x%—y) d:c—d_y:2 2 . 4 .
D e Yoy ® o
4
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Dale LERCH uvéidi velmi jednoduché odvozeni pomoci CAUCHYOVY véty
vzorce

f e*xi (@) do o e=lele f (& )
@+ a) (2 + %) ... (% + %) e (eE—cB)(c2—cR)... (ch—¢cP)

-+

e—laleaf (4 ¢,1)

cy(c2—c) (2—e2)...(ch—cD)

+7 e
pfedpokladd se, Ze analytickd funkce f (#) mé viechny singulidrni body bud
pod nebo nad realnou osou, ¢ > 0 jsou-li nad osou, @ < 0 jsou-li pod ni. U vy-
razu + ¢, ¢ plati znameni + m4-li funkece singularity v horni palroviné — mé-li
je v dolni pilroviné.

Tento LERCHUV vysledek!®) je zobecndnim DIRICHLETOVA integralu!l)

f e—cxidy 1 1 1 B
@ + a2) (k +i2)2 (ky + i) (ky + iw)® " (ko+ )%
4 1 1 1

— —1

=-—¢ ce
l (k+ 0 (ky + D)™ (kn +0)%’
(Foyy Koy -+« y kn > 0).
3. Derivace integralu podle parametru je pfedmétem pojednani[89]. LERCH
v ném odvozuje vétu:
Necht funkee F () md v intervalu [a, b] integrdl a mecht v intervalu [a, £,
ktery je jeho édsti, je F (x) spojitd a plati v ném
i F @) ——1? (')
X —>x (w —x )ﬂ

=0 (0<o<1)

necht ddle existuje pro o <<z << integrdl

f[F (@) — F (2)] (¢ — 2)—9—1 da.

Potom plati

2
f“”) t—o=0de =F() E—a —of[F @) —F (&) (¢ —a)~ " de
(<2< p).
Dukaz spoéiva na vySetfovani podilu

PR+ A2)—@(R) _ AgR)
N A%

kde
- f F (z) (¢ — 2)—° da.

)

LERCH si tento podil hejprve vhodné upravi a limitnim piechodem pro A z2— 0
dostava bledany vysledek.
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Pouzitim vztaht ziskanych pii dikazu uvedené véty odvozuje LERCH potom
pro funkei F (x), o niZz pfedpoklad4d pouze spojitost v intervalu [a, 8] relaci
A @ ()

kde opét @ (2) = f F (#) (¢ — )~ de.

X.

T prace z integralniho poétu jsou vénovany vyhradné mnoZnym integralim.

1. Po prvé se jimi LERCH zabyva v praci[85], k niZ mu dala podnét prace
CATALANOVA), jak sam pife:

,,Ve svém zajimavém pojednani ,Mémoire sur la réduction d’une classe d’intégrales
multiples® (Liouvilleiv Surndl, sv. 4., 1839) pan Eugen CATALAN podal metodu sta-
noviti mnohonasobné integrily, ktera v pripadé integrald dvojnasobnych a trojnasob-
nych jest uplné jasna, spoéivajic na piedstavach geometrickych a mechanickych. V pii-
padé obeeném pak m4 spife povahu divinace neZ pfesného dikazu. Mam za to, %e bude
prospésno vyloZiti na tomto misté metodu zaslouZilého uéence belgického a podati presny
dukaz jeji v piipadé obecném.'*

V prvé ¢asti ¢lanku [85] vychazi LERCH od dvojného integralu, k némuz
vede komplanace trojosého elipsoidu, a transformuje jej na jednoduchy integral
eliptického typu. Své tvahy pak zobeciiuje na mnoZny integral

— 28— —al&
I s S e
: 1 2 n

nad oborem £ 4 & 4 ... + & < 1.
Postupuje tak, Ze si oznaci

— 2 ___ g2 £2 g2 E2
l/l 10?_5:‘2 _az-'fz__ ”;_E;Ln o =@ (¢ &y .. &)
2 2 o

a zkouma integral

= [[o [ot.  tatag.  ak (1)

nad oborem A, danym nerovnosti

(P(Ely ‘52,---571) <o
kde x > 1. .

Stanovi hodnotu diferencialu
dAx = Ax+dx ““Ax

a po dosti sloZitych dpravach dochazi ke vzorei
n ©

772

Ad=—""""J14+[|]|1— (@* —1) Nl
P(1+‘g‘) i @ —a) =) @ —a)

Druha ¢4st pojednani [85] navazuje bezprosttedné na vysledky CATALANOVY.
LERCH zpfesniuje formulaci CATALANOVY véty:

n
2
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M¢jme integral

A= [ [P e GGG A,
jehoZ integra¢ni obor je definovan nerovnostmi
P&y E) <0, &= 0,k =1,2,...n.
Necht pro dané hodnoty g > « plati:
@ (Eyéy . &) =a,prody =& = ... & =0
@ (& &, ... &) = B, pro ty body (&, &, ... &), pro néz y = 0;
dale necht obor 9, definovany nerovnosti
@ <

obsahuje jediny bod & =§& = ... =§&, =0, je-li v = o, ale splyva s in-
tegradnim oborem, je-li v = g;
dale predpokladejme, 7e integral

” [F(El,fz,...E,l)dfldéz...d&,,
pres obor ' '

& > 0, @ (EU 52, A )

dovedeme stanovit jako funkei B (v) proménné v.
Potom plati

B
1 :—.:ff(v) dB (v). (3)

Pomérné jednoduchy dukaz této véty spocéiva na obdobné metodé jako ditkaz
vzorce (2) v prvém odstavei.
LERCH oznad¢i

A, f fﬁ*(sl,... VLo Gy, by oo ETAE dE, . . A&,

pies obor
@ (51, Ezy e 'fn) < v, &> 0

stanovi dA4, = A, g — A,

7 vlastnosti integralu (1) a z piedpokladu véty dostava vysledek (3).

z K plam [209] dala LERCHOV1 podnét otazka H. LAURENTA, polo&ena
moplse L/Intermédiaire des Mathematiciens, XIV (1907) str. 124. Slo v ni

o vypocet integralu
H:ff...fdxldwz...dwm

nad integra¢nim oborem, jenz je definovan podminkami

&

¢
e

<

1 1 ,
— 5 = <i‘, < ® Fa+...Fay,< ;v =1,2,...n;a>0konstantni.

LERCH urcéuje hodnotu integralu H pouZitim DIRICHLETOVA faktoru ne-
spojitosti'®) a dostava jako vysledek vzorec
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n

H— 7(-——1)-“"(Z)(n———Z,u+2oc)"sgn(n——-2u+2oc).

T onlon o
=0

Geometricky je hodnota integralu H obsah jistého n-rozmérného atvaru.

Podobnym problémem, stanovit obsah n-rozmérného twtvaru, omezeného
# 4+ 1 nadrovinami, se zabyvé LERCH v pojednani[212]. Nejprve odvozuje
vysledek obecnéjsi:

V m-rozmérném euklidovském prostoru budiz ddno » 4 1 nadrovin
Py=0,P, =0,...P,=0; P, = a,0%y + @y, + ...+ a,, &
Piedpoklada se, %e obor Q definovany nerovnostmi

Py >0, P,>0,... Pp>0,
je cely v konecnu a 7e

Aoy  Gg1 Qg2 Agn
|
Ag QA1 Gy |
A = l > 0.
|
Ung QAny  no Qnn

Pak plati vzorec
/f / Pel Pyl L P day day . . day —

I (sg) I (81) .. . I (8y) Asotsnt...isy—1
I' (844 8 + ...+ sa) Ay A3, - - A,"-;)" ’

(4)

kde se integruje pies obor £, s, 81, ... Sp jsou libovolné konstanty, pro néz
Res, >0 (v =0,1,2,...n), Ay, Ay -..An jsou subdeterminanty prvkt
prvniho sloupce determinantu A.

Pii ditkazu postupuje LERCH tak, Ze nejprve transformuje integral na levé
strané vzorce (4) substituci

P, . P‘H,’ P,
5 T Ry TRy e 5 T &n
. ' P, P, P,
v integral
. dzy dz, . . . dz
$1—1 psp—1 s,—1 1 72t - TR
f./...fPsozi 25 S A
(8 =8+ 8 + ...+ sn)

kde jsou vSechny integrace od nuly do nekonecna.
Jednoduchou upravou a pouZitim vzorce

»

fe—ume*—l dy = I (8)

us

0

n
-7
pro u = > A,y 2, dostane vzoree (4).
P-4
=0
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Pro sy =8, =8, =... =8, =1, je hodnota uvedeného integrilu rovna
obsahu integra¢niho oboru Q.

XT.

Ve svych spisech vénuje LERCH nékolik poznamek také diferencidlnim rov-
nicim. Jsou v nich bud odvozeny znamé vztahy (prace [86]), nebo jejich drobné
dopliitky at uz v teorii jedné diferencialni rovnice, nebo systému (prace [49],
[565], [198], [200]).

BRIOT a BOUQUET uvedli ve svém pojednani'®) vétu, Ze diferencialni rovnice,
y' = f (z, ¥), kterda ma holomorfni integral s pfedepsanymi poéiteénimi podmin-
kami y = y, pro & = &y, nema zadné dalii YeSeni s tymiz pocateénimi podmin-
kami ani v okoli bodu @, neholomorfni. LERCH ve své praci [55] podava jedno-
duchy diukaz této véty zobecnéné pro systém dvou rovnie.

Vlastnosti integralu diferencialni rovnice

Py 9m o
W—{—( mceos 2w 4+ n)y

se zabyva LERCH v pojednanich [198],[200]. Pii integraci této diferencialni
rovnice se rpé urcit parametr n tak, aby jedno feleni bylo periodické, a pak uréit
druhé feSeni neperiodické.

Urceni hodnoty » pievedl HEINE na vypocet Fetézovych zlomkii. Jeho me-
toda vSak selhava pro velkda n. LERCH ji upravil tak, Ze je pouZitelnd i pro
piipad n = 100,00505, m = —1, a urcil deset prvnich koeficientti periodického
fefeni.
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