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10. ORTOGONALNI MATICE

10.1. Euklidovska délka vektoru. V euklidovské realné geo-
metrii se ke kaZzdému vektoru v n-rozmérném prostoru pfifazuje

X
urdita délka, a to tak, Ze délkou vektoru x = | : | se rozumineza-
porné ¢islo Xp

s=(xT+ x5+ ...+ xD).
Ctverec délky vektoru x je tedy prvkem matice
[s*] =[x} + x3 + ... + x2] = x'x,

kde x’ je matice transponovana z matice x. x'x je zfejmé matice
typu 1/1.

Obsahem euklidovské realné geometrie je studium vlastnosti
Gtvar (napf. vektort, linedrnich prostori, kfivek apod.), které se
neméni témi linedrnimi redlnymi transformacemi, jeZ zachovavaji
délky vektort. Takové linearni transformace se nazyvaji ortogo-
nalni.

Xy
Je-li x = | | libovolny realny vektor a x* = Rx vektor

Xn

transformovany linearni substituci o realné &tvercové matici R
stupné n, ktery ma touz délku jako vektor x, plati zfejmé vztah
(Rx) (Rx) = x'x.

Tato uvaha vede k nasledujici definici:

10.2. Definice ortogonalni matice. Linearni transformace

x* = Rx
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o &tvercové matici R (nad libovolnym t&lesem T') se nazyva ortogo-
ni, plati-li pro kazdy vektor x (nad t&lesem T') vztah

(Rx)' (Rx) = x'x.

V tom pripadé se také matice R nazyva ortogondlni.

10.3. Véta o ortogonalnich maticich. 1. Matice R je ortogo-
nalni, pravé kdyz plati vztah

RR=E. (29)

2. Ortogonalni matice je vZdy regularni a jeji determinant IR[
ma hodnotu bud + 1, nebo — 1. Podle toho se ortogonalni matice R
nazyva vlastni (je-li |R| = 1) nebo nevlastni (je-li |R| = —1).

3. V determinantu |R| kaZdé ortogonalni matice R je al-
gebraicky doplnék libovolného prvku roven hodnoté tohoto prvku,
je-li R vlastni ortogonalni matice, popf. opa¢né hodnoté uvazo-
vaného prvku, kdyZ R je nevlastni ortogonalni matice.

Dukaz: la) Budiz x* = Rx ortogonalni transformace,
takZe je
(Rx) Rx = x'x .
Odtud mame podle (6)
x'(RR) x = x'x. (30)

Tato rovnice je zfejmé splnéna plati-li vztah R'R = E. Je tedy
platnost rovnice (29) dostacujici podminkou k tomu, aby, linearni
transformace o matici R byla ortogonalni.

1b) UkaZeme, Ze rovnice (29) je i nutnou podminkou pro
ortogonalni transformaci. Ozna¢me prvky matice R'R znaky c,
kde j,k=1,2,...,n.

ProtoZe je (R’R)' = R'R, je matice R'R symetricka, takze

cjk = ij.

Zvolme za vektor x vektor e;, jehoZ vSechny soufadnice jsou nuly
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kromé j-té, ktera je x; = 1. Pak na levé stran& rovnice (30) dosta-
neme

0
Ciyoen Cop S
[0....0.1.0,...,0] .| S ] = el
Jj Cut +ov Cup .
0

kdeZto na pravé strané bude
0

[0,....0.1,0,....0] | 1 | = [1].

Odtud mame ¢;; = 1.

Zvolme nyni za vektor x vektor, jehoZ vSechny soufadnice
Jjsou nulové kromé soufadnic x; a x,, pfiemZ x; = x, = 1, kde
Jj < k. Pak na levé stran& vztahu (30) obdrzime

0

Cyp - Cp il
[0,...1,0,...,1,0,....0] ] ¢ =

Cup - Con || 1

= [ej; + ey + e+ ]
zatimco na pravé strané bude [2]. Proto je
Cij+ e+ Cjp + ¢y = 2.
ProtoZe viak ¢;; = ¢ = 1, dostavame z pfedeSlé rovnosti vztah

Cjk = ""(’kj.

Odtud vzhledem k vztahu cj = ¢;; plyne cj = ¢; = 0. Je tedy
R'R = E, jak jsme méli dokazat.
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2. Z rovnice R'R = E bezprostiedné plyne
RR] = [R][R] = €] = 1.
ProtoZe pak |R’| = |R], je |R|* = 1, odkud |R| = +1.

3. ProtoZe matice R je regularni, plyne z rovnice R'R = E
nasobenim zprava matici R™! vztah

R(RR™') = ER™"

a odtud
R =R™1.
AvSak
R™! = i—ade = + adjR,
IR|
takze
R' = + adjR,

priéemZ plati znaménko +, kdyZ R je vlastni, kdeZto znaménko —,
je-li R nevlastni ortogonalni matice.

Znali-li rp prvky matice R, kdeZto R, algebraicky doplnék
prvku r; v matici R, je v j-tém fadku a k-tém sloupci matice
na levé stran€ posledni rovnice prvek ry;, kdezto na pravé strané
gislo £ Ry;. Je tedy (proj, k = 1,2,..., n)

rjk = iRjk‘

PFiklad 11. UkaZme, Ze transformace o matici

cos @ sin ¢
R = ) ,
—sin @ cos ¢
kde ¢ je libovolné realné islo, pfedstavuje vlastni ortogonalni
transformaci, ktera znadi rotaci v euklidovské roviné. Uréime
viechny vektory, které se pfi této transformaci neméni (jsou

invariantnf).
Reseni: Zde je

RR — cos @ —sin ¢ C‘OS(pSln(p _ 10 - E
sin @ cos @ || —sin ¢ cos ¢ 01
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ProtoZe |R| = cos? ¢ + sin? ¢ = 1, jde o vlastni ortogonalni
matici. Pfislu$nd linedrni transformace x* = Rx je ddna rovnicemi

X*= Xx;C08¢ + Xx,sin ¢,
X3 = —x;sin @ + x,€os @

a pfedstavuje rotaci v euklidovské rovin& (obr. 1).

Obr. 1.

Pii této transformaci se pro ¢ =+ 2km, kde k je celé Cislo,
neméni pouze jediny vektor, a to nulovy vektor 0. Vskutku,
. oo , X
nema-li se n&jaky vektor x = | !
X2

je nutné a staci, aby platily rovnice

} uvedenou transformaci ménit,

X, = X, C08¢p + X,sin ¢,

X, = —X;sin ¢ + X085 ¢,
tj. aby jeho soufadnice vyhovovaly rovnicim

xy(I = cos @) — x,sinp =0,
Ny sin g + x5(1 — cos @) = 0.

Determinant této soustavy je
4 = (1 — cos @) + sin? ¢ = (I — cos @)* + (1 — cos? ¢) =

= 2(1 ——cos<p)=4sin2—(§,

~

apro @ + 2knje 4 £+ 0.V tom pfipadé je x; = x, = 0.
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Priklad 12. Uréeme vSechny vektory, které se neméni pfi
transformaci o matici

R |cose sin ¢
sin ¢ —cos ¢ '
ktera je ortogonalni nevlastni.

Reseni: Zde je

RR = |cos @ sin @ |[cosgp sing] [10
sin ¢ —cos ¢ ||sin ¢ —cos ¢ 01]
pficemz |R| = —cos® ¢ — sin’> ¢ = —1, takZe jde o nevlastni
ortogonalni matici. PfisluSna transformace je dana rovnicemi

“

xT = x,cos ¢ + x,sin ¢,
x5 = x,sin ¢ — x,co0s ¢.

Je sloZena z rotace
xt¥ = x,cos ¢ 4 x,sin @

x3* = —x,sin ¢ + x,cos @

a ze symetrie vzhledem k ose X

V tomto pfipadé existuji vektory, které jsou vzhledem k hofejsi
substituci invariantni. Vskutku, z rovnic

Il

X, = X, €08 @ + Xx,sin ¢,

X, = Xy Sin ¢ — X, COS @

Il

plyne
x4(1 = cos @) — x,sinp =0,

xysin @ — x,(1 + cos ) = 0.
Determinant soustavy je
4 = —(1 —cos® ¢) +sin* ¢ =0.
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Proto feseni obou rovnic je pfi libovolném A tvaru
x; =Asing, x, =M1 — cos ¢).

Jsou tedy invariantni v§echny vektory tvaru

Asin ¢
A1 — cos @) .

10.4. Véta o kofenech charakteristické rovnice ortogonalni
matice R. Je-li ortogonalni matice R realnd, pak vSechny kofeny A,
charakteristické rovnice |R — AE| = 0 maji absolutni hodnotu
rovnou |1, takZe je

Jy = €,

kde ¢, znadi (pro k = 1,2,..., n) vhodné realné &slo. Pfitom
imaginarni kofeny jsou po dvou komplexné sdruZené.

Dikaz: Vezméme v tvahu inverzni matici (R — 2E)™!, kde
7 je libovolné &islo takové, Ze |R — 2E| # 0. Zfejmé plati

R 1 . 5

Prvky matice adj(R — AE) jsou (podle definice adjungované ma-
tice) algebraické dopliiky prvki v matici R — ZE. Jsou to
tedy polynomy stupné nejvyse (n — 1)-ho v proménné A. Proto
prvky matice (R — 1E)™! jsou racionalni lomené funkce v pro-
ménné A a daji se tedy rozlozZit v ¢aste¢né zlomky.

Necht /, znaci libovolny kofen rovnice |R — AE|=0
a nechf tento kofen je h,-nasobny. Pro spole¢ného délitele viech
minord (n — 1)-ho stupn& v matici R — AE nechf je kofen 1,
h,-nasobny (pfi¢emz miZe byt h, = 0). Tedy pro Citatele kazdého
prvku v matici (R — AE)™" je tento kofen aspoii h,-ndsobny a pro
Citatele aspofi jednoho prvku v této matici je pravé h,-nasobny.
Derivace determinantu |R — AE| podle 4 je rovna souttu n deter-
minant, z nichz k-ty ma v k-tém sloupci derivace prvkii podle 4
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a ostatni sloupce nezménéné, takze

DR — JE| =
—'1 1‘12 oo rln 4 rll——)' rlz vee 0
01’22—).... "2" +...+ er rzz"';». P 0
0 £'Y) Ton — A Fny 'y -1

Vidime, Ze tato dexivace je rovna souctu minortt fadu n — 1
v matici R — AE, a je tedy délitelna vyrazem

(A.. - A.O)h2 .

Proto A, je aspofi (h, + 1)-nasobnym kofenem rovnice |R — AE| =
= 0. Odtud plyne, Ze h, > h,.

PoloZime-lia = h; — h, (> 0), obdrzime rozklad v Castecné
zlomky libovolného prvku c;, v matici (R — AE)™! tvaru

ajy by

Cy = +
T Go=ao (A= Ayt

+ ...,

kde aj, b;, znaci vhodna Cisla a nenapsané Cleny obsahuji kofeno-
vého Cinitele A — A, s exponentem m > 1 — « a kromé toho kofe-
nové Cinitele patfici k ostatnim kofentim rovnice |R — 1E| = 0.
Cisla ay (pro j, k = 1,2, ..., n) nejsou vesmés rovna nule, nebot
pro Citatele aspofi jednoho prvku v matici (R — AE)™! je 4, kofe-
nem pravé h,-nasobnym, takZe rozklad tohoto prvku v &asteéné
zlomky obsahuje zlomek

a
oo kde a % 0.
()u - lo)a
Je tedy

- ay, Ay )
— L, + .
(i - hoy (1 - iy

(R - ,IE)" =l ,

-_(.11_1. + - wq n

| (A — Ao)* (A = Ao
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pfiemZmatice A= | ......... * O, tj. neni nula.

Proto je
1
(R—-ZE)™ = — A+ ..
(A — Aoy

Odtud nasobenim matici R — E = (R — 4,E) — (A — J,) E plyne

E=—[(RA=2A) —(A—A)A+..]

neboli
(}. - ﬂ.o)’E = (RA - }.OA) - (,l - /10) A+ ...

Odtud porovnéanim koeficientl pfi (2 — 40)° obdrZime

RA - ,A=0
neboli
RA = /,A. (31)

Nechf £, znaci ¢islo komplexné sdruzené s Cislem 4, a R, popr. A
matici komplexné sdruZenou s matici R, popf. A, takZe napf.
A = ||a,||. ProtoZe matice R je podle predpokladu realna, je -

R = R, takZe z rovnice (31) plyne
odtud transponovanim dostaneme
Z’R’ = ZOZ’ .
Nasobime-li zprava tuto rovnici rovnici (31), dostaneme
A(RR) A = J,1,AA
neboli
AA(l — Zgho) = O

vzhledem k tomu, Z¢ R'R = E. Proto¥e A’A + O (nebot’ A+ O),
musi byt
Aoho = 1.
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Odtud plyne, Ze kofen 1, ma absolutni hodnotu rovnou 1. ProtoZe
rovnice [R — )LEI = 0 mad redlné koeficienty, jsou imaginarni kote-
ny po dvou komplexné sdruZené.

Poznamenejme, Ze jiny, krat$i dikaz véty 10.4 lze provésti
podobné jako u véty 11.4.

10.5. Véta o tvaru ortogonalnich matic. VSechny ortogonalni
matice R stupné n, pro které je |R + E| # 0, Ize vyjadFit vzorcem

E-T
=, 32
E+T (32)

kde T znaci libovolnou polosoumérnou matici stupné n vyhovujici
vztahu |E + T| + 0.

Dukaz: a) Necht R je libovolna ortogonalni matice stupné
n, pro niz

IR+ E +0.

To znamena, Ze charakteristickd rovnice matice R nema kofen
4 = —1, takZe neexistuje nenulovy vektor x, ktery linearni trans-
formaci o matici R prejde v opacny vektor —x.

Utvofme pomoci matice R matici T tvaru
T=(E-R)(E+R)".
Odtud nasobenim zprava matici (E + R) dostaneme
T(E + R) = E - R. (33)
Pfechodem k maticim transponovanym obdrzime vztah »

(E + R)’ T = (E — Ry
neboli
(E+R’)T’=E~R’.

Nasobme zleva posledni vzorec matici R. Vzhledem k rov-
nici RR’ = E obdrzime

(R+E)T'=R-E,
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takZe po vynasobeni zleva matici (R + E)™' dostaneme
T'=—(R+E)y'(E-R).
Maiice (R + E)™', E — R jsou zaménitelné, nebof plati
(R+E)((E-R =R+E—R —R=E R =
=(E - R)(R + E),

coz znamena, ze E — R, R + E jsou zaménitelné, a tudiz také
(R + E)™', E — R jsou zaménitelné. Proto je

T = —(E-R(R+E™"=-T

Je tedy matice T polosoumérnd. Kromé toho matice E + T je regu-
larni, nebot je

E+T=(E+R(E+R™'+(E-R(E+R)" =
=(E+R+E—R)(E+R)"' =2EE+R)",

takze

Ze vztahu (33) dostavame

T+TR=E-R
neboli
R+TR=E-T,
(E+T)R=E-T.

ProtoZe E + T je regularni, existuje (E + T)™' a plati
R=(E+T)'(E-T).

Matice (E + T)™', (E —T) jsou zaménitelné, takze posledni
vztah mZeme psat ve tvaru

R_nE—T

CE4+ T
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b) Bud T libovolna polosoumé&rnd matice, pro niZ plati
|E + T| % 0. UkaZeme, Ze matice (32)

_E-T
E+T

R

je ortogonalni a matice E + R regularni. Zfejmé je
R=[E-T)E+T)']=[E+T)'T(E-T)=

=[(E+T)Y]"(E+T)=(E-T)""(E+T),

takze

RR=E-T)'(E+T)(E+T)'"(E-T)=E.

Z toho plyne, Ze matice R je ortogonalni. Dale ze vztahu (32) plyne

E—T:R(E+T)=(R+E—E)(E+T):
=(R+E(E+T)—(E+T)

a odtud
(R+ E)(E + T)=2E.
Proto
Ref- T 4o
|E + T|

Tim je véta dokazana.

10.6. Poznamka. Urceni ortogonalnich matic R,,pro néz

vvvvvv

Priklad 13. Napi¥me explicitné vyraz (32) pro ortogonalni
matici R stupné& n = 2.

Redeni: Kazda polosoumérna matice stupné 2 je tvaru

T - 0 u ,
—u 0
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kde u znaci vhodné &islo. Pfitom je

1u

!-—=1+u2,
—u 1

|E + T}=

takZe budeme piedpokladat, ze 1 + u? =+ O.

Je tedy
E+T=[ ! u],
—u 1
. 1 —u
adJ(E+T)=[ ],
u 1
takZe

1 I —u
E+T)!'= .
( ) 1+u2[u 1]

Pfisluina ortogonalni matice R je podle (32)

R — 1 —u | —u 1 _ 1 1 —u? —2u _
u 1flu 1}t +u? 1+ u? 2u 1 — u?

| —u? —2u
1+ u?l + u?
2u 1 —u?

1+ u? 1 + u?

Dosadime-li sem u = tg ¢/2, obdriime

cos ¢ -—sin
R=|“"7 ?1.
sin ¢ cos ¢
Tim jsme obdrzeli vSechny ortogonalni matice 2. stupné, vyzna-

Cujici se tim, Ze [R + E| # 0. Vidime, Z¢ jsou to pravé viechny
vlastni ortogonalni matice. (Viz pf. 11.)

Priklad 14. NapiSme explicitné vyraz (32) pro ortogonalni
matice R stupné n = 3.
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Redeni: Polosoumérna matice T stupné 3 je tvaru

0 wuv
T=|-u O01t},
—v —t 0

kde u, v, t znadi néjaka Cisla. Determinant

1 wuvw
E+T|=1t-u 1t =1+u*+0>+1,
—v —t 1

takZe budeme pfedpokladat, ze je 1 + u? + v? + 1* + 0. Dale je

L+1% —u—ot —v+ ut|
adj(E+T)=|u—ovt 1 +0> —t—u
v4+ut t —ur 1+ uz_

(E—T)adj(E + T) =

1 —u —v |1+ —u—0vt —v+ ut]
=lu 1 —t|ju—ovt 14+ —t—uv|=
v t 1||lv4+ut t—uv I+142J

1 —u? — 0% + 1% —2u — 20t —2v + 2ut
= | 2u — 2ut 1 —u? 4+ v =12 =2t = 2uv

2v + 2ut 2t — 2uv 1+ u? — 02 —1?
Proto

1 .
R = X
14+ u? + 0+ 12

[ —u? — 0?2 41 —2u — 2ut -2t + 2ut
x | 2u — 2ut | —u? + 0% =1 =21 = 2u

20 + 2ut 2t — 2uv | +u? — 0?2 =12

predstavuje vSechny ortogonalni matice stupné 3, pro néz je
R + E| + 0.
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