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pole zakrytu &, faktoroidu &, vynuceného faktoroidem @&, se sklddai
7 mnozin bodd uvnitt a na obvodech téechto obdélnika. Podle hotejsiho
vysledku jest zobrazeni kazdého

rvku @ faktoroidu &, na INNZ\N\Z
prvku @, faktoroidu &, na onen // \\ : %

prvek faktoroidu &,, ktery jest ‘
souctem prvku faktoroidu &, le- \ \ 1 %\ ; /
Zicich v a,, isomortismus fakto- : - . : s
roidu &, na faktoroid ®,. Obr. 9.

Cviceni. 1. Ujasnéte si véty o isomorfismu grupoidii na priklade
grupoida 3, AW, 3,. 34 o nichz byla fe¢ v odst. 8.!

9. Kazdé dva faktoroidy v libovolném grupoidu &, takové, Ze kazdy

prvek jednoho jest incidentni pravé jenom s jednim prvkem druhého,
jsou isomorfni, pii temz isomorfismus jest dan incidenci prvkii.

DI

10. O vyznaénych druzich grupoida.

Ackoli nékteré vyznainé druhy grupoidii. o kterych pojedname, jsou
charakterisovany zvlastnimi vlastnostmi ndsobeni a vyklad o nich se pfi-
myka k odst. 5., pfistoupime k nému teprve nyni, abychom zddraznili, Ze
piedchazejici avahy plati pro vSechny grupoidy bez ohledu na néjaké
jejich zvlagtni vlastnosti. Pro nae dalsi avahy jsou dilezité zejména gru-
poidy asociativni a dale t. zv. grupoidy s jednozna¢nym délenim a gru-
poidy s jednotkou.

Asociativni grupoidy. Pojem asociativniho grupoidu & jsme jiz
vymezili v odst. 6., a sice vlastnosti, Ze kazda usporadand trojice prvki
v & m4 jenom jeden soudin, t. j. Ze pro kazdé tii prvky a,, a,, az e & plati
rovnost @,(asts) = (@,a5)a;. Asociativni grupoidy se nazyvaji také polo-
grupy. Nyni ukdzeme, ze kaZdy asociativni grupoid & se vyznacuje tim, Ze
kazdd usporddand skupina nékolika prokic v & md jenom jeden soucin, t. j.
Pro ay, ..., dye @ (n = 2) znadci symbol @, ...a, pravé jeden prvek
v &. Za tim Géelem uvazujme o libovolném asociativnim grupoidu &.
K dikazu pouzijeme metody apIné indukce. Nase tvrzeni jest spravné
kdy% n = 2, nebot v tom piipadé plyne bezprostiedné z definice ndsobeni
v &. Zbyvé tedy ukdzati, ze plati-li nase tvrzeni o kazdé usporadané sku-
piné nejvyse n — 1 prvki v &, kde n znadi nékteré prirozené Cislo >2,
pak plati také o kazdé uspotddané skupiné n prvka v &. Necht tedy
ay, - .., Gy ZnASH libovolné prvky grupoidu ® a predpokladejme, ze kazda
usporadand skupina nejvyse n — 1 prvkit v & mé jenom jeden soucin.
Pak kazdy symbol

Ay, Qg ... Qyy Ay, Qg oo Qny ooy Qg oo Gp—yy Un

znadi zeela urdity prvek grupoidu &, nebot podle naseho predpokladu
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jest na pi. jenom jeden souéin a, ... @, uspofadané skupiny n — 1 prvka

Uy, ..., Ay € G. Mame ukazati, ze vsechny prvky

Aty ... ), (@a)(dg ... 0), ..y (Aq ... Qpey)y, (1)
jsou identické. Za tim tcelem si v8imnéme, Ze kazdy z téchto prvki jest
sou¢inem (¢, ...az) . (@g4q -.. @) usporadané dvojice prvka «; ...az,
Afgq --- Ay € O, pPi Cemz k znadéi nékteré ¢islo 1, ..., n — 1. Dtkaz bude
proveden kdyz zjistime, ze kazdy prvek (1) jest identicky na pi. s prvnim
z nich, t. j. Zze pri kazdém k = 1, ..., »n — 1 plati rovnost

(g oo )@y - - ) = ag(ay ... ay). (2)
Kdyz & = 1 jest tato rovnost samoziejma a proto se miizeme omeziti na
piipad & > 1. V tomto piipadé jest a, ... a; soucin usporidané skupiny
alespoit dvou a nejvyse n-— 1 prvki a,, ..., a; a jest tedy podle naseho
predpokladu identicky s prvkem a,(a, ... az), takze vychdzi rovnost
(Ay o p) (g q - @) = (ay(aty ...‘ar,k))(a,;u.jL1 ... ). Protoze grupoid & jest
asociativni, jest prvek na pravé strané této rovnosti identicky s prvkem
(@ ... ap)(@pgq ... Q) t.j.s prvkem ay(a, ... a,) a vychazi (2). Podobny
vysledek plati oviem o usporadanych skupindch podmnozin v .
Vysledek, ktery jsme pravé dokazali, md dilezité pouziti pti skladani
nékolika permutaci néjaké (konetné anebo nekoneéné) mnoziny prvki.
Necht py, ..., Py (0 = 2) znaci libovolné permutace néjaké mnoziny H. Co
rozumime permutaci sloZenou z permutaci p,, ..., p, (v tomto poradku)?

n = 3 definujeme pojem slozené permutace z permutaci p;, P,, P, takto:
Permutaci sloZenou z permutaci p,, p,, p; rozumime kteroukoli z permu-
taci py(PePr): (PsP2) Py @ 0znacujeme ji symbolem p,p,p;; symbol p,p,p,
ma tedy vyznam jednak permutace sloZené z permutaci p,p;, p; a jednak
permutace sloZzené z permutaci p,, psp,. V pripadé n = 4 definujeme per-
mutaci sloZenou z permutaci p,, p,, Ps, Py takto: Jest to kterdkoli z per-

mutaci py(PsPaPi)s (PaPs)(P2Pi)s (PaPsPe)Py & oznaduje se symbolem
PaPsPsP1: symbol p,pspsp, ma tedy vyznam kterékoli z téchto permutaci

mnoziny H: py(Ps(PeP1))s Pal(PsP2)P1)s (PaPs)(PeP1)s  (PulPsP2)) Py
((PaP3)P2)P1- Obecné, pro n = 2, definujeme permutaci sloZenou z per-
mutaci py, ..., p, takto: Jest to kterdkoli z permutaci

PulPn—y ---P1)s (PnPrn—)(Pn—sz---P1)s -5 (Pn---Po)Pr>

pii ¢emz symbol v kazdé zavorce znaé¢i libovolnou permutaci sloZenou
z permutaci v ném vyznacenych a to v poradku od pravého konce sym-
bolu k levému. Permutaci sloZzenou z permutaci p,, ..., p, oznacujeme
symbolem p,, ... p,. Podle této definice ma tedy symbol p,, ... p, vyznam
soucinu uspofadané skupiny n prvkd p,, ..., p, grupoidu, jehoz pole se
sklada ze vSech permutaci mnoziny H a nasobeni jest definovano skla-
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ddnim permutaci. ProtoZze o skladani permutaci plati asociativni zikon
(v.str. 23.), jest tento grupoid asociativni a z hofejsiho vysledku plyne, ze
jest jenom jedna permutace p,, ... P, slofend z permutaci pq, ..., p,. Tuto
vétu vyjadiujeme také vyrokem, Ze pfi stejném poriddku permutaci ne-
z4avisi sloZend permutace na zpisobu slozeni. Podle tohoto vysledku
obdrzime tedy obraz p, ... p,x libovolného prvku xe H na pi. podle
vzorce
Pu - Prt = Pa(Pu—y(- o (Po(P1)) -- ),

t. j. tim zpisobem, Ze uréime nejprve obraz p;x prvku a v permutaci p,,
pak obraz p,(p,x) prvku p,x v permutaci p,, atd. a konein¢ obraz
Pa(Pu— (... (Po(P1)) ...)) PrvRu pu—i(... (Po(Py)) ...) Vi permutaci p,.
Odtud jest také bezprostiedné patrno, ze kdyZz permutace p,, ..., P,
nechdvaji néktery prvek x e H beze zmény, pak totéz plati o slozené per-
mutaci p, ... p;.

Pouzijeme téchto vysledkti k nékolika pozndmkam o permutacich
koneéné mnoziny. Predpokladejme, Ze se mnozina H sklada z konecéného
poctu (= 1) prvka. Piedevsim ukazeme, Ze libovolnd permutace mnoZiny H
jest sloZena z koneéného pollu cyklickijch permutaci, jejichZ cykly nemajié
spole¢ngjch proké. Za tim Géelem uvazujme o libovolné permutaci p mno-
ziny H! Jak jsme vylozili v odst. 4., jest permutace p vytvoiena kone¢nym
poétem ryzich cyklickych permutaci pgz, ..., pm, t. j. existuje rozklad
H = {a, ..., m} mnoziny H takovy, %e kazdy jeho prvek a, ..., m jest
v permutaci p invariantni a ¢astecné permutace p7, ..., pwm jsou ryzi
cyklické permutace prvki a, ..., m. Necht Z znaéi libovolny prvek v H
a ¢z cyklickou permutaci mnoziny H, kterda jest definovana tim, Ze
zobrazuje kazdy prvek x e x na prvek pyz a viechny ostatni prvky mno-
ziny H, jsou-li jaké, nechava beze zmény. Podle této definice ma tedy
cyklickd permutace g7 tyz cyklus jako ryzi cyklicka permutace p7 a tedy
muzeme obé permutace ¢z, pz vyjadriti timze zjednoduSenym symbolem.
Nage tvrzeni bude dokazano, zjistime-li, Ze permutace p jest sloZena
z cyklickych permutaci g3, ..., qm, t. j. Ze p=qs ... qa. Necht x znaci
libovolny prvek v H a x onen prvek rozkladu H, ktery jej obsahuje,
takze permutace g3 zobrazuje prvek x na prvek pzz, ale viechny ostatni
permutace ¢z, ..., @m, jsou-li jaké, nechavaji prvek x beze zmény. Pro-
toze pti stejném poradku permutaci slozena permutace nezavisi na zpu-
sobu sloZeni, mdme q+ ... Qe = (@7 -..)qz( ... ga)x, pfi cemZ ovsem
v ptipadé x = m vypustime na pravé strané symbol sloZené permutace
v prvni zdvorce a v ptipadé ¥ = a symbol v druhé. Kdyz x 4 a, mame
(... qa)x = x,nebot viechny permutace z nichz ... g7 jest sloZena, necha-
vaji prvek z beze zmény. Mame tedy piedevsim ¢ ... Qa2 = (@7 -..)qz.
Podobné zjistime, Zze prvek na pravé strané této rovnosti jest gz, takze
vychdzi @7 ... qax = qzx. Podle definice permutace gz jest qzo = pzx
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addle, podle definice permutace pz, p;ax = pa. Tim jsme dosli k rovnosti
Quw --- qox = px a dikaz jest proveden. Vsimnéme si,-Ze ve vzorei p =
= qm ... qq muzeme poradek permutaci qg, ..., ¢ libovolné zméniti,
nebot pri kazdém usporadani permutaci q, ..., ¢ miZzeme zvoliti ta-
kové oznadeni prvki rozkladu H, %e tento vzorec zistane beze zmény.

KdyZz mame néjaké permutace mnoziny H, py, ..., pn (n = 2), vy-
jadieny dvourddkovymi anebo zjednodusenymi symboly, vyjadiujeme
sloZzenou permutaci p, ... p, tim, ze symboly permutaci p,, ..., p, na-
piseme vedle sebe v opa¢ném porddku vzhledem k tomuto. Podle této
tmluvy a podle zplisobu vyjadieni libovolné permutace ryzimi cyklickymi

abcd)

permutacemi (v.str.22.), mizeme chapati na p¥. vzorec ( deba

(a, d)(b, ¢) v tom smyslu, Ze permutace mnoZiny {a, b, ¢, d}, vyjadiena
symbolem na’ levé strané, jest slozena z cyklickych permutaci (b, c),
(@, d), anebo v tom smyslu, Ze jest vytvoiena ryzimi cyklickymi permuta-
cemi (a, d), (b, c).

Grupoidy s jednoznaénym délenim. KdyZz néjaky grupoid & se vy-
znacuje tim, Ze ke kazdym dvéma prvkim a,be ® existuji prvky z,
y € ® splitujici rovnosti

ar =10, ya=2>,
nazyva se & grupoid s délenim; kdyz existuje jediny prvek = ¢ & a jediny
prvek y e @ s touto vlastnosti, nazyva se & grupoid s jednoznaéngm dé-
lenim. V literature se pro grupoid s jednoznadénym délenim vyskytuje také
nazev kvasigrupa. Na pt. grupoidy 3, 3u, S, (7 = 1) jsou kvasigrupy: Ke
kazdym dvéma prvkim a, be 3 existuje jediny prvek xe 3 a jediny
prvek ye 3 takovy, Ze a +x=0b, y+a =05 a sice x =-—a + 0,
y = b — a; podobné existuje ke kazdym dvéma prvkam a, b € 3, jediny
prvek x e 3, a jediny prvek y e 3, takovy, Ze zbytek déleni ¢isla @ 4 «
dislem n jest b a zbytek déleni ¢isla y -+ a Cislem n jest b a sice x = y =
=—a-+b (=n—a-+b) kdyZ —a+b=>0(—a-+b < 0); ke kazdym
dvéma permutacim p, q € ©, existuje jedinad permutace ¥ ¢ S, a jedina
permutace ye S, takova, Ze p.¥=¢q, y.p =q a sice ¥ =gp—,
y = p—lq, pii cemZ g p—'znaci permutaci sloZenou z permutace inversni
p—1 vzhledem k p a z q a podobné p—!q. VSimnéme si, Ze pro kazdy gru-
poid s jednozna¢nym délenim @& plati t. zv. pravidla o krdceni: Kdyz pro
nékteré prvky a, x, y € & plati rovnost ax = ay anebo za = ya, pak
x = y. Multiplika¢ni tabulka kaZdého koneéného grupoidu s jedno-
znaénym délenim & ma tuto charakteristickou vlastnost: V kazdém
Fadku a v kazdém sloupei vyskytnou se napravo od svislého a pod vodo-
fovnjm zahlavim symboly vech prvka grupoidu &. Nebot jestlize se na
pt. v nékterém iadku [a] (t. j. napravo od pismena a ve svislém zdhlavi)
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nevyskytnou symboly vSech prvkil grupoidu &, pak se v tadku [a]
a v nékterych dvou raznych sloupecich [], [2,] (t. j. pod symboly x,, x,
ve vodorovném zahlavi) vyskytne symbol téhoz prvku b a to znamena,
ze plati rovnosti ax; = ax, = b, které odporuji pravidlim o kriceni.
JestliZe se naopak v kazdém fadku [a] vyskytne symbol b kazdého prvku
grupoidu & v nékterém sloupei [x] a soucasné se v kazdém sloupei [a]
vyskytne b v nékterém fadku [y], pak maji rovnice ax = b, ya = b jediné
feSeni xe B, ye ® a tedy & jest grupoid s jednoznaénym délenim.
Viimnéme si, ze kdyZ v néjakém koneéném grupoidu & plati pravidla
o kraceni, pak jest & grupoid s jednozna¢nym délenim.

Grupoidy s jednotkou. Kdyz néktery prvek, oznadme jej 1, v ndja-
kém grupoidu &, se vyznacuje tim, Ze soucin prvku 1 s libovolnym prv-
kem ae® jest prvek @ a podobné soucin libovolného prvku a e ®
s prvkem 1 jest rovnéz prvek a, pak se prvek 1 nazyva jednotkovy anebo
jednotka grupoidu @&. Jednotka 1 € & jest tedy charakterisoviana rovnost-
mi la = al = a, které plati pro kazdy prvek a ¢ &. Snadno ukiZeme, Ze
kaZdy grupoid miZe miti nejvyse jednu jednotkw. Znadi-li totiz 1, x jed-
notky libovolného grupoidu &, pak jest jednak lx = x (nebot la = a
pro kazdy prvek a e @) a jednak 1z = 1 (nebot ax = a pro kazdy prvek
a e ®). Odtud plyne 1 = x. Kdyz néjaky grupoid & mé jednotku, pak jej
nazyvame grupoid s jednotkou. V8imnéme si, Ze multiplika¢ni tabulka
libovolného konetného grupoidu s jednotkou ma tuto charakteristickou
vlastnost: Onen fadek, na jehoz zac¢atku, ve svislém zahlavi tabulky, jest
vyznadena jednotka, obsahuje na dalsich mistech tytéz symboly a ve
stejném poradku jako vodorovné zahlavi tabulky; podobné onen sloupec,
na jehoz zacatku, ve vodorovném zahlavi, jest vyznacena jednotka,
obsahuje na dalsich mistech tytéz symboly a ve stejném poradku, jako
svislé zahlavi. Priklady grupoidt s jednotkou jsou grupoidy 3, 3.,
Gy (n = 1). Jednotkou grupoidu 3 jest 0, nebot pro kazdy prvek a € 3
plati rovnosti 0 + @ = @ + 0 = a; rovnéz jednotkou grupoidu 3, jest 0,
nebot pro kazdy prvek a e 3, daji ¢isla 0 4 a, a + 0 délenim éislem n
zbytek a; jednotkou grupoidu &, jest identickd permutace e mnoziny H,
nebot pro kazdy prvek p € ©, mame pe = ep = p. Naproti tomu na p¥.
grupoid popsany ve cvié. 3. v odst. 8. nemd jednotku.

Nékteré grupoidy mohou miti dvé anebo i vSechny tii hotejsi vlast-
nosti soucasné. Podle toho mluvime pak o asociativnich grupoidech
s jednotkou anebo o pologrupach s jednotkou, o kvasigrupach s jednotkou
a o asociativnich kvasigrupach. Snadno ukazeme, 7Ze kdyz néjaky grupoid
jest asoctativni kvasigrupa, pak nutné md jednotku, t. j. kdyz ma obé prvni
vlastnosti, pak ma nutné i tieti. Vskutku, necht & znaéi néjakou asocia-
tivni kvasigrupu. Zvolme v & libovolny prvek a. Protoze & jest kvasi-
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grupa, existuje prvek e, e &, takovy, Ze ae, = a. O prvku ¢, ukdZzeme, Z%e
jest jednotkou grupoidu &. Necht b zna¢i libovolny prvek v &. Protoze &
jest kvasigrupa, existuje prvek y e & takovy, Ze ya = b a protoze jest
agociativni, plati rovnosti be, = (ya)e, = y(aey) = ya = b. Vychdzi tedy
bey=>b. Podobné zjistime, Ze pro prvek ¢; ¢ & definovany rovnosti ejg =a
plati eh = b. Ponévadz jednak ee, = ¢; (nebot be, = b pro kazdy prvek
be®) a jednak e, = ¢, (nebot ¢;b = b pro kazdy prvek b ¢ &), vidime,
Ze ¢ = ¢, a Ze prvek ¢, skuteéné ma charakteristické vlastnosti jednotky
grupoidu &. Vsimnéme si, %e jsme pii tomto dikazu nepouzili pfedpo-
kladu, Ze déleni v @ jest jednoznacéné. Asociativni kvasigrupy se obvykle
nazyvaji grupy. Nasi vétu miuzeme tedy vyjadriti tim, Ze kazdd grupa
ma jednotku. Na pr. 3, 3,, S, (n = 1) jsou grupy; poznamenejme, zZe
grupa S, se nazyva symelrickd permutacni grupa stupné n. Viechny zmi-
néné druhy grupoidit mohou miti ovsem jesté dalii vlastnosti, na pt.
mohou byti abelovské a v tom ptipadé mluvime na pt. o abelovskych
agociativnich grupoidech s jednotkou, atp.

Cviceni. 1. KdyZ néjaka permutace p néjaké mnoziny jest sloZena
z permutaci py, ..., Py (n = 2), pak inversni permutace p—! jest sloZena
z permutaci p,—*, ..., p,—L. : )

2. Kazda cyklickd permutace néjaké konetné mnoziny, jejiz cyklus
jest alespon dvojclenny, da se sloziti z nékolika transposic a to podle
vzorce: (a, b, ¢, ..., k, 1, m) = (a,b)(, c) ... (k, 1), m).

3. Oznacéme (k vuli piehlednosti dolejsiho vzorce) prvky néjaké
mnoziny H ¥adu n (= 2) ¢islicemi 1, ..., n. Kazdd transposice (¢, ¢ -+ §)
mnoziny H se da sloziti z nékolika transposic (1, 2), (2, 3), ..., (n — 1, n)
a to podle wvzorce: (¢,¢ -+ §)=@+7J—1, ¢4+9) ...+ 1,¢+ 2)
@Gr4+De+Le+2)...(¢+5—1,749). Kazdd permutace mno-
ziny H se d4 sloziti z nékolika transposic (1, 2), (2, 3), ..., (n — 1, n).

4. Kdyz grupoid & ma jednotku, pak jeji obraz v kazdé deformaci d
grupoidu & do néjakého grupoidu G* jest jednotkou obrazu d@®.

5. Kazdy faktoroid & na libovolném grupoidu s jednotkou & ma
jednotku, a sice jest onen prvek a ¢ &, ktery obsahuje jednotku grupoidu
®, jednotkou faktoroidu .

6. Uvedte piiklady grupoida, které jsou jenom 1. asociativni
2. s jednoznatnym délenim 3. s jednotkou a priklady grupoidt, které
maji pravé jenom vlastnosti 1., 3. a vlastnosti 2., 3.!

7. Kazdy koneény asociativni grupoid jest grupa, kdyz pro néj
plati pravidla o kraceni.

8. Soudin nékolika prvka ay, ..., a, (n = 2) v libovolné pologrupé
nezavisi na jejich usporadani, kdyz kazdé dva z prvku a,, ..., a, jsou za-
ménitelné. V libovolné abelovské pologrupé nezavisi soucin libovolné
skupiny prvkt na jejich usporadani.
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