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I . D I F E R E N C T I Á L N A P O V N I C A 
y'= f ( x , y) 

1* Základné pojmy a poznatky 

2. S m ě r o v é p o l e 

Budeme sa zaoberať najprv d. rovnicemi prvého rádu tv a r u 

y' * f ( x , y) (a) 

kde f značí danů fu n k c i u premenných x, y definovánu v nejakom obore 0*. 
Takúto d. ro v n i c u nazýváme e x p l i c i t n o u . pretože y' je e x p l i c i t n o u funkciou 
premenných x, y. C Je t z v . definiční obor, stručné obor d. rovnice (a)« 
0 f u n k c i i f a obore Cf nerobíme z a t i a l žiadne předpoklady. 

Funkcia f prira&uje ku každému bodu ' (x, y) é isté číslo 
f (x, y ) . Usporiadaná t r o j i c a Čísel (x, y, f (x, y ) ) sa nazývá llneár-
ny element d. rovnice (a) v bode (x. .v), jednotlivé čísla t r o j i c e sú sú-
radnice lineérneho elementu. Množina všetkých lineárnych elementov v j e d n o t l i 
vých bodoch oboru (X je t z v . směrové pole d. rovnice ( a ) . Množina bodov 
(x, y) € O1, v ktorých má funkcia f tú i s t f i hodnotu, nazývá sa i z o k l l n a 
d. rovnice ( a ) . Povnica každéj i z o k l l n y sa teda mCže plsať v tvare f (x, y) 
= C, kde C značí nejakú konstantu. V bodoch tejže i z o k l l n y majů všetky l i 
neárně elementy tú lstú t r e t i u súradnicu* 

Každý l i n e a r n y element ( x K y, f (x, y ) ) mfižeme znázorniť g r a f i c k y 
malou úsečkou, ktorá prechédza obrazom bodu (x, y) a má smernicu f (x, y) 
t . j . z v i e r a s kladným smerom o s i x uhol, ktorého tangens j e f (x, y ) . Smě
rové pole znázorňujeme tak, že,vyznačíme vSČší počet bodov v obore 0*, uspo-
riadaných do niekol'ko radov napr. vodorovných a zvislých a v každom z n i c h na
kreslíme malú úsečku znázorňujúcu příslušný lineárny element. lahko nahliadne-
me, že v bodoch tejže i z o k l l n y sú t i e t o úsečky rovnoběžné. 

Ako přiklad zoberme d. rovnicu 

y' = x . y (1) 

k t o r e j definičný obor j e celé r o v i n a . Znázorníme napr* j e j lineárně elementy v 
bodoch (x, y ) , ktorých každá súradnica je jedno z čísel 0; +0,5; + 1; +1,5; 
+2. Tieto lineárně elementy sú (-2; - 2; 4 ) , (-2; -1,5; 3)» (-2; -1; 2) at3., 
a sú znázorněné na nasledujúcom obrázku, z ktorého získáváme prehlad o přísluš
né J časti směrového p o l a . 



- a -
I z o k l i n y d. rovnice (1) sú hyperboly 

x . y = C 

určené Jednotlivými konstantami C. Na obrázku siS znázorněné pre C = 0, +1, 
+2. 

Obr. 1 

3. V ý z n a m s m ě r o v é h o p o T a 

Podia toho, čo sme povedali v odseku 1, rozumieme riešením alebo i n -
tegrálom d. rovnice (a) každú funkciu, ktorá j e j vyhovuje. Křivku, ktorá je 
určená Tubovolným riešením^, nazýváme integrálnou (i n t . ) . Predpokladajme, že 
d. rovnice (a) mé nějaké riešenia. Uvažujme o jednom z nich a označme množinu, 
napr. i n t e r v a l , na ktorom je definované, j . Potom pre x € j Je (x, y 
(x) ) € C a funkcia y má v čísle x deriváciu, k t o r e j hodnota je 
f (x, y (x) ). To mdžeme vyjadriť tým, že i n t . křivka y leží v obore & 
a v každom avojom bode má dotyčnicu v směre příslušného lineérneho elementu. 
Inými alovami, v každom svojom bode sa dotýká příslušného lineárneho elemen
t u , t . j . sleduje směrové pole. Vidíme najma, že všetky i n t . křivky d. rovnice 
( a ) , ktoré pretínajú tú istú i z o k l i n u , pretínajú j u v tomže směre. 

Táto názorná úvaha vedie k jednoduchej metodě slúžiacej k hl'adaniu 
funkcií, ktoré by mohli mať přibližné ten i s t y priebeh ako integrály d. rov
nice. P r i n c i p metody je ten, že za hladané funkcie volíme polygony skladajiice 
sa z malých úsečiek, ktoré slodujú směrové pole. Metodu vyložíme po g r a f i c l e j 
atránke. 

Křivkou určenou funkciou y. definovanou v nejakej množině j , stručné 
křivkou y. rozumieme množinu bodov (x, y (x; ), x € J . 



Nech (x^, y_) j e l'ubovol'ny bod v obore Cf a hl'adajme polygon, ktorý 
by mohol aproximoval riešenie d. rovnice (a) prechádzajúce týmto bodom . N j -
prv nakreslíme malú úsečku, ktorá vychádza z bodu ( x Q , yQ)» má auier lineár
ně ho elementu v tomto bode a koncový bod (x^, y^) napravo od bodu ( x Q f y Q ) ; 
j e j 8mernica je teda f ( x Q , y 0 ) . Ak j e (x^, y 1 ) £ ff, nakreslíme opátT 
malú úsečku, ktorá vychádza z bodu (x^, y ^ ) , má emer lineárneho elementu v 
tomto bo e a koncový bod (xgi y 2 ) napravo od bodu (x^, y ^ ) ; j e j mernica 

je teda f ( x ^ f y ^ ) . Ak je ( x 2 , y 2 ) £ můžeme tento postup opakovat 
připadne niekoTkokrát. Tym dostaneme istý polygon o vrcholoch ( x 0 , y 0 ) | 
( 1» y ^ ) i (*2» ^2^' •"•» k - t o r ^ vychádza z bodu ( x Q , y Q ) a sleduje smero-

é pole. Je to t z v . Eulerov polygon d. rovnice (a). v.vchádza.lúci z bodu 
( x Q , yQ)« Zdá sa prirodzené usúdiť, že má přibližné ten istý prlebeh ako n i e -
ktoré riešenie d. rovnice ( a ) , vyc ádzajúce z bodu ( x Q , y0)» a^i pravda, t a 
ké riešenia xistujú. Všimnime s i , že polygon závisí od zvolenýci dížok Jeho 
s t r n a je jednoznačné určený postupnosťou čísel x Q < x^ < x 2 < ••• . Můžeme 
sa domnievať, že v y s t i h u j e riešenie tým presnejšie, čím kratěie zvolíme jeho 
strany. Podobné dostaneme Eulerov polygon, ktorý do bodu ( x Q , y Q ) vchédza; 
J ho konštrukcia sa l i d i od predchádzajúcej l e n tým, že sa koncové body jedno
tlivých úsečiek z v o l i a vždy naTavo od začiatočných. Tento polygon pravděpodob
né aproximuje niektoré riešenie d. rovnice (a) a opfiť súdlme, že tým presnej
šie, čím 8Ú j ho strany kratšie. Obidva polygony, p o k i a l e x i tujú, t v o r i a do
hromady Eulerov polygon d. rovnice ( a ) , prechádza.1 c i bodom (xQ» y Q ) , kt -
rý naznačuje isté riešenie d. rovnice (a) prechádzajúce b dom ( x Q , yQ)» 

Táto jednoduchá metoda na určenie přibližného riešenia danej d. rov
nice má cenu n i e l e n pre teóriu, lebo ako neskoršie (v ods. 26) uvidíme, dá sa 
na j e j p r i n c i p e vypracovat? důkaz e x i s t e n c i e riešenia, ale tiež i po stránke 
praktickéj. V p r a x i (predovšetkým technickéj) ide často o z i s t e n i e l e n přibliž 
ného priebehu riešenia danej d. rov n i c e , prechádzajúceho daným bodom, ktorá 
spr i d l a býva jediné a v tom případe můžeme tuto metodu vždy apl i k o v a t bez 
na menších fažkostl. 

Na nasledujúcom obrázku je znázorněný přibližný priebeh riešenia d. 
rovnice 

y' = x . y 

0 lubovol'nej f u n k c i i hovoříme, že prechádza bodom ( x Q , y Q ) , ke3 číslo x Q 

j e z j e j oboru deflnície a funkci a má v ňom hodnotu y Q ; hovoříme, že vydá  
dza z bodu ( x Q , y Q ) , alebo vchádza do bodu ( x Q , yQ)» ked x Q je najmen-
ším, alebo najvSčším Číslom z j e j definičného oboru a funkc i a má v ňom hodno 
t u y Q . Ďalej hovoříme, že funkcia smeru.ie správa alebo zTava do bodu ( x Q , 
y Q ) , ked má v čísle x Q l i m i t u správa alebo zlava rovnajúcu sa hodnotě y Q 

T i e t o názvy prenášame na křivky, takže napr. hovoříme, že křivka .v  
prechádza bodom ( x Q , y0)» keá to platí o f u n k c i i y at3. Podobné prenášame 
názvy o křivkách na příslušné funkcie, takže napr. hovoříme, že funkcia .v  
leží v istom obore, ked" to platí o krivk e y, at3. 
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prechádzajúceho bodom (-1, 1), získaný touto metodou a súčasne Je znázorněné 

(bodkovane) skutočné riešenie y = exp 

O x 

Obr. 2 

4. P o j e m r i e š e n i a 

Riešenlm d. rovnice (a) sne d o s l a l rozuměli každú funkciu, ktoré 
vyhovuje d. r o v n i c i (ods. \ ) • Tento pojem je prlliš široký, pretože riešenia 
by mohli byť definované na najrozmanitejšlch množinách, ktorých vlast n o s t i by 
teóriu ovplyvňovali a komplikovali* Možno právě z tohto d5vodu aa nevyskytli 
dosiaT ani pokusy o teóriu v te j t o všeobecnosti. V dalších úvahách sa vždy 
obmedzlme na riešenia, ktoré sú definované v nejakom intervale. 

5. D e f i n i č n é o b o r y d. r o v n i c e (a) 

D. rovnica (a) mdže mať riešenie len vtedy, keď j e j obor d e f i n l c i e 
a funkcia - f sama majů určité v l a s t n o s t i . Bez Salšieho vidíme, že ke3 existuje 
riešenie y d. rovnice (a), definované v intervale j , potom obor d. rov
nice obsahuje křivku y a na nej hodnoty f (x, y (x) ) funkcie f, ako 

4. 
hodnoty derivácie funkcie y v intervale j , tvor i a i n t e r v a l • 

Aby teória bola jednoduchá, studujú sa epravidla d. rovnice, ktorých 
definičně obory sú o b l a s t i alebo uzávěry o b l a s t i a předpokládá sa, že funkcia 
f je v nich spojitá vzhladom na obe premenné. 

Podrobnejšie popíšeme niektoré druhy týchto oborov. 

Symbol exp x značí číslo e 

To znamená, že keS funkcia f (x, y (x) ) nadobúda vnútri inte r v a l u j 
hodnCt a^, 82 a ak a^ < b < potom vnútr-i intervalu j má tiež 
niekde hodnotu b. Pozři [ l ] , s t r . 111 
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Oblasťou rotumleme neprázdnu otvorenú a súvislú bodovú množinu, t . J . 
neprázdnu množinu, k t o r e j každý bod Je vnútorný a každé dva různé body množiny 
možno s p o j i t polygónom v nej ležiacim. Ponecháváme čitatelovi, aby s i rozmy
s l e l , že množina úsečiek a množina pořadnic bodov t v o r i a c i c h Tubovolnú oblasť 
sú otvorené i n t e r v a l y * Uzávěr o b l a s t i C, je množina všetkých l i m i t konver
gentních postupnosti, ktorých Sieny sú body o b l a s t i C. Zo všeobecných v l e t 
o uzáveroch množin usiidime zrejme, že Cf je najmenfiia uzavretá množina obsa-
hujiica oblasť Of a že sa skládá z o b l a s t i & a j e j hranice^. 

Často sú definičními obormi d. r o v n i c t z v . normálně obory. 
Normélnym oborom rozumieme množinu bodov (x, y ) , ktorých úsečky x 

t v o r i a nějaký i n t e r v a l a pořadnice y závisia od x a p r i každom x tvo-
r i a nějaký i n t e r v a l J 2 ( x ) ; koncové čísla i n t e r v a l u J 2 ( x ) , p o k i a l e x i s t u -
jú, sú spojitými funkciami x. Přitom pripúšťame, aby sa i n t e r v a l J 2 (x) 
v koncových číslach i n t e r v a l u redukoval na jediné číslo, 

Ak Je i n t e r v a l J ^ a tiež keždý i n t e r v a l J 2 *C3T> ohraničený (ak mno
žiny koncových čísel i n t e r v a l o v J 2 sú ohraničené), potom, tiež normálny obor 
je ohraničený. Ak nie j e niektoré z týchto podmienok splněná, je neohraničený. 

KeS i n t e r v a l J ^ a věetky i n t e r v a l y J 2 sú otvorené, j e normálny 
obor oblasťou; ke3 sú uzavřete, je uzáverom o b l a s t i . 

Na nasledujúcom obrázku sú znázorněné normálně obory. 

Prvý, ohraničený, j e daný vzorcami tvaru: 

a C á x S | 9 , u ( x ) S y š v ( x ) ; 

druhý j e neohraničený a je definovaný vzorcami: 

ÓCÍ x * p , u (x) 5 y; 

přitom u, v značia spojité f u n k c i e . 

Obr. 3 

5 
Pozři [ 2 ] , s t r . 40 - 41, 54. 
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Zvláštními prípadmi normálnych oborov sú t z v . dvojrozměrné (dv.) i n 
t e r v a l y . 

Dv. intervalom rozumieme množinu bodov (x, y ) , ktorych úsečky x 
vypínájú nějaký i n t e r v a l j ^ a pořadnice y, nějaký i n t e r v a l j 2» Označuje
me ho J j x J 2 a v případe j ^ = j 2 jednoducho j | . 

Ak obidva i n t e r v a l y j ^ , j 2 sú ohraničené, potom i dv. i n t e r v a l 
j ^ x J2 j ohraničený. V tom případe rozumieme jeho stredom bod, ktorého sú-
radnice sú a r i t etickými stredmi koncových čísel i n t e r v a l o v j ^ , j2» Ke5 
aspoň jeden z i n t e r v a l o v j ^ , J 2 j e neohraničený, potom i dv. i n t e r v a l j ^ x 
x j 2 Je neohraničený. NajčastejSie sa vyskytne případ, že i n t e r v a l j ^ j 
ohraničený, ale j 2 sa skládá zo všetkých reálných čísel. V tomto případe r o 
zumieme stredom dv. i n t e r v a l u j ^ x j 2 každý bod, ktorého prvé súradnica j e 
aritmetický střed koncových bodov i n t e r v a l u j ^ a druhá lubovolné číslo. 

KeS obidva i n t e r v a l y j ^ , j 2 sú otvorené, je dv, i n t e r v a l j ^ x j 2 

oblast?; keS obidva sú uzavřete, je uzáverom o b l a s t i . 
Na nasledujúcom obrázku sú znázorněné dv. i n t e r v a l y 

[*,/»] *ír,s] , ' U.jt] «(— ~)6) 

/ 
i 

í(7**) 
i 

i  

i 
! 

a 0 pi*fi) 

7 

fix * 0 \i(a*fi) P * 

Obr. 4 

Salšími zvláštnymi prípadmi normálnych oborov sú t z v . klínové obory. 
Rozoznávame klínové obory pravé a Tavé. 

I n t e r v a l o koncových číslach (koncoch) oC, (3 označujeme [aC, /3 ] alebo 
( 0 6 , p) podia tohOf či j e uzavretý alebo otvořený; ak je na jednom konci 
napr. oC uzavretý a na druhom konci p otvorený, označujeme ho C<£,P) 
alebo ( p oC J • I n t e r v a l všetkých reálných čísel označujeme ( - o « * , 
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KlinoTý obor pravý je určený nějakým bodom ( x Q , y Q ) , i8tým okolím 
•pravá čísla x Q *^ J, a dvoma z bodu ( x 0 , y 0) vychádzajúcimi polpriamka-
mi, ktorých směrnice sú nějaké čísla a < M. Je to množina bodov (x, y ) , 
ktorých súradnice vyhovujú vzťahom: 

x € J i y G + m (x - x Q) á y í y Q + M (x - x Q) 

Body tohto klínového oboru ležia teda na oboch polpriamkach a medzi 
nimi, a to na polpriamke s menSou smernicou a nad nou a na polpriamke s vfičšou 
smernicou a pod ňou a i c h úsečky eá v i n t e r v a l e j . Bod ( x Q , y Q ) je v r c h o l 
klínového oboru, obidve polpriamky sú jeho strany. 

Klínový obor l'avý je definovaný podobné pomocou dvoch polpriamok, k t o -
ré vchádzajú do bodu (x 0, y 0)» 

Ke3 i n t e r v a l j j e neohraničeny alebo ohraničený, alebo uzavřetý, 
platí to isté o klinovom obore. 

V Salšom častejšie hovoříme o klinovom obore s daným vrcholom a s t r a 
nami, neuvádzajúc nič o príslušnom i n t e r v a l e j , v takom případe máme na m y s l i 
klinový obor neohraničeny. 

Na nasledujúcom obrázku sú znázorněné klinové obory pravý a lavý; pr
vý je ohraničený, druhý neohraničeny. 

y 

p 
0 X. X 0 x. X 

Obr. 5 

Používáme t i e t o názvy: Pravým okolím alebo okolím správa čísla x Q rozumie-
me každý i n t e r v a l zl'ava uzavretý číslom x Q; pravým r.vdzim okolím alebo 
rýdzim okolím -sprav? čísla x 0 rozumieme každý žlava o tvořený i n t e r v a l o 
Tavom konci x Q. Ocdobbý zmysel majů názvy: 1'avé o k o l l e alebo o k o l l e sTava 
čísla x Q a 1'avé r.,'d?:e o k o l i e alebo rýdzie o k o l l e zTava čísla x Q. Okolím 
čísla x Q rozumieme s p r a v i d l a súčet nějakého o k o l i a správa a o k o l i a zl'ava 
čísla x Q; v širSom zmysle zahrnujeme pod týmto nézvom i pravé alebo lavé 
okolie čísla x Q. Podobný zmysel užší alebo širSí má názov rýdze o k o l l e 
čísla x^. - - • o 
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6. Z á k l a d n é v l a s t n o s t i r i e š e n í 

Vraťme sa k úvahám o riešeniach d. rovnice (a)* 
Připusťme, že d. rovnica Ca) má nějaké riešenie y, definované v i s -

tom intervale j . Potom v každom čísle t £ j existuje derivácia funkcie y, 
y' (t) a j e j hodnota je f ( t , y (t) ); keá in t e r v a l j je okolím správa 
(zl'ava) čísla j , potom v čísle | ide o derivéciu správa (zlava). 

Podl'a vety o prirastku funkcie p l a t i pre lubovoTné čísla x, x' € j 

y(x) - y(x') = f C t , y ( t ) ) . (x - x') (1) 

pričom T značí vhodné číslo medzi x, x' 8, ktoré je rfizne od x, x' ked 
x t x'. 

Připusťme Sálej, že funkcia f je ohraničené na krivke y, takže 
v intervale j platí nerovnosť j f ( t , y (t) )| 1 My, s vhodným číslom 
M (2 0). .Potom zo vzorca (1) vychádza 

I y(x) - y(x') | ž My | x - x' I 
Z tohto vzťahu usudzujeme, aplikujúc princip konvergencie, že rieše

nie y má l i m i t u správa v 1'avom a l i m i t u zlava v pravom konci intervalu j , 
pokial t i e t o konce existujú. 

Tým smě došli k výsledku, že každé i n t . kyivko d. rovnice ( a ) f ktoré  
.je definovaná v nejakom intervale zlava (správa) ohraničenoro a na ktorom je  
funkcia f ohraničená, směruje správa (zl'ava) k istému bodu, ktorého úsečkou  
je 1'av.ý (pravý) koncový bod definičního intervalu. 

Ked funkcia f je ohraničená v definičnom obore d. rovnice (a), po
tom tuto vlastnosť má i na každéj i n t . krivke; v tom případe platí náš výsledok 
pre každú i n t . křivku s definičným intervalom zlava alebo správa ohraničeným. 

7* U ž š i e a š i r š i e r i e š e n i e 

Nech y značí riešenie d. rovnice (a) definované v istom intervale 
j . Riešenie y určuje nekonečné mnoho dalších riešení d. rovnice (a), z kto-
rých každé je dané ako čiastočná funkcia riešenia y v nejakom intervale, l e -
žiacom v j . To vyplývá z toho, že ak je rovnosť y'(x) = f ( x, y (x)J 
splněná všade v intervale j , je splněná i v každéj jeho Časti. 0 týchto r i e -
šeniach hovoříme, že sú užšie než y a nazýváme ich člastkami alebo zúženiatni  
integrálu y. Riešenie ' y je tiež svojou čiastkou; ostatné čiastky sú defino
vané v intervaloch menších než j ^ a nazývajú sa vlastnými. Existencia užších 
riešení je teda zřejmá. 

T.j. Že bu3 x S T á xý alebo x' £ ? S x« 
Interval menší (vfičši)než J je každý i n t e r v a l , ktorý leží v (na) intervale 
j a je od neho, rčzay. Interval správa (zl'ava) menši než j je každý i n t e r 
v a l ležiaci v j f ktorý je správa (zlava) ohraničený a ktorý, v případe, že in t e r v a l j je správa (zl'ava; ohraničený, má pravý (lavý) koncový bod menší 
(vSčšl) než J . Fodobne je definovaný i n t e r v a l správa (zTava) v8čšl než j . 
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ZaujimaveJSi Je pojem riešenia širšieho než y, t z v . r o z S i r e n i e I n 
tegrálu y. lubovolné rieěenla Y d. rovnice ( a ) , definované v nejakom i n 
tervale J , nazývá sa S l r S l e než y alebo tiež rozjSirenie integrálu y, 
keS i n t e r v a l J leži na j a pre x € J Je Y (x) = y ( x ) • Táto d e f i -
n l c i a obsahuje tiež, že integrál y je avojím rozšířením. Súčasne vidíme, že 
riešenie y j e užšle než každé jeho rozšírenie. Zaujímáme sa samozřejmé o t z v . 
vlastné rozšírenia, ktoré aú definované na i n t e r v a l o c h vfičších než j . 

Pokial' ide o e x i s t e n c i u širších r lešení, je uži točný tento pozná tok: 
Ak y^, y 2 aú riešenia d. rovnice ( a ) , prvé definované v nejakom 

okolí zl'ava j ^ čísla j , druhé definované v nejakom jeho okolí správa J 2 

a ak obidve riešenia majů v čísle f t i l istú hodnotu, potom fu n k c i a Y, de
finovaná v i n t e r v a l e J = j ^ U J 2 ^ vzorcom 

Í y ^ x ) pre x € j x 

y 2 ( x ) pre x 6 j 2 

je rozšířením každého riešenia y^, y 2» 

Stačí zřejmé zistiť, že funkcia Y vyhovuje v i n t e r v a l e J d. rov
n i c i ( a ) . Je isté, že j e j vyhovuje v každom Čísle x f J , rCznom od J • 
Avšak vyhovuje j e j i v čísle f , lebo má v nom deriváciu zl'ava D_ y^ (| ) 
a deriváciu správa D + y 2 ( | ) a t i e t o d?rivácie majů rovnaku" hodnotu 
f ( i , \). Přitom je \ = y x ( % ) = y 2 ( % ). 

Ke3 teda nějaké riešenie d. rovnice (a) nadvSzuje 1 1 na iné, potom 
obidve riešenia dohromady t v o r i a integrál, ktorý je širší než každé z p i c h . 

Další důležitý poznátok o možnosti rozšírenia daného integrálu je 
tento: 

Nech obor d. rovnice (a) je uzavřetý a funkc i a f je v nom spojitá. 
Každé riešenie d. rovnice ( a ) , ktoré je definované v nejakom pravom (1'avom) 
rýdzom okolí čísla J a vyznačuje sa tým, že na nom j e funkc i a f ohraničená, 
možno rozšířit i do čísla f • 

Vskutku, nech y značí 1'ubo/olné riešenie d. rovnice ( a ) , ktoré je 
definované v nejakom napr. pravom rýzdom okolí j čísla \ a vyznačuje sa tým, 
že funkcia f (x, y (x) ) je v i n t e r v a l e j ohraničená. Máme ukázat, že 
existuje širšie riešenie Y, definované v pravom okolí čísla | , J = j ̂  • 

Z výsledku v ods. 6. predovšetkým usudzujeme, že i n t . křivka y smě
ruje správa k istému bodu ( £ Nech Y j e funkcia definovaná v i n t e r v a 
le J vzorcami: 

Y(x) = y(x) pre x € j , Y($ ) = % 

Súčet dvoch množin, ,^pr. i n t e r v a l o v j ^ , J 2 označujeme symbolom j ^ U 
J 2 i c h p r i e n i k n J 2 . Množinu skladajtfcu sa z jediného čísla | ozna
čujeme { i } • Prázdnu množinu označujeme 0. 
0 l'ubovol'nej f u n k c i i y 2 hovoříme, že nadvfizuje na inú fu n k c i u y-p ak e-
x i s t u j e bod, do ktorého ŷ - • vchádza a z ktorého y 2 vychédza. 

» 
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Ukážeme, že táto funkci a je riešením d. rovnice (a), ktoré samo
zřejmé rozšiřuje integrál y do čísla | . Pře ten účel stačí zistiť, že bod 

je v obore d. rovnice (a) a že funkcia Y má v čísle J derivéciu 
oprava, k t o r e j hodnota je f ( j , ^ ) . Z definície funkcie Y vidíme, ze pre 
x € j je (x, Y (x) ) £ a že v čísle £ má fu n k c i a Y hodnotu ^ 
a je tem spojitá správa. Z toho p l y n i e , Že bod (| , ̂ ) je l i m i t o u postupností, 
ktorých členy QÚ body z oboru Cf' z toho usudzujeme Sálej, že bod ( j , ̂  ) 
lsží v obore <y, lebo tento obor je uzavretý. Podia předpokladu je fu n k c i a 
f v bode ( I , I ) spojité. Ďalej pre x 6 j podl'a vety o prírastku je 

*(x) - Y ( J ) 
— = f ( T , Y ( L ) ) 

x " l 
kde číslo f spina nerovnost f < ^ ^ x* *>re x —* | + 0 e ^ —* I + 
Y (T) —• ^ , f (T , Y(f ) ) — * f ( í > i )» takže z predchédzajúcej r o v n i 
ce vychádza, že funkcia Y má v čísle č d e r i v a c i u správa o hodnotě f ( j , 
v-

Z tohoto výsledku vyplývá predovšetkým* 
KeS obor d. rovnice (a) je uzavretý a funkci a f je v ňom spojitá 

a ohraničená, možno každé riešenie d. rovnice ( a ) , ktoré je definované v ne-
jakom pravom (Tavom) rýdzom okolí čísla ^ , rozšíriť i do čísla*J • Speciál
ně možno rozšíriť každé riešenie definované v nejakom otvorenom i n t e r v a l e 
(<£,|3) na uzavretý i n t e r v a l fi] . 

8. R i e š e n i e s k o n c a m i n a h r a n i c i 

o b o r u d. r o v n i c e . Ú p l n é r i e š e n i e 

Uvažujme o d. r o v n i c i (a) v nejakom obore C Ne h y je 1'ubo-

volné riešenie d. rovnice ( a ) , definované v is +om i n t e r v a l e j . 

0 riešení y hovoříme, že má pravý (1'avy) koncový bod na h r a n i c i o-
boru (y, keď i n t e r v a l j správa (zTava) uzavretý istým číslom | a bod ( ̂  , 
y ( f ) ) je na h r a n i c i oboru O'; bod j , y ( j ) J je teda pravý (1'avý) 

a l e j vtedy, ked i n t e r v a l j je správa (zl'ava) otvorený 
a nastává jeden z týchto prípadov: 

1. I n t e r v a l J je správa (zl'ava) neohraničený, 
2. je správa (zl'ava) ohraničený a riešenie y je v každora Tavom (pra

vom) rýdzom okolí jeho pravého (1'avého) konca j ne ohraničené, 
3. je tam ohraničené a e x i s t u j e postupnost bodov i n t . křivky y, s li-

sečkami menšími (vfičšlmi) než ^ , ktorá konverguje k istému bodu ( j ,^ ), na 
h r a n i c i oboru O' • 

Všimnime & i , že keď i n t e r v a l j j e správa (zTava) otvorený a ohraniče
ný a riešenie y je v i s tom 1'avom (pravom) rýdzom okolí jeho pravého (1'avého) 
konca | , ohraničené, potom čísla 

(H =) l i m aup y ( x ) , l i m i n f y(x) (=£) 
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pre x — • J _ (x — • J + ) sú konečné a podia klasickéj vety e x i s t u j e na i n t . 
krivke y postupnost? bodov, ktorá konverguje k bodu (J , H), resp. k bodu 
( J , ^ ) . Odtial' vidíme, že v takomto případe má riešenie y pravý (1'avý) ko-
niec na h r a n i c i oboru V , ak aspoň jeden z oboch bodov ( f » H ), ( j , ̂  ) na 
nej leží* 

DOležitý Je pojem úplného r l e S e n i a . Riešenie y sa nazývá správa 
(zlava) úplné, ke3 n e e x i s t u j e jeho rozšírenie na i n t e r v a l správa (zl'ava) v3č-
S i než j ; nazývá sa úplné, ked j e úplné správa i z l a v a . 

Lahko nahliadneTie, Se riešenie y je správa (zl'ava) úplné, ke3 i n t e r 
v a l J j e správa (zl'ava) otvorený a riešenie má pravý (1'avý) koniec na h r a n i 
c i oboru V • 

Naproti tomu, ked i n t e r v a l j j e správa (zlava) uzavretý a riešenie 
y mé pravý (1'avý) koniec na h r a n i c i oboru & , potom toto riešenie nie je nuť 
ne správa (zl'ava) úplné. Napr. d. rovnica 

v obore: 

& : - o° < x < + - o , - l ž y á l 

T 
má riešenie y, definované v i n t e r v a l e ( j * ) (-•»,— > takto: 

2 
T 

- 1 pře - o* < x m - — 
2 

y(x) = 
s i n x pře - — S x s — 

Toto riešenie má pravý koniec (— , 1 ) na h r a n i c i oboru & i avšak nie je 
2 

správa úplné, lebo ho možno rozšiřiť na i n t e r v a l správa vačší než j , (-oo, 
— x 

x*> ), takto: y (x) =1 pře — ú x < + <>•* . Situécia j e znázorněná na 
2 

nasledujúcom obrázku 

12 
Symbol f značí nezáporné číslo 
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Obr* 6 

9. Z ú ž e n i e a s o z š í r e n i e d e f i n i č n é h o 
o b o r u d. r o v n i c e 

Uvažujme opať o d.- r o v n i c i ( a ) , v k t o r e j f značí Tubovolnú f u n k c i u 
v nejakom obore Cí . 

Zúženie. D.rovnica (a) určuje nekonečné mnoho Salších explicitních 
d. r o v n i c , z ktorých každá je daná čiastočnou funkciou f v nejakom obore l e -
žiacom v & . 0 těchto d. r o v n i c i a c h hovoříme, že sú užšie než (a) a nazýváme 
i c h člastkaml, alebo gúženiami d. rovnice ( a ) . Vidíme, že užšie d. rovnice 
vzniknu z d. rovnic (a) zúžením j e j definičného oboru. Podia t e j t o definí-
c i e je tiež d* rovnica (a) svojou čiastkou. Ostatné čiastky majů za definič
ně obory vlastně podmnožiny v & a nazývajú sa vlastními. Všimnime s i , že keS 
funkcia f v d. r o v n i c i (a) je ohraničená alebo spojitá, potom t i e isté v l a s t 
n o s t i má čiastočná funkc i a f v každej užšej d. r o v n i c i . Každé riešenie něja
ké j časti d. rovnice (a) je prirodzene tiež rieěením d. rovnice ( a ) ; ke3 r i e 
šenie je úplně pre užšiu d. rovnicu, může byť vlastnou čiastkou vhodného rieše-
nia d. rovnice ( a ) . Napr. d. rovnica 

y' = 0, v obore V : - «*> < x < + <*> < y < + «° 

pripúšťa zúženie: 

y' = 0 v obore : <£ £ x š p, f š y * cf 

Efruhá ro v n i c a má úplné riešenie napr. y = f , í x š p , ktoré j e v l a s t 
nou čiastkou úplného riešenia prvej d. rovnice i y a j r » - o 0 < x < oo • 

Zúžiť d. rovnicu (a) znamená teda zúžiť j e j definičny-obor & • Tuto 
operéciu však uskutočnujeme vždy za určitým ciel'om a s p r a v i d l a preto, aby sme 
obor Cf aproximovali užšími obormi, ktoré by mali žiadané v l a s t n o s t i . 

Ddležité 8Ú predovšetkým aproximácie otvorených množin, zvlášť oblastí 
t z v . aieťovými obormi. ktoré sú ohraničené a uzavřete* 

Předpokládájme, že množina OT je otvořená. Nech n je Tubovolné p r i 
rodzene Číslo. Pornocou čísla n definujeme dv. i n t e r v a l y : 
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.n 

^ + 1 

»n 
(1) 

kde (± , = - n 2 n, -n 2 n + 1, n 2 n - 1. Tieto dv. i n t e r v a l y ea 
teda skladajú z obvodov a vnútra štvorcov s i e t e , ktorá Je vytvořená priamkami 

1 1 
vedenými vo v z d i a l e n o s t i a c h - n, - n + , n - , n od po-

n' ? 
čiatku rovnoběžné s osmi. Je i c h celkom (2n 2 ) a dohromady t v o r i a dv. i n 
t e r v a l [ -n, n ] x £-n, n ] • 

Systém dv, intervalov. (1) označíme S n. Je zřejmé, že' každý dv, i n 
t e r v a l z S R je súčtom štyroch dv. i n t e r v a l o v zo systému 

Nech s n značí súčet všetkých dv. i n t e r v a l o v zo systému S n, ktoré 
ležia v množině V • 

Predovšetkým vidíme, že množina s n je ohraničená a uzavretá. 
Ďalej platí vzťah 

3 h C s n + l 

takže máme 

s^ O &2 ̂ » s^ O ... (2) 

To je zřejmé, keď množina s n j e prázdna; ke3 nie j e , potom každý dv. i n 
te r v a l zo systému S n ležiaci v s n je súčtom štyroch dv. i n t e r v a l o v zo sys
tému s

n + i i ktoré BÚ tiež v s n a teda i v množinách & a s
n + i « 

Napokon ukážeme,že každý bod množiny Qr je vmitorným bodom celkom 
13 

všetkých J množin postupnosti ( 2 ) . 
Vskutku, nech je (x, y) € & lubovoTný bod. Pretože množina & j e 

otvorená, e x i s t u j e cf > 0 také, že dv. i n t e r v a l [ x - cf, x + cf ] x [ y • 
- O , y + cf ] leží v množině O • Nech n j e tak velké, že p l a t i a nerov
nosti : 

1 cf 
- n < x, y < n; < 

2 n 2 

Potom při vhodných celých číslach £u , V (= - n 2 n, n 2 n - 1) máme 

t** 1 1) 
á x 

>n »n 

-0+1 

»n 

13 

Slovom celkom vyjadřujeme, že sa pripiišťa konečný počet výnimiek 



takže je 

x _ S <• < x < < x + 6 , y - <f< < y <• 

V + 1 r  < y < < y + O 
2 n 

Odtial' usudzujeme, že dv. i n t e r v a l 

1 ^ + 1 

2 n 

V - 1 1)+ 1 
t 

2̂ 1 2 n 

j e častou dv, i n t e r v a l u £x - cf , x + c f j x £y - cT , y + c T J , teda častou mno
žiny Oř a bod (x, y) je v jeho vnútri; súčasne je svíčtom Styroch dv. i n t e r v a -
lov 20 systému S n. # Z toho vyplývá, že tento dv. i n t e r v a l je v množině s n , 
takže (x, y) je vnútorným bodom množiny s n a tiež i všetkých Salšlch mno
žin postupnosti ( 2 ) . 

Z výsledku, ktorý sme právě o d v o d i l i , vyplývá, že množiny postupnosti 
( 2 ) , od určitej jočínajúc, nie sú prázdné. Keď množina s R nie je prázdna, na
zýváme Ju n-ťý sletový obor v množině & . stručné n-tý sJeťový obor. 

RozSírenie. Obrálme sa teraz k rozšíreniam d. rovnice ( a ) . Podobné, 
ako sme d e f i n o v a l i d. rovnice užšie než ( a ) , definujeme d. rovnice širSie než 
(a) , čiže rtošírenia d. rovnice ( a ) . Tieto vzniknu z» d* rovnice (a) 
rozšířením j e j definičného oboru. D. rovnica (a) je teda užšou než každé 
j e j r o z S l r e n i e . PredovSetkým sa zaujímáme o t z v . rozšlrenia'vlastné, ktorých 
definičné obory sví vfičšie než u d. rovnice ( a ) . Z každého integrálu 1'ubo-
volného rcešírenia d. rovnice (a) j e riešením t e j t o d. rovnice každá 
Časť y f definovaná v nejakom i n t e r v a l e j , ktorá sa vyznačuje tým, že 
křivka y leží v O* • 

Rozšířit d l rovnlc u (a) teda znamená rozáíriť f u n k c i u f na širší 
obor, t . J . definovat v nejakom obore O 3 cf novů f u n k c i u F, ktorá by mala* 
v každom bode oboru or tú istú hodnotu ako f • Ak sa na hodnotu F nekladu žiad-
ne Salšie požíadavky, nie je potom definícia funkcie F žiadnym problémom. 
Ťažkosti mfižu nastat až vtedy, ke3 sa požaduje, aby sa niektoré v l a s t n o s t i funk
c i e f v obore C , napr. ohraničenosť a s p o j i t o s t , p r e n i e s l i na funkciu F 
v obore Cf, 

V tomto smera je ddležitá veta, že sa každá v nejakom kompaktnom obo
re spojitá fu n k c i a dá rozšířit na f u n k c i u ohraničenu a rovnoměrné spojitú v ce
l e j rovině, pričom absolutna hodnota širšej funkcie nikde nepřevýší maximum 
absolvitneJ hodnoty póvodnej funkcie v j e j definičnom o b o r e 1 4 . Tu sa spokojíme 
s popisom spojitého rozšlrenia s p o j i t e j funkcie v niekolkých zvláštnych prípa-
doch, ktoré budeme v Salšom potřebovat* 

14 
Pozři [ 3 ] , s t r . 75 
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a) Nech f Je (spojité) fu n k c i a v obore o*, ktorý sa skládá l e n z 
dvoch rfiznych bodov (x^, y ^ ) i (x2» Potom e x i s t u j e ,širšia fu n k c i a F, 
definovaná na úsečke s týmito koncovými bodmi, ktoró Je tam spojité a J e j ab
solutna hodnota nikde nepřevýš! najvSčšie z čísel | f (x^, y^) | , ) f ( x 2 , y 2)l< 

Takouto funkciou Je napr. lineárna fu n k c i a v z d i a l e n o s t i bodu na úseč
ke od>bodu ( x^, y ^ ) , daná vzorcom: 

(x, y) = f ( x l t y x ) + \ 
(x - x x ) 2 + (y - y ^ 2 

( x 2 - x x ) 2 + ( y 2 - y x ) 2 

• . £f ( x 2 , y 2 ) -

- f ( x l t y x ) ] 
ktoré má všetky uvedené v l a s t n o s t i . Tento vzorec definuje t z v . lineárně r o z S i r e -
nie funkcle f t z koncových bodov úsečky na c e l u úsečku. 

b) Nech f Je spojitá funkcia v obore a, ktorý sa skládá z n i e k t o 
rých vrcholov a připadne z niektorých strén nějakého obdlžnika &> a nech Je 
všade j f (x, y) |š M p r i vhodnom čísle M. Potom e x i s t u j e širSia f u n k c i a 
F, definovaná na celom obdížniku ců , ktorá Je tam spojitá a všade spina ne
rovnost | F (x, y) | •» M. 

Vskutku, funkci u F definujeme predovšetkým v bodoch oboru or, v kto-
rých j e j prisúdime t i e isté hodnoty, aké má funkci a f . Ak nie j e f d e f i n o 
vaná vo všetkých vrcholoch obdížnika U) , prisúdime j e j v n i c h 1'ubovol'né hodno
ty neprevyšujúce absolutné číslo M. Tým je funkcia F definovaná vo všetkých 
vrcholoch a připadne na niektorých stranách obdížnika co • Ak nie je definovaná 
na všetkých stranách, rozšírime j e j d e f i n ^ c i u lineárně z koncových bodov každej 
strany, kde nie je definovaná, na c e l u stranu. Funkcia F má tým všetky žiada-
né v l a s t n o s t i . 

c) Nech f je spojitá funkci a v obore o*, kterým je nějaký obdížnik 
CJ a nech je všade I f (x, y ) l í M; při vhodnom M. Potom e x i s t u j e širšia 
funkcia F, definovaná v celom uzavřetom dv. i n t e r v a l e , skladajúcom sa z ob
dížnika cJ a z jeho vnútra, ktoré je v dv. i n t e r v a l e spojitá a všade spina ne-
rovnosť | F (x, y) | š M. 

Vskutku, funkci u F definujeme predovšetkým v bodoch oboru ĉ , p r i -
sudzujúc j e j - tam t i e isté hodnoty, aké má f u k c i a f . fialej zvolíme 1'ubovolne 
hodnotu funkcie F v niektorom bode vnútri obdížnika, ( x 2 i y 2 )» napr. v jeho 
střede, dbajúc l e n na t o , aby absolutné nepresiahla číslo M. V 1'ubovol'nom 
inom vnútornom bode (x, y) dv. i n t e r v a l u prisúdime potom f u n k c i i F hodno
tu, ktorú v ňom má j e j lineárně rozšírenie z bodov (x^, y ^ ) , ( x 2 , y 2 ) , na 
úsečku s týmito koncaiLi; přitom je (x^, y^) bod na obdížniku, v ktorom lúč 
vychédzajúci z bodu (« 2, y 2 ) a prechédzajúci bodom (x, y) přetíná obdíž
nik. Funkcia F mé už všetky žiadané v l a s t n o s t i . 

d) Nech f je spojité funkcia v obore of, ktorý sa skládá z n i e k t o -
rých bodov (x^u, , y v ), niektorých úeečiek o koncových bodoch ( x ^ ^ i y$ ) i 

y» ) a (x^t, , yy«i)» ^ x ^ c » yv ' 8 niektorých dv. i n t e r v a l o v [ x ^ ^ , 
xf>] x [y v-i» yv] » priSom x x , x ^ t y v _ l t y „ značia jednotlivé čísla 
istých dělení 
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* x 0 • < x m = p , f = y Q < y x < ... < y n = <f 

nějakých i n t e r v a l o v ícCf p]t[^,(f] a nech je všade | f (x, y)| \ M. Potom e x i s 
t u j e širšia funkcia F, definovaná v dv. i n t e r v a l e [cC,p] x [ ft c f ] , ktorá je 
tam spojitá a všade spina nerovnosť ( F (x, y ) j - M. 

Vskutku, funkciu F definujeme predovšetkým v obore & hodnotami 
funkcie f . Ak nie je funkci a F definovaná vo všetkých bodoch ( x ^ , ), 
prisúdime j e j v nich 1'ubovol'né hodnoty absolutné nepřevyšujíce číslo M. Ak 
nie je fu n k c i a F definovaná na všetkých úsečkách o koncových bodoch ( x £ c _ i i 
y v )» <xft,» ) a <xycc i y v-i)» <x û. » yy rozšlrime j e j d e f i n i c i u na 
každú zvyšujúcu úsečku lineárně z j e j koncových bodov. Ak nie je konečné funk
c i a F definovaná v každom dv. i n t e r v a l e [ x^„ii x f J x [ y y - l » y^] » rozšíří
me j e j d e f i n i c i u na každý d v . i n t e r v a l , v ktorom nie j e definovaná, z jeho obvo
du do vnútra spfisobom uvedeným v ods. c. %Funkcia F je potom definovaná v dv. 
i n t e r v a l e [oC, p] x [ J*t d] a má tam" žiadané v l a s t n o s t i . 

e) Nech f je spojitá funkci a v kompaktnom normálnom obore o-7, d e f i -
novanom nerovnosťami: 

v : <L g xž(3, u(x) < y £ v(x) 

pričom u, v sú funkcie v i n t e r v a l e í<£,p] spojité a spíňajú nerovnosti 
u (x) < v (x) s případnými výnimkami v Čí šlach <L , j3 , v ktorých mfiže p l a -
tiť rovnosť a nech je všade | f (x, y) | » M. Potom e x i s t u j e širšia funkcia F 
definovaná v neohranlčenom dv. i n t e r v a l e 0". 

ktorá Je tam rovnoměrné spojitá a všade spíňa nerovnosť} F(x, y ) | ̂  M. Vskutku, 
funkciu F definujeme takto: 

(x, y) é V 

<L é x í P , y < u(x) (3) 
ói Ž x t ft , y > v(x) 

Zřejmé j e | F(x, y ) | ÍL M pre (x, y) £ (y. Přenecháváme čitatelovi, aby uká
z a l , že funkcia F j e v dv. i n t e r v a l e V rovnoměrné spojitá. 

D. rovnic u y' = F(x, y ) , v k t o r e j F značí fu n k c i u definovánu vzor-
com ( 3 ) , nazýváme prlrodzeným rozšířením d. rovnice ( a ) . Hovoříme tiež, že 
sme funkciu f rozšířili prirodzeným spdsobom na funkciu F. 

F(x, y) = 
f ( x , y) pře 
f [ x , u(x)J pre 
f [ x , v(x)] pre 



10* O b o r y , v k t o r ý c h l e ž i a v á e t k y i n t 
k ř i v k y p r e c h á d z a j ú c e t ý m 2 e b o d o m 

Uvažujme o 1'ubovol'nej d. ro v n i c i (a) v i atom obore <s/» Nech ( J , 
^) É Qf 1'ubovolný bod. Při vy Setr ování i n t * k r i v i e k d* rovnice (a) prechá-
dzajúcich bodom ( j mfižeme vziať do úvahy len časti oboru o', v ktorých 
ležia i n t * křivky d* rovnice (a) prechádzajúce bodom ( j V niektorých 
prlpadoch nie je obťažné také časti oboru & vymedziť. Připomínáme, že všet-
ky riešenia prechádzajúce bodom ( j , £ ), pokial' existuji!, majů v ňom t i l istú 
smernicu f ( ̂  , ̂ ) a teda všetky i n t * křivky prechádzajúce bodom ( j , ̂  ) 
majů v tomto bode spoločnú dotyčnicu o směrnici f ( j » ^ ) • 

Označme j(x) otvořený i n t e r v a l , ktorého jedným koncovým bodom je | 
a druhým 1'ubovolné číslo x / j • Ďalej označme & (x) množinu všetkých bo-
dov oboru c, ktorých úsečka leží v intervale j ( x ) ; w(x) je teda prienik 
oboru ď a dv* intervalu j(x) x (-o»,oo). 

Je zřejmé, že keď bodom ( j , ̂  ) prechádzajú riešenia d* rovnice 
(a) je o(x) ̂  0 pre každé x / | ; ked existujú len riešenia, ktoré do 
bodu ( J t \ ) vchádzajú alebo len také, ktoré z neho vychádzajú, máme na mysli 
len x < J , alebo len x > J • 

Předpokládejme, že pre každé x / £ (alebo aspoň pre každé x < j 
alebo x > j ) je C (x) / 0 a že množina hodnot funkcie f v obore o<x) 
je ohraničená. 

Nech u, U sú 1'ubovol'né funkcie definované pre všetky x (alebo pre 
všetky x < j , alebo x £ j ) majúce v čísle J hodnotu ^ a vyznačujúce sa tým, 
že pre každé číslo x ̂  f , (alebo x< f , alebo x > ^ a ( t , y) € & (x) je 

u(x) i f ( t , y) i y(x) 
Takými funkciami sú napr* funkcie m, M majúce v Čísle J hodnotu £ a v čís 
le x i j hodnoty 1^: 

m(x) = i n f f ( t , y ) , M(x) • sup m f ( t , y ) 
(t,y)for(x) (t,y)e otx) 

Všimnime s i , že vlavo od čísla | funkcia m neklesá a M nerastie a vpravo 
od neho m nerastie a M neklesá* 

Připustíme, že d. rovnica (a) mé riešenie y prechádzajúce bodom 
( j definované v nejakom intervale j * Potom v každom Čísle t € J r t j ( x ) 
Je 

u(x) * f (t, y(t)J í U(x) 

1 5 i n f f ( t , y ) 
(t,y)£ 0(x) značí dolnú hranicu hodnfit funkcie f v obore o^x); 
podobné 8 u p hornu hranicu. Pozři C 4 3 s t r . 53 (t,y) C 0(x) 



Aplikujúc vetu o prlrastku na funkciu y v l'ubovol'nom intervale £ j , x ] , kde 

J / x t j , dostaneme 

y(x) - t - řCt,y(r))(x-|) C t e j ^ J(*>) 
Odtial* a z predchádzajxicich nerovností vyplivá pre x C j : 

<x - { ) U(x) i y(x) - \ ú (x - j ) U(x) pre x í j , 

(x - J ) u(x) % y(x) - ̂  é (x - J ) U(x) pre x > f • 

Tým sme z i e t i l i , že i n t . křivka y leží medzi křivkami 

\ • (x - J ) u(x) a \ + (x - | ) U(x) (1) 

připomeňme, že t i e t o křivky sú definované pre všetky x (alebo pre všetky 
x t | , alebo x > J ). 

Vidíme teda, že všetky i n t . křivky d. rovnice (a) prechádzajúce bodom 
(| 9 \ ) ležia v obore medzi křivkami (1). Najma* kecx funkcia f je v obore <y 
ohraničená, takže tam spina nerovnosti 

& á f ( x , y) á M 

s vhodnými Číslami , M dostáváme t i e t o výsledky: 
Ke3 p • M, t . j . ke3 funkcia f má v obore & konštantnú hodno

tu fci- , je každé i n t . křivka d. rovnice (a) prechádzajúce bodom ( j , ̂  ) čas-
tfou pria-nky prechádzajúceJ bodom ( j , \ ) a majúcej smernicu • 

Ke3 yu < M, ležia všetky i n t . křivky d. rovnice (a), prechádzajú
ce bodom ( j t \ ) v lavom a v pravom klinovom obore, ktorého vrchol je bod 
( j ,£) a ktorého strany majů směrnice , satrozrejme v případe, Že vr
chol je pravým (lavým) koncom niektorej i n t . křivky, uplatňuje sa pre ňu len 
lavý (pravý) klínový obor* 

Všimnime s i , že ke3 funkcia f má niektorú z uvedených vlastností 
v nejakom obore &0 C <y, p l a t i a příslušné výsledky pre čiastky riešenia, 
ktoré ležia v obore 0^. 

Příklad. Uvažujme o d . r o v n i c i 

' a x 3 y , 
y = (a ) 4 2 x^ + y 

v ktorej a značí Tubovol'nu konstantu a ktorej oborom je celá rovina. Přitom 
sa dohodnime na tom, že funkcia na právej straně, ktorú označme f, má v bo
de (o, o) hodnotu o. 

Pokusme sa vymedziť časť oboru funkcie f, v ktorej ležia všetky i n t . 
křivky d. rovnice (a') prechádzajúce bodom (o,o). Je zřejmé, že takéto i n t . 
křivky existujú; napr. křivka j (x) =0, x £ (-«>,««» ). 
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a = o Je funkcia y í x ) = 0 , x C ( - <*>(«»o) a j e j čas t i prechá-
dzajiice bodom (0 ,0) , zřejmé jedinými r iešeniar i prechádzajúcimi týmto bodom, 
takže v tomto případe je naša otázka nezaujímavá. 

Nech teda a / O. NadvSzujúc na predchčdzajúcu úvahu, označme j (x) 
otvorený i n t e r v a l s koncovými bodmi O a lubovol'nym člslom x i O a ď(x) dv. 
interval j ( x ) x (- ©•>,«*»). Ukážeme, že množina hodnfit funkcie f v obore 
Cf(x) je ohraničená a určíme příslušné funkcie u , U . 

Zrejme zo vzorca, ktory" p la t í pře všetky č í s l a x , y . 

O í ( x 2 - y ) 2 = x 4 + y 2 - 2x 2y 

x 1 6 vidíme, že kea x , y nie sú stfčasne nuly, je 

2x 2 y 
- 1 £ Č 1 

x * + y 2 

1 7 

odt ia l plynů pre všetky číška x , y nerovnosti 

l a l l a ! 
- I x | t f (x, y) % | x | 

2 2 

takže pre x i O, ( t , y) 6 «y(x) máme 

l a l l a l | a | l a l 
- . 1 x 1 < - . I t l é f ( l , y ) f . I t l < . | x l 

2 2 2 2 

Z týchto vzorcov už vyplývá, že množina hodnfit funkcie f v *"(x) je 

l a l l a l 
ohraničená, a to zdola číslom - . 1 x 1 a zhora člslom . I x I . 

2 2 
Ostatně, z toho, že funkcia f má v každom bode ( t , + sgn a • t • I t | ) 1 8 

- 1 * 1 \ , a l 

hodnotu + | t | vidíme, že č í s lo Cm(x) =) - I x l je dolnou hra-
2 2 

nicou a (M (x ) - ) — . I x | hornou hranicou funkcie f v obore o ' ( x ) . 
2 

I a I l a l 
yfižeme teda použiť vzorec ( 1 ) , ak zvolíme u (x ) = - | x | , U (x ) s [ x | 

2 2 

16 

Zřejmá je druhá nerovnosť, prvú nerovnosť dostaneme tak, že sa druhá a p l i 
kuje na č í s l a x , - y . 

17 
Z nich vidíme, že funkcia f je v bode (0,0) spoj i tá . 

18 
sgn X značí O pre <L = O, + 1 pre «C > O a - 1 pře A. < O. 
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Vidíme, že vSetky i n t . křivky d. rovnice (a') prechádzajiice bodom (0,0) ležia 

I a I I a l 
medzi křivkami - — x | x| a x I x | , resp. medzi parabolami o rov-

2 2 
niciach 

l a i 2 l a l 2 y ~ - * i y = x (a i 0) 
2 2 

11. D o l n é a h o r n é f u n k c i e 

Uvažujme opSť o 1'ubovoTnej d. r o v n i c i (a) v nejakom obore &. Nech 
u je lubovolná funkcia, definovaná v intervale j , ktorá sa vyznačuje tým, 
Se křivka u leží v obore o7 a že funkcia u má v každom čísle x £ J 

deriváciu u'(x). 

Funkcia u sa nazývá dolnou funkciou vzhl'adom na funkciu f alebo 

vzhTadom na rovnicu (a) stručné: dolnou funkciou, ak pre x £ J spina nerov
nost: 

u'(x) $ f (x, u(x) ) (1) 

Podobné sa definuje horná funkcia tým, že v tejto definícii nahradí

me slovo dolná slovom horná a znak S znakom £ • ?re hornu funkciu platí teda 

nerovnosť 

u'(x) 5 f Cx» u<x> ) (2) 

Napr. je každé riešenie d. rovnice (a) dolnou a súčasne hornou funk
ciou vzhladom na d. rovnicu (a)* 

Další důležitý příklad mOžeme uviesť v případe, že oborom funkcie f 
je nějaký neohraničený dv. i n t e r v a l j x (-&»,«»«> ) a funkcia f je v nom o-
hraničená spíňajúca nerovnosti 

p á f ( x , y) » M 

s vhodnými číslami fJ. , M. Potom funkcia daná v intervale j vzorcom (x) = 
= £ + (x - | ) £x. , kde j , \ značia 1'ubovol'né čísla, \ £ J je dolná 
a v(x) - \ + (x - | )• M horná funkcia vzhladom na f. 

Všimnime s i , že časť každéJ dolněj alebo hornéj funkcie vzhladom na 
rovnicu (a), definovánu v nejakom intervale menšom než j , je op3ť dolnou 
alebo hornou funkciou vzhladom na d. rovnicu (a). 

Za líčelom lahšieho vyjadrovania nazvime dolnou (hornou) častou oboru  
o7 vzhladom na křivku - u stručné: dolným (horným) oborom množinu vSetkých bo-
dov (x, y) £ C, vyznačujúcich sa tým, že x i j a y ž u(x) [ y 5 
\ u(x)] • Názorné povedané, dolný (horný) obor sa skládá zo vSetkých bodov 
oboru ©% ktoré ležia pod (nad) křivkou u a na nej. Je zřejmé, že spoločný-
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mi bodmi dolného a horného oboru sú právě l e n body na kr i v k e u. Dolný (hor
ný) obor vzhl'adom na u označujeme o*u Q oru J . 

Předpokládájme t e r a z , že u j e dolná fu n k c i a vzhTadom na d. r o v n i c u 
(a). Ukážeme, že platí táto veta: 

Keď fu n k c i a f ( x , y) vo všetkých bodoch (x, y) £ [ ( x , y) £ <*U] 

spíná nerovnosť 

f ( x , y) $ f (x, u(x) ) 

potom každá i n t . křivka d. rovnice ( a ) , ktorá vychádza z (vchádza do) n i e k t o -
rého bodu oboru <yu [ o*u ],leží, pokial' j e definovaná v časti i n t e r v a l u j , 

-'celá v obore o*u [ o*u ] , t . j . leží celá nad (pod) křivkou u, připadne na 
nej. 

D6kaz. Uskutočníme ho napr# v případe, že funkci a f má žiadanú v l a s t 
nost v bodoch oboru o^. Připustíme, Že e x i s t u j e riešenie y d.rovnice ( a ) , 
definované v istom i n t e r v a l e j Q C j , ktoré vychádza z niektorého bodu 
(J * V L 0 , U» t a k ž e i J 0

 a u ( i ) * y ( í ^ a ž e 0 i r r t ' k r i v k e y 

naše tvrdenie neplatí. Potom v istom čísle ( j < ) x^ t j Q platí nerovnosť: 

u(x x) > y ( x x ) 
Z t e j t o a z predchádzajúcej nerovnosti a zo s p o j i t o s t i funkcií u, y 

usudzujeme, že e x i s t u j e číslo x Q £Í$'i x ^ } f ktoré sa vyznačuje tým, že u ( x Q ) = 
= y ( x Q ) a v každom čísle x € ( x Q , x ^ J je u(x) > y ( x ) . Ďalej vidíme, že 

v inte r v a l e [ x Q , x^ ] p l a t i a vzorce 

u'(x) ř f (x, u(x) ) í f (x, y(x) ) = y'(x) 

'takže je ' [u(x) - y(x)j'íO. Z.tejto nerovnosti usudzujeme, že f u n k c i a u - y 
v inte r v a l e £x Q, x^ ] n e r a s t i e a o d t i a l ' vzhl'adom na vzťahy u ( x Q ) - y ( x Q ) = O, 
xo < xl vy c hádza u(x^) - y(x^) x 0, Čo odporuje d e f i n l c i i čísla x^. 

Ddsledkom t e j t o vety je poznatok, že za predpokladov v nej uvedených 
leží každá i n t . křivka d. rovnice ( a ) , ktorá vychádza z (vchádza do) niektoré
ho bodu křivky u, p o k i a l j e definovaná v časti i n t e r v a l u j , celá v obore 
• u [»„] • 

Podobné výsledky p l a t i a i o horných funkciách. 
Nech v j e TubovoTná horná funkcia vzhTadom na d. ro v n i c u ( a ) . Po

dobné ako v predchádzajúcej úvahe by sme dokázali tuto vetu: 
Ked funkcia f vo všetkých bodoch (x, y) č o v [ (x, y) f c v ] 

spíňa nerovnosť 

f ( x , y) £ f (x, v(x) ) 

potom každá i n t . křivka d. rovnice ( a ) , ktorá vychádza z (vchádza do) n i e k t o 
rého bodu oboru ©*v t , ^ ] leží, pokial' je definovaná v časti i n t e r v a l u j , 
celá v obore ®*v Qof V] f t . j . leží celá pod (nad) křivkou v a připadne na n e j . 



Z te j t o vety vidíme, že za predpokladov v nej uváděních leží každá i n t . 
křivka d* rovnice (a), ktorá vychadza z (vchádza do) niektorého bodu křivky 
y, pokial je definovaná v časti intervalu J , celá v obore *v [» VJ# 

Zhrnutím predchádzajúcich pcznatkov dochádzame k týmto záverom: 
Nech u je dolná a v horná funkcia vzhladom na d. rovnicu (a) de

finovánu v intervale J a nech v každom čísle x C J je u(x) £ v(x) 
[u(x) i v(x)J . 

Ke3 funkcia f spina vo všetkých bodoch (x, y) £ o* u[(x,y) £ »
u j 

nerovnosť 

f ( x , y) ř f (x, u(x) ) 

. a vo všetkých bodoch (x, y) C <jrv [ (x, y) £ &v ] nerovnosť 
y) < f ( x , v(x) ) 

potom každá i n t . křivka d. rovnice (a), ktorá vychádza z (vchádza do) nie- • 
ktorého bodu oboru medzi křivkami u, v leží, pokial je definovaná v časti 
intervalu j , celá v tomto obore. 

Oborom medzi křivkami u, v rozumieme, pravda, obor o-u f) & 

Ou O 1 * 
Zřejmém dfisledkora tejto vety j e , že ak křivky u, v vychádzajii z 

(vchádzajú do) toho istého bodu ( J ,^) a funkcia f spíňa předtým uvedená 
nerovnosti, potom každá i n t * křivka d* rovnice (a), ktorá vychádza z (vchá
dza do) bodu ( J t \ ) t leží, pokial je definovaná v Časti intervalu j , v obo
re uedzi křivkami u, v. 

Predchédzajúce výsledky mfižeme použiť k ddkazu t e j t o vety: 
Ke3 funkcia f p r i každom x vzhladom na y nerastie (neklesá), p r i -

čom (x, y) € & potom z (do) každého bodu (^ , \) £ v vychádza (vchádza) 

najviac jedno riešenie d. rovnice (a). 

Třeba podotknúť, že zrnysel tvrdenia je ten, že existuje okolie J 
správa (zl'ava) čísla £ také, že každé dve riešenia, ktoré vychádzajii z (vchá

dza jú do) bodu ( j t\) i splývá jú v každom x € j , v ktorom sú obidve d e f i 

nované* 

Dfikaz. Předpokládejme napr. že f ( x , y) vzhl'adom na y nerastie* Při
pusťme, že z istého bodu ( J , ̂  ) £ d» vychádzajií dve i n t * křivky u, v d e f i 
nované v istých okoliach správa čísla J ; označme j Q prienik týchto okolí* 

Potom máme tuto situáciu: 
Časť funkcie u [ v j je v intervale j Q vzhTadbm na d. rovnicu (a) 

dolnou funkciou; p l a t i a nerovnosti 

f ( x , y) J f <x, u(x) ) pre x C j Q , (x, y) £ <ru 

f ( x , y} < f (x, v(x) ) pre U j Q , (x, y) £ C v 
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Cast funkcie v [ u ] v i n t e r v a l e j Q je integrálom d. rovnice (a) vychádzajií-

cim z bodu ,\) t L if ,\) t ] . 

Podia uvedených v i e t plynu" o d t i a l ' pre x £ j nerovnosti 

v(x) i u(x) [u(x) * v(x ) J 

takže je u(x) = v ( x ) . 

Přiklad. V d. r o v n i c i 
3 

y' = sgn x . Y y 
ktorej oborom je celé r o v i n a , vyznačuje sa fu n k c i a na právej straně tým, že 
v každom čísle x $ 0 vzhl'adom na y, r a s t i e a v každom Čísle x 2 O klesá. 
Mfiže vtedy do bodu (0,0) vchádzať a z neho vychádzať naj v i a c jedno riešenie 
d. rovnice* Jedno riešenie bodom (0,0) skutočne prechédza, totiž y(x) = O, 
x i (- w, ^ )• Vidíme, že j e to jediné riešenie nasej d. r o v n i c e , prechá-
dzajúce bodom (0,0). # 

Poznámka. V pojme dolněj a hornéj funkcie je obsiahnutý předpoklad, 
Že příslušné funkcie majil deriváciu. Tento předpoklad možno zovšeobecniť tým, 
že sa vyžaduje l e n e x i s t e n c i a derivácie správa (D+)" a zl'ava (B_). V tomto pří
pade vystupla pre dolné funkcie miesto nerovnosti (1) vztahy 

D+ u(x) * f [ x, u(x )J , D_ u(x) i f [ x , u ( x ) ] 

a pre horné funkcie miesto (2) vztahy 

D + u(x) ř f [ x , u(x)] , D_ u(x)> f [ x , u ( x ) ] 

Dá sa ukázať, že a j p r i t e j t o všeobecnéjšej d e f i n i c i ! zostávajú v p l a t 
nosti predtým uvedené vety. 

Dokonca j e možné r o b i t obdobné úvahy a j v případe, že sa o dolných 
a horných funkciách předpokládá l e n s p o j i t o s t a příslušné nerovnosti sa požadu
j i ! pre derivácie v širšom zmysle (dolné a horné, zl'ava a spravajUj 

12. T r a n s f o r m á c i a p r e m e n n ý c h 

V t e o r i i d. rovnic sa často používá operácia, ktorá sa označuje ako 
transformácia premenných. J e j obsah spočívá v tom, že sa k danej d. r o v n i c i při
řadí nová d. rovnica tak, aby integrály obidvoch b o l i v jédnojednoznačnom zo
brazeni a dva priradená integrály b o l i jednojednoznačne na seba zobrazené bodo
vé. Z vlastností integrálov jednej d. rovnice a použitého p r i r a d e n i a sa potom 
usudzuje na v l a s t n o s t i Integrálov druhej. 



Uvažujme o d . r o v n i c i 

y' = f ( x , y) (a) 

prifiom o f u n k c i i f a j e j definičnom obore » nerobíme žiadne předpoklady. 
Predpokladajme a l e , že množina o* j e jednojednoznačné zobrazená bo

dové na i s t i l množinu ď. Body (X, Y) množiny Cf nech eúvisia s bodmi (x,y) 
množiny d vzorcami 

X = f (x, y) x = § (X, Y) 
(1) 

Y = V (x, y) y = Y(X, Y) 

ktoré definujú spomenuté jednojednoznačné zobrazenie množiny cř na 0* a inverzně 
zobrazenie množiny Cf na or. Predpokladajme, že funkcie tp , V majů v o-
bore o* spojité parciálně derivácie prvého rádu a podobné funkcie $ , V v o-
bore Cf. Okrem toho predpokladajme, že hodnoty funkcie 

<f\ * Ty • * (2) 

v obore & sú buď vždy kladné, alebo vždy záporné. 
Uvažujme teraz f u n k c i u F, ktorá je definovaná v obore 0* vzorcom 

<p'x (x, y) « */y (x, y) . f ( x , y) 
F (X,Y) = 

(x, y) + if*y (x, y) . f ( x , y) 

kde (x, y ) , (X, Y) sú dva odpovedajúce s i body. 
Zo vzorcov (1) vyplývá, že hodnoty parciálnych derivácií funkcií 

*f, V,$>Yv každých dvoch odpovedajúcich s i bodoch spinajú r o v n i c e : 

*X Vx = 1 *• 
X 

* Ť' 
T 

y. 
X = i 

f y = 0 *'x f y = 0 

V, = 0 • Y\ T X = 0 

Vx Vy = 1 Vx • Vy = i 

Ďalej Tahko vidíme, Že hodnoty funkcie 

v obore O7 sú tiež vždy buď kladné, alebo vždy záporné a že platí vzťah: 
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Y'yr (X, Y) + <X» Y ) • F ( X» Y ) 

f ( x , y) = -T 
$ x (X, Y) • 9 y (X, Y) . F (X, Y) 

Nech teraz y je 1'ubovol'né riešenie d. rovnice (a) definované 
v nejakom intervale j . Potom funkci a <f [x, y(x ) J má v každom čísle x £ j 
deriváciu a té Je bu3 vždy kladná alebo vždy záporná, pretože to isté platí o 
funkcii (2) v obore o'. Z toho usudzujeme, že funkcia <̂ £x, y(x ) J je v i n t e r 
vale j spojitá a v nom stupa alebo klesá; j e j hodnoty tvor i a teda i n t e r v a l J , 
v ktorora existuje inverzná funkcia. 

Definujme v intervale J funkciu Y(X) takto: 

X = vp (i, y(x)) Y(X) = V(x, y ( x ) ) 

Potom obidve křivky (x, y(x) ) , x € j a (x, Y(X) ) , X £ J sú 
na seba jednojednozačne zobrazené vzorcami (1); súradnice dvocfc odpovedajúcich 
s i bodov súvi8ia spolu podia právě naplsaných vzorcov a súčasne spíňajú rovni
ce 

x - $ (X, Y(X);, y(x) = Y (X, Y(X) ) 

Funkcia Y má v každom čísle X € J deriváciu, ktorá je daná vzor-
com 

V ' x (*, y ( x ) } • V ' (x, y(x) ) . f (x, y(x) ) 
Y'(X) = y - 7 - r - = F (X, Y(X) ) 

<f>x Cx« y<x> ) + f y (x» y<x> ) • f Cx» y(*> ) 
v ktorom ^c, y(x))a (£, Y(X)) značia odpovedajúce s i body. OdtiaT vyplývá, 
že funkcia Y je riešením d. rovnice 

Y' = F(X, Y) (A) 

Zo súmernosti vzorcov usudzujeme, že naopak ku každému riešeniu d. rov
nice (A) je transformáciou (1) jednojednozačne priradené isté riešenie d. rov
nice (a) a medzi týmito riešeniami je definovaná jednojednozačná bodová p r i -
radenosť. 

D. rovnice (a) a (A) sú vzhladom na transformáciu ( l ) ekvivalentné 
v tom zmysle, že s i ich riešenia jednojednoznačné odpovedajú a dva odpovedajú
ce s i integrály sú transformáciou jednojednoznačné na seba bodové zobrazené. 

Hovoříme, že transformáciou, alebo substitúciou premenných (1) prejdú 
d. rovnice (a) a (A) jedna v druhů. Z vlastností integrálov jednej d. rov
nice a transformácie usudzujeme na vlastnosti integrálov druhéj. 

Napr. transformáciou 

X = - x, Y = y; x = - X, j = Y 

prejdú d. rovnice 



y' * f ( x , y ) , Y' = - f ( - X, Y) 

jedna v druhů a i c h definičně obory sú súměrné vzhl'adom na os y. Ked napr. 
z niektořého bodu definičného oboru vychédza isté r i e s e n i e jednej d. rovnice, 
tak potom do odpovedajúceho bodu v definičnom obore druhéj d. rovnice vchádza 
rieáenie t e j t o d. rovnice, ktoré tamtomu odpovedá. VSitnnime s i tiež, že ked ně
jaká funkc i a u j e dolnou (hornou) funkciou vzhradom na prvú d. rovnicu, Je 
funkcia U definovaná vzorcom (U(X) = u(x) hornou (dolnou) funkciou vzhladom 
na druhů* 

lny" užitočný přiklad j e transformáoia daná vzorcami: 

X = y, Y = x; x = Y, . y = X 

ktorá každú bodovú množinu zobrazuje jedno jednoznačné na množinu aúmernú vzhl'a
dom na priamku, ktorá rozpoluje uhol kladných polosí. Keď fu n k c i a f j e bu3 
vždy kladná alebo vždy záporná, mdžeme aplikovat? predchádzajúcu úvahu a v i d i -
me, že transformáclou prejdú d. rovnice 

y' = f ( x , y ) , Y' = -
f ( Y , X) 

X jedna v druhů; i c h definičně obory sú vSak súmerné vzhladom na tú priamku. 
Každá i n t . křivka jednej d. rovnice sa zobrazí transformáclou na křivku danů 
funkciou inverznou a táto křivka je i n t . křivkou druhéj d. r o v n i c e . 

Přiklad. Uvažujme opfiť d. ro v n i c u 

3 
a x J y 

y = , a ^ O (3) 
x* + y 2 

ktorů sme mali v ods. 10. Připomeňme s i , že j e j oborom je celé rovina a že hod
nota funkcie na právej straně v bode (0,0) je 0' 

V Tubovolnej časti r o v i n y , ktorá neobsahuje body, ktorých úsečka alebo 
poradnica j e nulová, teda v každej otvorenej štvrťrovine: x > 0, y > 0; 
x. < 0, y > 0; x < 0, y < 0; x > 0, y < 0, Je funkc i a na právej s t r a 
ně vždy buď kladná alebo vždy záporná. 

Uvažujme o časti d. rovnice ( 3 ) , k t o r e j otorom je napr. otvorená štvrť-
rovina o- : x > o, y > o. 

Transformáclou: 

sa Stvrťťovina <y zobrazí jednojednoznačné do seba: C = </• Funkcie Ý ~ 
Y* = majů v obore C všetky v l a s t n o s t i , ktoré predchádzajúca teória vyža
duje, Jednoduchým výpočtom zistíme, že nesa časť d. rovnice (3) přejde tr a n s 
formáclou (4) v d. rovnic u v obore X > 0, Y > 0: 



Táto d. rovnica Je po formálněj atránke podstatné jednoduchšia než 
p6vodná; z v l a s t n o s t i J e j lntegrálov a transformácie (4) můžeme ustadzoveť na 
vl a s t n o s t i integrélov d. rovnice p6vodnéj. 

CviSenie. V případe a = 4 má d. ro v n i c a (5) riešenie dané vzorcom 

Y(X) = X 2 + 2cX, (X > 0) 

kde c 2 o je 1'ubovolná konstanta. Odvolte z toho, že čas*' d. rovnice ( 3 ) , 
ktorej oborom je otvorená štvrťrovina x > o, y > o, má rie S e n i e 

y(x) = - c + j c 2 • x 4 , (x > o) 

Všetky t i e t o riešenia, určené jednotlivými hodnotami konstanty c, 
smerujú správa do bodu (0,0). Je zřejmé, že sú riešeniami d. rovnice (3); u-
kážte, že každé z nich 8a dá rozšířit? do bodu (0,0). Urobte podobné úvahy o 
častiach d. rovnice (3) v ostatních otvorených Štvrťrovinách, Z i s t i t e , že 
bodom (0,0) prechádza nekonečné mnoho riešení d. rovnice ( 3 ) , ktoré sú dané 
vzorcom 

Tiež y(x) =0, x 6 (- , •») je riešením d. rovnice ( 3 ) , prechá-
dzajúcim bodom (0,0). Situácia je znázorněná na nasledujúcom obrázku 

y Ci •*» «s 

X 

Obr. 7 

Váimnite s i , že Salšie riešenia d. rovnice (3) prechádzajúce boď>m 
(0,0) sú dané vzorcami 

|± ( c x - yc£ + x*) alebo 0 pre x £ 0 
y(x) =/ 

alebo O pre x 2 O 
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v ktorých s 0, c 2 ž 0 značia Tubovolné konstanty. Z těchto úvah nevyplývá, 
že by sná5 nemohli existovať ešte 3alšie integrály d. rovnice ( 3 ) , přechádza-
júce bodom (0,0). Všetky integrálně křivky prechádzajúce bodom (0,0) ležia 

2 2 
medzi parabolami o r o v n i c i a c h y = - 2 x , y = 2 x (ods. 10). 

2. Systémy funkcií jednej premennej 

13* Z á k l a d n é v l a s t n o s t i 

V nasledujúcich niekol'kych odsekoch vyvinieme krátku t e o r i u o systé-
moch f u n k c i ! jednej premennej, ktorá j e velmi užitočná pre teóriu Studovaných 
d. r o v n i c * 

Wajme Tubovolnú neprázdnu množinu Y funkcií jednej premennej, ktoré 
sú definované v istom spoločnom i n t e r v a l e j . Množinu Y nazýváme tiež systé-
mom Y. ' 

Nech m je 1'ubovolná neprázdná podmnožina i n t e r v a l u j : m c . j . 
Budeme hovoriť, že funkcie systému Y sú spola rovnoměrné ohraničené na množi
ně m. ak e x i s t u j e číslo A > 0 také, že hodnota každéj funkcie vo vhodnom 
čísle x € m spina nerovnosť 

I y ( x y ) | é A 

Vidíme, že táto vlastnosť je dědičná, t . j . keď funkcie systému Y sú 
na množině m spola rovnoměrné ohraničené, potom tú istú vlastnosť majů tiež 
funkcie každéj neprázdnéj podmnožiny množiny Y. Funkcie systému Y sú na 
množině m spola rovnoměrné ohraničené napr. vtedy, keS množina i c h hodnfit v 
niektorom čísle množiny m j e ohraničená. 

Ďalej budeme hovoriť, že funkcie systému Y sú rovnoměrné ohraničené  
na množině m. ak e x i s t u j e také číslo B > 0, že hodnota každéj funkcie 
y 6 Y v každom čísle x £ m spina nerovnosť 

I y(x) | ž B 

Tiež táto vlastnosť Je dědičné. 
Vidíme, že funkcie systému Y sú na množině m rovnoměrné ohraniče

né, sú tam a j spola rovnoměrné ohraničené. Okrem toho množina i c h hodndt v kaž" 
dom Čísle množiny m je ohraničená. 

Napokon definujeme dóležitý pojem rovnomocnej s p o j i t o s t i funkcií systé
mu Y na množině m takto: 

Funkcie systému Y sa nazývajú rovnomocne spojité^na množině m, 
ke& ku každému číslu £ > o e x i s t u j e číslo cí> o také, že každá funkc i a 
y £ Y spíňa v každých dvoch číslech x, x' € m, pre ktoré je |x - x'|<<^ 
nerovnosť 
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