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sup| u(x) - v(x) I = sup {| max Lu(x), v(x)J - min [ u ( x ) , v(x)|j-

x£ j 

alebo 

P (u, v) » p (u w v, u ^ v ) 

Vidíme, že v každom systéme funkcií, ktorý je zvSzom vzhladom na p r i -

rodzené čiastočné usporiadanie a má uvedenu vlastnosť a je súčasne metrickým 
priestorom s prirodzenou metrikou, j e vzdialenosť každých dvoch prvkov tá 
istá ako vzdialenosť i c h hornej a dolněj hranice. 

3. V l a s t n o s t i systémov riešení d. rovnice 

y'= f ( x , y) 

20. V l a s t n o s t i m e t r i c k é 

Uvažujme o d. r o v n i c i 

y' = f ( x , y) (a) 

v nejakom obore. o* a predpokladsjme, že má riešenie definované v určitom i n 
t e r v a l e j . 

P l a t i a t i e t o vety: 
1. Nech Y je 1'ubovolný systém riešení d. rovnice (a) definovaných 

v i n t e r v a l e j . Ak funkc i a f je v obore <y ohraničená* a ak i n t e r v a l j 
je ohraničený a funkcie systému Y sú spola rovnoměrné ohraničené, potom 
systém Y je normálny. f 

Vskutku, funkcie systému Y majů v i n t e r v a l e j derivácie, ktoré 
sú vzhTadom na předpoklad o f u n k c i i f rovnoměrné ohraničené. Správnosť tvrde-
n i a teda vyplývá z výsledkov v ods. 14. 

Této veta obsahuje, že za predpokladov v nej uvedených e x i s t u j e v kaž
dé j postupnosti funkcií systému Y aspoň jedna čiastočná postupnost, ktorá 
je v i n t e r v a l e j rovnoměrné cauchyovská; j e j l i m i t a je v i n t e r v a l e j rov
noměrné spojitá. 

7 h l a d i s k a prirodzenej metriky j e systém Y relativné kompaktný. 
2. Nech 

t 

3̂ 2* 

je lubovoTné postupnosť riešení d. rovnice (a) definovaných v i n t e r v a l e j , 
ktorá j e v tomto i n t e r v a l e rovnoměrné cauchyovská a teda tam má určittí l i m i t u y; 
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nech křivka y l e ž í v obore o*. Ak funkcía f j e - v obore C rovnoměrné spo
j i t é , potom funkcia y je r iešením d . r o v n i c e . 

Vekutku, nech t > o je 1'ubovol'né č í s l o . Z předpokladu o f u n k c i i f 
usudzujeme, že ex i s tu je č í s l o cT > o také , že pre každé dva body (x , y ) , 
(x, y ' ) £ &i k torych súradnice splňajú nerovnost I y - y ' l < c f , p l a t í v z o 
rec 

I f ( x , y) - f ( x , y ' ) I < t 

0 každom č í s l e x t j , p l a t í , že body (x , y ^ (x)), (x , y(x)), «C = 
= 1,-2, l e ž i a v obore v a pre celkom všetky eC p l a t í nerovnost 

I y * (x) - y (x) | < <f 

a teda aj vzorec x 

I f ( ? , (x) ) - f ( x , y (x ) ) | < í 

Vidíme, že postupnost 

f ( x , y 1 ( x ) ) , f { x , y 2 ( x ) ) , . . . 

má v in te rva le j rovnomernú l i m i t u f ^ c , y,(x£). Pretože funkcie y ^ sú 
rieSeniami d . rovnice ( a ) , usudzujeme, že postupnost 

y^ (x ) , y 2 ' ( x ) , . . . 

mé v in tervale j rovnomernú l i m i t u f ^ c , y ( x ) ) . O d t i a l v y p l i v á , že e x i s t u j e 
y ' (x) a je y ' ( x ) = f ( x , y ( x ) ) . 

Poznámenajme, Že požiadavka, aby kř ivka y l e ž a l a v obore y , je 
splněná, ak obor v je uzavre tý . Vidíme ^eda, že ak def iničný obor d . r o v n i 

ce (a) je uzavretý a funkc ia f je v ňom rovnoměrné s p o j i t á , potom l i m i t a 
v každej v istom i n t e r v a l e cauchyovskej pos tupnost i r i e š e n í d . rovn ice (a) 
je vtomto i n t e r v a l e riešením d . rovnice ( a ) . V tomto případe je vtedy systém 
váetkých r i e šen í ď. rovn ice (a) definovaných v nejakom i n t e r v a l e , z h rad i ska 
prirodzenej metr iky úplný. 

21. V l a s t n o s t i z v á z o v é 

4Í Uvažujme opMť o d . r o v n i c i (a) v nejakom obore <y a předpokládej
me, že táto d . r ovn ica má r i e š e n i e definované v určitom i n t e r v a l e j . 

Predovšetkým dokážeme, že p l a t í ve t a : 

Nech y-j,, y 2 sú r i e š e n i a d . rovníce (a) definované v i n t e r v a l e j . 
Potom obidve funkcie Y , ý definované v i n t e r v a l e j vzorcami 
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Y(x) = max [ y ^ x ) , y 2 ( x ) ] 

y(x) - min [ y ^ x ) , y 2 ( x ) J 

sú tiež riešeniami d. rovnice (a). 
Dokážeme tvrdenie napr. o fu n k c i i Y. Nech x £ j je 1'ubovolné 

číslo* Máme ukázat?, Se platí 

Ý'(x) = f ( x , Y(x)) 

Teda, bud" je y x(x) £ y2(x)» alebo y x(x) = y 2 ( x ) . 

•V prvom případe nech platí napr. y^(x) > y 2 ( x ) . *otom v istom oko
lí čísla x platí nerovnost y ^ t ) > y 2 ( t ) , takže v ňom je Ý(t) = y ^ t t ) . 
Odtial vyplývá, že Ý'(x) = y^ (x)_ = f (x, y a (x) ). 

V druhom případe existuje ku každému číslu £ > o číslo cT> o t a 
ké, že v každom čísle t e j , pře ktoré platí o <It - x | < S , máme 

y x ( t ) - y 1(x) 

t - x 
- f ( x , y i ( x 2 ) | < £ 

y 2 ( t ) - y 2(x) 

t - x 

V týchto vzorcoch mfižeme písať Y(x) miesto y^(x) a y 2 ( x ) , lebo podl'a 
předpokladu je y ^ x ) = y 2(x) = Ý(x). Z nich vyplývá, že v kařdom čísle 
t(č x ) , ktoré vyhovuje nerovnosti 1 t - x | <. cf , je 

Y(t) - Y(x) 
t - x 

- f ( x , .Ý(xj) I < t 

X lebo Y(t) je jedným z čísel y x ( t ) , y 2 ( t ) . Vychédza teda Ý'(x) = f ( x , Y(x)) 
' a dokaž je uskutoČněný. 

Obsah tejto vety móžeme vyjádřit tiež tým, že horná a dolná hranica 
každých dvo di riešení d. rovnice (a), definovaných v tomže intervale, je 
opSť riešením d. rovnice (a); přitom máme na mysli zvazové, pojmy hornej o dol
ně j hranice vzhl'adom na prirodzené Čiastočné usporiadanie f u n k c i i . Z tohto vý
sledku vyplývá, že systém všetkých riešení d. rovnice (a) definovaných v tom 
istom intervale, je zvSzom (vzhl'adom na prirodzené čiastočné usporiadanie funk
c i i ) . 

Teraz pĎjde o to, aby sme predchádzajúci výsledok rozšířili na 1'ubovol
ný systém riešení definovaných v tomžé intervale. Pozšírenie (úplnou indukciou) 
na konečný systém je 1'ahké a nebudeme ho zvlášť dokazovat: 

Nech y^, ••• y . sú riešeniami d. rovnice (a) definované v určit-
tom intervale j . Potom obidve funkcie Y, y definované v intervale j 
vzorcami 

Y(x) = maxf^íx), y m ( x ) J 

y(x) = m i n ^ C x ) , y m(x) ] 
sú tiež riešeniami d. rovnice (a)* 



- 49 -

Nech teraz Y je odolný systém rlešení d. rovnice (a) definova
ných v intervale j a nech \ >ento systém vyznačuje tým, Že množina hodnĎt 
jednotlivých riešení je v každom čísle x C j zhora (zdola) ohraničené. Potom 
existuje supremum (infimum) množiny týchto hodnot Ý(x), ý(x). Váimnime s i , 
že táto definícia funkcií Y, y zahrnuje ako zvláštny případ (ked systém Y 
je konečný) už prv uvedenu definíciu fu n k c l l Y, ý. 

Predovšetkým ukážeme, že ak-funkcia f je v obore c ohraničená a 
vyhovuje tam nerovnosti | f ( x , y) | ř M, kde M je vhodné nezáporné číslo, 
potom obidve funkcie Ý, ý* spinajú Lipschitzovu podmienku s konstantou M, 
t . j . v každých dvoch číslach x, x'e j p l a t i a nerovnosti 

| Ý(x) - Y(x')| < M |x - x'| , |ý(x) - y(x')| » M I x - x'j (1) 
• 

Dokažme tvrdenie napr. o f u n k c i i Y. 
Nech x, x'e j sú 1'ubovolné čísla. Nech l> o je lubovolné číslo. 

Podia definície čísel Y(x), Ý(x') existujú riešenia y, ŷ ^ d. rovnice (a), 
ktoré sú prvky systému Y a spíňajd nerovnosti 

l 
0 * Y(x) - y(x) < 

0 < Y(x') - y i (x') * 
2 

Nech Y je funkcia definovaná v intervale j vzorcom 

Y(t) = max [ y ( t ) , y ^ t ) ] 

Podia uvedenej vety je funkcia Y riešením d. rovnice (a), takže podia vety 
v ods. 6 platí 

| Y(x) - Y(x') | ž M | x - x ' | 

Sálej platia nerovnosti 

0 Z Ý(x) - Y(x) á Ý(x) - y(x) < — 
2 

0 't Ý(x') - Y(x') í Y(x') - y, (x') < — 
1 2 

a tak vidíme, že p l a t i a t i e t o vzťahy: 

| Y(x) - Ý ( x ' ) l s | Ý(x) - Y(x) + Y(x) - Y(x') • Y(x') - Y(x')| Š 
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* [Ý(x) - Y(x)} + | Y(x) v Y( X')| + [Ý(x') - Y ( x ' ) ] < 

< — + M |x - x'| + — » £ + H l x - x # r 
2 2 

Z nich vychádza vzhl'adom na to, že číslo t > o je 1'ubovol'né, prvý vzorec 
(1). . 

Ďalej ukážeme, že ak funkcia f spina předpoklad predchádzajiíce j vety 
a ak i n t e r v a l j je kompaktný ( t . j . ohraničeny a uzavretý), možno každú funkciu 
Y, y aproximovat s lubovol'nou presnosťou vhodným riešením d. rovnice (a), 
t . j . k l'ubovol'nemu číslu £ > o existujú riešenia Y, y d. rovnice (a), 
definované v intervale j také, že v k-aždom čísle x € j je 

| Ý(x) - Y(x) | < £ , | y(x) - J(x) | < £ (2) 

Dokážeme tvrdenie napr. o fu n k c i i Y. 

Nech £ > o je rubovol'ne číslo. Z toho, že i n t e r v a l j je kompakt
ny, usudzujeme, že existuje jeho dalenie x

0
 < xl < ••• < xm» ^ t o r ^ m ^ nor-

£ 
mu menšiu než v případe M > o a TubovoTnú" v případe M = o: x. 

3 M 0 

je Tavý a x m pravý koncový bod intervalu j . Zřejmé existuji* riešenia dt 
rovnice (a), y Q, yffl, ktoré sú prvkami systému Y a spíňajú nerovnos
t i : 

O á ÝCx^ ) - y ^ ( x ^ ) < -L. (oC = o m) 

Nech Y je funkcia definovaná v intervale j vzorcom: 

Y(t) = max [ y 0 ( t ) , ... , y m ( t ) ] 

Z predchádzajúcich úvah vieme, že funkcia Y je riešením d. rovni
ce ( a ) . Ukážeme, že toto riešenie aproximuje funkciu Y podia vzorca (2). 

Nech x € j je rubovol'ne číslo. Číslo x leží v určitom interva
l e £x£ , x f l + i l nášho delenia. Predovšetkým usudzujeme, prihl i a d a j i i c ku 

vzorců (1), že platí nerovnost 

| Ý(x) - ÝV/j ) | < — 
K 3 

3alej vidíme, že p l a t i a vztahy 

- - í O t Y ( X / 3 ) - Y(x^ ) * YUjj) - y / ? (x p ) < 

a nakoniec podl'a vety o prírastku máme 



I YCxp ) - Y ( x ) / <' — 

Z.týchto vzorcov vychádzajú nerovnosti: 

I Ý(x) - Y(x) | = I Y(x) - Ýíx^ ) f Í(X0 ) - Y ( x ^ ) • Y i x ^ ) - Y(x) | 

$ I Y(x) - Y(xp )| +|Y( X / 3 ) - Y U p )|+ I Y ( x ^ ) - Y(x) | 

ktoré ukazujú, že tvrdenie je správné. 
Na základe tohto výsledku 1'ahko zistíme správnost nasledujúcej vety, 

ktoré představuje rozšírenie predchádzajúcich výsledkov o zvfizových v l a s t n o s -
tiach konečných systémov riešení na 1'ubovol'ný systém* 

Ak funkcia f j e v obore & rovnoměrné spojitá a ohraničená a ak 
okrem toho je i n t e r v a l j kompaktný a křivky Y, y ležia v. obore <y, sú 
funkcie Y, y riešeniami d. rovnice (a)« 

Dokážeme tvrdenie napr. o f u n k c i i Y. 
Za uvedených predpokladov e x i s t u j e , akú j e známe, ku každému p r i r o d z e -

nému číslu (- 1, 2, ... ) riešenie .Yy d. rovnice ( a ) , definované v i n -

i - i 1 

tervale j také, že v každom čísle x € j je | Y(x) - 1$ (x) | < • Postup
nost riešení Y j , Y j , j e teda v i n t e r v a l e * j rovnoměrné cauchyovská a má 
tam l i m i t u Y; podia předpokladu leží křivka Y v obore &• Na dokončenie 
ddkazu stačí aplikovat vetu 21., 2. 

Obsah t e j t o vety mfižeme vyjadriť .tým, že za predpokladov v nej popísa-
ných je horná a dolná hran i c a , p o k i a l eixstujú, každého systému riešení d. rov
nice (a) definovaných v tomže i n t e r v a l e , opSť j e j riešením. Poznamenájme, že 
horné (dolná) hranica e x i s t u j e vtedy a l e n vtedy, ak množina hodnot jednotlivých, 
riešení systému v každom čísle i n t e r v a l u je zhora (zdola) ohraničená;: e x i s t u -
jú n9jmfi vte^y, keS systém riešení j e normálny. . 

* 

22. S y s t é m y r i e š e n í p r e c h á d z a j ú c i c h 
* 

d a n ý m b o d o m 
• 

DSležitý význam v t e o r i i d. rovnice (a) majů" systémy skladajiíce sa 
zo všetkých riešení d. rovnice ( a ) , ktoré prechédzajii daným bodom. 

Nech (| , |) £ & j e TubovoTný bod a předpokládejme, že ním prechá-
dzajti riešenia d. rovnice ( a ) . Označme Y systém všetkých riešení d. r o v n i 
ce (a), ktoré prechédzajú bodom (J , ), takže Y i 0. Připomeňme, že . 
jednotlivé riešenia y £ Y existujú v rozmanitých i n t e r v a l o c h , ktoré 

zrejme všetky obsahujú číslo f a že spolu s každým rieěením y € Y pa
tří do systému Y každá časť riešenia prechédzajúca bodom ' ( / ) • 



Medzi riešeniami systému Y m6že byť integrál g, definovaný v i s -
tcm i n t e r v a l e , ktorý integrál je význačný tým, že jeho hodnoty v porovnaní s hod
notami l'ubovol'neho r i e S e n i a y € Y v číslach, v ktorých obidvé riešenia g, 
y existujú, sú vždy menšie, lebo sa rovnajú hodnotám riešenia y. Integrál g 
sa potom nazývá naflmenšlt integrál prechádzajúci bodom (J ,^ ), stručné: n a j -
menši integrál v bode ( J , \ ) • 

Obdobné definujeme najváčši integrál G prechádzajúci bodom ( j , £ ), 
stručné: najvSČši integrál v bode ( j , ^ ) , tým že jeho hodnoty v porovnaní 

s hodnotami l'ubovolneho riešenia y £ Y v číslach, v ktorých obidve riešenia 
G," y existujú, sú vždy vačšie, alebo sa rovnajú. 

Integrály g, G nazýváme súhrnne krajné, alebo extrémně integrály  
prechádzajúce bodom , ̂  ), stručné: krajné alebo extrémně.integrály v bode 

tahko vidíme, že ak d. rovnica (a) má l e n jedno riešenie prechádza-
júce bodom ( j , ^ ) , definované v nejalom i n t e r v a l e j , potom toto riešenie 
je súčasne najmenším a najvMčším integrálom v bode ( j , \ ); naopak, ak.d. 
rovnica (a) má riešenie prechádzajúce bodom ( j ,^)» definované v nejakom 
i n t e r v a l e j , ktoré je súčasne najmenším a najvfičším integrálom v bode ( j t\) 
potom toto riešenie je jediné, ktoré prechédz,a bodom ( j , \ ) a j e definované^ 
v i n t e r v a l e j . 

Podobné, ako sme d e f i n o v a l i krajné integrály v bode ( j t\)t d e f i 
nujeme t z v . kra.fné zložené integrály v bode ( j , \ ) • 

Medzi riešeniami systému Y m6že byť integrál h (H), definova-
ný v tom istom i n t e r v a l e , ktorý integrál j e významný tým, že jeho Časť v čís
l a c h x i ^ , pokial* e x i s t u j e , j e najmenším (najvSčším) a v číslach x í j 
pokiaT e x i s t u j e , najvSčším (najmenším) integrálom systému Y. Integrál h 
(H) sa potom nazývá dolqý (horný)- zlo ženy1 integrál prechádzajúci bodom ( j , % ) 
stručné: dolqý (horqý) zložené integrál v bode ( j , \ ); súhrnne potom t i e t o 
integrály nazýváme krajné alebo extrémně zložené integrály prechádzajúce bodom  
( j t \ ) t. stručné: krajné alebo extrémně zložené integrály v bode (| t \ ) • 

V l a s t n o s t i krajných zložených integrélov v bode ( £ , ̂  ) sú samozřej
mé dané v l a s t no sťami najmenších a najvfičších integrálov v bode ( j t\)» 

4. Porovnávacie teorémy 

23. M e t o d a i n d u k c i e v k o n t i n u u 

V dfikazoch porovnávacích teorém, ktoré sú hlavným obsahom t e j t o ka
p i t o l y , použijeme t z v . metody indukcie v kontinuu. Tuto metodu vynašiel 0.Per
ron a v mnohých prípadoch přeukázal j e j úžitočnosť. 

Metoda indukcie v kontinuu je převedením k l a s i c k e j metody úplnej induls-
c i e z množiny prirodzených čísel na uzavřetý i n t e r v a l * 
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