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Cyičenle. Urobte obdobný rozbor riešení d. r o v n i c 

6* Rozšírenie obsahu existenčních teorém 

V tomto odseku podáváme stručný prehl'ad o tom, aké dalšie ddsledky 
vyplývajú z predpokladov peanovských existenčných teorém. V súhlase s tým před
pokládáme vo všetkých častiach tohto odseku, že oborom of d. rovnice (a) je 
neohraničený dv. i n t e r v a l , alebo kompaktný normálny obor, alebo otvorená množi
na a že sú splněné podmienky příslušnéj existenčněj teorémy* Převážná časť vý-
sledkov v tomto odseku je uvedené bez dfikazov* Prostriedky. .k týmto dčkazom má
me si c e z predchádzajúcich úvah k d i s p o z l c i i , avšak detailné vypracovanie d6-
kazov je časové velmi náročné, a preto od neho upúšťame* 

32* R o z š í r e n i e i n t e g r á l o v k h r a n i c i 
o b o r u d* r o v n i c e 

Existenčné teorémy dovolujú ukázať, že za predpokladov poplsaných v 
. peanovských existenčných teorémách možno každý integrál d* rovnice (a) rozší-
"riť až k h r a n i c i oboru t e j t o d* r o v n i c e , t . j * e x i s t u j e rozšírenie integrálu, 
ktoré má svoje konce na h r a n i c i oboru o* 

Vskutku, riech y^ je 1'ubovolné riešenie d* rovnice (a) definované 
v nejakom i n t e r v a l e j ^ . Ukážece, že k riešeniu y^ e x i s t u j e rozšírenie,kto
ré má napr* pravý koniec na h r a n i c i oboru C. Obdobnými úvahami sa dá zistiť 
e x i s t e n c i a rozšlrenia, ktorá má lavý koniec na h r a n i c i oboru 0 a tým p l a t 
nost tvrdenia v celom rozsahu* 

Najprv uvažujme o případe, že i n t e r v a l j ^ je oprava uzavretý. Nech 
je pravý koniec i n t e r v a l u j ^ a (x^, \ ^) pravý koniec i n t . křivky y^, 

takže í i 5 5 y^íx^)* Ak obor & je neohraničený dv. i n t e r v a l alebo kom-
paktný normálny obor, alebo otvorená množina a (x^, \ ̂ ) j e jeho vnútorným 
bodom, vychádza z bodu (x^, ̂  ako je známe, riešenie y 2 d. rovnice ^a), 
ktoré má pravý koniec na h r a n i c i oboru o*; obidve riešenia y^, y 2 t v o r i a do
hromady integrál d. rovnice ( a ) , ktorý je rozšířením riešenia y^ a má pra
vý koniec na h r a n i c i oboru o'. Ak obor or je neohraničený dv, i n t e r v a l , a l e 
bo kompaktný normálny obor a bod (x-p \ ^) j e na právej časti jeho hranice, 
potom integrál y^ je svojlm rozšířením, ktoré má zřejmé pravý koniec na hra
n i c i oboru o\ Ak obor or j e kompaktný normálny obor a bod (x^, leží 
na dolněj alebo na hornéj Časti jeho hranice, potom opšť je integrál y^ svo
j l m rozšířením, ktoré má pravý koniec na h r a n i c i oboru c. 

Teraz uvažujme o případe, že i n t e r v a l j ^ j e správa otvořený. Nech 
»' x^ j e opáť jeho pravý koniec* Ak obor & j e otvorená množina a riešenie y^ 
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má pravý koniec na jeho hranici, je rieSenie ŷ  svojím rozšířením, ktoré má 
prav̂  koniec na hranici oboru c. Ak obor cf je otvorená množina a rieSenie 
ŷ  nemá prav̂  koniec na jeho hranici, existuje na int. krivke ŷ  postupnost? 
bodov konvergujtíca k istému bodu (x ,̂ ^^který* je vnfrtomym bodom oboru » ; od-
tlal podia vety o přírastku usudzujeme, prlhliadajúc k ohraničenosti funkcie 
f v okolí bodu (x f̂ %i)t 2 « existuje rozšírenie y 2 int. křivky ŷ^ na 
správa uzavře ty interval 3 \ u ( x i ) < 3 ° ôdu (x ,̂ \})* Podobné, ak obor 
9 je neohraničeny dv. interval, alebo kompaktny normálny obor, existuje r o z š í 
renie y 2 int. křivky ŷ  na správa uzavrety interval ^ u j x̂ J do istého 
bodu (x̂ , (ods. ?)• Vo všetkych tychto prípadoch existuje podia predchá-* 
dzajúcej úvahy rozšírenie integrálu y 2 , ktoré má pravý koniec na hranici o-
boru of; toto rozšírenie je zřejmé rozšířením integrálu ŷ  a má pravý koniec 
na hranici oboru C. 

33. E x i s t e n c i a k r a j n ý c h i n t e g r á l o v 
p r e c h é d z a j ú c i ^ c h d a n ý m b o d o m 

Sálej sa dá ukázať, že za predpokladov popísanych v peanovských exis
tenčních teorémách prechédzajú" každým bodom (xQ, yQ) oboru C, 8 případnou 
výnimkou 'bodov ležiacich na dolněj alebo hornéj čas t i hranice oboru C, kraj
né riešenia d. rovnice (a), teda najmenšie rieSenie g a najvfičšie r iešenie 
0 d. rovnice (a), ktoré majů svoje konce na hranici oboru O*; čas t i krajných 
riešení existuji! v určitom spoločnom intervale, ktorý je prienikom leh interva-
lov. 

* 

Podrobnejšie móžeme prvú časť tohto tvrdenia vyjadriť tym, že o exia-
tencii krajných riešení prechádzajúcich daným bodom platia vety, ktoré dosta
neme z predtym uvedených existenčních teerém, ak v každéj z nich nahradíme š l o 
vá "aspoň jedno riešenie w slovami "najmenšie a najvSčšie riešenie? 

Na nasledujúcoro obrázku je znázorpené s i tuácia v případe, že obor & 
d. rovnice (a) je dv. neohraničeny interval a bod (xQ, yQ) l e ž í vntftri toh
to dv. intervalu. 

0 j 
G / 

0 

Obr. 10 
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34* R o z š í r e n i e k r a j n ý c h r i e š e n l 
k h r a n i c i o b o r u d. r o v n i c e 

Výsledky o e x i s t e n c i i krajných riešenl d. rovnice ( a ) , ktoré ame 
préve u v i e d l i , a vety o rozšířeni riešenl uvedené v tomto ods. 32 dovolujú u-
kázať, že za predpokladov popísáných v peanovských existenčných teorémách mož
no každý najmenšl (najvSčší) integrál d. rovnice (a) prechédzajúci daným 
bodom rozšíriť až k h r a n i c i oboru d. rovnice tak, aby širšie riešenie bolo 
opSť najmenším (najvSčším) rlešením d. rovnice ( a ) , ktoré prechádza týmto bo
dom, t . j . e x i s t u j e rozšírenie integrálu, ktoré j e opať najmenším (najváčším) 
riešenlm prechádzajúcim týmto bodom a ktoré má svoje konce na h r a n i c i oboru c 

35• K r a j n é z l o ž e n é i n t e g r á l y p r e c h á -
d z JI j ú c e d a n ý m b o d o m 

Uvedené výsledky o krajných integráloch prechádzajúcich daným bodom 
vedu k popisu Vlastností krajných zložených integrélov za peanovských predpo
kladov. 

Prihliadajúc k predchádzajúcim výsledkom o e x i s t e n c i i krajných r i e 
šenl vidíme, že za predpokladov popísaných v peanovských existenčných teorémách 
prechédzajií každým bodom oboru of s príp. výnimkou bodov ležiacich na dolnej 
alebo hornéj časti h r a n i c i oboru o* obidva krajné zložené integrály d. rov
nice ( a ) , teda dolný zložený integrál h a horný zložený integrál H d. 
rovnice ( a ) , ktoré majů svoje konce na h r a n i c i oboru d» rovnice; časti tých-
to krajných zložených integrélov existujú v istom spoločnom i n t e r v a l e , ktorý 
je prienikom i c h i n t e r v a l o v * 

Ďalej usudzujeme, že za tých istých predpokladov možno každý dolný 
(horný) zložený integrál d. rovnice ( a ) , prechádzajilci daným bodom rozšíriť 
až k h r a n i c i oboru d. rovnice tak, aby širší integrál b o l opMť dolným (horným) 
zloženým integrálom d. rovnice ( a ) , prechádzajúcim tým bodom. 

36. P e a n o v s k é o b o r y 

Z predchádzajúceho vieme, že za predpokladov popísaných v peanových 
existenčných teorémách prechádzajú každým bodom ( x Q , y Q ) € o , s príp. výnimkou 
bO'3ov ležiacich na dolnej alebo hornej časti hranice oboru 0/ krajné riešenia, 
a to najmenšie riešenie g a najváčšie riešenie G d. rovnice ( a ) , ktoré 
majů svoje konce na h r a n i c i oboru o*; t i e t o krajné riešenia existujú v istom 
spoločnom i n t e r v a l e j , ktorý j e prienikom i c h i n t e r v a l o v . 

Časť p oboru o* medzi obidvoma křivka g, G nazýváme peanovakým  
oborom v bode ( x Q , y Q ) nad i n t e r v a l o a j , stručné: peanovským oborom v bode 
( x Q , yQ)« Tento obor j e teda množina bodov, ktorých súradnice vyhovujú vzťa-
hom: 

x € j , g(x) i y š G(x) 
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Peanovský obor sa nazývá úplav. ak obsahuje váetky body ležiace medzi 
ODidvoma křivkami g, G; v opačnom případe sa nazývá ne úplav. Na nesledujúcom 
obrázku je znázorněný úplný a neúplný peanovský obor v případe, že oborom or 
d* rovnice (a) je otvorená množina: 

Obr. 11 

Hlavným výsledkom o peanovských oboroch je táto veta: 
Ak peanovský obor p je úplný, je vyplněný integrélmi d. rovnice (a), 

ktorá všetky prechádzajú bodom ( x 0 , y Q ) . 
Zrny sel tvrdenia je tento: Za uvedeného předpokladu prechádza každým 

bodom oboru p integrál d. rovnice (a), ktorý súčasne prechádza bodom 
<V y o ) # 

Na nasledujúcom obrázku je znázorněná situácia v případe, že oborom 
or d. rovnice (a) je dv. neohranifiený i n t e r v a l [§ , S +a] x (-«*»,«*• ). Vy-
Ciarkovaný peanovský obor je vyplněný integrálmi d. rovnice* (a), ktoré všet
ky prechédzajú bodom ( x 0 , y 0 ) . 

V 
0 

GJi 

r , jsi 
!* 

0 % x. l+a x 

Obr, 12 



37. P e r r o n o v a e x i a t e n č n á t e o r é m a 

Popisuje situáciu v případe, že oborom d. rovnice (a) Je kompakt
ní normálny obor vymedzený nějakými křivkami u, v, které vychádzajú z toho 
iatého bodu a vyznačujú sa tým, že u Je dolná a v horná funkcia vzhl'adom 
na rovnicu (a). Obsah teorémy Je zahrnutý vo výsledkoch ods. 33, 11, 36. I 
naprlek tomu Ju uvádzame v úplnom znenl vzhl'adom na početné aplikácie a pretOy 
že máme príležitoať zmieniť sa o metodě, ktorú použil Perron [12] na Jej od-
vodenie. 

Teoréma znie: 
Nech v d. r o v n i c i 

y' = f ( x , y) (a) 

Je funkcia f spojitá v kompaktnom normálnom obore: 

(o =) j á x í j +a, u(x) * y 5 v(x) (a > o) 

pričom fúnkcie u, v vychádzajú z toho istého bodu (J , % ) a u Je dolná 
a v horná funkcia vzhl'adom na rovnicu (a). Potom z bodu (J , %) vychádza
jú obidve krajné riešenia g, Q d. rovnice (a), ktoré sú definované v ce-
lom intervale [ § , j +a ] • 

Peanovský obor v bode ( f 9\) Je vyplněný i n t . křivkami d. rovni
ce (a), * ktoré vychádzajú z bodu (Ji 4}) a sú definované v celom intervale 
LÍ • f + a 3 • 

Situácia Je znázorněná ha uvedenom obrázku: 

Obr. 13 

Perronov dókaz bol založený na iných pojmoch a úvahách, než sme vyvi
n u l i v predchádzajúcom výklade, ktoré pojmy a úvahy sa ukázali byť velmi uži-
točné. 

Perron předpokládal, že funkcie u, v vychádzajú z bodu ( j %\) 9 sií 
spojité a majů všade derivécie správa a zTava, ktoré vyhovujú nerovnostiam 
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Ď + u(x) £ f [ x . u(x)] , D + v(x) > f [ x , v(x)] 

V dfikaze vyšiel od prirodzeného rozšírenia y' = F(x, y) d. rovnice 
(aí na neohraničený dv. i n t e r v a l [ í > $ + a] x (-«*•, *° ) a od pojmov d o l 
ně j a hornéJ funkcie, ktoré pojmy majů v jeho poňatl o niečo iný zmysel. Perron 
TOzumie dolitou funkciou každú fu n k c i u <p , ktoré je spojitá v i n t e r v a l e f J , 
J+ a j , vychádza z bodu ( j »^ ) a v každom čísle x tohto i n t e r v a l u s p i 
na nerovnosti 

| D > f (x) < F [ x , ( x ) ] 

Chflohnň horná* funkcia Y spina nerovnosti: 

D> Y (x) > F [x, Y (X)J 

Kapr. <f(x) = u(x) - t (x - f ) j e dolnou a Y (x) = v(x) + t (x - £ ) j e 
hornou funkciou p r i každom t > 0. 

V dfikaze sa zisťuje, že hodnoty všetkých dolních funkci.! % v každom čís
l e x£ [ } , f + a] majů istú hornu hranicu g(x) a hodnoty všetkých hor
ných, fu n k c i l dolnú hranicu G(x) a že p l a t i # nerovnosti u(x) š g(x) £ G ( x ) * 
$y(x)« Tým sú definované v i n t e r v a l e f + a j dve funkcie g, G, ktoré 

yychádzajú z bodu ( f ,^) a ležia v obore c/» 0 ni c h sa dokáže, že g j e 

najmenším a G npjvfičším riešením d. rovnice (a) v bode ( J , \ ). 

7* Závislosť integrélov od parametra — ~  

38. N e c h j e d a n á d. r o v n i c a 

y * f ( x , y; s) (a) 

ktorej pravá strana závisí od parametra s. Předpokládájme, že oborom 0" x S 
dif» rovnice (a) je nějaká otvorená množina C a nějaká (neprázdná) množina 
čísel S a Že v každom čísle s £ S je f s p o j i t o u funkciou v množině . <y. 

Podia existenčněj teorémy prechédza při Každom s £ S lubovoTným bo

dom ( x Q , y Q) € 0 aspoň jedno riešenie d. rovnice (a)» ktoré je definova
né v určitom otvorenom i n t e r v a l e a je úplné, takže sa nedá rozšíriť na i n t e r 
val vfičěl. V Salšom máme na m y s l i vždy úplné riešenie d. rovnice ( a ) . Všeobec
né bodom ( x Q , y Q) prechádza celý zvázok rlešení, vymedzený najmenším a najvač-
fiim integrálom v tomto bode. Poznamenejme, že časť najmenšieho (najvfičšieho) 
integrálu vlavo od čísla x a časť najvSčáieho (najmenšieho) integrálu vpra-
?0 od neho tvoří dolný (horný) zložený integrál v bode ( x Q , yQ)« &ed d. rov
nica (a) ( p r i uvažovanom s € S) má l e n jedno riešenie prechédzajúce bodom 
U 0 | yQ)» všetky zmienené význačné integrály s ním splývájú. Podotknime, že • 
jednotlivé riešenia prechédza júce bodom ( x Q , ý Q) všeobecné závislá od volby 
Čísla s* 
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