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3̂2 

j x (x, t) at M x 4 (y 2 - y x ) 

Vidíme, že bod (0,0) je lokálně pravidelný* správa, ak p l a t i 

m x 4 (y 2 - y x ) * (y 2 - y x ) . [ - 3 x 4 + ^ (y* + y x y 2 + yp] 

Odtial pre y 2 - y^ > O vychádza 

3 (m + .3) x 4 £ y* + y x y 2 + y | 

a vidíme, že t á to nerovnost je splněná vtedy^-ak p l a t í 

3 (m + 3) x 4 • t O 

Táto nerovnost je ale splněná v tom případe, ked m # - 3» Bod (0,0) 
je teda lokálně pravidelný správa vtedy, ked m £ - 3. Ak aplikujeme vzorec 
(2), dostaneme nerovnost 

y 2 

m | y 2 o' (y 2 ) - y x 6* (y x ) ) S - 4 j 6* (t) dt 

£• 2k z ktorej pre o ( y ) = y » k > 0 , vychádza 

4 
m £ -

2k + 1 

Vidíme, že lokélna pravidelnost správa bodu (0,0) pre d. rovnicu (A) 
je bezpečná pre všetky m < O a zrejme t i e ž pre m s O* 

9« Ukážka apl ikácie predchádzajúcej teorie 

55« P e r r o n o v p ř í k l a d 

Ako apl ikáciu predchádzajiicich výsledkov, Perronovej existenčněj t e o r é -
iy a viet o jednoznačnosti r i e šen í uvedieme v tomto odseku př ík lad , kťorý pochá-
Iza od 0. Perrona. 

Uvažujme o d . rovnici 
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Funkcia f ( x , y) 3 x - y je spojitá vo všetkých bodoch (x, y) a 
teda podia existenčněj teorémy leanovej alebo Perronovej prechédza každým bodom 
( j i ^ f ) aspoň jedno rieSenie tejto diferenciálněj rovnice* 

Funkcia f ( x , y) má 3alej v každom bode (x, y) parciélnu deriváciu po
dia y, - 2y, ktorá je tiež všade spojitá a teda y každoac konečnom dvojroz-
mernom intervale ohraničená. 

Z toho vyplývá, že funkcia f ( x , y) spíňa v každom konečnom dvojroz
měrnou) intervale L. podmienku. Podia už uvedenej vety prechédza teda každým 
bodom ( f , ̂ ) právě jedno riešenie d. rovnice (1). 

Zvolme iubovolný bod * ( { , ̂  ) a předpokládejme, že | > 0, />i > 0. 
• Týmto bodom prechédza teda préve jedno riešenie d. rovnice (1) a podia Feano-
vej existenčněj teorémy- je toto riešenie definované v istom okolí čísla | • 
Našou úlohou je podrobnejšie vyšetritf jeho priebeh. Za tým účelom nakreslíme 
s i predovšetkým Eulerov polygon vychádzajúci z bodu (J , \ )• 

Obr. 14 

Vidíme, že sa Euleror polygon s rastvícim x blíži k větve paraboly 
y = /"x*. Tým sme vedení k tomu, že riešenie d. rovnice (1) prechádzajdce bo
dom ( \ ,'ty ) sa dá pravděpodobné definovat pre všetky x £ j a že sa a-

symptoticky blíži k větve paraboly Tento fakt nemfižeme bezprostřed
né zistiť z Peanovej existenčněj teorény, avšak pomocou Perronovej existenčněJ 
teorémy dojdeme k c i e l u . 

Ide o to, ukázat?, že riešenie d. rovnice (1) prechédzajúce bodom 
) í j > °» ̂ > 0 ) možno definovat v lubovolne velkom intervale £ j , x], 

v ktorom sa asymptoticky blíži k větve paraboly pričom symbolom V 
sa myslí nezáporné číslo. 

Vzhladom na Perronovu existenčnú teorému redukuje sa na náš problém 
zrejme na to, definovať funkcie u(x), v(x) majúce vl a s t n o s t i popísané v tej t c 
teoréme, ktoré sa vyznačujú tým, že sa pre velké x líšia od spomenutej vetvy 

x paraboly o menej než Tubovolné kladné číslo. Také funkcie u(x), v(x) budeme 
definovať r6zne podia toho, či bod (^.t1) je nad spomenutou vetvou paraboly, 
na nej alebo pod nou. 
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Predpokladajmé najprv, že bod ( í • í) je nad vetvou paraboly y * 
? ifx , teda že platí nerovnost J < ^ • 

- Aby sme definovali funkciu u(x), zvolíme íubovolné číslo <f > O a 
funkclu u(x) definujeme těmito vzorcami: 

r ^ - A(x - | ) pře ^ - A(x - j ) > O 

u(x) = / a ( x - J - -2-) pře O ů a(x - | - -^-) < / T ^ c T 
A A 

^ ý x - ó* pře jí x - cT á a(x - £ - ——) 
A 

pričom A, a sú kladné čísla, ktoré v SalSom edte obmedzíme určitými nerov-
nosťami preto, aby funkcia u(x) skutočne spínala podmienky popísané v Perro-
novej existenčněj teoréme* 

Z a t i a l len předpokládejme, Že číslo a vyhovuje nerovnosti 

, ' A 4a 2 

takže predtým uvedená d e f i n l c i a funkcle u(x) má zmysel* Funkcia u(x) je 
definovaná pre všetky x £ J ; neskoráie sa obmedzíme na i n t e r v a l y f , X,J 
X > \ , pričom však X m&že byt fubovolne velké* Funkcia u(x) sa teda 
skládá z dvoch úsečiek a z Časti paraboly, a to z úsečky ^ - A(x - | ), kde 
x € í í i x i J » x i s I + » z úsečky a(x - f - - ^ - ) , kde 

A A 

x € [ x l f x 2 ] , , 2 - | • Í - + - L • Í \ L X * 
2a* a ' A 4a* 

a z časti paraboly ^ x - cT , kde 
Funkclu v(x) definujeme vzorcom 

v(x) 

X > Xg« 

Této funkcia sa sklade teda z úsečky rovnobežnej s osou x a z časti vetvy 
paraboly, o ktorej sme už hovořili, teda z úsečky % pre x £ [j , x 0J, 
xft = , a z vetvy paraboly pre x = x . 

Funkcie u(x), v(x) sú tiež znázorněné na predchádzajúcom obrázku* 
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Teraz třeba ukázať, že funkcie u(x), a v(x) majů vlastnosti popísané 
v Perronovej existenčnej teoréme, t . j . že prechádzajú bodom (| >í) Sálej, 
že v každom čísle x, v ktorom sú definované, sú spojité a vyhovujú neróvnos-
tiam 

D+ u(x) < f(x, u(x)), D+ v(x) > f(x, v(x)) (3) 

a okrem toho, že je u(x) < v(x> pre x > j » 
Pre všetky tieto vlastnosti, až na platnosť nerovnosti (3)» sú zřej

mé. Třeba len ukázať, že sú splněné nerovnosti (3)* 
Ukažme* ňajprv, že funkcia u<x) spina nerovnost (3), ak A je dosť 

velké a a dosť malé. ' 
V intervale [ J , x ^ má funkciu u(x) deriváciuj u'(x) « - A* Da

le j v je v tomto intervale 

f(x, u(x)) = x - - A(x - J ) ) 2 = - A 2(x - j )2 + (2A + 1) (x - j ) -

- / » l 2 + Í ? - A 2 ( x 1 - j ) 2 - 2 + ) = - 212

 + Í 

Zvolme A > O tak velké, aby bolo - A í - 2 + | » Potom 
je v intervale [ | , 

D+ u(x) X - A Í - 2 \ 2 + $ é f(x, u(xj) 

a teda nerovnosť (3) je splněná* 
V intervale £x l f x 2] má funkcia u(x) derivéciu u'(x) = a. Ďalej 

je v tomto intervale 

f (x, u(x)) = x - <£(x - j - j 2 - - a 2 (x - J )2 + 

a 2 *. k * 2 \ 2 . 
+ (2 - + 1) (x - f ) + + í 

A A 2 

takže máme ukázať, že v tomto intervale je 
a 2 'í? 

(x) 1 ) f (£, u(x>) - a = - a 2 ( x r { ) 2 + ( 2 + 1) (x - j ) + 
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Vskutku y - F(x) je rovnlca paraboly, ktorej oe Je rovnoběžná a osou 

t 1 c \ 1 

y a jej vrchol je bod ( ř + + , t + . • - a) . Zvolme 
A 2 a 2 A 4 a 2 

a tak, aby okrem nerovností (2) bolo 

a i min ( f + — , cf) . (4) 

A 

Predovšetkým vidíme, Se vrchol paraboly y = F(x) je nad osou x, lebo po-

* \ 1 

radnica vrcholu J + — + —— - a je > O. 
* ' 4 . 2 

Ďalej lanko zis t íme, že parabola pře t íná os x v bodoch 

* 2 a 2 a ' * 4a 2 
- a 

A 2 a 2 a A 4a 2 
- a 

takže pre x * [ xý x NJ je F(x) í 0. Avšak lanko vidíme, že v dftsledku ne
rovností (4) je 

l l ' A 2 

a odtia! vyplývá, že pre x E [x^, x g ] je F(x) £ O. 

1 

Skutočne pre x > x 2 má funkcia u(x) deriváciu u (x) • — — — — a da-
2 i x -cf 

lej je 

f(x, u(x)) = x - (|/x - cT ) 2 = 

takže třeba ukázat, že pre x > x 2 je 

— i — ř c T 

2 ^ x. -ď 

t . j . , že je 

x £ cT + ( 5 ) 

4<f 2 
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Přitom mfižeme ešte a vhodné zmenšiť podia potřeby• Zmenšíme ho teda tak, aby 
okrem nerovností (2) a (4) p l a t i l o 

t . j . cf + $ x 9 . Potom zrejme nerovnosť (5) je splněné pre vSetky 

čísla x £ x 2 a tým je dokázané, že funkcia u(x) má v l a s t n o s t i popísané 

v Perronovej existenčnej teoréme, a to v intervale , xj ,• kde % X je 1'úbo-
voTne velké číslo. 

Teraz ukažme, že funkcia v(x) spina nerovnosť (3). V intervale £ j » 
x Q J má funkcia v(x) hodnotu \ a 3alej je f ( x , v(x)} = x - v ( x ) 2 * x -
- \ 2 • x - x Q* * O =• v ' ( x ) i takže skutočne v tomto intervale je nerovnosť 
(3) splněná. 

,V interyale x £ * 0 má funkcia v(x) hodnotu fx a je f ( j , 

v(x)} « x - v(x) = x - x • 0 < — s v (x) takže nerovnosť (3) je 
2 fx 

opSť.splněná. 
Tým sme z i s t i l i , že tiež funkcia v(x) má všetky v l a s t n o s t i popísané 

v Perronovej existenčnej teoréme, a to opfiť v intervale í| ; x j , kde X je 
lubovolne velké číslo. 

Podia tejt o teorémy existuje riešenie .y(x) diferenciálněj rovnice 
(1) prechédzajúce bodom ( ) , \) definované v intervale , x] , pre kto-
ré platí 

u(x) * y(x) v(x) 

- takže pre všetky dosť velké x je 

Í x -cf t y(x) <Í x 

Tým je dokázané, že riešenie d. rovnice (1) prechédzajúce bodom (| ,^) 
( f > °» %>'G) možno definovať v lubovolne velkom intervale C ! » x] a 
toto riešenie sa asymptoticky blíži k větve paraboly y « fx, lebo číslo 
6 > 0 je Tubovolné. 

Doteraz smě předpokládali, že bod (f t\) leží nad vetvou paraboly 
y = fx, teda že platí nerovnosť f < * 2. V případe, že bod - ( f ,\) leží 
na parabole alebo pod touto vetvou, t . j . ak platí f £ \ , móžeme za u(x) 

zvoliť tú i s t i i . funkciu ako v prvom případe a funkciu v(x) definovať takto: 

/ 7£ + B(x - ̂  ) pre £ + B(x - j ) i fx 
v(x) - J 

^ fx pre \, + B(x - \ ) 2 fx 
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přicom B > O značí vhodnd konstantu. Potom dostaneme rovnaký výsle* 
dok* 

10. Picardova metoda postupných aproximaci! na riešenie d. rovnice 

y' = f ( x , y) 

56. P r i n c i p m e t o d y 

E. Plcard vynaSiel k Studiu d. rovnic obyčejných a parciélnych tzv. 
metodu poatupgych aproximécii í Journal de mathématiques pures et appliqées, 
VI, (1890)J , ktorú neskoršie zdokonalil E. Lindelof £ten istý časopis, 
X. (1894)J • Táto metoda nielenže yedie k ddkazu existencie riešenia, ale je 
užitočná tiež i pre prax, lebo v konkrétných prípadoch umožňuje nájsť aspoň 
přibližné riešenie danej d. rovnice. Tiež třeba připomenut, že použitie tejto 
metody nie je obmedzené len na d. rovnice prvého rádu, ale dá sa s vhodnou 
obměnou aplikovať i na d. rovnice vyšších rádov. 

Uvažujme opSť d. rovnicu 

y' = f ( x , y) (a) 

přitom o f u n k c i i f ( x , y) předpokládejme, že je spojitá v dv. intervale 

D : | x - f|í a, | y - ̂ | < b 

pričom (| 11 ) j® nějaký bod a a, b sú kladné čísla. 
Okrem toho předpokládejme navýše,že funkcia f(x,'y) spíňa v D L. 

ppdmienku, ktorej konstantu označme L ( > 0), takže pre každé dva body 
(x, y x ) , (x, y 2) £ D p l a t i : 

| f ( x , yx) - f ( x , y 2 ) | ž L | y x - y 2 | „ (1) 

Potom prin c i p Picardovej metody postupných aproximécii je tento: 

Zvolíme Tubovolnú funkciu y Q ( x ) , tzv. počiatočnú funkciu. definovánu, 
v intervale [| , j + a] , ktorá má určité v l a s t n o s t i , a vychádzajúc ž nej, 
definujeme postupné dalšie funkcie podia vzorcov 

yi(x> • \ + / f<S» y 0
( t O d t 

x (2) 
y 2(x) « \ + / ' f ( t t y x<t)) dt 
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