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vale j spojitá a v nom rastie alebo klesá; j e j hodnoty teda tvoria interval 
Jj_ v ktorom existuje funkcia inverzná. 

Definujeme v intervale J vektor Y takto: 
» 

X * ^ ( x , y(x)), Y(X) = V (x, y(x)) 

Potom obidve křivky (x,y (x) \x £ j a (x, Y(xj), X€ J sú na seba 
zobrazené proste transformáciou (1); súradnice dvoch s i odpovedajúcich bodov 
spolu súvisia podia právě napísaních vzorcov a samozřejmé súčasne spíňajú rov
nice 

x = $ (X, Y(X)) , y(x) = Y"(X, Y(X)) 

Vektor Y(X) má v každom čísle X £ J deriváciu, ktorá je daná vzor-
com 

Y'x(x» yí*0 + Vy 0» y<*>) y(*>) 
Y'(X) = — - r ^-r — r - = F(X, Y(X)) 

<f'x(*» y<*)) • Ty Cx» y<x>) fCx» yu>) v ' 
v ktorom (x, y(x)) a (X, Y(X)) značia odpovedajúce s i body. Z posledného 
vzorca vidíme, že vektor Y(X) je v intervale J riešením d. rovnice 

Y' = F(X, Y) 

13* Prehlad o existenčních teorémách.a o větách 
o jednoznačnosti riešenl systemov explicitních 

d. rovnic 1. rádu 

70. E - x i s t e n č n é t e o r é m y 

Tiež peanovské existenčně teorémy t̂ kajúce sa d. rovnice (a), ktorý-
mi sme sa zaoberali v ods* 27 - 30, aj so svojimi dókazmi dajú* sa 1'ahko rozší-
riť na systémy explicitních d. rovnic 1. rádu. Výnimku tvoria t i e doplňky 
existenčních teorém, v których sa uplatňuji! pojmy dolních a horních funkcií. 
Spokojíme sa tu s uvedením existenčních teorém pre neohraničení a.kompaktní 
(n + 1)- rozměrní interval a pre otvorenú množinu. 

Nech je daná d. rovnica 

y' « f(x , y) (A) 

?eanovská existenčná veta pre d. rovnicu (A) v případe, že j e j oborom je 
(n + 1)- rozměrní neohraničeny interval, znie takto: 
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Nech v d. r o v n i c i (A) je vektor f ohraničený a spojitý v (n + 1 ) -
rozmernom neohraničenom intervale 

( d i ) f = x = 1 + a, - — < y < — (a > 0) 

Potom každým bodom tohto oboru d preehádza aspoň jedno riešenie d. 
rovnice (A), definované v celom intervale [ \ , f + a J • 

V případe, že oborom d. rovnice (A)' je kompaktný (n + 1) - rozměrný  
i n t e r v a l , p l a t i táto veta: 

Nech v d. r o v n i c i (A) je vektor f spojitý v (n + 1)-rozměrnom 
kompaktnom intervale. 

(d») j - a » x í { + a , ^ - b í jf i % + b ( a > 0 ; b > 0 ) 

Potom bodom (| prechédza aspoň jedno riešenie d. rovnice (A), 
ktoré je definované v istom kompaktnom intervale a má svoje konce na h r a n i c i 
oboru d. Tento kompaktný i n t e r v a l je C f - ^ i f + ^ J alebo je vSčší. 

Přitom znáči <»C = min (a, — , • — ) ; b* sú jednotlivé zložky vekto-
1 n 

ra b, je maximum absolutnéj hodnoty zložky f^ vektora f v obore d 
b i 

a v případe, že niektoré číslo MH je nula, neberie sa do úvahy symbol —•• 

V případe, že oborom d. rovnice (A) je neprázdná otvorené (n + 1)-
rozmerné množina, existenčná teoréma znie: 

Nech v d. r o v n i c i (A) je vektor f spojitý v nejakej neprázdnej 
otvorenej (n + 1)- rozmernej množině <ú • Potom každým trodom tohto oboru CJ 
preehádza aspoň jedno riešenie d. rovnice (A), ktoré je definované v istom 
otvorenom intervale a má svoje konce na h r a n i c i oboru <0 • 

71* V e t y o j e d n o z n a č n o s t i r i e š e n í 

Uvažujme opáť o d. r o v n i c i 

y' = f i x , y) (A) 

a předpokládejme, že vektor f je spojitý v (n + 1)-rozměrnom kompaktnom 
intervale 

( d * ) | = x = f + atni - b = y = \ + b (a > 0; b > 0) 

Podl'a výsledku v predchádza júcom ods. vychádza z bodu (f , ̂  ) aspoň 
jedno riešenie d. rovnice (A) s koncami na h r a n i c i oboru d. Toto rieáenie nie 
je nutné ani lokálně1, ani absolutné jediné.. Naopak, všeobecné z bodu (f t\) 
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vychádza nekonečné mnoho riešení, ktoré vytverajd istý kuželovitý (peanovský) 
obor. S p o j i t o s t vektora f teda zaručuje e x i s t e n c i u , nie vSak jednoznačnost 
riešení d. rovnice (A). K tomu, aby z bodu ( J t % ) vychádzalo lokálně j e d i 
né riešenie d. rovnice (A), t . j . aby bod ( j , \) b o l vzhladom na tuto ů. rov-
nicu lokálně správa pravidelný, je nutné, aby vektor f mal nějaké dalšie vl a s t 
n o s t i . Situécia je opSť obdobná ako v případe jednej explicitněj d.rovnice (a) 
(ods. 50 - 54). Preto sa tu spokojíme l e n s formuláciou a stručnými poznámkami 
o (postačujúcej) podmienke L i p s c h i t z o v e j a okrem toho uvedieme Rosenblatt - Na-
gumovu vetu pre lokálnu jednoznačnost správa. 

' Hovoříme, že vektor f spina v bode ( f , \) L l p s c h i t z o v u (L.) pod-
mienku správa, stručné: L. podmienku správa, ak ( p r i připadne zmenšených čís
lech a á zložkáeh vektora b) platí pre každé dva body (x, y , ) , (x, y 2) € d 
nerovnost 

f<x, y 3 ) - f ( x , y 2 ) i = L max | y n - y 2 i I 1 
í=l,...n 

Přitom L značí nejakú konstantu, t z v . L i p s c h i t z o v u konstantu a další symbol 
vpravo značí vektor, ktorého vaetky zložky sú rovnaké a rovnajii sa najvSčšej 
z absolutných hodnQt r o z d i e l o v rovnol'ahlych zložiek vektorov y-̂ , y 2» 

Uvedenu L. podmienku mdžeme tiež vyjádřit tým, že množina vektorov 

max I y ^ j 
j=l,..,n 

y 2 j 
( f ( x , y x ) - f ( x , y 2 ) ) ( y x ? y 2 ) 

je ohraničená. 
Rovnako s i všimnime, že vektor f spina v bode ( | , \ ) L. pod

mienku vtedy, ak v obore d e x i s t u j e f a je v nom ohraničená. Připomeňme, 
že y 

f = 
y 

/ 2> t x ? íi / —— , —— 
^ y1 d y n 

2 f n 2tn  

» • • •» 
3 y n / 

pričom f i t y A značia zložky vektora f , y, takže uvedená podmienka vyja
dřuje, že v každom bods (x, y) £ d existujú parciálně derivácie 
3 f i L 

a áalej e x i s t u j e konstanta napr. - > 0, ktorú absolutné hodnoty tých-
3 y k n 
to derivácií nikde v obore d neprevýšla. 

Význam L. podmienky správa pre jednoznačnost ríešeňí d. rovnice (A) 
je daný touto větou: 
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Ak vektor f spíná v bode (J , L. podmienku správa, potom je 
tento bod správa lokálně pravidelný* 

Podobná je, tzv. veta "Rosenblatt-Nogumova o lokálněj jednoznačnosti 
správa bodu (j , \ )• 

Znie takto: 

Ak vektor f je v obore d spojitý a ak (pri připadne zmenšených 
číslach* a a zložkách vektora b) platí pre každé dva body (x, y-^), (x, y 
£ d nerovnost 

(x-J) J f(x, y x ) - f(x, y 2 ) | = max | y1± - y 2 i | 1 
i = l , . . . n 

potom je bod ( j ,1^) správa lokálně pravidelný. 

14• Systémy linearnych diferančiálnych rovnic 

72 • Z á k l a d n é p o j m y a o z n a č e n i a 

- V číalšom sa budeme 'zaoberať systémami lineárnych d. rovnic, t . j . 
systémami tvaru . 

y{ = a n y x + . . . . + a l n y n + a 1 Q > 

(A) 

y n = a n l y l + •••• + ann y n + ano 

kde n ^ 1 a a\\t ••••'» a

n 0

 S l* funkciami nezávisle premennaj x. definova
nými v nejakom intervale j . 

Miesto názvu systém lineárnych d. rovnic budeme spravidla používať 
stručnéjšie pomenovanie linearny systém. Funkcie •••• a n o sa nazývájú 
koeficienty lineárneho systému. Ak sa koeficienty &IQ» a n Q identicky 
rovnajú nule, nazývá sa lineárny systém homogénny; v opačnom případe nehomo-
génny« ktorý dostaneme,, ak koeficienty aiQt ••• ® n o nahradíme nulami; na
opak existuje nekonečné mnoho lineárnych systémov, ku ktorým patří ten istý 
homogénny systém. 

Ak označíme písmenom Á štvorcovu maticu rádu n, ktorej členy sú 
koeficienty systému (A), teda A = (a^j) ( i , j = 1,•••, n) a znakom aQ 

stípcový vektor o zložkách â Q» • • • » ano» m6žeme systém (A) písať v tvare 

y ' = Ay + aQ (A) 

ktorý je východiskom dalšej teorie. 
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