
Diferenciálne rovnice

Lineárna diferenciálna rovnica n-tého rádu

In: Otakar Borůvka (author): Diferenciálne rovnice. [Vysokoškolské učebné texty. Univerzita Komenského v
Bratislave, Prírodovedecká fakulta]. (Slovak). Bratislava: Slovenské pedagogické nakladateľstvo, 1961.
pp. 174--179.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401401

Terms of use:
© Univerzita Komenského v Bratislave

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped with digital
signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library
http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/401401
http://project.dml.cz


174 

15• Linearna diferenciálna rovnica n-tého rádu 

81* E x i a t e n č n á t e o r é m a v p ř í p a d e 
c a u c h y o v s k ý c h p o č i a t o č n ý c h p o d -
m i e n o k 

Uvažujme o lineárněj d. r o v n i c i n-tého rádu 

y ( n ) + X ly(n-1) + + x ny * X 0 (A) 

a předpokládájme, že koeficienty X Q, X R sil spojitými funkciami nezávisle 
přeme nnej z v nejakom intervale J . 

Na začiatku teorie d. rovnice (A) stojí existenčná teoréma o i n t e 
grál och t e j t o d. rovnice, ktorá znie takto: 

Nech X 0 € j ; y Q, y^, y*"""1* sú 1'ubovol'né čísla. Existuje prá
vě jeden integrál y(x) d. rovnice (A), definovaný v intervale J , ktorý má 
v čísle xQ hodnotu y Q a jeho derivácia rádu i (= 1, • n-1) hodnotu 
y^ i >, takže 

• * 

Ddkaz nebudeme uvédzať. Poznamenejme, že obsah t e j t o existenčnej teo
rémy stručné vyjadřujeme tým, Že integrály d. rovnice (A) sú jednoznačné ur
čené cauchyovskými počiatočnými podmienkami (1). 

Zddraznime, že integrál y, o ktorom je v uvedenéj existenčnej teoré
me řeč,je najširší v tom zmysle, le existuje v celom intervale j ; niekedy ho 
nazýváme úplným. 

82* V š e o b e c n é p o č l a t o č n é p o d m i e n k y 

V dalšom předpokládájme, že i n t e r v a l j je kompaktný, j = [ a , bj. 
PodTa existenčnej teorémy je každé riešenie d. rovnice (A) definova

né v nejakom intervale I C [a, bj jednoznačné určené hodnotami svojich de-
rlvácií rádu O až n - 1 v lubovolnom čísle c e l . Budeme sa zaoberať otáz
kou, či možno jednoznačné určiť riešenie d. rovnice (A) aj inak než hodnota
mi jeho derivácie rádu 0 až n - 1 v danom čísle c £ I, napr. hodnotami 

niektorých jeho derivácií v niekolkých číslach intervalu I, speciálně hodno
tami riešení v rdznych číslach inte r v a l u I . Touto otázkou sa zaoberali 
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W. B. F i t e (Jinn. o f Math., 8 (1916)), C. de l a V a 1 1 é e - P o u-
8 8 i n (Jour. Math. p. et appl., 8(1926)) a R. B a l l i e u (1948). 
Hlavním výsledkom tejto teorie je zi s t e n i e , že riešenia aú jednoznačné určené 
n hodnotami niektorých ich derivécií v niekolkých rdznych číslech intervalu 
I , pokial sil t i e to čísla do ať blízko k sebe. 

Kvoli stručnějšímu vyjadrovaniu zavedieme najprv pojem počiatočných 
hodndt pre riesenie d. rovnice (A). 

Nech c^, C £ (£=1) sú 1'ubovol'né rdzne čísla v nejakom interva
l e I C [ a ( tr] a nech ku každému c^ z nich je priradený určitý počet (l=)n^ 
(= n+1) celých nezáporných čísel 

i , l i . n ^ 

a ten istý počet dalších 1'libovolných čísel 

Ci,l» ••*• C i , n ± 

Systém Čísel 

cl» •••» °Z t kll» ki n^»-Cll» '•••» C / n / ( 1 ) 

sa nazývá systém počiatočných hodnfit d. rovnice (A), stručné: systém počiatoč
ných hodndt. Ak-vSetky čísla c ^ , c / n ^ 8 8 rovnajú nule, potom nazýváme 
systém (1) nulový. Z týchto definícií vidíme, že ku každému systému počiatoč*-
ných hodndt (1) možno jednoznačné přiřadit istý nulový systém, ktorý dostaneme 
ak nahradíme všetky čísla •••» c / n / nulami: 

c x ; k u , • k^ 0, 0 (2) 

0 tomto nulovom systéme hovoříme, že přináleží k systému počiatočných hodndt 
(1). SúČasne je zřejmé, že ten istý nulový systém (2) přináleží k nekonečné 
mnohým systémom počiatočných podmienok, z ktor'ych každý dostaneme, ak v nulo
vom systéme (2) nahradíme posledných n̂ + ... + n£ niíl Tubo volnými Číslami 
cll' •*•'» eZ n ^ • Tak is t o o každom takom systéme počiatočných podmienok hovo
říme, že přináleží k nulovému systému (2). 

Ak je daný nějaký systém počiatočných hodndt (1), potom o TubovoTnom 
riešení y d. rovnice (A) definovanom v intervale I, hovoříme, že má počia-
točné hodnoty (1), alebo že spíná počiatočné podmienky (1), ak v každom čísle 
c 4 ( i = 1, ...Jí) je 

<k u) ( k ^ ) 
y * (c i ) = c i l , y 1 1 (c t) = 



- 176 -

83. Nech Je daný nějaký systém počiatočných hodnftt (1) a předpokládej
me, že existuje riešenie yQ d. rovnice (A), ktoré je definované v intervale 
I a spina počiatočné podmienky (1). 

Uvažujme substitúciu 

Y = y - y 0 

Touto substitúciou sa diferenciálně rovnica (A) transformuje na d. rovnicu 
homogénnu 

Y ( n ) + ^ y ( n - l ) + .... + x n Y = O (B) 

a každé j e j riešenie y, definované v intervale I , ktoré spina t i e isté 
počiatočné podmienky (1), zobrazí sa na určité riešenie Y d. rovnice (B), 
definované v tomže intervale I a spina příslušné nulové počiatočné podmien
ky (2).Lanko vidíme, že toto zobrazenie jednotlivých riešení d. rovnice (A), 
spinajúcich počiatočné podmienky (1) na riešenie d. rovnice (B) spinajúce 
příslušné nulové počiatočné podmienky (2) je prosté a že Speciálně riešenie 
y Q d. rovnice (A) sa zobrazuje na riešenie 0 d. rovnice (B), t . j . riešenie, 
ktoré má všade v intervale I • hodnotu O. 

OdtiaT vidíme, že ak je y Q jediné riešenie d. rovnice (A), defino
vané v intervale I , ktoré spina počiatočné podmienky (1), potom 0 je j e d i 
né riešenie 6. rovnice (B), definované v intervale 1, ktoré spíňa příslušné 
nulové počiatočné podmienky (2). Naopak, ak je 0 jediné riešenie d. rovni
ce (B) definované v intervale 1, ktoré má nulové počiatočné hodnoty (2), 
potom y Q je Jediné riešenie d. rovnice (A) definované v intervale I, 
ktoré spina počiatočné podmienky (1) a všeobecnéjšie existuje najviac jedno 
riešenie d. rovnice (A) definované v intervale I , ktoré spina 1'ubovol'né po
čiatočné podmienky příslušné k nulovému systému (2). Vidíme teda, že rieše
nie d. rovnice (A)i definované v intervale I , je jednoznačné určené hodnota
mi niektorých jeho derivécii v niekolkých rdznych číslech i n t e r v a l u 1, ak 0 
je jediné riešenie d. rovnice (B) definované v intervale 1, ktorého derivá-
cie týchto příslušných radov majů v týchto číšlach kořene* Připomeňme, že de-
riréciou O-tého rádu funkcie rozumieme funkciu samu* 

84* Uvažujme teraz lineérnu d. rovnicu homogénnu 

y ( a ) + X 1 y ( n " 1 ) + ... • X ny = O (B) 

pričom předpokládejme, že X^, X R sú spojitými'funkciami nezávisle pře
měn ne j x v Intervale £a, b j • 

Nech y je 1'ubovol'né riešenie d. rovnice (B), ktoré je definované 
v nejakom intervale C [a, b] • Označme najvSČŠiu hodnotu funkcie / | 
v intervale [cC , />J My (v=l., n). Označme h dlžku in t e r v a l u [*Ct (3] , 
takže je h * p - • Ďalej označme ( A s O, ••«, n) maximum funkcie 
y ^ v intervale [oC, jí] a číslo v intervale £«C . v ktorom má funk-

c i a I y ( A ) | hodnotu uA , takže je (0=) u ^ »íy^ A ) <ÍA^'' 
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Z toho, že funkcia y vyhovuje d. r o v n i c i (B) vidíme, že platí ne
rovnost 

n 
u n ř Z "v "n-P ( 3 ) 

V =1 

Předpokládájme v áalSom o riešení y,. že každá z funkcií y, . 
y^ 1 1" 1^ má v intervale [«C,/3j aspoň jeden kořen 2 0. Nech x ̂  značí kořeň 
funkcle y ^ 0, n-1) v intervale ZaC , fl] • 

Predovšetkým ukážeme, že pre ft» 0, n-1 platí nerovnost 

" h V + i ( 4 ) 

a teda tiež pře O * ^ = & = n 

u p. = h . u ̂  (5) 

Vyplivá to z nasledujúcich vztahov: 

pričom platí znamienko + ( - ) v případe $ ̂ = x ̂ ( ^ < x ^ ) . 
Ďalej lanko zistime, že funkcia y je v intervale [eC , p] identicky 

nula vtedy a len vtedy, keá niektoré z čísel je nula. 
Vskutku, ak je funkcia y v inter vale£«C t p] identicky nulou, sa z r e j -

íre všetky čísla u^ rovnajú" nule. Ak naopak je niektoré číslo nula, 
potom je u Q = O, ako vyplivá z nerovnosti (5), a teda funkcia y je v[<C, fl] 
•identicky hulá. 

Všimnime s i , že čísla u^ sa bud všetky rovnajií nule (ak funkcia 
y je v intervale [éL , pl identicky nula), alebo eú všetky kladné (ak y nie 
je v intervale£c£ , p] identicky nula). 

Ak sa čísla rovnajú nule, potom vo vzorci (4) platí vždy rov
nost. Ak sú však čísla u % kladné, mdže vo vzorci (4) p l a t i t rovnost len pre 

n-1 a teda vo vzorci (5) len pre ť" ~ alebo -̂ = n - 1, A = n. 
vskutku, v tom případe je predovšetkým u Q > O. Ak pre niektoré -

= O, n - 1 je u^t = h potom v příslušných vzorcoch (6) platí vša-

Korenom funkcie f(x) rozumieme kořen rovnice f(x) = O 
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de znamienko =. OdtiaT najmfi vyplývá | - x^|» h, takže Jedno z čísel S<u> 

x^m. Je oC a druhé fi • ĎaleJ usudzujeme, podl'a ( 6 ) , že funkcia y ^ * + ^ má 
v i n t e r v a l e [aCt J konStantnú hodnotu u^+i» teda Je y^***^ » • u

/4c+l * 0  

konstantu. • y Je teda v i n t e r v a l e [cCt/ij polynom stupna <4C+1. Ak Je 
(tt, + 1 < n, potom Je polynom stupna nižšieho než n a vychádza = O, 5o 
odporuje předpokladu* Máme teda /tc = n - 1. 

Všimnime a i niektoré Jednoduché případy, kedy riešenie y sa nutné 
rovná nule v i n t e r v a l e Í«C , (i] . 

Je to predovšetkým vtedy, ak sú" všetky k o e f i c i e n t y Xy d. rovnice 
(B) i d e n t i c k y 0, teda ak aa všetky čísla Mj> rovnajú nule. Tento výsledok 
vyplývá zo vzorca ( 3 ) . Ďalej je tomu tak vždy, ak n = 1, 6o lahko zistíme i n -
tecráciou d. rovnice (B) majúc na mysli předpoklad, že riešenie y má v i n t e r 
v a l e ^ , ft] kořeň. 

Napokon dostaneme ten výsledok pre n = 2 a M 2
 s ••• * M n = 0, l e -

bo potom je f u n k c i a y ^ n - 1 ^ i d e n t i c k y 0 v i n t e r v a l e , /3] a dostáváme 
u n - l = °' 

Vraťme sa teraz k vzorcom (3) a ( 5 ) . Z druhého vyplývá pre " = ly»«» 
.., n : u n - > v = h* i^, kde rovnosť mOže nastat v případe > 0 l e n pre * =* 1 
ako sme viděli předtým. O d t i a l a zo vzorca (3) vyplývá ' 

n 

"n f 1 - Z M»h') = 0 ") 
*=1 

Ak teda f u n k c i a y nie j e v i n t e r v a l e ^ » /*] i d e n t i c k y O, j e n = 2 
a aspoň jedno z Čísel Mgi •••» M n je kladné a platí nerovnosť 

n 
1 - Mj, h*< O 

*=1 

ako vidíme zo vzorca (7)* V tomto případe j e teda dížka h i n t e r v a l u £<=6 »/?J 
vfičáia než (jediný) kořeň algebraickéJ rovnice 

1 - Mjt - ... - M n t n = O (8) 

ktorý j e zřejmé kladný. 
Tým sme dokázali tuto vetu: 
Ak sa'v i n t e r v a l e ^ , ft J všetky k o e f i c i e n t y Xj> d. rovnice (B) iden

t i c k y rovnajú nule, alebo ak nie je dlžka tohto i n t e r v a l u vfičšia než kořeň a l -
gebraickej rovnice (8), potom O jé jediné r i e d e n i e d. rovnice (B), definova
né v i n t e r v a l e L"6

 t » ktorého každá derivácia rádu 0 až n-1 má v ňom 
kořeň. 

Tento výsledok možno zlepšit tým, že sa algebraická ro v n i c a (8) 
nahradí inou, k t o r e j jediný kořeň je připadne vSčSÍ než kořeň rovnice (8)* 
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Dá sa ukázať najma* t o , že predchádzajúca veta j e správná v celom rozsahu a j 
vtedy, ak nie j e dížka i n t e r v a l u [o£ ,/3 J vSČšia než kořen a l g e b r a i c k e j rovnice 

n 
1 r — y 

1 - M xt - - Jíl M y t = 0 
» =2 

16. Lineárna diferenciálna r o v n i c a 2. rádu 

85. Ú v o d 

Diferenciálně lineárně rovnice 2. rádu sú významné preto, že sú n a j -
jednoducháím (netriviálnym) prlpadom d. lineérnych rovnic vyšších rádov a i c h 
v l a s t n o s t i sú vzoroia p r i Studiu týchto všeobecnějších d. r o v n i c . Najma však 
preto, že majů d61ežité aplikácie v otázkách fyzikálnych a technických. Od n a j -
jednoduchších úvah klasickéj mechaniky, ako j e analýza harmonického pohybu, 
k omnoho zložitejším otázkám týkajúcim sa napr. vedenia t e p l a , chvenia tyčí a 
membrán alebo v problémoch nebeskéj mechaniky, střetáváme sa s d. linearnymi 
rovnicami 2. rádu ako s ústrednými miestami obsahujúcimi s p r a v i d l a úplné r i e -
šenie předložených otézok. K tomu přistupuje, ze teória d. liaeárnych r o v n i c 
2. rádu j e ovládaná nevelkým počtom poměrné jednoduchých teorém, takže je j e d 
noduchá a prehladná a přitom obsahové bohatá. 

V dalšora kvóli stručnosti obmedzíme sa na studium d. lineérnych r o v n i c 
2. rádu homogénnych, t . j . t v a r u 

y" + p(x)y' + q(x)y = O (a) 

pričom k o e f i c i e n t y d. rovnice (a) p, q sú funkcie definované v nejakom i n t e r 
vale j# Předpokládáme, že sú v i n t e r v a l e j spojité. 

86. E l e m e n t á r n ě t r a n s f o r m á c i e d. r o v 
n i c e (a) 

K danej d. r o v n i c i (a) mdžeme priradiť dalšie d. lineárně rovnice 2* 
rádu, ktorých integrály sú integrálmi d. rovnice (a) v známých vzťahoch. Také 
pr i r a d e n i e d. ro v n i c k d. r o v n i c i (a) sa nazývá transformécla d. rovnice ( a ) . 
Studium týchto t r a n s f o r m a c i ! tvoří dfiležitú časť t e o r i e d. lineérnych r o v n i c 
2. rádu. Je účelné všimnúť s i hned na začiatku oašej úvahy niektorých elementár-
nych transformaci1, pretože potom sa mdžeme obmedziť na studium d. r o v n i c , k t o -
ré sú v niektorom směre vhodnéjšie, napr. kratšie a přehladné, bez toho, že by 
sme porušili všeobecnú p l a t n o s t výsledkov. 

Najjednoduchšie transformácie d. rovnice (a) aú založené na násobe
ní d. rovnice (a) alebo j e j integrálov vhodnou funkciou alebo na novej v o l 
bě nezávisle premennej. 
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