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III. ALLGEMEINE TRANSFORMATIONSTHEORIE

Bisher begegneten wir dem Transformationsproblem ausschlieBlich bei oszil-
latorischen Differentialgleichungen (q), (Q) (§ 13, Nr. 5, § 20, Nr. 6).

In diesem ITI. Abschnitt werden wir uns mit dem Transformationsproblem bei
beliebigen Differentialgleichungen (q), (Q) befassen. Unsere Untersuchungen sind
in zwei Kapitel eingeteilt, je nach den Forderungen, die an die transformierenden
Funktionen gestellt werden. Im 1. Kapitel geht es um allgemeine Transformationen,
bei denen die Transformierende im allgemeinen durch keine Bedingungen ein-
geschrinkt ist. Das 2. Kapitel enthélt die Theorie der sogenannten vollstindigen
Transformationen. Diese sind dadurch charakterisiert, daB die Definitionsinter-
valle und Wertevorrite ihrer Kerne mit den Definitionsintervallen der Differen-
tialgleichungen (q), (Q) iibereinstimmen.

A. ALLGEMEINE TRANSFORMATIONEN

In diesem Kapitel wird zunéchst die spezielle Form der Transformationsformel
§ 11, (11) begriindet. Ferner wird eine Transformationstheorie, in deren Mittel-
punkt Existenz- und Eindeutigkeitsfragen iiber Losungen der Differentialglei-
chung (Qq) stehen, fiir allgemeine Differentialgleichungen (q), (Q) entwickelt.

§ 22. Begriindung der speziellen Form der Transformationsformel

1. Satz iiber Transformationen von Differentialgleichungen 2. Ordnung. Die
spezielle Form der Transformationsformel § 11, (11), die in bezug auf die Losun-
gen Y, y der Differentialgleichungen (Q), (q) linear ist, mag vielleicht als willkiir-
lich und durch die zur Lésung des Transformationsproblems angewandten Metho-
den bedingt erscheinen. Die Frage jedoch, ob diese Transformationsformel nicht
durch eine allgemeinere, mit einer geeigneten Funktion f gebildete Beziehung

von der Form
y(t) = f(t, Y[X(t)])

ersetzt werden konnte, ist im allgemeinen zu verneinen.

P. StAckEL [J. reine angew. Math. 111 (1893)], S. Lie (Leipziger Ber. 1894)
und E. J. WiLczy~NsKI [Amer. J. Math. 23 (1901)] haben unter Anwendung ver-
schiedener Methoden gezeigt, dafl im allgemeinen die lineare Form der Trans-
formationsformel § 11, (11) die einzig mogliche ist.

Wir wollen diesen Sachverhalt in dem folgenden Satz beschreiben.

Der Wortlaut dieses an die Jacobische Form der betrachteten Differential-
gleichungen angepafiten Satzes und der Beweis wurden uns von Frau Z. Mixo-
LAJSKA-MzeaK zur Verfiigung gestellt.
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Satz. Es seien s, 8 dreidimensionale Riume der Punktkoordinaten (¢, y, 2),
(T, Y, Z), wobes

a<t<b; —oo<y,z2<o00 und A<T <B; —o< Y Z <o
18t.

Ferner seien t = 2(T), l
y=1[@t7Y,Z), (t)
z=gt7,2), l
T = X(¢), l
Y=F(uy,2), (M
Z = G(t’ Y, 2) ]

schlichte und zueinander inverse Abbildungen des Rawmes S auf s bzw. des Raumes s
auf S.
War setzen voraus:

1°. die Abbildungen t, T sind von der Klasse Cy, und es bestehen fiir alle Werte
€ (a,b), TE€(A, B); —0c0 < Y, Z < oo die Beziehungen

#T) 4 0; f(t0,0)=0; fy@t, Y,Z)40; g, ¥,Z)+0;

20, Die Abbildung t diberfiihrt die Losungen jedes Systems von Differentialgles-
chungen mit stetigem Koeffizienten @ von der Form

r=2 @
Z=QMY )
in solche eines analogen Systems
v } (@
' q
2 =q)y.
Unter diesen Voraussetzungen hat die Abbildung t die folgende lineare Form:
t = a(T),
y=wi) Y,

z=wt)Y + w(t) X'(¢) Z.

Beweis. Wir betrachten ein System (Q) und eine seiner Losungskurven &:
Y(T), Z(T). Das Bild f dieser letzteren in der Abbildung t hat die parametrischen
Koordinaten

Boy() = f(t, YIX(O)L ZIX@)]);  2() = g(t, YIX(©)], Z[X(¢)])-
Nach 29 ist f eine Losungskurve des Systems (q). Wir haben also
2t) = y'(t) = fult, ¥, Z) + fv(t, ¥, Z) YIXO X'()) + f20¢, ¥, 2) ZIX ()] X'(),
gty &) =2 O =gt Y, 2) +gvit, Y, 2) Y[XO)] X' () +92(¢, Y, Z) ZIX(t)] X'(t)
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und ferner, da Y, Z dem System (Q) geniigen,
26) = filt, ¥, Z) + fv(t, Y, Z) Z[X(1)] X'(8) + f2(¢, X, Z) QIX ()] Y[X(£)] X'(¢),

qt) - y(t) = g.(¢, Y, Z) + gv(t, Y, Z) Z[X(£)] X'(t)
+ 920, Y, 2) QLX ()] Y[X ()] X'(®).

Diese Beziehungen bestehen fiir jede Losungskurve & des Systems (Q). Da
durch jeden Punkt (7, Y,Z)c S eine Loésungskurve von (Q) hindurchgeht,
haben wir fiir ¢ € (a, b) und alle Werte Y, Z

g(t: Y: Z) = .ft(t: Y’ Z) + ,fY(t7 Y7 Z) Z * X’(t) + fZ(t’ Y: Z) Q[X(t)] Y : X’(t): (1)
Q) - (8, Y, 2)=gut, Y, Z)+9v(t, Y, Z) Z- X'(t) +g2(¢, ¥, Z)Q[X ()] Y -X'(t). (2)

In diesen Formeln kann (nach 2°) die (stetige) Funktion @ beliebig gewihlt
werden. Daraus folgt
fZ(t, Y9 Z) Y. X,(t) =0

und ferner, da (nach 1°) X'(¢) 5= 0 ist,
[z, Y,Z)=0.
Die Funktion f hingt also von Z nicht ab:
ft, Y, Z) = h(t, Y). (3)
Nun haben wir aus (1) und (3)

9¢, Y, Z) = h(t, Y) + hy(t, Y) Z - X'(t)
und ferner

9t Y, Z) = hy(t, Y) + by y(t, Y) Z - X'(t) + hy(t, Y) Z - X"(),
gy(t, Y, Z) = h,y(t, Y) + hyy(t, Y) Z - X'(t),
gz, Y, Z)=hy(t, Y)- X'(t).

Diese Beziehungen ergeben, im Hinblick auf (2),

q(t) - h(t, Y) = hu(t, Y) + 2k, y(t, Y) Z - X'(t) + hyy(t, Y) 22 - X'%(t)
+hy(t, Y)[Z - X"(t) + X'%(t) ¥ - Q[X(1)]].

Daraus erhalten wir durch zweimalige partielle Differentiation nach Z
by y(t, Y) - X'(t) + 2hyy(t, Y)Z - X'2(t) + hy(t, Y) - X"'(t) =0,
hyy(t, Y)=0.
Damit ist gezeigt, dal die Funktion % in bezug auf Y linear ist:
ht, Y) = w(t) Y + a(t).
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Aus 1° folgt a(t) = 0, und somit ergibt sich die lineare Form der Funktion f:
fi&, Y, Z) = w(t) - Y.
SchlieBlich erhalten wir aus (1)
gt, Y, Z)y =w'(t) Y -+ w(t) X'(¢) Z.
Damit ist der Beweis beendet.

2. Einfithrung der Differentialgleichung (Qq). Wir betrachten zwei Differential-
gleichungen (q), (Q) in beliebigen Definitionsintervallen j = (a, b), J = (4, B):

y' =qt)y; (q)
Y =Y. (Q)

Es sei ([w, X] =) w(t), X(t) eine Transformation der Differentialgleichung (Q)
in die Differentialgleichung (q). Die Funktionen w, X sind also in einem Teil-
intervall ¢ cj erkldrt und haben die in § 11, Nr. 2 angefiihrten Eigenschaften
1.-3. Insbesondere ist also der Wertevorrat von X, I = X(7), ein Teilintervall
von J:IcJ.

Wir wissen (§ 11, Nr. 2), daf} die Transformierende X in ihrem Definitionsinter-
vall 7 die nichtlineare Differentialgleichung 3. Ordnung

—{X, 1} + Q(X) X'* = ¢(f) (Qq)

befriedigt. Ferner wissen wir, da3 der Multiplikator w von [w, X] durch die Funk-
tion X bis auf eine multiplikative Konstante k£ (5-0) im Sinne der Formel § 11,
12) eindeutig bestimmt ist.

§ 23. Transformationseigenschaften der Losungen der Differentialgleichung (Qq)

1. Beziehungen zwischen Losungen der Differentialgleichungen (Qq), (qQ),

q9), (QQ).
( Wir(igteressieren uns nur fiir reguldre Losungen dieser Differentialgleichungen,
d. h. fiir Losungen X € C3; mit nichtverschwindender Ableitung X'. Ist also X
eine in einem Teilintervall k£ von j bzw. J erklirte Losung einer von diesen Dif-
ferentialgleichungen und K = X(k) ihr Wertevorrat, so existiert die im Inter-
vall K erkliarte zu X inverse Funktion x € Cy; sie hat in diesem Intervall eine
stets von Null verschiedene Ableitung . Der Wertevorrat von z ist natiirlich
das Intervall k: x(K) = k. Wir bezeichnen je zwei den Beziehungen 7' = X(1),
t = x(T') geniigende Zahlen tCk, T< K (in bezug auf die entsprechende Differen-
tialgleichung) als homolog.

1. Es sei X(t), t€4 (cj), eine Losung der Differentialgleichung (Qq). Dann
stellt die zu X inverse Funktion 2(T), T€ I (= X(i) J), eine Losung der Dif-
ferentialgleichung (qQ) dar.
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Beweis. Es seien € 1, T € I zwei homologe Zahlen.
Da X eine Losung von (Qq) ist, gilt an der Stelle ¢

{X t} ,_at)
+X) X =L (1)

Daraus folgt im Hinblick auf die Formeln § 1, (10), (6)
z, T
Bl =@ e
und ferner

—{x, T} + q(@) @* = QT).

Damit ist der Beweis beendet.

2. Es seien X, x zueinander inverse Losungen der Dlﬂerentlalglelchungen (Qq),
(qQ) mit den Definitionsintervallen ¢ (cj), I (cJ). Dann bestehen an je zwei
homologen Stellen ¢t € 4, T'€ I die symmetrischen Beziehungen

1 Xy oo 1)

0 X+ () =a@e+ () - )

In der Tat, zunidchst haben wir die Formel (1). Daraus folgt im Hinblick auf
§1,(6)
1 {X,t 1 {X,8}
T x ity @

QX) X' —

und ferner nach § 1, (10) die Beziehung (2).
Die Formel (3) erhalten wir aus (4) und § 1, (16).

3. Wir iibernehmen die obige Bedeutung von X, z. Es seien f, F die mit belie-
bigen Konstanten a,, a,; 4,, 4, in den Intervallen ¢, I gebildeten Funktionen

X(t)

1
1) = a0+ ast + 5 +f[t 201)) Q) diy,
X(to)
" (5)
F(T) = A+ AT 4 o [ (7 = XH) g
(Ty)

to€ 1, Ty € I bezeichnen beliebig gewédhlte homologe Zahlen.
Dann gilt an je zwei homologen Stellen t€ 4, T'€ I die Beziehung

f(t) = F(T). (6)
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Der Beweis folgt aus der obigen Formel (3).

Um den folgenden Satz einfacher formulieren zu kénnen, wollen wir die Funk-
tionen @, ¢ mit @, @, und die Differentialgleichungen (QQ), (Qq), (qQ), (qq) wie
folgt bezeichnen: (Qy;), (Q12), (Qa1), (Qz2)-

4. Es seien X, Y beliebige Losungen der Differentialgleichungen (Q,s), (Qp,)
(x, B,y = 1, 2). 4, k seien die Existenzintervalle der Funktionen X, Y und I, K
die Wertevorrdte dieser letzteren. Ferner sei ¢ ~ K == (), so daB die zusammen-
gesetzte Funktion Z = XY in einem gewissen Intervall & (c k) definiert ist.

Wir zeigen, daf die Funktion Z in dem Intervall k eine Losung der Differential-
gleichung (Q,,) ist.

In der Tat, nach unseren Voraussetzungen ist im Intervall &

—{Y, 8} + @p(Y) Y2 = @Q,(0),

—{X, Y} + Qu(2) X'3(Y) = Qp(Y),
und gleichzeitig gilt nach § 1, (17)
(Z,8) = (X, Y} Y'2(t) + (Y, t}.
Aus diesen Beziehungen folgt
—{Z, 8} + Qu(2) Z'* = Q,(1),

womit der Beweis beendet ist.

2. Gegenseitige Transformationen von Integralen der Differentialgleichungen
(0),(Q)-

Wir wollen nun an den in § 22, Nr. 2 beschriebenen Sachverhalt ankniipfen
und uns mit der Frage befassen, inwieweit durch die Losungen der Differential-
gleichung (Qq) die Transformationen der Differentialgleichung (Q) in die Dif-
ferentialgleichung (q) bestimmt sind.

Es sei X eine Losung der Differentialgleichung (Qq) mit dem Definitionsinter-
vall ¢ (cj). Wir wissen, daB die zu X inverse Funktion x mit dem Definitions-
intervall (X(3) =)I (cJ) eine Losung der Differentialgleichung (qQ) darstellt
(Nr. 1).

Wir wihlen eine beliebige Zahl ¢, € ¢. Ferner bezeichnen wir mit X,, X; (==0),
X' die Werte der Funktionen X, X', X' an der Stelle t,; analog sollen z,, &, (=:0),
#, die Werte von z, #, & an der zu ¢, homologen Stelle T, € I bedeuten. Die Zahlen
X,, X{, X{’ hiingen also wie folgt zusammen: X, = T, €, = £,, und es gelten die
Formeln § 1, (6).

1. Ist Y ein Integral der Differentialgleichung (Q), dann ist die im Sinne der

Formel
_ Y[X(1)]
RT>-0]

im Intervall ¢ definierte Funktion 7 eine Losung der Differentialgleichung (q),
und zwar ist diese Losung 7 der im Intervall ¢ bestehende Teil des durch die
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Cauchyschen Anfangsbedingungen

Y (X
y(to) == E—,.» )

Vixq| ®)
vl =)y L T Ko ,

1 2 Yixy  Xs

bestimmten Integrals ¥ von (q).

Beweis. Die Funktion 7 ist offenbar im Intervall ¢ zweimal stetig differenzier-
bar, und es gelten, wie man leicht nachrechnet, die Formeln

YX) ( 1 )
t) + ( y——r I
] =) |
X)) o, YX) I
Xz—————_"—’{X,t}.
x| VIX'|

Da die Funktionen ¥, X den Differentialgleichungen (Q) bzw. (Qq) geniigen,
gilt an jeder Stelle t € ¢

(&)
g =

Y(X) = Q(X) Y(X),

—{X, t} = —Q(X) X'2 4 q(t).
Wir haben also

Y
7'(t) = ——QX) X"* + —
und folglich auch

Y(X)
VX

g'(t) =qt) 7.

Wir sehen, daB die Funktion 7 eine Losung der Differentialgleichung (q) ist.

Die Werte 7(t,), 7'(t,) sind nach (7) und (9) durch die Formeln (8) gegeben.

2. Es seien Y, y die in dem obigen Satz 1 betrachteten Integrale der Differen-
tialgleichungen (Q), (q). Dann ist der im Intervall I definierte Teil Y von Y durch
die zu (7) inverse Formel

[ —Q(X) X' 4 ¢(1)]

v yl(T)]
¥(T) = A2 (10)
V(D)
gegeben, und die Cauchyschen Anfangswerte Y (T,), Y'(T,) sind
¥(ry) = L& l
Vil (11)

! .
iy < VD5, LYo 5 |
V‘iol VWO‘ o
Beweis. Da y ein Integral von (q) und « eine Losung von (qQ) ist, stellt nach

dem obigen Satz die Funktion
o) — J[x(T)]

V@)
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im Intervall I eine Losung der Differentialgleichung (Q) dar.
Nun gelten an je zwei homologen Stellen 7€ I, ¢t € ¢ die Beziehungen

. 70) Y[X(t)] o
vy =2 — Y(T) = Y(T).
V(] V@) - X'@) @

Folglich ist ¥ der im Intervall I definierte Teil ¥ des Integrals Y.

Nach den Formeln (8) sind die Cauchyschen Anfangsbedingungen fiir das Inte-
gral Y durch die Formeln (11) gegeben.

Aus den obigen Uberlegungen folgt der

Satz. Die zweigliedrige mit einer beliebigen Konstanten k (3=0) gebildete Funk-
tionenfolge w(t) =k : l/[X’(t)I, X(¢t) stellt eine Transformation [w, X] der Differen-
tialgleichung (Q) tn die Differentialgleichung (q) dar. Zugleich stellt die Funktionen-
folge W(T') = 7];—: ]/lxﬁ(Tm)], x(T) eine Transformation der Differentialgleichung (q)
mn (Q) dar.

Jedes Integral Y der Differentialgleichung (Q) wird durch die Transformation
[w, X] n sein Bild

_ Y[X()]
VIX'@)]
transformiert, wobes dieses einen Teil des durch die Anfangswerte
Y(X
VX )
Y(Xy)  y 1 Y(X,) X¢
yﬂ):k[—A-X-— L ,]l
AT

bestimmien Bildintegrals y von Y bildet.
Zugieich wird das Integral y der Differentialgleichung (q) durch die Transforma-
tion [W, x] in sein Bild

7 1 y[=(T)]
7T = L2k (14)
b V()
transformiert, wobei dieses Bild einen Teil des durch die Anfangswerte
1
ﬂ%%rzﬁ%, l
1 '(0 ) 1 y(xo) 42
Y\T) YZo) T
T — |ty — = V" —
o= [f e 3 42 |

bestimmien Bildintegrals Y von y bildet.

3. Es seien Y, y die im obigen Satz betrachteten Integrale der Differential-
gleichungen (Q), (q). Dann gelten an je zwei homologen Stellen T'C I, t€ ¢ die
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Beziehungen
Vlz )| - EY(T) = VX0, - y(0), l
k . #T) e 1 X"t (16)
|y
AR LY - T [v o + v T ]

mit & = sgn X = sgn #,.

Diese Beziehungen erhédlt man aus den Formeln (12), (14) und ihren Ableitun-
gen unter Anwendung von § 1, (6).

4. Die Bildintegrale «, v von zwei unabhingigen Integralen U, V der Differen-

tialgleichung (Q) in der Transformation [w, X] sind unabhingig. Analoges gilt
natiirlich von der Transformation [W, «].

Dies folgt unmittelbar aus den Formeln (13) bzw. (15).

3. Transformationen der Ableitungen von Integralen der Differentialgleichungen
(9), (Q). Die obigen Resultate konnen zur Ermittelung von Transformationen
der Integrale oder deren Ableitungen (1. Ordnung) einer der Differentialgleichun-
gen (q), (Q) in Teile von Integralen und deren Ableitungen der anderen Dif-
ferentialgleichung angewendet werden.

Setzen wir voraus, dal die Triger ¢, @ der Differentialgleichungen (q), (Q) in
ihren Definitionsintervallen j, J stets von Null verschieden sind und der Klasse C,
angehoren, dann lassen die Differentialgleichungen (q), (Q) begleitende Dif-
ferentialgleichungen (q,), (Ql\ zu (§ 1, Nr. 9). Thre Tréger ¢ G, Q, sind im Sinne der
Formeln §1, (18) bzw. (20) definiert, und die Ableitungen y’, ¥ von Integralen y, ¥

der Differentialgleichungen (q), (Q) hdngen mit Integralen y,, Y; von (q,), (Ql)
so wie in § 1, (21) zusammen.

Wendet man die obigen Resultate auf die Differentialgleichungen (g,), (Q) und
(qu), (Ql) an, so ergeben sich Tatsachen iiber Transformationen von Integralen
y, Y der Differentialgleichungen (q), (Q) und ihren Ableitungen ', ¥. Die den
Beziehungen (12) (14) entsprechenden Transformationsformeln sind

(T) = — —— T2
WX1< ) b Yigla(T)]] V]ey(T)] )

_ | qlt) O YIXL(] o 1 Q(T) '[xz( )]

) =k gt = T (R ‘ . ]

e V' Q[Xz(t)] VX0 @) | Ve

X, x, stellen zueinander inverse Losungen der leferentlalglelchungen (Qqy),
(1:Q) und X,, , solche von (QuGy), ((“th) dar.

4. Beziehungen zwischen Losungen der Differentialgleichung (Qq) und ersten
Phasen der Differentialgleichungen (q), (Q). Die in dieser Nr. betrachteten Phasen

der Differentialgleichungen (q), (Q) sind stets erste Phasen. Wir sprechen deshalb
im folgenden kiirzer von Phasen statt von ersten Phasen.

Wir iibernehmen aus Nr. 2 die Bedeutung von X, x usw.
1. Essei A eine Phase der Differentialgleichung (Q). Dann ist die im Sinne der

Formel
a(t) = ALX(8)] (18)
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im Intervall ¢ definierte Funktion & ein Teil einer Phase « der Differentialgleichung
(q), und zwar ist diese Phase « durch die Cauchyschen Anfangsbedingungen

alte) = AXy); a'ty) = AXo) Xb; o''(ty) = A(X,) X4? + A(Xo) Xi' (19)

bestimmt. Offenbar sind die Phasen «, A verkniipft (§ 9, Nr. 2).

Beweis. Die Phase A ist in dem Phasensystem einer Basis (U, V) der Differen-
tialgleichung (Q) enthalten (§ 5, Nr. 6). Folglich gilt im Intervall J (mit Ausnahme
der Nullstellen von V) die Bezichung tan A = U : V.

gleichung (Q) in die Differentialgleichung (q). Es seien w, v die Bildintegrale von
U, V in dieser Transformation [w, X]. Nach Nr. 2,4 ist (u, v) eine Basis von (q).
Es sei o, eine Phase dieser Basis. Dann haben wir fiir ¢ <€ ¢ (mit Ausnahme der
singuléren Stellen)
wlt) _ ULX(@)]
tan oy(t) = —— = ———— = tan A[X(t)],

und daraus folgt o(t) + mm = A[X(t)], wobei m eine geeignete ganze Zahl ist.
Nun stellt aber die Funktion « = «, + mz eine Phase der Basis («, v) und & den
in dem Intervall ¢ definierten Teil von o dar. Aus (18) folgen durch Differentiation
die Anfangswerte &’(¢,), «’’(f,) im Sinne der Formeln (19).

Damit ist der Beweis beendet.

Natiirlich wird durch die zu X inverse Losung x der Differentialgleichung (qQ)

die Phase « in einen Teil A von A transformiert:
AT) = ofa(T)] (TEI = X()). (20)

2. Es seien o, A beliebige verkniipfte Phasen der Differentialgleichungen (q),
(Q). Ferner sei
L= aj) ~AWJ); k=aX(L), K=ANL). 2L

Dann gibt es zu jeder Zahl {€ k bzw. T € K genau eine der Gleichung
a(t) = ALZ(@)] bzw. ofz(T)] = A(T) (22)

geniigende Zahl Z(t)€ K bzw. z(T)€ k. Die vermoge der Formeln (22) in den
Intervallen k, K definierten und offensichtlich zueinander inversen Funktionen
Z(t) = Aa(t), 2(T) = a*A(T) gehoren der Klasse C3; an und stellen regulire
Loésungen der Differentialgleichungen (Qq), (qQ) dar. Die durch die Funktionen
Z, z definierten Kurven gehen von Rand zu Rand des rechteckigen Bereiches
(@, b) x (4, B).

Beweis. a) Es sei t € k eine beliebige Zahl. Dann ist «(f) € L = A(K), und da
die Funktion A wichst oder abnimmt, gibt es genau eine der ersten Gleichung (22)
geniigende Zahl Z(t) € K. Ahnliches gilt von der zweiten Gleichung (22).

b) Aus Z(t) = A-la(t), 2(T) = a*A(T) folgt, daBl die Funktionen Z, z der
Klasse 5 angehéren und ihre Ableitungen Z’, 2 stets von Null verschieden sind.
Bildet man die Schwarzschen Ableitungen von (22), so erkennt man, dal die
Funktionen Z, z den Differentialgleichungen (Qq), (qQ) geniigen.
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c¢) Die Richtigkeit der letzten Behauptung geht aus dem Resultat in § 9, Nr. 2
iiber die Intervalle k, K hervor.

Damit ist der Beweis beendet.

Wir nennen Z, z die durch die Phasen «, A erzeugten Losungen der Differential-
gleichungen (Qq), (qQ).

Die oben in 1. betrachtete Losung X der Differentialgleichung (Qq) ist offenbar
der im Intervall ¢ bestehende Teil der durch die Phasen «, A erzeugten Losung Z
der Differentialgleichung (Qq).

5. Gegenseitige Transformationen von ersten und zweiten Phasen der Differential-
gleichungen (q), (Q). Nach Nr. 4,1. transformiert eine Losung X der Differential-
gleichung (Qq) jede erste Phase A der Differentialgleichung (Q) in einen Teil «
einer ersten Phase « der Differentialgleichung (q) im Sinne der Formel (18).
Analoges gilt von einer Losung « der Differentialgleichung (qQ) und jeder ersten
Phase « der Differentialgleichung (q): Vermoge der Funktion « wird die Phase o
in einen Teil einer ersten Phase A der Differentialgleichung (Q) im gleichen Sinne
transformiert. Nach Nr. 4,2. erzeugen je zwei verkniipfte erste Phasen o, A der
Differentialgleichungen (q), (Q) gewisse zueinander inverse Losungen der Dif-
ferentialgleichungen (Qq), (qQ).

Setzen wir nun voraus, dafl die Funktionen ¢, @ in ihren Definitionsintervallen
7, J stets von Null verschieden sind und der Klasse C, angehoren, so daf die
Differentialgleichungen (q), (Q) begleitende Differentialgleichungen (q,), (Q,)
zulassen, dann stellt jede erste Phase «,, A; der Differentialgleichung (qG,) bzw.
(Ql) eine zweite Phase f, B von (q) bzw. (Q) dar: a; = 8, A; = B. Wendet man
die erwihnten Resultate von Nr. 4,1.; 4,2. auf die Differentialgleichungen (§,), (Q)
und (), (Ql) an, so ergeben sich Tatsachen iiber Transformationen von ersten
und zweiten Phasen o, A bzw. 8, B der Differentialgleichungen (q), (Q) ineinander.
Die den Beziehungen (18), (20) entsprechenden Transformationsformeln sind

By = AL, (01 AT) = Blay(D)];

Bty = BLXy(0)]:  B(T) = Blan(T)];

X,, #, stellen zueinander inverse Losungen der Differentialgleichungen (Qg,),
(4,Q) und X,, @, solehe von (Q,¢;), (G,Q,) dar.

§ 24. Existenz- und Eindeutigkeitsfragen iiber Losungen der
Differentialgleichung (Qq)

1. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Losungen der Differentialgleichung
(Qq). Grundlegend fiir die allgemeine Transformationstheorie ist der folgende

Satz. Hsseien t,€ 5, Xo € J, X§ (:0), X{' beliebige Zahlen. Es gibt genaw eine
in einem gewissen Intervall k (cj) definierte breiteste Lisung Z(t) der Differential-
gleichung (Qq) mit den Cauchyschen Anfangsbedingungen :

Zty) = Xo,  Z'(te) = Xo,  Z"(tg) = X¢'; (1)
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,,breiteste bedeutet, daf jede denselben Anfangsbedingungen gewiigende Liosung
von (Qq) etn Teil von Z(t) ist.

Es seien o, A beliebige Phasen der Differentialgleichungen (q), (Q), deren Werte
an den Stellen t,, X, wie folgt zusammenhdngen :

alt) = AXo);  lte) = AXo) Xo;  a'(t) = A(Xy) X4 + A(Xo) Xi/. (2)

Dann ist Z(t) die durch die (verkniipften) Phasen o, A erzeugte Losung der Dif-
ferentialgleichung (Qq):

Z(t) = A-taf(t). (3)

Beweis. Wir wihlen eine der Phasen «, A, z. B. die Phase «, beliebig; dann ist
die andere, A, durch die aus den Formeln (2) sich ergebenden Werte A(X,),
A(Xy), A(X,) eindeutig bestimmt (§ 7, Nr. 1).

Die durch die Phasen o, A erzeugte Losung Z(#) erfiillt offenbar die Anfangs-
bedingungen (1). Wir haben also zu zeigen, dal jede in einem Intervall ¢ (c7)
definierte Losung X () der Differentialgleichung (Qq) mit den Anfangswerten (1)
ein Teil von Z(¢) ist. Nach § 23, Nr. 4,1. ist die im Intervall ¢ definierte Funktion
a(t) = A[X(#)] ein Teil einer Phase «, der Differentialgleichung (q), und zwar
derjenigen Phase o, die wie o vermoge derselben Anfangswerte (2) bestimmt ist.
Daraus folgt a(t) = «(t) fir £ € 4 und ferner «(t) = A[X(#)] fiir £ € 7. Folglich ist
X(#) der im Intervall ¢ bestehende Teil von Z(f).

Damit ist der Beweis beendet.

Nach §23, Nr.4,2. geht die durch die Funktion Z(t) definierte Kurve von
Rand zu Rand des rechteckigen Bereiches 7 x J.

2. Transformationen gegebener Integrale der Differentialgleichungen (q), (Q)
ineinander. Wir wollen uns jetzt mit der Frage befassen, ob es moglich ist, von
zwei beliebig gegebemen Integralen y, Y der Differentialgleichungen (q), (Q) das
eine, z. B. Y, vermoge einer passenden Losung X (¢) der Differentialgleichung (Qq),
t€ 1 (Cj), in einen Teil § des anderen Integrals ¥ im Sinne der Formel § 23, (7)
zu transformieren. Im bejahenden Fall wird natiirlich das Integral ¥ vermoge der
zu X inversen Losung « der Differentialgleichung (qQ) in einen Teil ¥ von Y so
wie in § 23, (10) transformiert.

Die Antwort auf diese Frage ist bejahend, wenn man nétigenfalls das Vor-
zeichen eines der beiden Integrale y, Y édndert. Man kann sogar den Wert X,
der Funktion X an einer beliebigen Stelle {,€ j nach Belieben vorschreiben:
X, = X(t,). Es ist jedoch zu betonen, dal die erwihnten Gegebenheiten nicht
ganz willkiirlich angenommen werden diirfen, da nach den Transformations-
formeln § 23, (7), (10) die Werte der beiden Integrale y, Y an je zwei homologen
Stellen 7' = X() (€1 = X(2)), t = «(T) (€14) dasselbe Vorzeichen haben oder
beide verschwinden.

Wir wollen den Sachverhalt genauer beschreiben in folgendem

Satz. Es seien y, Y beliebige Integrale der Differentialgleichungen (q), (Q).
Ferner seien t,€ j, X, € J beliebige Zahlen, welche die eine oder die andere von den
folgenden Beziehungen a), b) erfiillen:

8) ylto) + 0 + Y(X), b)ylts) = 0= Y(X,).
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Dann gibt es breiteste Losungen X der Differentialgleichung (Qq), die an der
Sielle t, den Wert X, annehmen, X, = X(t,), und in thren Definitionsintervallen
das Integral Y in einen Teil § von y transformieren:

_ , i)

VIX"(0)]
Im Fall a) gibt es genaw eine wachsende und genaw eine abnehmende breiteste
Losung X der Differentialgleichung (Qq); vm Fall b) gibt es genau ool wachsende

und ebensoviel abnehmende breiteste Losungen X.
In beiden Fillen a), b) bezeichnet n die Zahl +1, und zwar im Sinne der Formeln

4)

a) n = sgny(ty) ¥ (X,)

b) sgn y'(ty) Y (X,) fiir wachsende Losungen,
) 1 = .
K —sgn ¥ () Y (X,) fiir abnehmende Losungen.

Beweis. Nehmen wir zunédchst an, es gibe eine in einem Intervall &k ( < j) defi-
nierte und der Behauptung des Satzes entsprechende breiteste Losung X der
Differentialgleichung (Qq), dann gelten im Intervall k die Beziehungen

_ Y[X(t)]
(t): y————
VIX'(@)] l ()
| YIX(] o, 1 Y[X(@)] X'() l
= TX _—— p———— .
TO=m Yo Y T2 Tx0 X’“)}

Man rechnet leicht nach, dafl die Funktionen X, X', X' an der Stelle ¢, ent-
sprechend den Fillen a), b) folgende Werte haben:

, Y(X,)
a’) X(tO) = XO}Z § (tO) =8& y2(t0_)(l_ >
X (t) = 220 [Y(X) V(Xo) — eylte) o/t (6)
YA (to)
b) X(t,) = X X'(t):,sﬂ(t_o)_.
o = So o= Yaxy)

dabei ist ¢ = 1. Im Fall b) ist der Wert X''(¢,) durch die Beziehungen (5) nicht
bestimmt.

Offenbar ist ¢ = 1 oder = —1, je nachdem, ob die Funktion X im Intervall k&
wichst oder abnimmt.

Im Fall a) sind also durch die Integrale y, Y und dic Angabe der Werte ¢,€ 7,
X,€J und ferner dadurch, ob die Funktion X wichst oder abnimmt, die Anfangs-
werte X(&) = X,, X'(ty) (5=0), X"(t,) der Funktion X eindeutig bestimmt.
Im Fall b) gilt dies nur von den Anfangswerten X(¢,), X'(f,). Aus dem Satz von
Nr. 1 geht hervor, daf die Anzahl der den Bedingungen des Satzes entsprechenden
breitesten Losungen X der Differentialgleichung (Qq) dic in diesem Satze an-
gegebene Anzahl nicht iibertrifft.

14 Boriivka, Lineare Differentialtransformationen
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" Es sei nun X die breiteste durch die Anfangswerte (6), a) oder b) bestimmte
Losung der Differentialgleichung (Qq); im Fall b) sei X{’ eine beliebige Zahl. Die
Existenz dieser Losung X ist durch den Satz von Nr. 1 gesichert; das Definitions-
intervall von X sei k (cj).

- Nach § 23, Nr. 2,1. ist die im Intervall k definierte Funktion

_ YIX(t
git) = — 201 (7)
VX'
eine Losung der Differentialgleichung (q), und zwar ist sie der im Intervall %
‘bestehende Teil des vermdge der Cauchyschen Anfangshedingungen

~ Y(X,)
y(t ) = ———,
o VIX )]
-, Y(Xy) o, 1 Y(X,) X'"(t)
y(t)'—_———:—__X(t)“—— — 7
X T 2 VX X't

bestimmten Integrals ¥ von (q).
Ersetzt man X'(¢,), X''(¢,) durch die entsprechenden in den Formeln (6) an-
gegebenen Werte, so ergibt sich in beiden Fillen a), b)

Y(to) = ny(te);  ¥'(t) = ny' (o).
Daraus folgt fir t < k

y(t) = ny(t).

Folglich transformiert die Lésung X der Differentialgleichung (Qq) das Integral
7Y in den im Intervall k bestehenden Teil des Integrals  im Sinne der Formel (7).

Damit ist der Beweis beendet.

Zu diesen Uberlegungen wollen wir die folgende Bemerkung hinzufiigen:

Die Formel (7) kann auch folgendermaflen geschrieben werden:

Y[X(t)]
y(t) = n——mre (8)
Ty X7 ()]

wobei jedoch die Giiltigkeit dieser letztercn auf das Intervall k& (< j) beschrankt
ist. In speziellen Fillen kann es vorkommen, daf3 die Formel (8) im ganzen Inter-
vall § besteht und zugleich der Wertevorrat der Funktion X mit dem Intervall J
tibereinstimmt. Dann wird durch die Funktion X das Integral Y in scinem
ganzen Verlauf in das Integral y im Sinne der Formel (8) transformiert. Natiirlich
tritt diese Situation genau dann ein, wenn das Definitionsintervall £ der Funk-
tion X mit j und zugleich dasjenige, K, der zu X inversen Funktion a mit J
identisch ist. Dies ist im besonderen der Fall, wenn die Differentialgleichungen
(q), (Q) oszillatorisch sind. Dann sind je zwei beliebige Phasen «, A dieser Dif-
ferentialgleichungen cinander dhnlich, und folglich stimmen die Intervalle k, j
und K, J iiberein (§ 9, Nr. 2).

Beispielsweise wird die Funktion sint (¢ = —1) in ihrem ganzen Verlauf,
1€ (—oo, 00), vermoge einer passenden und etwa wachsenden Funktion x,(7')

(€ Cy), TE€ (0, o0), in das Integral T J (T) der Besselschen Differentialgleichung
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§1, (24) transformiert. Daraus folgt diese Darstellung der Besselschen Funk-
tion J (T):
sin x,(7")

JT———-—-———-—-———
AT) =

§ 25. Physikalische Anwendung der aligemeinen Transformationstheorie

1. Geradlinige Bewegungen in physikalischen Riumen. Wir betrachten zwei
physikalische Rdume I und 1I. In diesen Réumen seien die Zeiten wihrend
gewisser (offener) Zeitintervalle £ bzw. K an Uhren [I] bzw. [II] gemessen.
Wir nehmen an, die Uhren [I], [II] seien in ihrem Gang vermége zwei in den
Intervallen k, K definierter und zueinander inverser Funktionen X(t), t € k, und
x(T), T< K, aufeinander abgestimmt: In jedem an der Uhr [I] gemessenen
Augenblick ¢ € k zeigt die Uhr [I1] die Zeit 7' = X(t) (€K) an, mit anderen Worten:
In jedem an der Uhr [1I] gemessenen Augenblick 7'€ K zeigt die Uhr [I] die
Zeit t = (T (€k) an. Wir nennen X bzw. x die Zeitfunktion fir den Raum [II]
bzw. [1]. Im Hinblick auf die folgende Anwendung setzen wir voraus, dal diese
Zeitfunktionen der Klasse C; angehoren und ihre Ableitungen X', @ stets >0 sind.
Dann ist es sinnvoll, von der Zeitgeschwindigkeit X'(f) und Zeitbeschleunigung
X''(t) im Raume [II] im Augenblick ¢ (€k) zu sprechen und desgleichen von der
Zeitgeschwindigkeit @(7') und Zeitbeschleunigung #(7') im Raume [I] im Augen-
blicke T (€K). Zwei (homologe) Augenblicke t€ k und T = X(t) € K, oder T€ K
und ¢ = a(T') € k, wollen wir als gleichzeitig bezeichnen.

Nun seien in den Rédumen I, II orientierte Geraden Gy, G gegeben, auf denen
sich zwei Punkte P;, P;; bewegen. Auf jeder von diesen Geraden sei ein fester
Punkt O, bzw. Oy, der Nullpunkt, festgelegt. Von ihm aus werden die jeweiligen
Abstinde der Punkte Py bzw. P; gemessen, und zwar positiv in positiver und
negativ in negativer Richtung der entsprechenden Geraden (§ 1, Nr. 5).

Wir nehmen an, dic Bewegungen der Punkte P;, Py seien durch beliebige
Differentialgleichungen

y'=q)y, (@

Y=QT)Y Q)
(t€ g, T € J) geregelt, und zwar:

Es seien fiir beliebige Augenblicke t,€ j, T,€ J vermoge gewisser Abstinde
%o, Yo von den Nullpunkten O, Oy, die Lagen der Punkte P;, P, auf den Geraden
G, Gy, und ferner ihre Geschwindigkeiten y,, ¥, gewédhlt. Dann erfolgen die
Bewegungen der Punkte P, P;; nach den durch die Anfangswerte y(t;,) = ¥,,
Y'(ty) = v, und Y(T,) = Y,, Y(T,) = Y, bestimmten Integralen y(t), Y(T') der
Differentialgleichungen (q), (Q). Die Lage des Punktes P; in jedem Augenblick
t€ j ist also durch seinen Abstand y(f) vom Nullpunkt O; gegeben: und zwar ist
y(t) > 0 oder y(t) < 0 oder y(t) = 0, je nachdem, ob sich der Punkt P, in positiver
oder negativer Richtung vom Nullpunkt O befindet oder durch diesen hindurch-
geht. Entsprechendes gl]t natiirlich vom Punkt P;;. Wenn z. B. die Differential-
gleichungen (q), (Q) oszillatorisch sind, so schwingen die Punkte Py, Py stets um
die Nullpunkte O,, Oy; herum.

Wir nehmen z. B. y(¢,) > 0, Y(Ty) > 0 an. Nach dem Satz von §24, Nr.2
gibt es genau eine z. B. wachsende breitestec Losung X der Differentialgleichung
14
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(Qq), die an der Stelle ¢, den Wert 7, annimm¢t und in ihrem Definitionsintervall &
(€ ) das Integral Y in den im Intervall k bestehenden Teil von y transformiert.
Zugleich stellt die zu X inverse Funktion « in ihrem Definitionsintervall X (k) =

(€ J) die wachsende breiteste Losung von (qQ) dar, die an der Stelle 7', den Wert ¢,
annimmt und im Intervall K das Integral ¥ in den im Intervall K bestehenden
Teil von Y iiberfithrt. Diese Transformationen driicken sich durch die Formel

4 4
VX't y(t) = Va(T) Y(T) (1)
aus.
Wir wihlen nun die Funktion X bzw. 2 wihrend des Zeitintervalls k& bzw. K zur
Zeitfunktion fiir den Raum' IT bzw. I. AuBerdem wihlen wir die Léingeneinheit
im Raum I in jedem Augenblick ¢ (€ k) gleich der vierten Wurzel der entsprechen-

den Zeltgeschwmdlgkelt im Raum II, also ]/X’ ), und analog diejenige im

Raume II gleich ]/x(T . Dann sind nach der Formel (1) die gleichzeitigen Ab-
stinde der Punkte P;, P;; von den Nullpunkten Oy, Oy stets dieselben, mit
anderen Worten: Die Bewegungen der Punkte P;, Py sind wéhrend der Zeit-
intervalle k, K dieselben.

Wir fassen dieses Resultat kurz zusammen:

In physikalischen Rdaumen sind bei geeigneten Zeit- und Ldngenmessungen alle
geradlinigen wnd durch beliebige Differentialgleichungen 2. Ordnung geregelten
Bewegungen einander gleich.

2. Harmonische Bewegungen. Wir wollen nun die obigen Uberlegungen auf den
Fall harmonischer Bewegungen anwenden.

Zu diesem Zweck nehmen wir an, daf3 die Bewegungen der Punkte P,, P); durch
die mit beliebigen Konstanten o > 0, £ > 0 gebildeten Differentialgleichungen

y' = —o?y, (q)
Y = -2y Q)

in dem Zeitintervall (—oo, co) geregelt werden.

Die Lage der Punkte P,, P; und ihre Geschwindigkeiten in den Augenblicken
ty, Ty wihlen wir wie folgt:
c ) y c

T Z/():O; 0:_—I/53

Y,=0 (c= const > 0).
Ve

Yo =

Dann erfolgt die Bewegung der Punkte P, Pj; nach den folgenden Integralen
der Differentialgleichungen (q), (Q):

y(t) = —V—(;sm [o) (& — to) + ] Y(T) = -—!766 sin [T — T,) + —7—;— ,

=

t,7T € (—o0, o).
Die wachsende breiteste Losung X(t) der Differentialgleichung
—{X, 8} — PX"(t) = —o?, (Qq)
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die an der Stelle {, den Wert 7'y annimmt, und die zu ihr inverse Funktion x(T")
sind linear und driicken sich folgendermaflen aus:

X = 5 —to) + T a(T) = %(T — Ty +1 (t, TE (—o0, ).

Durch diese Funktionen wird in dem Intervall (—oo, co) das Integral ¥ in y
bzw. das Integral y in Y transformiert, und es gilt

/!%)--—lc—,sin [a)(t — ) +%] — l/— l/}? sin [Q(T — T,) +% @

o )

Wir wihlen nun entsprechend den obigen Uberlegungen die Funktion X bzw.
wihrend des Zeitintervalls (—oo, co) zur Zeitfunktion fiir den Raum IT bzw. L.
Die Linearitit dieser Funktionen driickt den gleichformigen Zeitverlauf in den
betrachteten Rdumen aus. Auflerdem wéhlen wir die Langeneinheiten in den

L S 4
Réumen I, II konstant, und zwar gleich Jw:Q bzw. |/Q: . Dann sind [nach
der Formel (2)] die Bewegungen der Punkte P,, P, in dem Zeitintervall (—oo, c0)
dieselben.
Wir fassen kurz zusammen:

Geradlinige harmonische Bewegungen zweier Punkte in physikalischen Rdwumen
sind bei geeignetem gleichformigem Zeitverlauf und passend gewdihlten konstanten
Lingenetnheiten in beiden Riaumen dieselben.

B. VOLLSTANDIGE TRANSFORMATIONEN

Dieses Kapitel ist Fragen iiber Existenz und Allgemeinheit der vollstindigen
Transformationen zweier Differentialgleichungen (q), (Q) sowie Untersuchungen
iiber die Struktur der Menge solcher Transformationen gewidmet.

Die diesbeziigliche Theorie stiitzt sich auf die in § 9, Nr. 5 gewonnenen Erkennt-
nisse iiber dhnliche Phasen zweier Differentialgleichungen. Folglich werden wir
die in der erwihnten Nr. angewandten Bezeichnungen in den folgenden Uber-
legungen benutzen. Insbesondere wollen wir die links- bzw. rechtsseitigen 1-Grund-
folgen der Differentialgleichungen (q), (Q). sofern sie existieren, mit

(@ <)a, < ay<<-- bzw. (b>)b;>b,> -
und
(A <)A, <Ay <+ bzw. (B>)B_;>B_,> -
bezeichnen.

§ 26. Existenz und Allgemeinheit der vollstindigen Transformationen

1. Fragestellung. Den Ausgangspunkt zu den folgenden Betrachtungen bildet
der Existenz- und Eindeutigkeitssatz iiber Losungen der Differentialgleichung
(Qq) (§ 24, Nr. 1) und die auf S. 196 gemachte Bemerkung. Nach dem erwdhnten
Satz gibt es genau eine in einem gewissen Intervall k(cj) definierte breiteste
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