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CAYLEYHO-KLEINOVE METRIKY

JAN C1ZMAR

Uvod

Rozvoj pocitadovej geometrie a pocitacovej grafiky v poslednjch
dvoch desatrociach 20. storo¢ia priniesol so sebou renesanciu zaujmu
o klasickl projektivnu geometriu priblizne v tej podobe, v akej sa zavi-
§ila okolo dvadsiatych rokov 20. storocia. Od prvych, rydzo utilitdrnych a
pragmatickych pouziti v tychto novych disciplinach, kde sprvu neboli pr-
voradé exaktné zaklady takej pomocnej discipliny, akou bola projektivna
geometria, sa zakratko priSlo k pochopeniu, Ze seriézne budovanie no-
vych odborov ako Casti aplikovanej matematiky vyzaduje ich postavenie
na solidny teoreticky zadklad, ktorym sl najmi fundamentalne geomet-
rické discipliny, akjmi s projektivna geometria, diferencialna geomet-
ria, algebrickd geometria a deskriptivna geometria, nehovoriac o takych
samozrejmych predpokladoch, akymi st syntetickd geometria euklidov-
ského priestoru a analytickd metéda v tejto oblasti. Autori, ktori sa
podujali splnit tato lohu — vybudovat v nevyhnutnom rozsahu pevné
zaklady hlavnych geometrickych disciplin so zretelom na potreby a moz-
nosti ich uplatnenia v pocitacovej geometrii — mali k dispoziciu tedriu
tychto zakladnych, vo vztahu k hlavnému predmetu pomocnych oblasti
na Urovni podstatne vyssej, nez bola v aplikdcidch pouZitelna a Zelatelna.
Aby sa pripravny predmet nepresytil teériou, bola potrebna selekcia a
redukcia jeho obsahu a metéd z hladiska aplika¢nych cielov, a to aj
za cenu naruSenia jeho strohej vedecko-logickej Struktary a zvyrazne-
nie tych jeho pojmov a tém, ktoré maji pre aplikicie fundamentalny
vyznam. Jednym z takychto kategoridlnych pojmov je pojem metriky
priestoru, ktory bude v tejto praci z(Zeny na metriku projektivnej ro-
viny.

Metrizacia projektivnej roviny, t. j. zavedenie metriky do nej, je za-
kladnym predpokladom pouzitia projektivnej roviny v pocitacovej geo-
metrii. Obvyklym prostredim splhajicim tiito podmienku byva roz$irena
readlna euklidovska rovina s obvyklou euklidovskou metrikou vo vlastnej
Casti tejto roviny. (Pre body nevlastnej priamky metricky pojem vzdi-
alenosti straca zmysel.) Cely prinos tohto modelu projektivnej roviny



CAYLEYHO-KLEINOVE METRIKY 33

spociva v moZznosti vyuzivat vyhody homogénnych stiradnic, vyhjbat sa
zlozitejSim formuldcidm v relacii rovnobeznosti a pod.

Dualita projektivnej roviny zrovnopréaviiuje mnozinu vsetkych bodov
roviny s mnoZinou vSetkych priamok roviny a zjednocuje aritmeticko-
algebrickil metédu analytického vyjadrovania tychto objektov. Dvojpo-
mer ako zékladny €iselny invariant projektivnej roviny, charakterizujici
tak Stvoricu kolinearnych bodov, ako aj Stvoricu priamok toho istého
zvézku priamok, je potom velmi G¢innym nastrojom definovania a opisu
niektorych vlastnosti, ktoré sa bliZia k metrike alebo ju priamo zakla-
daja. Na zéklade duality je definicia vzdialenosti dvoch bodov (metrika
roviny) formulovana pomocou dvojpomeru ekvivalentné s definiciou od-
chyjlky (velkosti uhla) dvoch priamok, v ktorej je ako prostriedok pouzity
dvojpomer. Pravda, takto zjednoduSene mozno situaciu charakterizovat
len za urcitych uprestiujicich podmienok, ktorymi sa obmedzuje trieda
projektivnych rovin, v ktorjch mozno pojem vzdialenosti, resp. pojem
odchylky zaviest. Problém miery uhla je vo vSeobecnosti komplikovanejsi
nez problém vzdialenosti, ¢o je bezprostredne zjavné napr. aj z pre-
vazujuceho spbsobu zavidzania metriky v stasnych vysokoskolskych
ucebniciach geometrie pomocou skaldrneho sii¢inu vektorov: zavedenie
operacie skalarneho nasobenia vektorov za Gfelom moZnosti definovat
vzdialenost dvoch bodov je zaroven dostaujicou podmienkou moznosti
definovat odchylku dvoch osnov priamok v afinnom priestore definova-
nom s pouzitim vektorového priestoru. Obvykle zostava z pohladu di-
daktického systému nevyjasnena otazka moznosti zavedenia miery uhla
nezavisle od pojmu vzdialenosti a v ¢asovej suslednosti pred nim. Tento
problém len potvrdzuje vieobecne zndmu skutocnost, ze v trvalo aktual-
nom probléme miery v geometrii je problém zavedenia uhla a jeho miery
jeden z najzlozitejSich a jeho koncep¢né spracovanie patri k najtazsim a
najnevdacnej$im témam v Skolskej elementarnej syntetickej geometrii.

Prvy pokus o projektivnu charakterizaciu miery uhla uverejnil Ed-
mond LAGUERRE (1834-1886) v ¢lanku Sur la théorie des foyers (O ted-
rii ohnisk, 1853). V dne$nom jazyku projektivnej geometrie sa jeho defi-
nicia vztahuje na komplexifikaciu Zz(C’) rozsirenej realnej ortogonalnej
roviny Ki(R). Prirodzene, Laguerre v tom Case pracoval s rozSirenou re-
4lnou euklidovskou rovinou E- (R), ktort podla potreby nesystematicky
dopliioval imagindrnymi elementmi bez nalezitého objasnenia ich exis-
tencie a ich zac¢lenenia do ststavy existujicich objektov s ich reldciami.

Odchylka (velkost uhla) dvoch réznobeznych priamok z, y s vlast-

nym priese¢nikom A (obr. 1) sa definuje pomocou izotropickych priamok
i, j incidujtcich s bodom A, ¢o st samodruzné (invariantné) priamky
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pravouhlej involicie priamok vo zvizku priamok so stredom A. (V pra-
vouhlej involicii tvoria dvojicu vzor — obraz priamka a kolmica na fu
incidujice s bodom A; zo symetrickosti relacie kolmosti vyplyva, %e po-
stavenie priamky vo dvojici vzor — obraz je zdmenné — involutérne. Sa-
modruzné priamky pravouhlej involicie su, prirodzene, imagindrne, lebo
neexistuje realna priamka rozsirenej euklidovskej roviny, ktora by bola
na seba kolma.) Odchylka priamok (¢(z,y) priamok z, y (¢islo!) je de-
finovana vzorcom

1
o(z,y) = % In(i, j; 2, 9)

kde (7, 7; z, y) je dvojpomer §tvorice priamok 4, 7, z,y v uvedenom poradi.

Této formula sa desafro€ia traktovala v klasickej (syntetickej) projektiv-

nej geometrii ako tzv. projektivna definicia odchylky dvoch priamok.
Vo¢i tomuto ndzvu a chdpaniu existuje niekolko vdZnych ndmietok:

— Nejde o konstrukciu vo vSeobecnej redlnej projektivnej rovine, ale
o konstrukciu v rovine s pevnou vyznacenou priamkou, ktord je
invariantna vzhladom na prislu$nt grupu projektivnych kolineécii:
je to rozsirend afinnd rovina s podgrupou ,afinnych“ transformacii
vzhladom na ,nevlastni® priamku rozsirenej afinnej roviny(

— navyse sa poévodna redlna rovina rozsirila na komplexni.

— Odchylka je invariantnd len vzhladom na tie transformacie afinnej

podgrupy, v ktorych st invariantné kruznicové body I, J roviny
713(6'); to je podobnostnd grupa roviny Z(Z,(C’), v ktorej je oproti
afinnej rovine navyse definovanda kolmost priamok. To je teda roz-
Sirend afinnd rovina s ortogonalitou, nazyvana podobnostnou alebo
ekviformnou rovinou, pretoze jej charakteristickd grupa zachovava
podobnost.
Stav projektivnej geometrie v Case publikicie Laguerrovho élanku
bol prili§ nerozvinuty na to, aby sa v jeho $pecidlnom pripade
invariancie dvoch imagindrnych bodov odhalil vieobecnejsi fakt,
ze tato dvojica bodov reprezentuje priamkovi singuldrnu kuZelo-
secku.
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1. Podobnostné roviny a podobnostné grupy

1.1 Zakladné pojmy
Koncepcia tedrie podobnostnych rovin a grip podobnostnych trans-
formacii vychadza z Laguerrovho prikladu a je jeho zovSeobecnenim.

Vychodiskovi situaciu pre definiciu tychto objektov charakterizuje spl-
nenie nasledovnych predpokladov:

— Je danéa komplexifikdcia P2(C) realnej projektivnej roviny P%(R)
s opera¢nou grupou GP(2; R) modelom 22(0) s nevlastnou pri-
amkou w a opera¢nou grupou GA, (2; R).

P , p -2 . , . .
— Sustava stradnic v A”(C) je vybrana tak, Ze nevlastnou priamkou
w je stradnicova os og s rovnicou zg = 0.

— PodmnozZina vSetkych afinnych transformacii grupy GA,, (2; R), vzhla-
dom na ktoru su invariantné dva pevné body priamky w, je pod-
grupou grupy GA,(2; R).

Definicia 1. Podgrupa GS,(2; R) afinnej grupy GA,(2; R), vzhladom
na ktor1 st invariantné dva pevné body nevlastnej priamky w, sa nazyva
podobnostnou grupou roviny 71—2(0).

Prvky podobnostnej grupy sa nazyvaja podobnostné transformdcie
(podobnosti) roviny 2’ (C), pevné body (u), (v) priamky w sa nazyvaji
zdkladné body podobnostnej roviny. (Grupa GS(2; R) by sa exaktne mala
oznacovat GSy 4 (2; R). Pri pevne vybranej jedinej dvojici (), (v) prislus-
nost grupy k dvojici netreba osobitne vyznacovat.)

Rovina (Zi(C), GSu»(2; R)) sa nazyva podobnostna rovina.

Ak {(u), (v)} je dvojica réznych redlnych bodov, rovina sa nazyva
hyperbolickou podobnostnou rovinou, h-podobnostnou rovinou alebo jed-
noducho h-rovinou.

Ak {(u),(v)} je dvojica zdruzenych komplernych bodov, rovina sa
nazyva eliptickou podobnostnou rovinou, e-podobnostnou rovinou alebo
jednoducho e-rovinou.

Ka?d4 vlastna priamka incidujica so zdkladnym bodom sa nazyva
mintmdlna.

Nech a, resp. b st rozne vlastné priamky, ktoré nie si minimélne,
t. . ani jedna z nich neinciduje so Ziadnym z dvojice zakladnych bodov
(u), (v). Nech nevlastny bod priamky a, resp. b je (a), resp. (b). Priamky
a,b sa nazyvaju korelované, resp. nekorelované, ked dvojpomer (uvab)
Stvorice bodov (u), (v), (a), (b) je kladny, resp. zaporny. V e-rovine si
korelované kazdé dve reélne priamky.
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1.2 Vzdialenost

Nech M (mg, my, m3), N(ng,ny,ng) st dva rézne redlne vliastné body
incidujuce s priamkou a. Priamka a ma rovnicu

ooy T T
mg Mmip MmMa| = 0
ng N1 N2

Nevlastny bod priamky a ma siradnice

o- o )

Analogicky, ak priamka b = PQ je uréend bodmi P = (pg,p1,p2), Q =
(g0, q1,42), nevlastny bod (b) priamky b ma stradnice

mo My
ng n

mg ma2
ng N2

b

(b):<0’ o p1| |Po pz) _
qgo Q1| |90 TNq
Oznacme

rg IT1 X2

Yo Y1 Y2} = [m)sz] .

20 21 22

Potom dvojpomer (uv(a)(b)) moZno napisat v tvare

(uv(a)(b)) = [_M]_[gp_q] (viz obr. 2).

[vmn][upq]
_— o
& X
A « [
T ‘ N —
X \ - / | M T -
- T i f T
S ] T ® U

7 /A T~ l e

Obr. 1 Obr. 2

Nech M N C a je Gsecka s vlastnymi redlnymi krajnymi bodmi na
realnej priamke a, ktora nie je minimalna. Analogicky, nech PQ C b je
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useCka s vlastnymi redlnymi krajnymi bodmi na realnej priamke b, ktora
nie je minimalna.
A. Modul

Definicia 2. Modulom usporiadanej dvojice useciek (M N, PQ) alebo
modulom usecky M N vzhladom na usecku PQ sa nazjva vyraz

m2 _ [umn][vmn][uvp]?[uvg]® _
(MN/PQ) = gl opalwomlPhuon]? =

~ Cnteoy (s [u,,q])z

[vpg][uvm][uvn]

Vlastnosti modulu:
1. Je invariantny vzhladom na grupu podobnostnych transformacii.
2. V e-rovine je vzdy kladny, v h-rovine je kladny, resp. zdporny, pre
korelované, resp nekorelované priamky a, b.
3. Zachovava si hodnotu nahradenim bodov M, N, P,@Q bodmi M, N, P,Q,
pre ktoré plati m> (M N/MN) =1, m?>(PQ/PQ) =1
4. m*(MN/PQ) -m?(PQ/MN) =1
B. Vyznaéna kuZelosecka

Nech st v rovine Zz(C) dané tieto zakladné objekty:
— vlastna realna priamka a, ktora nie je minimalna

- na nej dva rozne vlastné redlne body M, N
- vlastna realna priamka b, ktora nie je minimalna a je rézna od priamky
a

— dva rozne vlastné realne body P, @, z ktorych Ziaden neinciduje
s priamkou a
Veta 1. MnoZina vSetkych bodov X roviny 712(C), pre ktoré plati

m3(MX/PQ) = m*(MN/PQ) ,

je regularna kuzelosecka.

Tato kuZelosetka sa oznaduje K(M, N), skratene K, a nazyva sa
vyznacnou kuzeloseckou.
Vlastnosti vyznacnej kuzelosecky K:

1. Bod M je stredom kuzelose¢ky K. KuZzelosecka K obsahuje body
N,u,v. To znamena, ze priamky Mu a Mv su asymptoty kuzelo-
seCky K.

2. Kuzelosecka K je invariantna vzhladom na zimenu bodu P bodom
P a bodu Q bodom @, pre ktoré plati

m?(PQ/PQ) =1.
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3. Vsetky priemerové priamky, na ktorjch priemery maja realne krajné
body, st okrem asymptot korelované s priamkou a = M N (obr. 3).

4. Vlastnosti 1 — 3 st invariantné vzhladom na grupu podobnostnych
transformacii.

Jednotkovou useckou sa nazyva lu-
bovolnd pevnd orientovand usecka
aj kazda orientovana useCka 0J , pre
ktora plati

m?2(0J/0J) = 1, ak priamky OJ,
OJ st korelované a

m2(0J/0J) = -1, ak priamky OJ,
OJ nie st korelované.

Obr. 3

Podobnostnd dlzka tisecky: Nech X, Y st také dva vlastné body, pre
ktoré priamka XY Ilig je minimélna. Podobnostnou dizkou tsecky XY
meranou jednotkou OJ sa nazyva Cislo

D(XY/OJ) :=+/Im?(XY/OJ)| .

Orientovana vzdialenost dvoch bodov: Nech OJ je jednotkova tsecka

a 0'J' jednotkova usetka na priamke XY, kde O = X (obr. 4). Oriento-
vanou podobnostnou vzdialenostou bodu Y od bodu X meranou jednotkou
OJ sa nazyva &islo

V(XY/0J) = (¢ - D(XY/OJ),

kde € = 1, ak body Y, J lezia na tej istej polpriamke so zaciatkom O, a
e = —1, ak body Y, J lezia na opa¢nych polpriamkach so zaciatkom O.

(O]

Obr. 4 Obr. 5
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1.3 Odchylka dvoch priamok (velkost orientovaného uhla
dvoch priamok)

Nech M, N su rozne vlastné body incidujice s priamkou a, ktora
ma nevlastny bod (a). Analogicky, nech P,Q si rozne vlastné body
incidujace s priamkou b, ktord ma nevlastny bod (b) (obr. 5). Odchylka
¢(a,b) priamok a,b je definovana nasledovne:

V h-rovine: (a, b) = |<(a, b)| = 1 log((u)(v)(@)(5)),

v e-rovine: ¢(a,b) =: |<(a,b)| = 3 log((u)(v)(a)(b)),
kde log oznacuje hlavnii hodnotu prirodzeného logaritmu.

Pomocou stradnic bodov M, N, P,Q ma odchylka priamok a,b vy-
jadrenie : llopd]

1 umn||vpq
<,o(a, b) _ |<I(a, b)l - 2—t log [vmn][upq] ’

kde t = 1 pre h-rovinu a t = ¢ pre e-rovinu.
1.4 Rovnice podobnostnej transformacie

Tvar rovnic lubovolnej transformécie z grupy GS(2; R) mozno dostat
ako 3pecializaciu rovnic transformdcie z afinnej grupy GA,(2; R), ktora
je opera¢nou grupou v (nie na) rozsirenej afinnej rovine 22(0).

Ak X(zo,z1,2) je vzor a X(zg,z},z5) jeho obraz v afinnej trans-
formécii z grupy GA,(2; R), plati

/
Ty = CooTo
-”13'1 = C10T0 + 1171 + C12%2
/
Ty = C0T + C21T1 + C22T2 (1)
Ci11 C12
coo # 0, #0, ci; €ER
C21 C22

Ak sa za zékladné body zvolia (u) = (0,1,t), (v) = (0,1, —t), kde

t=1 pre h-rovinu

t= -1 pre e-rovinu,

podmienka invariantnosti bodov (u), (v) v transformacii (1) ddva rovnice
(pre nezname p, o)

p =ci1 + ciat o =c1 — Ciat
pt = co1 + caot, p # 0, pre bod (u), —ot = ca — caat,0 # 0, pre bod (v)

Porovnanim vyjadrenia pre t(# 0) z oboch sustav sa dostavaji rovnosti

p+ 0o =2c1, p+o=2c2, odkial c11 = co2.
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Pouzitim tejto rovnosti na
p—cn €12
b t = b
C12 p — Ca2
sa dostane cp; = t2 - c19, ekvivalentne ¢ = t2 - ¢21, takZe rovnice podob-
nostnej transformacie maja tvar

t=

/

Ig = CooTQ
/ 2

T = C10%To + €111 + 17 - 2172 (2)
!

Ty = C20Tp + C21%1 + C11T2

v nehomogénnych stradniciach (po odhomogenizovani vzhladom na zg

v s _z1 _ z2
a oznacenl r = To? y= To

T =bnx+ t2b21y + b (2’)
Y = b1 + b1y + ba,
kde b3, + t2b3; # 0.
Hodnota 6 = +/ lbs11 + tzbgll sa nazyva deformdcia podobnostnej
transformécie. (V elementarnej geometrii to je koeficient podobnosti.)
Podmienkou § = 1 mozno grupu podobnostnych transformaécii Spe-
cializovat na grupu zhodnostnijch transformdcii, zachovavajicich vzdia-
lenost Iubovolnych dvoch bodov X;(z1,v1), X2(z2,y2) (danych nehomo-

génnymi siradnicami), vyjadreni spoloéne pre metrickt (zhodnostni)
e-rovinu aj h-rovinu vztahom

d(X1, X2) = V(22 — 21)? — (32 — 11)?| (3)
priCom t = ¢ pre e-rovinu a t = 1 pre h-rovinu.
Obe tieto metrické roviny sa dostani ako typy v uplnej klasifikacii
metrickych rovin podla Cayleyho-Kleinovho principu.

2. Cayleyho-Kleinove metriky (Cayleyho-Kleinove roviny)

Novi koncepciu zavedenia metriky do projektivnej roviny prezento-
val Arthur CAYLEY (1821-1895) v ¢lanku A sizth memoir upon gquan-
tics (Siesty memoar o kvantikach, 1859). (Kvantikami nazyval Cayley
dnesné formy v algebre.)

Zakladnym objektom Cayleyho Gvah je redlna projektivna rovina
P?(R), podla potreby a okolnosti rozsirena na svoju komplexifikdciu
P%(C). Redlna kuzelosecka v tejto komplexifikacii je dand homogénnou
kvadratickou rovnicou s redlnymi koeficientami:

2 2
ZZaijzixj =0, a;; € R, ai; = Qj; ;
i=0 j=0
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bodmi kuzelosecky st vSetky korene tejto rovnice v rovine P?(C). Tato
kuzelosecka sa nazyva absolitum roviny. Je uréujicim objektom metriky
roviny nasledovnym sposobom:

Vzdialenost p(X, X) bodu X(zo,x1,22) od bodu X'(xp, 2}, 2%) je dana

formulou
> Z aijxﬂ;
J

1

cosp =
\/ 202 aiTiT; \/ 22 aiz)
i ] i g

Ak sa rovnica regularnej kuzelosecky roviny P?(C) napise v kanonickom
tvare

2
i+ 2d+a2i=0, (4)
vzorec pre vzdialenost nadobuda tvar
/ / /
ToTy + T1T7 + ToThH

2, 42, 2
Vel +o? + :c22\/:c6 + 2% +

cosp =

Této formula je_i(_)_l;rnélne zhodnd so vzorcom pre odchylku polohovych
vektorov O—)? , OX' v E3. Ciselna hodnota vzdialenosti je potom dana
ako hodnota funkcie arkus kosinus pre dany vyraz.

Prienikom absoltdta (4) s nevlastnou priamkou w (rovnica zg = 0) s
kruznicové (cyklické) body (0,1,1), (0,1, —1).

Cayleyho ideu metriky rozvinul a teoreticky zovseobecnil Felix KLEIN
(1849-1925) v pracach Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geomet-
rie (O tzv. neeuklidovskej geometrii 1871-1872) a Erlanger Programm
(Erlangensky program, 1872). Podla Kleina metriky zavedené do realnej
projektivnej roviny tvoria triedy prislusné ku vSetkym typom kuZelose-
¢iek v tejto rovine. Teda absolttom (zakladnou kuzeloseckou), invariant-
nym vzhladom na vSetky transformdcie prislusnej grupy zhodnostnych
transforméacii, moze byt kuzelosecka lubovolného typu v redlnej projek-
tivnej rovine. (V niektorych situaciach je metodicky vyhodné chépat
tieto kuzelosecky ako objekty komplexnej projektivnej roviny a podla
potreby priberat do ivah aj body, ktoré nie st bodmi redlnej roviny, ale
ich stradnice — ako komplexné ¢isla — formalne spliiaja rovnice kuzelo-
seciek s redlnymi koeficientmi.)
roviny je Gi¢elna kratka rekapitulacia klasifikcie typov kuzeloseciek v re-
alnej projektivnej rovine (tabulka 1). (Kuzelosecky sa chapu ako objekty
komplexnej projektivnej roviny.)
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Tabulka 1
Typ bodovej kuzelosecky Typ doty¢nicovej kuzelosecky
Kanonicky tvar rovnice Kanonicky tvar rovnice
(v priamkovych stradniciach)
l.a imagindrna regularna bo- | 1.b imaginarna regularna do-
dovéa kuzelosecka ty¢nicova (priamkova) ku-
zeloseCka
2422 +22=0 g+e+e=0
2.a redlnaregularna bodova ku- | 2.b realna regularna dotycni-
zZelosecka covd (priamkova) kuzelo-
secka
s +a2f—23=0 g+e-6=0
3.a imagindrna singularna bo- | 3.b imaginarna singuldrna do-
dova kuzelosecka (s jedi- ty¢nicova (priamkova) ku-
nym realnym singuldrnym zelosecka (s jedinou redlnou
bodom) singularnou priamkou)
2 +23=0 E+4+¢62=0
4.a redlna singuldrna bodova | 4.b readlna singularna dotyc¢ni-
kuzelosecka (s  jedinym covd (priamkovd) kuzelo-
singularnym dvojnasobnym secka (s jedinou singularnou
bodom) dvojnasobnou priamkou)
W —ah =0 & - =0
5.a redlna singularna bodova | 5.b redlna singuldrna doty¢ni-
kuzelosecka priamka dvoj- covd (priamkova) kuzelo-
nasobnych bodov secka — stred zvizku dvoj-
nasobnych priamok
=0 £2=0
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Cayleyho vysledok bol metodologickym vychodiskom Kleinovych tvah.
Klein si povsimol, Ze Cayleyho $pecialna projektivna metricka rovina je
metrickd e-rovina (a Specidlne je fiou aj rozsirena euklidovska rovina),
ktorad mé za invariant vzhladom na grupu metrickych (= zhodnostnych)
transformacii dvojicu zdruzenych imaginarnych bodov. Tato dvojica je
,redlnou singuldrnou kuzeloseckou typu 3.b. Kleinov vyskum dal aj
pozitivhu odpoved na vyskumny problém, ¢i mozno metrickii geome-
triu roviny zaviest ako geometriu invariantov vzhlfadom na podgrupu
projektivnej grupy, ktorej transformaéacie zachovavaji Tubovolni pevnu
kuzelosecku.

Jednotlivé typy metrik roviny prislusné ku vSetkym typom kuzelo-
se¢iek podla vyssSie uvedenej klasifikicie sa nazyvaju Cayleyho-Kleinove
metriky a roviny s tymito metrikami maji nazov Cayleyho-Kleinove ro-
viny (skratene C-K-roviny). Specidlne nazvy tychto metrik, resp. rovin,
podla typu zakladnej kuzelosecky (absolata) su:

Typ absolita Nazov roviny Néazov geometrie
l.a (1.b) eliptickd rovina eliptickd geometria
2.a (2.b) hyperbolickd rovina  hyperbolickd geometria

3.a (3.b), 4.a (4.b), parabolické roviny  parabolické geometrie
5.a (5.b)

4.b Minkowskiho rovina Minkowskiho geometria
3.b euklidovska rovina  euklidovska geometria
5.b ' semimetrickd rovina semimetrickd geometria

V nasledujicom prehlade sii uvedené konkrétne spésoby zavedenia
metriky do jednorlivych typov C-K-rovin.

Elipticka rovina

d(X,Y) = %ci log(IJXY),

¢ # 0 — konS$tanta,

log — hlavna hodnota logaritmu.
Pre ¢ = —1 sa dostava znama
obvykla definicia.

Hyperbolicka rovina

d(X,Y) = c-log(IJXY),

¢ # 0 - konstanta.

Pre ¢ = 1 sa dostava obvykla $peci-
alizacia;

X
d(x,Y) > 0 prave vtedy, ked XY A |
st vnutorné body zékladnej kuzelo-

secky.
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Minkowskiho rovina

Herman MINKOWSKI (1864-1909)
U(0,1,1),v(0,1,-1);

X (zo,x1,22), Y (y0,Y1,¥2); —
106,Y) — 6Bl —5
6 - konStanta,

2 To
Y2 Yo

1 o

) [Ilyol = Y

[z290] :=

Euklidovska rovina
Po odhomogenizovani sa zavedie obvykla euklidovskd metrika

~Ju

Semimetricka rovina

Vzdialenost d(X,Y) je definovana
len pre dvojice wlastnych bodov
X,Y, pre ktoré priamka XY inci-
duje s bodom U = V. Na priamke
XY je indukovana jednorozmernd
parabolickd geometria (a metrika)

(pozri [2]).
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