Matematika v proméndach vékda. I

Jaroslav Drabek
Démokritova atomistickd metoda

In: Jindfich Beévar (editor); Eduard Fuchs (editor): Matematika v proménach véku. I. Sbornik.
(Czech). Praha: Prometheus, 1998. pp. 175-180.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/401619

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/401619
http://dml.cz

175

DEMOKRITOVA ATOMISTICKA METODA
JAROSLAV DRABEK

V 30. letech na3eho stoleti S. J. Lurija v monografii Téorija beskonécno
malych u drevnych atomistov [Izd-vo AN SSSR, M.-L. 1935] provedl historic-
kou rekonstrukci Démokritova matematického atomismu. Démokritiiv matema-
ticky atomismus od jeho fyzikdlniho atomismu poprvé oddélil E. Frank v roce
1923. Fyzikalni atomismus se stivd matematickym atomismem, kdyz &astice
neni déliteln4 ani my3lenkové. Na scénu vystupuje matematicka nedélitelnost
podminéna neexistenci &asti. Simplicius vystiZné fiki: Malost je zde rozuména
absolutné, je ztotoinéna s nepiitomnosti cdsti.

Démokritiv matematicky atomismus predstavuje jednu z lmu antické ma-
tematiky a zfejmé se konstituoval pod vlivem Zénonovych aporii, hlavné pod
vlivem aporie Dichotomie. V této aporii filozofové spatiovali diikaz neexistence
pohybu. Matematikové jsou v8ak jiného nazoru. Z jakého predpokladu vyché-
zel Zénon ve své aporii Dichotomie. Zakladnim pfedpokladem byla realizace
nekonedného déleni usetky. Vyjdéme z faktu, Ze eleatskd 3kola, jejim% Celnym
pfedstavitelem byl pravé Zénon, jako prvni formulovala diikaz sporem? Nebyla
tedy Zénonova aporie Dichotomie ditkazem nemoZnosti nekoneéného déleni geo-
metrickych Gtvari a to ditkazem sporem. Z pifedpokladu nekoneéné délitelnosti
useCky byla vyvozena nemoznost pohybu, coZ je spor.

Nebyla Zénonova aporie Dichotomie, ale i n&které dalsi aporie itokem na
nekoneénou délitelnost geometrickych atvari? Nebyl Démokritiiv matematicky
atomismus pfirozenou reakci na Zénonovy aporie? Za chvili pozndme, Ze v Dé-
mokritové atomistické geometrii nemaji Zénonovy aporie misto.

Démokritiv matematicky atomismus lze interpretovat jako sv&tonazorovy
a metodologicky systém vznikly bezprostfedni aplikaci obecnych filozofickych
principi atomistického ueni na proces matematického poznéani.

Jaké jsou zdkladni gnozeologické téze Démokritova matematického atomis-
mu ?

1. Odmitnuti idealizovanych matematickych objektd (neexistuji idealni
body, pfimky a roviny, jejichZ jeden &i vice rozmérid je rovno nule).

2. Vsechny matematické objekty maji pfimé materidlni vzory.

3. Striktni odmitnuti moZnosti nekone¢né délitelnosti geometrickych atvart.
Kazdy proces déleni geometrického atvaru konéi po koneéném poétu
krokd u matematického atomu, ktery je dale jiz nedélitelny. Matema-
ticka nedélitelnd je materidlnim bodem. Jde o nenulovou veli¢inu, ktera
je rozprostranéné a vyplnéna hmotou. Je odmitnuta pfedstava o tom,
Ze kone¢n4 velitina je souborem nekone¢ného poétu nekoneéné malych
bezrozmérnych &astic. V Démokritové systému v ném?% neexistuji bez-
rozmérné nerozprostranéné veliiny a v némZ neexistuje nekoneéna dé-
litelnost omezenych veli¢in, nemohou vzniknout Zénonovy aporie.

4. Zékladni metodou je rozkladani geometrickych t&les na destitky (3u-
pinky) o tloustce rovné priiméru atomu, &r na nejdrobn&jsi zrnicka
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(atomy), ktera jiz maji neobyéejn& malou, ale nenulovou velikost a jsou
jiz dale nedélitelna. Polet Supinek v télese a podet atomt v arach neni
nekone¢ny, i kdyz je tak velky, Ze jejich pofet neni dostupny na%im
smyslim. Délka &ary, obsah rovinného titvaru, objem té&lesa je potom
roven poctu v ném obsaZenych matematickych atomi.

Pokusime se nyni aplikovat zdkladni téze Démokritova atomismu v konkrét-
nich situacich.

1. Atomisticky vzorec pro vypodet obsahu trojihelnika, jeho% za-
kladna je rovna vysce.

Jaka je atomisticka pfedstava trojihelnika? Rameno trojihelnika nevytvari
¢ara, ale ,schodisté“ s velkym podtem stupiid. Toto ,schodist&“ s velkym po-
¢tem stupiid ve smyslovém nazirani je ztotoznéno s &arou. Budiz dan troja-
helnik, jehoZ zédkladna je rovna vy3ce a pfedpoklddejme, Ze na této zakladné a
vySce se nachdzi n geometrickych atomi. Na obr. 1 je zndzorné&no pro n = 8.
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Obr. 1

Obsah tohoto trojuhelnika je potom dan souétem 1+ 2+ - - - + n. Tento soudet
predstavuje celkovy polet nedélitelnych, které maji podobu &tvercii, z nichz je
trojahelnik vytvoren.

Jiz babylonsti matematikové v&déli, Ze soudet této fady je roven zlomku
n - (n + 1)/2. V Démokritové matematickém atomismu je tedy udavan vzorec
pro obsah trojuhelnika, jehoZ zdkladna je rovna jeho vysce, ve tvaru

P=n-(n+1)/2.

Z tohoto vykladu bezprostfedné plyne, pro¢ &islo n - (n + 1)/2 bylo nazvéano
trojahelnikovym cislem.

Atomisté nikterak neodmitali pouZitelnost oficidlniho vzorce P = n?/2. Tvr-
dili v8ak, Ze mé niz§i gnozeologickou hodnotu, protoze plati ve svété smyslového
poznani. Jeho platnost odmitli ve svété rozumu. Ukazovali, Ze jejich atomis-
ticky vzorec ve svété smysli prechdzi v bézné pouzivanou formuli. P#i velkém
mnozstvi matematickych atomi, miZeme na zikladé smyslové nepostizitelnosti
jejich poétu psdt n = n + 1. Atomisticky vzorec potom pfechizi v oficidlni vzo-
rec.
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2. Atomisticky vzorec pro vypodet objemu pravidelného &tyibo-
kého jehlanu, jehoZ hrana je rovna vysce.

Atomistickd predstava jehlanu je pfedstava pyramidy o velkém poétu vy-
stupkid nevnimatelnych na8imi smysly. Objem pyramidy je potom roven cel-
kovému poctu nedélitelnych, které maji podobu krychli, z nichZ je pyramida
vytvorena. Pfedpokladejme tedy jehlan, ktery ma na hrané n nedélitelnych. Na
obr. 2 je zndzornéna pro n = 4.
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Obr. 2

Objem tohoto jehlanu bude potom roven souétu 12422+ - -+n2. Jiz babylofiané
znali vzorec pro soulet étverci prvnich n pfirozenych ¢isel. Tento soucet je
roven 2n +1/3- (1 + 2+ --- 4+ n), kde soudet 1+ 2 + --- + n oznacovali jako
trojuhelnikové ¢islo. Po jednoduchych algebraickych upravach bychom zjistili,
Ze objem jehlanu je roven

n®-(n+1)+(1+2+---+n)/3,

coZ je atomisticky vzorec pro vypocet objemu pravidelného ¢tyfbokého jehlanu,
jehoz hrana je rovna vysce.

Oficialni geometrie vSak tvrdi, Ze tento objem je roven n3/3. Atomisté opét
vyuzivaji rovnostin = n + 1 platici ve svét& smysld, pro dostateéné velké n
a zanedbavaji druhy s¢itanec viéi prvnimu. Tim atomisticky vzorec pfechazi
ve vzorec oficidlni geometrie. Je patrné, Ze atomistickd geometrie se snazila
byt dislednd ve svych tvrzenich. Ta byla vnitiné bezespornd a méla jistou
vnitfni harmonii. Bez nadsazky miZzeme fici, Ze byla jakousi ,,neeukleidovskou
diskrétni geometrii“, kterd byla v opozici viéi oficidlni kontinudlni geometrii
spojitych veli¢in. Dochazi ke ,gnozeologické inverzi“. To, co oficidlni geometrie
povazovala za zhrubené a pfiblizné, atomisté povazovali za spravné a pravdivé
v roviné rozumového poznani a naopak presné vzorce, které dostavame jako
vysledek limitniho procesu, povaZovali za klamné, protoZe plati v nizsi sloZce
poznéni, kterou je smyslové poznani.

Bude uzite¢né, kdyz stru¢né nastinime odvozeni vzorce pro objem jehlanu,
které mazeme nalézt v u¢ebnici geometrie pro jedenactileté stfedni Skoly z roku
1953 (autofi Vysin, J. a Dlouhy, Z.). Je ddn jehlan, jehoZ obsah podstavy je P, a
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jehoz vyska je v. Necht &islo n vyjadiuje na kolik ¢4sti rozd&lime vysku jehlanu
pii vytvofeni opsané pyramidy. Cislo n miZeme interpretovat v atomistickém
smyslu jako pocet nedélitelnych, které se nalézaji na vysce jehlanu. Viz obr. 3.
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Obr. 3

Vysky viech hranold, které vytvafeji opsanou pyramidu, jsou rovny v /n. Pied-
pokladejme, Ze jednotlivé hranoly maji pfi daném rozdéleni obsahy zékla-
den postupné& rovny Py, Ps,...,P,. Objem opsaného pyramidového télesa je
potom roven v/n - (P, + P2 + --- + P,). Na zékladé podobnosti viak plati
Pg = (n - 1/1’1)2 . Pl, P3 = (n - 2/n)2 . Pl,...,Pn = (1.n)2 . Pl. Snad-
nym vypoétem dosp&jeme k zavéru, ze objem pyramidélniho télesa je roven
P -v/nd - [12 + 2% + --- + n?]. Ejhle, objevuje se jiz zndmy soucet prvnich
n pfirozenych &sel, ktery je roven vyrazu 1/6 -n - (n + 1) - (2n + 1). Objem
pyramidélniho télesa je tak roven

(1) P,-v/n®-1/6-n(n+1)-(2n+1).

Zde by Démokritos odvozovéni objemu jehlanu ukondil, protoZze opsané pyra-
midalni t&leso je v atomistickém pojeti ztotoznéno s jehlanem, je-li na vy3ce n
geometrickych atomi. V oficidlni matematice viak musi byt odstartovan limitni
proces. Objem jehlanu je totiZ roven limit& objemt opisovanych pyramidélnich
téles. Jednoduchym limitnim procesem se pfesv&déime o tom, Ze limita vyrazu
(1) pro n — oo je rovna 1/3 - Py, coZ piedstavuje zndmy vzorec pro vypocet
objemu jehlanu. Jak by postupovali atomisté, aby ziskali oficialni vzorec pro
vypodet objemu jehlanu z atomistického vzorce (1). Pfedeviim (1) se d4 zapsat
ve tvaru

(2) 1/3-Pv-[n+1/n+n+1/2n%.

Atomisté by polozili n+1 = n a druhy s€itanec v hranaté zavorce by zanedbali
viiéi prvnimu. Co vlastng provedli? Nic vice neZ nekorektni operace simulujici
limitni proces. Rovnost n 4+ 1 = n simuluje skuteZnost, Ze lim(n +1/n) =1 a
zanedbéni druhého séitance simuluje skutegnost, ze lim(n + 1/2n%) = 0.

Co tedy chybé&lo atomistické metod&? Neomezené déleni vySky jehlanu a
limitni proces. Piesto je ale patrné, ze v ulebnicich geometrie pfi odvozovani
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objemt ,3picatych“ téles (kuzel, jehlan) se vyskytuji etapy, které jsou vyrazem
matematického atomismu.

3. Skolské odvozeni vzorce pro obsah kruhu vychazejici z atomis-
tického pojeti kruhu.

Jednd se o postup, ktery nalézame pfi heuristickém odvozeni vzorce pro
obsah kruhu v uéebnici geometrie pro 7. t¥idu z roku 1962. Je dan kruh, ktery
je rozdélen na 8 shodnych vyseéi (viz obr. 4a).

Obr. 4a,b

Jednotlivé vysece sestavime do obrazce ABCD, ktery je znidzornén na obr. 4 b.
Obsahy téchto dvou rovinnych Gtvarti se sobé rovnaji. Rozdélime-li kruh na
velky sudy pocet shodnych vyseci, pak obrazec z nich sestaveny ma pfiblizné
tvar rovnobéznika. Jeho ,strana“ AB je polovina délky kruZznice, tj. AB =7 r
a prisludnd ,vyska“ je rovna poloméru r. Obsah tohoto rovnobéznika je potom
(m-r)-r=m-r2

Atomisté povazovali kruh za mnohothelnik o velkém mnozstvi stran. Po-
Cet téchto stran byl ddn poétem geometrickych atomt vytvarejicich kruznici.
Této predstavy vyuzil Kepler pfi ditkazu véty: Obsah kruhu je ke étverci jeho
priméru v priblizném poméru 11:14.

Vyse uvedeny priklad z ucebnic Skolské geometrie, svéd¢ici o heuristické
potenci atomistické metody neni ojedinély. V uclebnici geometrie pro 8. tridu
z roku 1963 miizeme ¢ist nasledujici odstavec. )

Na obrdzku jsou zndzornény dva ctyrboke jehlany, které maji shodné podstavy
a shodné vysky. Mysleme si, Ze obé télesa jsou sloZena ze stejného poctu velmi
mnoha tenkych kovovych desticek. potom jsou kovové desticky, které leZi u obou
téles v téZe vysi nad podstavou shodné a maji stejny objem. ObE télesa jsou
tedy sestavena ze stejného poctu desticek o stejném objemu a maji proto stejny
objem. Plati tedy véta: Dva jehlany, které maji shodné podstavy a shodné vijsky,
maji tyZ objem. Tato ivaha je striktni atomistickou metodou, kterd je navic
,materializovana“ pomoci kovovych desticek.

Jaky byl osud Démokritovy atomistické metody? Objev nesouméritelnosti
jako obecné charakteristiky geometrickych objekti znamenal nejen pad pytha-
gorejské skoly, ale i pAd matematického atomismu. V atomistické geometrii neni
misto pro nesouméfitelnost. Souméfitelnost Gsetek znamend existenci jejich
spoletné miry a matematicka nedélitelnd (geometricky atom) je vzdy takovou
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spole¢nou mirou. Tento pad atomistické metody zpisobeny objevem nesoumé-
Fitelnosti, byl jeSté umocnén tvrdym ideologickym tlakem Platénovych piivr-
Zenctl proti Démokritovu uéeni. Na scénu pfichézi oficidlni kontinudlni (spojitd)
geometrie, ktera se rozvijela v linii Eudoxos — Eukleidés — Archimédes. Hlavni
metodou této geometrie byla Eudoxova exhaustivni metoda, ktera byla polarni
metodou vici atomistické metodé. Tato metoda v3ak jiz pouZivala logiku, jeji
hlavni osnovou byl dikaz sporem.

Démokritovym pokrafovatelem byl Archimédes, ktery spojil atomistickou
metodu s tzv. mechanickou metodou. Dal3i oZiveni zdjmu o Démokritovu me-
todu nachézime v renezanci. Keplerova infinitezimélni metoda a Cavalieriho
metoda indivisibilii (nedélitelnych) v sob& obsahuje prvky Démokritova mate-
matického atomismu. Uéebnice geometrie dokazuji, Ze mySlenky matematického
atomismu lze pro jejich heuristickou potenci vyuzit v didaktice matematiky.
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