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PROBLEM REKTIFIKACE VE VYVOJI ANALYZY

LiBOor KOUDELA

Abstrakt

Rektifikaci oblouku k¥ivky rozumime stanoveni jeho délky. Matematicka for-
mulace predpokladd uplatnéni néjaké formy limitniho procesu a rektifikace je
proto tilohou pfedevsim analytickou. Clanek pojednava o dileZitych etapach
v historii rektifikace na pozadi vyvoje analyzy, od prvnich tuvah o rekti-
fikaci kruznice ve starovéku az po moderni teorii rektifikace formulovanou
Duhamelem.

Uvod

Rektifikace je tloha, ktera vznikla z pfirozené pfedstavy: chceme-li zméfit
délku kiivky, musime ji nejprve ,narovnat® (rektifikovat). Formulace tlohy
i zpusoby feSeni se v prubéhu vyvoje matematiky ménily. Prvni tvahy
o rektifikaci se tykaly kruznice a souvisely se snahou vyftesit kvadraturu kruhu.
Podle Aristotela se vSak jednalo o tlohu, leZici mimo ramec geometrie (patrné
proto, Ze jeji feseni nebylo mozné nalézt konstrukci tvofenou koneénym poctem
ukont).

U Archiméda se projevuje posun od metafyzického chapani problému
k praktickému. Nemoznost nalézt délku kruznice geometrickymi prostiedky
mu nebranila v tom, aby pro ni nestanovil alespon horni a dolni odhad. Opiral
se pritom o postulat (axiom), na jehoZ zdkladé viibec bylo mozné délky car
porovnavat a ktery potom provazel avahy o rektifikaci az do moderni doby.

Zajem o geometrii probuzeny na pocatku novovéku pfinesl i pokusy o rek-
tifikaci dalsich kiivek, které byly dilem tspésné, dilem netispésné a alespon
zpocatku nemély ohlas. Uplatiiovaly se pfi nich kinematické ivahy, predstava
k¥ivky jako infinitezimalné lomené ¢ary i klasickd metoda dikazu pomoci re-
ductio ad absurdum. Na konci 50. let 17. stoleti se z rektifikace stal prestizni
problém. Od dil¢ich tispéchti provazenych spory o prvenstvi vedla cesta k obecné
metodé a k postupnému nahrazovani geometrickych postupt analytickymi.
Prakticka upottebitelnost vysledkt i metod jejich ziskévani vedly k akceptovani
numerickych vypocét. Jako tloha spojujici uréovani tecen a kvadratur hréla
rektifikace vyznamnou tlohu pfi vytvareni infinitezimalniho poctu.

Pro kiivku popsanou parametricky nebylo problémem sestavit integral
vyjadiujici jeji délku, ktery v pfipadé kiivky predstavované grafem funkce
y = f(x) mezi pfimkami z = a a © = b m4 tvar

b
- / VTP @R da. (1)
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Uspésnost FeSeni vSak byla zévisld na moznosti urcit dany integral. Ukazalo
se, 7e i rektifikace velmi jednoduchych kiivek (napf. elipsy) mohou vést na
integraly, které nelze vyjadfit pomoci elementarnich funkei.

Devatenécté stoleti pfineslo usili o vybudovani analyzy na pevnych aritme-
tickych zakladech a jeji emancipaci na geometrii. Pivodné intuitivné samoziej-
m4 Uloha pfifazeni délky kiivce a jeji stanoveni pomoci integralu (1) byla
obracena: zhruba feceno, délkou kiivky byl nazvan pravé integral, ktery diive
byl pouze prostiedkem pro jeji stanoveni.

Rektifikace kiivek se dotyka i nékterych jinych problémt. Vedle zminéné
kvadratury mé blizko zejména k uréovani obsahu zakfivené plochy (pfedstava
jejiho pfevedeni na rovnou plochu vedla k méné uzivanému pojmu komplanace).
Historie rektifikace kruznice je tésné spjata s historii ¢isla w. S existenci
integralu (1) a pojmem rektifikovatelnosti tizce souvisi pojem kone¢né variace.

Historickych praci vénovanych vyluéné rektifikaci neni mnoho; vétSinou si
v§imaji vybranych etap v historii tilohy, pficemz zajimavé je zejména obdobi
prvnich tspé$nych rektifikaci kolem poloviny 17. stoleti (napf. [Bo], [Hf],
[Ko]). Nejzevrubnéjsim pojedndnim o rektifikaci je vice nez Ctyfsetstrankova
doktorskd disertacni prace Gilberta Trauba [Tr] z roku 1984, kterd bohuzel
nebyla publikovana a je pomérné obtizné dostupna.

Rovné a krivé

V tecké filosofii byly primost a krivost tradi¢né fazeny mezi zakladni protivy,
které jsou pocatkem jsoucna. Aristotelés (384 pf. n. 1.-322 pf. n. 1), jeden
z nejvétsich myslitelt starovéku, v Metafyzice (I, 5, 986a) vyjmenovava deset
zékladnich protiv, na nichz je podle pythagorejcti zalozen svét. Jednu dvojici
tvofl i pfimé a kiivé. Ackoliv Aristotelés zjevné povazoval toto pojeti za
primitivni, i on byl pfesvédcéen o rozdilném ontologickém statutu pfimého
a krivého.

Kvadratura kruhu, jeden ze tfi klasickych problémil starofecké geometrie,
je ulohou, ktera obé protivy poji dohromady. Samotny nazev kvadratura
kruhu v sobé obsahuje predstavu pfemény, transmutace ktrivocarého atvaru
v pfimocary. Pfinejmensim od 5. st. pf. n. 1. byla v feckém prostiredi Siroce
rozebirana a zminovana je hned na nékolika mistech Aristotelova dila.

V knize O sofistickych dikazech (11, 172b) jmenuje Aristotelés vedle Hippo-
krata, ktery se zabyval uréenim obsahu obrazcti ohrani¢enych oblouky dvou
kruZnic (tzv. Hippokratovych mésickil), jesté sofisty Antifonta a Brysdna,
ktefi se pokusili problém kvadratury kruhu vytesit. Jejich dikazy uvadi
jako piiklady eristické (klamné) argumentace. Bryséntiv postup je podle
Aristotela nespravny, protoZze pouZiva pro FeSeni geometrického problému
prostiedkil, které nepatii do geometrie. O Antifontové metodé se na jiném
misté (Fyzika I, 2, 185a) zmifluje pouze v tom smyslu, Ze zabyvat se ji neni
tkolem matematika. O vlastni povaze postupu obou sofistl se vice dozviddme
od Aristotelovych pozdéjsich komentatort Simplikia (In Phys. 55, 20 a n.)
a Themistia (In Phys. 4, 2 a n.).
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Antifonttv postup je zalozen na postupnych aproximacich obsahu kruhu
pomoci obsahti vepsanych pravidelnych mnohothelniki. Za¢neme napf. s ve-
psanym C¢tvercem (jak ukazuje Simplikios). V dal§im kroku zkonstruujeme
nad kazdou stranou ¢tverce rovnoramenny trojuhelnik s vrcholem uprostied
mensiho oblouku kruznice nad pfisluSnou stranou, ¢imz dostaneme vepsany
osmithelnik. Stejnym zptsobem pokracujeme dale. Postupné zvétsovani poctu
stran vepsaného mnohothelniku povede az k jeho splynuti s kruhem; tak
budeme schopni najit ¢tverec, jehoz obsah je roven obsahu kruhu.

Antifontova metoda pfedpoklada tplné vycéerpani plochy oddélujici obvod
kruhu od vepsanych mnohothelnikti a vychazi zrejmé z aplikace atomistickych
pfedstav v geometrii ([Kn], s. 28). Protoze splynuti kruhu a mnohotihelniku
nemohlo byt dosazeno koneénym poctem krokt, neni podle Aristotela tato
metoda pfedmétem zajmu matematiky. Thomas Heath ([He], sv. 1, s. 222)
naproti tomu stavi Antifonta na ¢estné misto v historii matematiky, neboft
u néj se poprvé setkavame s predstavou vycerpani obsahu pomoci posloupnosti
vepsanych mnohothelniki, ktera je zédkladem Eudoxovy exhaustivni metody
a kterd byla pozd&ji virtuézné pouziviana Archimédem. Wilbur Knorr ([Kn],
s. 28) o piivodnosti Antifontova postupu pochybuje; Hippokratova metoda také
predpoklada aplikaci néjaké formy limitniho procesu a neni pravdépodobné, ze
by geometr Hippokratés prevzal techniku vypoctu od sofisty Antifonta; zd4a se
spiSe pravdépodobné, Ze Antifén si pro svoje sofisma vypujéil techniku, ktera
byla v té dobé alesponi do jisté miry rozsifena.

Brysoénovo feseni je zaloZeno na predpokladu, Ze to, co muze byt vétsi nebo
mensi nez néco jiného, mize byt také stejné. Existuje-li ¢tverec s obsahem
vétsim, neZ mé dany kruh (napf. étverec opsany kruhu) a ¢tverec s obsahem
mensim (napf. vepsany Gtverec), pak musi existovat i ¢tverec, ktery ma stejny
obsah jako dany kruh. Podle Aristotela se Brysén ,,odvolava na obecné minéni
t&ch, ktefi nevédi, co je mozné a nemozné v daném oboru® ([A2], s. 43).

Vyklady Brysénova pojeti kvadratury se u riuznych komentatori pomérné
lisi ([Kn], s. 76-77). ZjednoduSeny vyklad vede napf. k predstavé Gtverce, je-
hoz obsah je roven aritmetickému ¢i geometrickému primeéru obsaht vepsaného
a opsaného CGtverce. Podle nékterych autori Brysén anticipoval Archimédovu
metodu kvadratury zalozenou na posloupnosti vepsanych a opsanych mno-
hothelniki. I kdyz nebudeme zapominat, ze Bryson byl, stejné jako Antifén,
sofista, mtuzeme pripustit, Ze jeho myslenka stoji nékde na pocatku cesty, ktera
mnohem pozdéji vedla v analyze k formulovani véty o mezihodnoté.

Neni tplné jisté, zda Aristotelés sdm pripoustél moznost kvadratury kruhu;
k Antifontové, Brysénové i Hippokratové metodé se stavél kriticky, avsak podle
nékterych zminek se zda, ze v zdsadé povazoval tlohu za FeSitelnou (Kategorie
VII, 7b). Rektifikaci kruznice, tedy nalezeni tsecky stejné délky jako obvod
daného kruhu, coz (jak bylo pozdéji dokdzéno) znamend totéZ jako provedeni
kvadratury kruhu, vSak povazoval za nemoznou. Ve Fyzice (VII, 4) se zabyva
srovnatelnosti kruhového a pfimocarého pohybu a uvadi zde ([Al], s. 201):

Jak vsak tomu bude u kruhu a u primky? Nebot by to bylo zvldstni, kdyby
nebylo mozné, aby se tato urcitd véc pohybovala v kruhu a stejné také v primce,
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nybrZ musela se nutné pohybovat bud rychleji nebo pomaleji. [...] Mimoto,
pokud se tykd divodu, nezdlezi na tom, i kdyby nékdo turdil, Ze se must ihned
pohybovat rychleji nebo pomaleji; nebot potom to bude tak, Ze kruznice jest vétst
a mensi neZ primka, a tedy zase také stejnd. JestliZe totiZ v case a jedno probehlo
drdahu b a druhé drdhu c, bylo by asi b vétsi neZ c, jezto jsme v tom smyslu pojali
to, co je rychlejsi. Tedy jest také rychlejsi, jestlize v kratsim case vykond stejny
pohyb. A tak bude jedna cdst casu a, v niz téleso b probéhne stejnou cast kruhu,
jako je drdha [c], kterou probihd téleso ¢ v celém case a. Vskutku viak, jsou-li
srovnatelné, vyplyvd to, co jsme pravé tekli, Ze totiZ nékterd primka je stejnd
s kruhem. Ale nejsou ovsem srovnatelné, a tedy ani pohyby. (preklad A. Kiiz)

I kdyz z praktického hlediska je rektifikace kiivky pfirozenou tlohou, jeji
feSeni lezi pro Aristotela mimo rdmec matematiky. Pfevladdajicim pravid-
lem pfi dokazovani existence geometrického objektu byla jeho konstruovatel-
nost. Konstrukce sestavajici z konecného poc¢tu tkont, spolu s dikazem
jeji opravnénosti, slouzila Rek@im jako dfikaz existence konstruovaného ob-
jektu [Ze]. Je pravdépodobné, Ze Aristotelovo presvédéeni o nemoznosti porov-
nat kruznici a tsecku, tedy najit usecku stejné délky jako obvod dané kruznice,
mé tento zdklad, a neni nutné vyvozovat z néj snad Aristotelovo nepochopeni
geometrie, jak je obc¢as naznacovano.

Archimédovo méfeni kruznice

Je-li obsah kruhu délitelny bez omezeni, jak byl Aristotelés presvédcen,
nemize byt vycCerpan vepisovanim mmnohouhelniki s rostoucim poctem stran
v koneéném poctu krokt. To byla zékladni ndmitka proti Antifontové metodé
popsané v predchozim odstavci.

Krokem smérem k nasemu pojeti limity se stala exhaustivni metoda, obje-
vend patrné Eudoxem a rozvinuté Eukleidem a Archimédem a urcend ke
stanoveni obsahu rovinnych obrazci a objemt prostorovych téles. Exhaustivni
metoda umoznila obejit vyse uvedenou nesnaz logickou cestou, kterd pred-
pokladala uhodnuti vysledku a jeho nasledné dokézani pomoci reductio ad
absurdum. Eukleidés tuto metodu pouziva pri dokazovani vét obsazenych ve
XII. knize Zdkladi, mezi néz patii i tvrzeni XII, 2 stanovujici souvislost mezi
obsahem kruhu a jeho primérem. Bartel van der Waerden ([Wal, s. 256) hod-
noti jeho dikaz jako obdivuhodny tspéch védy. Je v ném zcela zietelné obsazen
moderni pojem limity: obsahy vepsanych mnohotihelnik konverguji k obsahu
kruhu v tom smyslu, Ze rozdil mezi nimi mize byt u¢inén mensim nez libovolna
zadana hodnota.

V Archimédové knize O kouli a wvdlci se objevuji i obecnd pravidla pro
porovnavani délek oblouki kiivek. Archimédés nejprve definuje vydutou (kon-
kévni) kiivku jako kazdou kfivku, kterd mé nasledujici vlastnost: Spojime-
li libovolné dva jeji body tuseckou, pak vSechny body kfivky lezi stile na
téze strané usecky nebo piipadné na tsecce samé, ale zaddny na jeji druhé
strané. Dale uvadi Archimédés pét axiomu, z nichZ prvni dva jsou dulezité
pro porovnavani délek tsecky a oblouku kiivky resp. pro porovnavani délek
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dvou konkdvnich oblouki ([Ar], s. 3-4):

(1) Ze v8ech linii, které maji spoleéné koncové body, je rovna ¢éra nejkratsi.

(2) Z jingch linii lezicich v jedné roving, které maji spoleéné koncové body
a které jsou na jednu stranu spole¢né tétivy vyduté (konkavni) a z nichz
jedna bud celd lezi uvnitf mezi druhou linii a spoleénou tétivou nebo
maé s druhou linii ¢ast spole¢nou a ¢ast umisténou uvnitt, je kratsi ta,
ktera lezi uvnitr.

Dochovand ¢ast Archimédovy knihy Méveni kruhu ([Ar], s. 91-98) obsa-
huje t¥i tvrzeni, které se opiraji o vySe uvedené postulaty. Dvé z nich se
bezprostiedné vztahuji k rektifikaci kruznice.

Prvni ukazuje, ze problém rektifikace kruznice lze prevést na problém
kvadratury kruhu (a obracené):

Obsah libovolného kruhu je roven obsahu pravouhlého trojuhelniku, v némz
délka jedné odvésny je rovna polomeru kruhu a délka druhé jeho obvodu.

Diikaz je proveden exhaustivni metodou. Oznaéme P obsah kruhu, K obsah
trojuhelniku a predpokladejme, ze P # K.

Necht nejprve P > K. Kruznici vepiSeme étverec ABCD (obr. 1; znadeni
i ilustrace jsou prevzaty z [Ar]). Nad kazdou z jeho stran sestrojime rovno-
ramenny trojuhelnik s vrcholem uprostied kratsiho oblouku kruznice, ¢imz
obdrzime vepsany osmithelnik. Stejnym zpusobem postupujeme tak dlouho,
dokud rozdil mezi obsahem vepsaného mnohothelniku nebude mensi nez rozdil
P — K, neboli dokud obsah vepsaného mnohotihelniku nebude vétsi nez K.
Vezmeme poté jednu z jeho stran, napt. AFE, a kolmici ON k této strané
prochézejici stfedem kruznice. Obsah vepsaného mnohothelniku o n stranach
je stejny jako obsah trojahelniku s vyskou ON a zakladnou n - AFE, tedy
n - AE - ON/2. Protoze ON je mensi nez polomér kruhu a n - AE je mensi
nez jeho obvod, je obsah vepsaného n-tthelniku mensi nez K, coz je spor.

T G H
4 D
F
N
£ 0
B C

Obr. 1. K dikazu tvrzeni 1 z Archimédova Méreni kruhu.
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Necht tedy P < K. KruZnici opiSeme ¢tverec a oznacime T priiseéik dvou
jeho sousednich stran, které se dotykaji kruznice v bodech E a H. Oblouky
kruZnice mezi jejimi pruseCiky s opsanym Ctvercem rozpulime a jejich stredy
vedeme teény ke kruznici. Oznadime A stied oblouku FH a FAG teénu v A.
Uhel ZT AG je oviem pravy a plati TG > GA, TG > GH. Plocha trojthelniku
FTG je vétsi nez poloviny plochy TEAH. Podobné rozdélime-li oblouk AH
napil a sestrojime tecnu v jeho stfedu, pak tato tecna ,odstiihne“ z plochy
GAH vice nez jednu polovinu. Pokrac¢ujeme v déleni, az bude rozdil obsahu
opsaného mnohotihelniku a kruhu mensi nez K — P. Protoze kolmice ze stredu
O k libovolné strané mnohothelniku je rovnd poloméru kruhu, avsak obvod
mnohotthelniku je delsi nez obvod kruhu, je obsah vepsaného n-tihelniku vétsi
nez K, coz je opét v rozporu s pfedpokladem.

Protoze neplati ani P > K, ani P < K, musi platit P = K.

Tteti tvrzeni knihy Meéreni kruhu stanovuje horni a dolni odhad pro pomér
obvodu kruhu a jeho priméru. Archimédova metoda méfeni obvodu kruhu
obsahuje inovaci: k jeho stanoveni jsou pouzity jak vepsané, tak také opsané
mnohothelniky.

1
7

g

Pomér obvodu libovolného kruhu k jeho prumeéru je mensi nez 3=, ale véts:
s 910
nez 377
Archimédova rektifikace predstavuje vrcholnou ukazku starovéké pocetni
dovednosti. Vyznacuje se zaroven logickou pfesnosti charakteristickou pro

Archimédovy vypocty, kterd byla vzorem pro matematiky jesté v 17. stoleti.
Rektifikace kruznice a mechanické krivky

V antické geometrii byly jako geometrické k¥ivky (linie) chédpéany kruZnice
a primka a s jistymi vyhradami jesté kuzelosecky; ostatni kiivky byly nazyvany
mechanickymi, protoze pii jejich popisu se uplatnovala pfedstava pohybu.
René Descartes (1596-1650) posunul hranici mezi geometrickymi a ostatnimi
(mechanickymi) kfivkami déle. Mechanické k¥ivky jsou podle Descarta (D],
sv. 6, s. 390) takové kiivky, které jsou vytvafené dvéma nezdvislymi pohyby,
mezi nimiz nelze uréit presny vztah. Pfiklady mechanickych ktivek podle
Descartovy klasifikace jsou kvadratrix, Archimédova spirdla a Sroubovice.
Vsechny tyto kfivky ve starovéku poslouzily k feSeni problému kvadratury
kruhu.

V knize O spirdlach se Archimédés zabyva rovinnou kiivkou, kterou opisuje
bod pohybujici se rovnomérné po privodic¢i otacejicim se rovnomérné kolem
daného bodu (pdlu). V polarnich souradnicich m4 tato k¥ivka, nazyvand dnes
Archimédovou spirdlou, rovnici p = ap, kde a = r/(2m), pfi¢emz r je vzdalenost
konce prvniho zavitu spirdly od pélu (polomér tzv. ,prvni kruznice® spirdly).
Archimédés ukazuje, ze tato kifivka muze slouzit ke stanoveni obvodu kruznice
(a tim i ke kvadratute kruhu, jak plyne z tvrzeni 1 v MéFend kruhu).

Archimédés nejprve dokazuje specidlni pripad: je-li A koncovym bodem
prvniho zavitu spiraly a sestrojime-li v tomto bodé te¢nu ke spirale, pak polarni
subtangenta OB bude rovna obvodu ,,prvni kruznice* (obr. 2).
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Obr. 2. Stanoveni délky , prvni kruznice“ spiraly.

Obecné pak plati: Je-li p obvod kruznice se stfedem O a polomérem OA
a protina-li tato kruznice pruvodi¢ v pocatecni poloze v K a je-li B prusecik
teény vedené ke spirdle v bodé A a pfimky kolmé k O A, pak

OB = (n—1)p+ K4, (2)

pficemz oblouk K A! je méfen ,dopiedu“. Toto tvrzeni bychom v moderngjsi
podobé mohli formulovat takto: Je-li p = ay rovnice spirdly v polarnich
soutadnicich, pak pro polarni subtangentu OB plati OB = p?/a.

Jinou kfivkou definovanou pomoci dvou nezavislych pohybt je sroubovice
(helix), prostorova kiivka, kterou opisuje bod pohybujici se rovnomérné podél
hrany obdélniku rotujiciho kolem osy prochazejici protilehlou hranou.

\

ST

K\O_X//C

A

Obr. 3. Sroubovice.

1 Symbolem s vodorovnou linkou nahote budeme v celém ¢lanku rozumét oblouk.
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Zpusob, jakym mohla byt Sroubovice pouzita k rektifikaci oblouku kruZnice,
je popsan v [He] (s. 232). Jestlize v libovolném bodé H Sroubovice sestrojime
teénu a ozna¢ime B jeji prusecik s rovinou OAC (ve které lezi podstava vélce,
po jehoZ povrchu se pohybuje bod opisujici Sroubovici), pak pramét usecky HB
do roviny OAC ma délku shodnou s délkou oblouku AC' (obr. 3). Podle [Kn]
(s. 166-167) poslouzila Sroubovice Archimédovi na heuristické Grovni k nalezeni
téch vlastnosti spiraly, které se tykaji rektifikace kruZnice.

Dalsi specialni kiivkou, kterou lze vyuzit k rektifikaci kruznice, je kvadratriz.
Pappos uvadi ([Pa], dil 1, s. 252-253), Ze ,ke kvadratufe kruhu pouzili
Nikomédés, Deinostratos a néktefi dalsi geometii jistou krivku, ktera byla
pojmenovana podle této vlastnosti.“

Kvadraturu kruhu lze stejné jako v pripadé spiraly provést na zakladé
rektifikace oblouku kruznice. Dokézeme, Ze délka oblouku kruznice ADC je
ve stejném pomeéru k délce tsecky OC, jako OC ku OF, tedy zZe plati

ADC OA
OA ~ OF’ (3)

Dukaz vyuziva reductio ad absurdum ([He], s. 227-229). Pfedpokladame nej-
prve, Ze plati ADC : OA < OA : OF, tedy ze existuje bod H takovy, ze
ADC : OA = OA : OH, pficemz OH > OF (obr. 4 vlevo). Kolem bodu
O opiSeme kruznici s polomérem OH, kterd protne kvadratrix v bodé F.
Sestrojime kolmici FK a protdhneme usecku OF do bodu D. Protoze ob-
vody kruhu jsou ve stejném poméru jako jejich praméry, plati ADC : OA =
= 0OA: OH = ADC : GEH. Z toho pak plyne, z2e GEH = OA a vzhledem
k vlastnostem kvadratrix také plati, 7e OC : EK = ADC : AD = GEH : EH,
to ale vede ke sporu, nebot pak by muselo platit také FEH = EK, co neni
mozné.

c B c B
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Obr. 4. Rektifikace kruznice pomoci kvadratrix.

Predpokladejme nyni ADC' : OA > OA : OF, tedy zZe existuje bod H takovy,
7e ADC : OA = OA : OH, pticemz OH < OF (obr. 4 vpravo). Opiseme kolem
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bodu O opét kruznici s polomérem OH, v bodé H vzty¢ime kolmici, kterd
protne kvadratrix v bodé E a tsecku OF prodlouzime do D. Stejné jako prve
se ukaze, ze musi platit GLH = OA a vzhledem k vlastnostem kvadratrix také
ADC : AD = OC : EH atudizi LH = EH, coz neni mozné. Jedinou zbjvajici
moznosti je tedy ADC : OC = OC : OF, coz jsme méli dokéazat.

Pappos podava zpravu i o namitkach jistého Spora, které ukazuji na slabiny
vySe uvedeného postupu. Prvni namitka je zaloZena na tom, Ze k tomu,
abychom nechali pohybovat jeden bod po kruznici a druhy po tsecce a tyto
pohyby aby byly v takovém vzajemném pomeéru, ze oba body dosdhnou konci
svych drah ve stejném okamziku, potfebovali bychom nejprve znat pomér
poloméru kruznice ke ¢tvrtiné jejiho obvodu, tedy jinymi slovy popis kfivky
predpoklada tucel, pro ktery byla sestrojena. Druha namitka se tyké prtseciku
kvadratrix s ase¢kou C'D, ktery neni zndm, nebot obé& pohybujici se tisecky na
konci své drahy splynou a neprotinaji se tak v jednom bodé. Abychom jej mohli
nalézt, museli bychom opét predpokladat znalost poméru poloméru kruznice ke
¢tvrtiné jejiho obvodu.

V prvni ndmitce zazniva opét Aristotelovo tvrzeni o nemoznosti porovnat
pfimocary a kiivoc¢ary pohyb. Poloha bodu G, kterd je pfedmétem druhé
namitky, by mohla byt urcena exhaustivni metodou s libovolnou zvolenou
presnosti, ale v tom piipadé se jedna opét o pribliznou metodu, jakou pouzil
i Archimédés v Meérend kruhu.

Na tsvitu moderni éry

Od konce 15. a zacatku 16. stoleti pozorujeme v evropském mysleni silici
opozici vuci aristotelismu a stfedovéké scholastické filosofii. Soubézné s tim
roste v matematice zdjem o dilo Archiméda, jehoZ knihy jsou vydavany
v latinskych prekladech. Stale vyznamné;jsi roli zac¢inaji hrat infinitni techniky,
jejichz pouziti ma, alespon zpocatku, spiSe heuristicky charakter.

Postupné se v matematice rovnéz prosazuje uzivani analytickych metod.
Hlavnim predstavitelem algebraizace geometrie je Descartes, jehoz Geometrie
vysla nejprve francouzsky roku 1637 jako piiloha Rozpravy o metodé. Rozsirila
se predevsim diky latinskému pfekladu van Schootena vydanému poprvé roku
1649 a podruhé o deset let pozdéji spolu s piispévky dalsich autorti.

Descartes byl pfedev8im filosofem; jeho racionalismus se stal zakladem
svétového nazoru opirajiciho se o piirodni védy, ktery na dlouhou dobu vyrazné
ovlivnil postoj ¢loveéka k pfirodé a jejimu poznavani.

Descartova filosofie se v mnoha ohledech radikalné odliSovala od Aris-
totelovy; je proto mozna ponékud prekvapujici, ze autor Rozpravy o metodeé
a Meditaci o pruni filosofii ziejmé prejal aristotelské dogma o nesouméritelnosti
kiivky a pfimky (resp. kiivoc¢arého a piimocarého pohybu). Ve druhé knize
Geometrie, v odstavci zabyvajicim se pripustnosti konstrukce kiivky pomoci
provéazku (nité), uvadi, Ze ne vSechny takto vytvofené objekty lze povazovat za
geometrické ([D], sv. 6, s. 412):
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Avsak nelze [v geometrii| pFipustit linie, které jsou jako provdzky, tzn. které
jsou obcas pFimé a obcas zakfivené, nebot pomér mezi primymi a zakiivengmi
liniemi nend zndm a jd neverim, Ze muZe byt clovekem pozndn.

Descartiiv vyrok je vyklddan riznymi zpisoby (viz napf. [Mn], s. 77-78).
Descartes byl obezndmen s infinitnimi technikami, povazoval je v8ak (na rozdil
od algebraickych metod) za nepfesné. Piikladem muze byt Descartovo feSeni
kvadratury kruhu, které je zalozeno na zkonstruovani nekonec¢né posloupnosti
obdélnikt se stranami konvergujicimi k tsecce, jejiz délku lze vyjadiit vyrazem
obsahujicim 7 ([Cal, dil 2, s. 851).

Je pravdépodobné, Ze Descartovo piesvédcéeni o nemoznosti nalézt pomér
mezi rovnymi a kiivymi liniemi se tykd nemoznosti nalézt geometricky kon-
struovatelnou tsecku, jejiz délka by byla shodné s délkou daného oblouku. Jeho
postoj tak lze chapat ve stejném kontextu jako v mnohem pozdéjsi dobé nazor
Paula du Bois-Reymonda (1831-1889), pro né&jz pojem délky kiivky neni poj-
mem geometrickym, nybrz bytostné analytickym, nebot je zaloZzen na limitnim

pfechodu [BR].

Nezda se ostatné, ze by Descartv nazor mél vliv na pozdéjsi pokusy o rek-
tifikaci riznych kfivek; jednu z prvnich uspésnych rektifikaci provedl Hen-
drik van Heurdet (1633-1660), ktery byl Descartovym stoupencem. Souvisi-li
Descartovo pfesvédceni o rozdilné povaze kiivek a pfimek s jeho rozliSovanim
geometrickych a negeometrickych kiivek (jak se domnivé autor [Bs]), pak za
ozvénu Descartova nazoru lze povazovat vétu, kterou napsal René de Sluse
(1622-1685) Pascalovi v dopise z 13. zafi 1658 ([P], sv. 8, s. 145):

Obdivuji vdd prirody, ktery |[...] nedovoluje malézt usecku rovnou krivce,
pokud jsme drive neptedpoklddali existenci jiné krivky, jak je tomu v pripadé
prosté cykloidy, jejiz zdkladna je rovna obvodu kruhu a oblouk jin€ usecce.

Pascal se v dopise Huygensovi z nasledujiciho roku o citované Slusové vété
s uzndnim zmifuje ([P], sv. 9, s. 201); Wrenovu rektifikaci cykloidy nepovazuje
za popreni zakona, ale pouze za vyjimku, danou zptusobem definovani cykloidy.
Pierre de Fermat (1601-1665) v ivodu svého traktatu o rektifikaci ([F], sv. 1,
s. 211) zmifuje rovnéz Wreniv vysledek a prohlasuje, Ze pokud je mu znamo,
kiivka Cisté geometrickd nebyla dosud rektifikovana. Stylem typickym pro jeho
komunikaci s pafizskymi matematiky pise o ,nejucenéjsich geometrech®, kteri
yvskutku mysli, ze je zdkonem a Ffadem prirody, Ze nelze najit tsecku rovnou
kfivce* a poznamenava, zZe ,,je nebezpecné z jednoho ¢i dvou pripadt ¢init hned
ZAvere.

Porovnani oblouku paraboly a spiraly

Existuje zfejmé souvislost mezi rozvojem mechaniky, predevSim v dile
Galilea Galileiho (1564-1642), a mechanistickjm pfistupem ke zkoumani
pfirodnich jevil typickym pro Descarta na jedné strané a prosazenim kinema-
tické analyzy jako zakladniho prostfedku ke zkouméani geometrickych objektt
(zejména kiivek) v 17. stoleti na strané druhé ([Mn], s. 95).
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Prikladem tispésného pouziti kinematické metody bylo napft. feSeni tlohy
sestrojeni tefen ke kiivkam. Jinym priikladem je porovnani délky oblouku
Archimédovy spirdly a paraboly, které lze chapat i jako dulezity krok na
cesté k prvnim rektifikacim geometrickych (v dnesni terminologii algebraickych)
krivek.

Jednim z matematikt, ktefi vyuzivali pfi studiu kfivek piedstavu drahy
pohybujicicho se bodu jako vysledku skladani jednoduchych pohybt, byl Gilles
Personne de Roberval (1602-1675). Roberval, ktery zastaval prestizni postaveni
na College Royal, publikoval malo a svoje metody tajil. Jeho tvrzeni, ze délka
prvniho zévitu Archimédovy spirdly je rovna délce oblouku paraboly, jejiz
zékladna je rovna poloméru a osa poloviné obvodu ,,prvni kruznice“, se objevilo
ve spise Cogitata physico-mathematica ([Me], s. 129-131), jehoz autorem byl
minorita, védec a spojujici Cinitel evropskych ucenych kruhtt Marin Mersenne
(1588-1648).

Autorem ptivodni myslenky byl vSak zfejmé Thomas Hobbes (1588-1689),
anglicky filosof, jehoZ néazory na usporadani spoleénosti mély pozdéji vliv na
osvicenstvi. Roajalista Hobbes se v roce 1641 uchylil do pafizského exilu,
kde navéazal kontakt s intelektualnimi kruhy kolem Mersenna. Jeho zajmy
zahrnovaly i geometrii a sdm se pokusil formulovat metodu studia kfivek na
zdkladé analyzy pohybu ([Je], s. 119 a n.). Zrod myslenky popisuje ve svych
Siz Lessons to the Professors of Mathematicks z roku 1656 ([Ho], sv. 7, s. 343).

Rikdte (jako geometr), Ze turzeni o rovnosti spirdly a paraboly jsem mél od
Robervala: to je pravda. A pokud se pamatuji, prevzal bych rovnéz jeho dikaz;
avsak jestlize bych vydal jeho, potlacil bych sviy. Ve svych myslenkdch jsem se
zabyval porovndvdnim téchto dvou kiivek, spirdly a paraboly, pomoci pohybi,
Jimiz byly popsdny; a kdyz jsem wvaZoval tyto pohyby jako stejnomérné |...|
vidél jsem, Ze abych sloZil skutecny pohyb, ktery popisuje spirdlu, musim mit
jednu ¢dru rovnou poloviné obvodu a druhou poloviné pruméru. O tom vsem
jsem vsak menapsal jediné slovo. KdyZ jsem ale byl s Mersennem a panem
Robervallem v chodbé konventu [minoritd], nakreslil jsem obrazec na sténu,
a pan Robervall poslouchajici mou dedukci Tekl, Ze protoZe pohyby, které tvori
parabolu, jsou jeden rovnomérny a druhy zrychleny, must byt takové i pohyby,
kterée tvori spirdlu; coZ jsem nynt potvrdil; a pristiho dne prinesl k Mersennovi
dukaz jejich rovnosti pravée touto metodou.

Tato pasaz byla odpovédi na obvinéni z plagiatorstvi, které proti Hobbesovi
vznesl John Wallis (1616-1703); Hobbes podle néj ,ukradl* uvedené tvrzeni
z citovaného Mersennova spisu. V ném je odtivodnéni tvrzeni pfipsano Rober-
valovi, ale s pozndmkou, Ze rozviji myslenku jistého ucence, kterym byl zfejmé
pravé Hobbes. Roberval musel pozadi sporu znat, presto ale Wallisovo ob-
vinéni Hobbese akceptoval a opakoval ([Ma], s. 163). Problémem se zabyval
také Torricelli, ktery se o ném dozvédél v dopise od Mersenna. Korektni diikaz
Robervalova tvrzeni podal Pascal v roce 1658.

Existuje Fermatiiv dopis Mersennovi z 16. 2. 1643 ([Fe], sv. 2, s. 252-3),
v némz Fermat reaguje na nedochovanou zpravu Mersenna o Robervalové
objevu. Fermat soudil, Ze Roberval porovnaval s Archimédovou spirdlou
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pulkruznici, a ujistuje Mersenna, %e vysledek neni spravné. K problému se
Fermat znovu vratil po uvefejnéni Pascalova dikazu a formuloval obecnéjsi
verzi tvrzeni ([F], sv. 1, s. 206).

Dva Robervalovy rukopisy, publikované pomérné neddvno [MP], pojednavaji
o porovnani délky oblouku spirdly a paraboly. Prvnim je latinsky autograf
z roku 1642, ktery je pouze konceptem, druhym kopie francouzského textu,
ktery je uplnéjsi a od latinské verze se znacné lisi. Latinsky text neobsahuje
zaddny dukaz a je spiSe snahou o uchopeni problému. Roberval pfistupuje
k obéma kfivkam jako k drahdm pohybujiciho se bodu; v pfipadé spiraly je toto
pojeti dobfe znamé, ale popsat podobnym zptisobem parabolu ¢inilo potize.

Ve francouzském textu Roberval uvazuje obé kiivky jako vyslednice dvou
slozenych pohybii; v pripadé spirdly rovnomérného piimocarého pohybu po
pravodi¢i a rovnomeérné rotace privodic¢e kolem stfedu, v pripadé paraboly
rovnomeérného pfimocarého pohybu kolmého na osu a nerovnomérného pohybu
podél osy. Hlavni myslenka Robervalova odivodnéni je postavena na tom,
7ze v kazdém okamziku jsou oba generujici pohyby u obou kfivek shodné
a vzajemné kolmé, okamzita rychlost bodu pohybujiciciho se po kazdé kiivce je
stejnd a stejné jsou tedy i vykonané drahy. Autorka [MP] soudi, Ze k nalezeni
rychlosti bodu pohybujiciho se po parabole pouzil Roberval svou metodu tecen.

Pro Blaise Pascala (1623-1662), jednoho z nejvSestrannéjsich francouzskych
myslitelt 17. stoleti, nebyla geometrie tim nejdilezit€jsim zajmem. Na konci
50. let se vSak zacal intenzivné zabyvat nékterymi geometrickymi problémy
vCetné porovnani obloukd paraboly a spirdly. V dopise z roku 1658, jehoz
adresat byl uveden pouze inicidlami A. D. D. S. ([P], sv. 8, s. 255 a n.), Pascal
pripousti, ze Robervalovo odtvodnéni nebylo zcela presvéd¢ivé a dokazuje
jeho tvrzeni nezpochybnitelnym zpiisobem ,,po zptsobu starych“, bez pouziti
kinematického pristupu i bez indivisibilii.

Pascalem dokazované tvrzeni by se dalo modernim zptsobem formulo-
vat takto: Sestrojime spirdlu p = ¢ s pdélem v bodé O. ,Prvni kruznici“
s polomérem r protne spirdla v bodé A (viz obr. 5, ktery az na znaceni bodu
odpovida Pascalové konstrukei). Déle sestrojime parabolu y = 22 /2 s vrcholem
v bodé O (osa y je na obrazku orientovana smérem dolt). Oblouk paraboly
mezi body O a P ma stejnou délku jako prvni zavit spirdly mezi body O a A.

Pascaliv dikaz, ktery lze pfi znalosti pfislusnych integralt provést na
nékolika fadcich, je technicky znacné naro¢ny. K porovnani danych oblouki
pouzivd Pascal ¢ary opsané a vepsané obéma kifivkam a ukazuje, Ze rozdily
jejich délek lze udinit mensi nez délka libovolné dané tusedky. Carou vepsanou

parabole je lomené ¢ara prochézejici body Py, P, ..., P,, ¢dra opsana parabole
je tvofena tseky teden Pj_1Q; a useckami Q;P;, i = 1,...,n. Caru vepsanou
spirale tvofi lomené ¢ara prochézejici body Sy, S1,...,S,, ¢ira opsana spirale

se sklada z isekl te¢en mezi body S;_1 a T; a oblouku kruZnic mezi body T;
aS,i=1,...,n.

Hlavni vétu o rovnosti délek obou obloukt dokazuje Pascal pomoci reductio
ad absurdum. Jeho dikaz obsahoval nesrovnalost, na kterou zahy upozornil
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Huygens. Protoze zdravotni divody nedovolily Pascalovi reagovat, Huygens
a nezavisle na ném také Fermat uvedli Pascalovu argumentaci do poradku.

B n
Sn—l
T” Yn 4
n
V n
Xl XZ Xn-l Xn
o P A
ko :
S5 P)
AVI 1 ]
kn |
,_//
[N gy
O
Yn—l P”_1 Rn
Qn
Y, P,

Obr. 5. Porovnéani délky Archimédovy spiraly a paraboly.

Fermattv zdjem o otazky spojené s délkou krivek se tim nevycerpal;
jeho uspésné vyresena rektifikace semikubické paraboly z roku 1660, ktera
bude popséana v nésledujicim odstavci, sice nebyla prvnim tuspéchem tohoto
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druhu, ale svou trovni, odpovidajici také ,zptisobtim starych“, pfedstavovala
vrcholnou ukézku matematického mysleni tehdejsi doby.

Rektifikace semikubické paraboly

John Wallis (1616-1703), ktery déle nez pul stoleti zastaval misto savilidn-
ského profesora geometrie na oxfordské univerzité, je bezesporu jednou z nej-
vyraznéjsich postav matematiky 17. stoleti. Za jeho nejvyznamnéjsi dilo je
obecné povazovana Arithmetica infinitorum (1655) pojednéavajici o uplatnéni
aritmeticko-algebraickych metod pri feseni geometrickych problémi, zejména
kvadratury. Wallis vénoval pozornost i rektifikaci a naznacil, Zze cestou k jejimu
feseni je chapani kiivky jako lomené ¢ary tvorené nekoneéné mnoha nekonecné
kratkymi tseckami. Pozdé€ji Wallis uvadeél, ze nékteii jeho krajané na tomto
zakladé provedli uspésné rektifikace.

V dopise Johnu Collinsovi (1625-1683) z bfezna roku 1668 pise Wallis ([BS],
sv. 2, s. 430):

Narovndni krivky [the streightening a Curve] bylo provedeno panem Neilem
(a po ném Dr. Wrenem a Lordem Brounkerem [Brounckerem]|) dlouho pred
Heuratem [van Heurdetem| (a jd pfedpoklddam, Ze oba vychdzeli ze zdsad, které
jsem zminil ve své Arithm. Infinit.).

V z&fi téhoz roku pise Wallis Collinsovi ([BS], sv. 2, s. 599):

Celé tajemstvi rektifikovdni krivek [rectifying curve lines| bylo poloZeno
v mém scholiu k tvrzeni 38 Arithm. Infin. a ddle provedeno v mé Cycloide,
s. 90, Ec.

Tyto véty z Wallisovy korespondence odrazeji spor, ktery se vedl o prvenstvi
pii uréeni délky oblouku semikubické paraboly (a jak se tehdy véfilo, obecné
jakékoliv kiivky). Kromé uvedené pasize ze spisu Arithmetica infinitorum,
ktera pojednavéa o aproximovani délky oblouku dané kiivky pomoci vepsané
lomené cary, je citovan spis Tractatus duo, v némz je naznaceny zpusob
rozpracovan pro nékolik konkrétnich kfivek. Tam také Wallis poprvé pouziva
(v analogii k pojmu kvadratura) pro uréeni délky oblouku pojem rektifikace
(v feckém tvaru euthynsis).

Rektifikaci semikubické paraboly (tedy kfivky dané rovnici y? = ax?)
pfipisuje Wallis ([W], sv. 1, s. 551-2, viz téz [Ko|) svému zdkovi Williamu
Neilovi (1637-1670), ktery ji podle Wallise proved! roku 1657. Neilovo FeSeni je
Cisté geometrické. K dané parabole AbC se sestroji kiivka AfC, jejiz ordinata
ef je umérnd plose Aeb ohrani¢ené danou parabolou (kiivka AfC je tedy
semikubickd parabola). Déle se sestroji tsecka IsS tak, aby obsah obdélnika
ADSI byl ve stejném poméru k plose ADCb jako tsecka AD k DC' a kiivka
ThH tak, aby obsah ¢tverce nad eh byl roven souctu obsahil ¢tvercti nad es
a eb.

Neil dokazuje, ze obsahy obrazca ADHI, ADSI a ADCb jsou ve stejném
vzajemném pomeéru jako délky oblouku A fC' a useéek AD, DC a kiivka ThH je
parabolou. Dtikaz je zaloZzen na nalezeni pomocné kiivky ThH, jejiz kvadraturu
umime provést; obsah plochy ohrani¢ené obloukem kfivky chape Neil jako
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soucet obsahii obdélniki s nekonecné malou zakladnou a délku kiivky jako
jako soucet nekone¢né mnoha nekoneéné kratkych usecek.

A 1

e S/ b S|\,

e f b s A

e g f b s i
D C S H

Obr. 6. Rektifikace semikubické paraboly podle Neila.

Descartovym myslenkdm se dostalo pfiznivého pfijeti v Holandsku. Ve
stejném roce, kdy vysla Wallisova prace Tractatus duo, bylo publikovino
i druhé vydani van Schootenova latinského prekladu Geometrie. Toto vydani,
kterym se Descartova metoda ziejmé definitivné prosadila, obsahovalo vedle
van Schootenova komentafe i nékolik kratsich pojednani, kterd rozvijela
metodu studia kfivek a jejich vlastnosti algebraickymi prostfedky. Mezi jejich
autory byl rovnéz Hendrik van Heurédet (1633—-1660), ktery v pojednani Epistola
de transmutatione curvarum linearum in rectas ([DG], s. 517-520) ukdzal
obecnou metodu rektifikace konkavni kivky a prikladem, na némz svou metodu
demonstroval, byla opét semikubicka parabola.

Van Heurdetova metoda je zaloZena podobné jako Neilovo feseni na pred-
staveé kiivky jako infinitezimalné lomené ¢ary a prevedeni problému rektifikace
na problém kvadratury pomocné kiivky. Van Heurdettiv postup ma vsak obecny
charakter a pfi hledani délky oblouku semikubické paraboly jsou vyuzivany al-
gebraické prostfedky. Jak uvadi autorka [Ba] (s. 226), van Heurdetiiv postup
je typickou ukazkou matematického mysleni druhé poloviny 17. stoleti, kdy
hledani novych algoritmid mélo prednost pfed logickou strukturou predkla-
danych tvrzeni.

Jen o mélo pozdé&ji vyslo (bez souhlasu autora jako pfiloha k Lalouveérovu
Veterum geometria promota in septem de cycloide libris) Fermatovo pojed-
nani De linearum curvarum cum lineis rectis comparatione dissertatio geomet-
rica ([F], sv. 1, s. 211-254) obsahujici obecnou metodu rektifikace konkavnich
kiivek. Prikladem, na némz je metoda ilustrovana, je opét semikubicka
parabola.
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Fermatova préace neobsahuje ani zminku o Neilové rektifikaci ani o van Heu-
rdetové praci, kterda musela byt pomérné zndma. Fermatova metoda se kaz-
dopadné od praci obou jeho predchidcu znac¢né lisi. Je patrné, zZe Fermatuv
traktat o rektifikaci je pfedevsim reakci na Pascalovo pojednani tykajici se
porovnéni oblouku paraboly a Archimédovy spirdly. Nevyuziva algebraickych
prostiredki a délku tsecky a oblouku porovnava pomoci reductio ad absurdum
rovnéz ,,po zpusobu starych“.

Fermat se vSak zamérné odchyluje od Archimédovy metody rektifikace
kruznice, kterd pracuje s opsanou a vepsanou linii, a ukazuje, ze jeho postup je
v daném pripadé vyhodnéjsi. Dané kiivce opise dva systémy tsecek tvorenych
useky tecen a pomoci Archimédova postulatu dokaze, Ze délka prvniho je vétsi
nez délka daného oblouku a délka druhého mensi, pfiCemz rozdily mezi délkou
obou systému tsecek a daného oblouku lze ucinit mensi nez je délka libovolné
dané tsecky.

C

A X X X" B
Obr. 7. K Fermatové metodé rektifikace.

Necht CD je oblouk konkavni kiivky nad tiseckou AB (obr. 7). Mezi body
A a B zvolime bod X, sestrojime v ném kolmici k zdkladné AB a v jejim
prisec¢iku P s kiivkou sestrojime te¢nu ke kiivce. Déle zvolime bod X’ resp. X"
mezi A a X resp. X a B a sestrojime v téchto bodech kolmice. Jejich priseéiky
s kiivkou oznacime P’ a P” a pruseciky s tecnou 77 a T". Plati

T'P < P'P,

nebot délka tsecky PV je mensi nez délka PT' a ta je mensi nez délka tsecky
PP, ktera je podle Archimédova postulatu kratsi nez oblouk P’ P. Déle plati

PT" > PP”,

nebot T"P" < P"P'" (ze stejného divodu jako v predchozim ptipadé)
a PT" +T"P" > PP" (podle Archimédova postuldtu).



157

Rozdélime nyni useéku AB pomoci bodi Xy = A, X1, X5,...,X,, = B na
n stejnych dila. V kazdém z délicich bodu X;,7 = 1,...,n sestrojime kolmice
k zakladné AB a v jejich prisecicich s kiivkou, které oznacime P;, sestrojime
tecny. Bod, ve kterém tecna v bodé P; protne kolmici v bodé X, 1, oznac¢ime

Si+1. Podobné oznac¢ime T;_; bod, ve kterém teéna v bodé P; protne kolmici
v bodé X;_1 (obr. 8).

A=Xo Xi Xt Xi Xini B=X, A=Xo X Xi Xin B=X,
Obr. 8. Systémy tsecek opsané konkavnimu oblouku.

Protoze P;S;+1 = T;-1F;, dostaneme s pomoci dokdzanych nerovnosti
PyS;1+ P So+ -+ P15, > PyPy, > ToP + ThPo+ -+ Tp_1P,.
Protoze plati
ToP, = P1Ss, ..., T _oP,_1 = P15y,

bude rozdil délek obou opsanych ¢ar roven PyS; + T,,—1P,. Pfi dostateéném
poctu délicich bodi tak bude rozdil délek obou opsanych ¢ar a tim spise i rozdil
mezi délkou delsi z obou ¢ar a obloukem jakoz i obloukem a kratsi z obou ¢ar
mensi nez délka libovolné dané tsecky.

Rektifikaci Fermat demonstruje na pfikladu semikubické paraboly. ,Pro¢
se tak dlouho setrvavalo u otazky tak jednoduché, kdyz lze bezprostfedné
dospét k Archimédové metodé?“, ptd se Fermat v nardZce na domnénky
o neproveditelnosti rektifikace ([F], sv. 1, s. 221).

Pripad logaritmické spiraly

Dlouho se véfilo, ze semikubickd parabola byla (po kruZmici) prvni rekti-
fikovanou kiivkou. Gino Loria (1862-1954) vSak na konci 19. stoleti zjistil, Ze
se Evangelista Torricelli (1608-1647) zabyval vlastnostmi logaritmické spiraly
a provedl i jeji rektifikaci a kvadraturu [Lo]. Logaritmicka spirdla tak musela

vvvvvv

Ani Torricellimu v8ak prvenstvi nezistalo; ukdzalo se totiz (viz [Pe]), ze
logaritmickou spiralou se zabyval nékolik desetileti pfed Torricellim Thomas
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Harriot (1560-1621), ktery se pokusil i o stanoveni jeji délky. Harriot se
v 80. letech 16. stoleti zucastnil Raleighovy vypravy do Nového svéta a stravil
néjakou dobu v anglické kolonii na ostrové Roanoke. K zajmu o logaritmickou
spiralu jej privedlo studium problému souvisejicich s navigaci pfi mofeplavbé.

Zv1astni vyznam pro navigaci méla tzv. lorodroma, draha, pii niz zistava
azimut konstantni (obr. 9). Loxodroma je prostorova k¥ivka, kterd protina
poledniky na kulové plose pod stejnym thlem. Harriot rozpoznal, Ze stereo-
grafickou projekci loxodromy je spirala, kterd v dutsledku konformity ste-
reografické projekce svird v kazdém bodé s pruvodiem tentyz thel (Harriot
nazyval tuto kiivku heliz, ndzev logaritmicka spirédla se zacal pouzivat pozdéji).
Jeho studium logaritmické spiraly piesahlo ramec problematiky navigace a ma
v historii matematiky samostatny vyznam.

<=

Obr. 9. Loxodroma.

Harriot, podobné jako fada dalsich uc¢enci na tsvitu moderni éry, zastaval
v matematice i ve fyzice atomistické pojeti, které v pfirodovédé zacalo nahrazo-
vat Aristotelovu pfirodni filosofii. Problematikou kone¢ného a nekoneéného se
zabyval v rukopise De infinitis, ktery se vSak zachoval jen v netplné podobé.
Prijal pfedstavu matematickych indivisibilii a kli¢em k pochopeni toho, jak
kone¢ny objekt muze byt tvofen nekoneénym poc¢tem matematickych ,atoma“,
mu byl rozbor nekoneénych konvergentnich éiselnych fad (viz [Ka]).

Oznacime-li o thel, pod kterym spirdla protind polopifimky vedené z pdlu
O, ma rovnice logaritmické spiraly v polarnich souradnicich tvar

p=Cesee, (4)

kde C' je konstanta. P6l O se nazyva asymptotickym bodem spiraly.

Podle [Pe] se Harriot zabyval rektifikaci logaritmické spirdly jiz v de-
vadesatych letech 16. stoleti. Zajimal jej predevsim p¥ipad spirdly s a = 7/4,
ale dospél ziejmé i k obecnému feseni odpovidajicimu rovnici | = r/ cos a pro
délku [ oblouku spiraly mezi danym bodem s pravodi¢em r a pdlem. Ukazky
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rukopisti, které jsou pfipojeny k ¢lanku [Pe], obsahuji numerické vypoéty a geo-
metrické konstrukce, z nichz je patrné, ze Harriot aproximoval spirdlu lomenou
¢arou (dva piiklady jsou uvedeny na obr. 10).

b

Obr. 10. Harriotovy aproximace logaritmické spiraly.

Autor [Pe] uvadi rekonstrukci Harriotova postupu, kterd vychézi ze situace
na obr. 10 vpravo. Bod f je stfedem usecky bd, kterd je kolma na ad
a bod h je stfedem bf. Uhly £Labh a Lahi jsou stejné a trojuhelnik ahi je
podobny trojihelniku abh. Lomené c¢ara bhi je aproximaci oblouku spiraly.
Pripojovanim dalsich podobnjch trojihelnikd dostaneme aproximaci oblouku
spirdly mezi bodem a a pdlem pomoci lomené ¢ary, jejiz délku mizeme pii
znalosti souétu geometrické fady urcit (obr. 10 odpovidd o = 7/4, ale to neni
pri vypoctu dilezité). V tomto pfipadé je bh rovno (1/4)bd; obecné lomena ¢ara
s pocéteénim tsekem délky (1/2™)bd aproximuje spirdlu tim lépe, ¢im vétsi je
n. Zvolime-li ab = 1 a bude-li a = £Labd a s,, délka lomené ¢ary s pocateénim
tsekem (1/2™)bd, vychazi s,, — 1/ cosa pro n — co.

Vlastnosti logaritmické spiraly popisuje rovnéz Descartes v dopise Mersenno-
vi z 12. zaFi 1638 ([D], sv. 2, s. 360); diky tomu byl po dlouhou dobu povazovan
za jejiho objevitele. Descartes si povsiml, ze pomér délky oblouku mezi pélem
a danym bodem spirdly a délky pruvodice tohoto bodu je konstantni a dale ze
thel, ktery svirad tecna s pruvodicem, je také konstantni.

Patrné nezavisle dospél k objevu logaritmické spiraly Torricelli. Svédci o tom
jeho nedatovany dopis, jehoz adresiatem byl Pierre de Carcavi (1600-1684),
matematik amatér z Toulouse, ktery udrzoval pisemny styk s pfednimi ucenci
své doby. Torricelli v dopise dokonce oznamuje provedeni rektifikace, ale tato
zminka neméla ohlas. Pise ([Gh], s. 53):

Jiz od p. Mersenna jsem se dozvédél, Ze parabola je rovna Archimédové
spirdle. Tu jsem premyslel a nalezl jsem dikaz. [...] Objevil jsem viak jesté jiny
druh spirdl (které se popisi nejjednodussim zpisobem), o nichZ mohu ukdzat,
Ze jsou stejné jako rovné édry [tj. rektifikované].

Pougze tfi prace Torricelliho o geometrii byly publikovany za jeho zZivota pod
titulem Opera geometrica (1644). Rada jeho praci ziistala v rukopise a byla
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vydéna az mnohem pozdéji. Spis De infinitis spiralibus je obsazen v Torri-
celliho spisech vydanych pti prilezitosti t¥istého vyroci narozeni ,toskénského
Archiméda® ([T], sv. 1, s. 349-359, revidovand verze vysla znovu se soubéznym
italskym prekladem a komentafem Ernesta Carruccia v roce 1955 [TC].).

V citovaném dopise Carcavimu Torricelli uvadi, Zze umi novou spirdlu
definovat tfemi zpusoby. Ve spise De infinitis spiralibus pracuje predevsim
s nasledujici definici: Je déna kiivka ABCDEFG a bod H (obr. 11 vlevo).
Sestrojime posloupnost stejnych thla BHC, CHD, DHFE atd. s vrcholem v H
takovou, ze kazdé dva po sobé jdouci tthly maji spole¢né rameno. Pokud plati
HB : HC = HC : HD = HD : HFE atd., budeme kifivku ABCDEFG
zvéat logaritmickou spirdlou a bod H jejim pdlem (Torricelli pouzivd nézev
geometrickd spirdla, aby ji odlisil od spirdly Archimédovy, u niz tvori délky
pruvodiél aritmetickou posloupnost; bod H nazjva stfedem spiraly).

Z predchozi definice vychazi nasledujici bodova konstrukce spirdly (obr. 11
vpravo). Zvolime tsecku AB a na ni bod C. V bodé C vztyéime kolmici a na
ni sestrojime bod D tak, aby tsecka C'D byla stfedni geometrickou tmérnou
mezi tse¢kami AC a C'B. Rozpulime thel ACD a na jeho ose vyneseme bod FE
tak, aby tsecka C'E byla stfedni imérnou mezi tseckami AC a C'D. Stejnym
zpusobem najdeme body spiraly lezici na osach thla ACE, ECD, BCD atd.
Bod I lezici na poloptimce DC stanovime tak, aby platilo DC' : CB = CB : C1.
Takto mizeme sestrojit nekoneéné mnoho bodt spirdly (pfesné vzato hustou
podmnozinu mnoziny bodi spirdly). Spirdla obta¢l pdl nekoneénym poctem
z&viti (pfedpoklddame, ze bod C nelezi uprostied tsecky AB; kdyby tomu tak
bylo, lezely by vSechny sestrojené body na kruznici).

D

Obr. 11. Definice a bodova konstrukce logaritmické spiraly.

Pti urcovani délky oblouku pracuje Torricelli s lomenou ¢arou vepsanou
a opsanou spirdle, z nichz prvni je kratsi a druha delsi nez odpovidajici
oblouk spirdly (na zakladé Archimédova postuldtu, ktery Torricelli explicitné
nezmifiuje). Protoze rozdil mezi délkou opsané ¢ary a vepsané ¢ary mize byt
mensi nez délka libovolné zadané tsecky, tim spiSe to plati o délce oblouku
spirdly a délce vepsané cary, kterou Torricelli dokaze urcit. Na obr. 12 je
délka vepsané lomené ¢ary mezi body B a C rovna délce tsecky BH a délka
odpovidajicitho oblouku spiradly délce tiseku tecny BE. Vysledek Torricelli
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dokazuje pomoci reductio ad absurdum, pfesné v duchu dtkazt provadénych
starofeckymi geometry.

A D B

Obr. 12. Délka oblouku logaritmické spirdly a délka vepsané lomené c¢ary.

Torricelliho prace o spirdle vysla az ve 20. stoleti a Descartiv dopis
Mersennovi byl vydan tiskem poprvé v roce 1667. Prvnim, kdo o logaritmické
spirale néco publikoval, byl Wallis ve spise Tractatus duo z roku 1659 ([W],
sv. 1, s. 560-562). Wallis uvadi i vysledek rektifikace logaritmické spirdly (tedy
Ze spirdla miZe byt narovnana roztazenim podél te¢ny az po jeji subtangentu).
Jeho feseni je dalsi ukazkou aplikace obecnych zasad uvedenych v jeho spise
Arithmetica infinitorum.

Logaritmickou spiralu studovala i fada dalsich vjyznamnych ucenci 17. sto-
leti: geometrickymi vlastnostmi k¥ivky vcetné délky oblouku se zabyval Isaac
Barrow (1630-1677), z hlediska mechaniky ji zkoumal Isaac Newton (1643
1727). Kromé nich to byl pfedev§im Jakob Bernoulli (1654-1705), jenz ji véno-
val na za¢atku devadesatych let nékolik p¥ispévki pro Acta eruditorum ([B],
s. 441, 492, 554). V prvnim z nich rekapituloval, ¢asteéné s pouzitim nové
metody, vysledky Wallisovy a Barrowovy tykajici se rektifikace a kvadratury;
dalsi prispévky obsahovaly nové poznatky.

Vlastnosti této kiivky fascinovaly Jakoba Bernoulliho natolik, ze druhy
ze zminénych prispévki pro Acta eruditorum zakondil timto pozoruhodnym
odstavcem ([B], s. 502).

ProtoZe tato podivuhodnd spirdla mné svou ojedinélou a uZasnou zvldstnosti
plsobi takové potésent, [...]| pomyslel jsem, Ze by neméla byt nevhodné pouZita
jako symbolické zndzorneni ruznych véci. ProtoZe vidy rodi spirdlu podobnou
a stejnou, jako je ona sama, at svinutim, rozvinutim & zrcadlenim [tj. jako svou
involutu, evolutu, ¢ kaustiku] miZe byt symbolem potomka podobného viude
rodici; Simillima Filia Matri. Nebo (neni-li zakdzdno srovndvat véénou pravdu
s mystérii viry) vécného rozeni Syna, ktery je obrazem Otce, emanujictho
z néj jako svétlo ze svétla a zustdvagjictho dpoodoios s nim, trebaZe zastinény.
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Nebo, chcete-li, protoZe nase spira mirabilis zustdvd pres vsechny zmény trvale
a stdle stejnd, muzZe byt pouzita jako symbol stdlosti a odolnosti; nebo nast
télesn€ schranky, kterd po vsech zméndch a dokonce smrti bude znovuzrozena;
takze, kdyby bylo mozno napodobit Archiméda, s potéSenim bych mél na svém
nahrobku spirdlu s epigrafem: Eadem numero mutata resurget [a¢ zménéna,
znovuzrodi se stejnd).

Délka oblouku cykloidy

Maloktera kiivka se v 17. stoleti tésila takové pozornosti jako cykloida. Cyk-
loida pat¥i mezi prvni kiivky, u kterych byla tispésné urcena jak délka oblouku,
tak i obsah obrazce ohrani¢eného celym jednim jejim obloukem. Bylo navic
ukézano, ze pravé cykloida je feSenim tilohy o tautochroné i brachystochroné.
Protoze byla pri¢inou vaznych sportt mezi pfednimi matematiky té doby, na-
zval ji Jean-Etienne Montucla (1725-1799), autor Histoire des mathématiques,
prvni vyznamné knihy o historii matematiky, ,jablkem svaru“ ([Mo], sv. 2,
s. 42).

V roce 1658 rozeslal Pascal anonymné francouzskym i zahrani¢nim mate-
matikiim okruzni listy s vyzvou k soutézi v feSeni problémii tykajicich se
vlastnosti cykloidy. Jeho listy se dostaly i do Anglie, odkud Pascal obdrzel
mimo soutéz dopis, o kterém pisSe o néco pozdéji ve své Histoire de la Roulette
([P], sv. 8, s. 204).

Mezi vsemi zprdvami tohoto druhu, které jsem obdrZel, neni krdsnéjsi nad
tu, jeZ byla posldna p. Wrenem, nebot vedle krdsného zpiisobu méreni plochy
uvddi porovndni celé krivky 1 jejich casti s rovnou ¢drou. Podle jeho tvrzent,
které zaslal bez dukazu, je linie cykloidy rovna ctyrndsobku své osy.

Christopher Wren (1632-1723) se do historie zapsal predeviim jako ar-
chitekt, matematice se vénoval spise okrajové. Rektifikaci cykloidy si vsak vy-
slouzil uznéni prednich matematikti své doby, at uz to byli Pascal ¢ Wallis
nebo pozdéji Newton, ktery Wrena spolu s Wallisem a Huygensem zaradil mezi
nejvyznamnéjsi geometry své doby ([N], s. 20).

Wrentv postup uverejnil Wallis roku 1659 ve svém Tractatus duo; jedna se
zajimavou ukéazku pouziti exhaustivni metody.

Kruznice k s pramérem AD = d je tvofici kruzmici cykloidy ¢ (obr. 13).
Sestrojime k ni dalsi dvé kruznice k1 a ko dotykajici se k v bodé A s pruméry
AM, resp. AC tak, aby usecka AD byla stfedni imérnou mezi tseckami AM
a AC. Pri tom musi byt splnéna podminka, Ze rozdil AC — AM = MC bude
roven danému X.

Reseni tohoto problému je ¢isté geometrické. Sestrojime tisecku DZ o délce
X kolmou k AD a kruZnici s se stfedem S uprostied tsecky DZ a polomérem
DS. Protoze AD je te¢nou kruznice s, plati AD? = AM' - AC’. Zvolime-li
AM = AM' a AC = AC’, bude AD : AM = AC : AD a MC bude rovno X,
jak je pozadovano.
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Obr. 13. Rektifikace oblouku cykloidy podle Wrena.

Na kruznici k£ nyni vyznac¢ime bod D; tak, aby platilo AD; = AM. Pruseciky
kruznic k; a ko s pfimkou AD; ozna¢ime M; a Cy. Podobné vyznac¢ime
bod Ds, pro ktery plati ADy; = AM; a oznacime My a Cs pruseéiky kruznic
k1 a ko s pfimkou ADy (délky tsec¢ek AD, AD;, AD,,... tak budou tvofit
geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = AM/AD). Oznaéime déle B
prusecik primky AD; se zdkladnou OD, By prusecik pfimky AD, s primkou
vedenou bodem D rovnobézné se zakladnou, atd. Podobné oznacime N
pruse¢ik rovnobézky vedené bodem D; s pfimkou AD, N; pruseéik piimky
AD; s rovnobézkou vedenou bodem D, atd.

Pilovitou lomenou ¢arou (polygonum serratum) vepsanou kruznici k& budeme
nazyvat lomenou ¢aru prochézejici body D, N, D1, N1, D, Ny, .... Pilovitou
lomenou ¢arou opsanou kruznici k& budeme nazyvat lomenou ¢aru prochazejici
bOdy D, Bl, Dl, BQ, e

Ukézeme nyni, ze délka kolmého tiseku vepsané ¢ary ND (znadeného také
jako NgDg) a sikmych tsektt D1 Ny, DoNs, ... je rovna dvojniasobku praméru
AD zmensSenému o DM, tedy ZSLO:O D,N, = 2AD — DM. Pro kazdé n > 0
ziejmé plati

MnNn - Dn—i—an—i-l) (5)

nebot AD, = dq"*, AM, = d¢"T' a AN, = dq"t2. Dale D,N,, = D, M, +
+M,N,, = 2D, M, — (D, M,, — M,,N,,) a tudiz

> DuN, =Y 2D, M, — Y (DnM, — M,N,). (6)
n=0 n=0 n=0

Prvni ¢len na pravé strané je (s ohledem na (5)) roven 2AD. Wallis dokazuje,
7e (YfeCeno modernim zptisobem) je-li a,, klesajici posloupnost a lim a,, = 0, pak
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> (an — ant1) = ai. Proto druhy é&len na pravé strané (6) je roven DM.
(Wallistiv/Wrentiv vysledek lze zapsat i takto: >_ D, N,, = > (dg" — d¢"*?) =
=d(1-¢*) 3 ¢"=d(l1+q).)

Podobnym zptisobem se ukaze, ze délka sikmych tisekil opsané ¢ary je rovna
dvojnasobku priméru AD zvétsenému o DC. Dané pulkruznici je tedy opséana
pilovita cara, ktera je delsi nez dvojnasobek praméru, a vepsana jinad podobna
Cara, ktera je kratsi nez polovina prumeéru, pfricemz rozdil délek obou car je
roven danému X.

Diikaz hlavniho tvrzeni, Ze oblouk OA cykloidy ¢ méa délku rovnou dvojna-
sobku priméru tvorici kruznice, se provede sporem. Tvofici kruznici vepiseme
a opiseme pilovitou ¢aru zptisobem popsanym vyse. Rovnobézku se zaklad-
nou prochéazejici bodem D; protdhneme az do jejiho pruseciku O; s cykloidou
a podobné sestrojime body O3, O3 atd. V kazdém bodé O, (n > 1) sestro-
jime teénu k cykloidé (jedna se o pfimku rovnobéznou s piimkou AD,,). Useky
tecen O, U, tvori pilovitou ¢iru opsanou cykloidé. Kazdym bodem O,, vedeme
dale rovnobézku s AD,,_,. Useky O, E,, téchto rovnobézek budou tvofit ¢aru
vepsanou cykloidé. S ohledem na rovnobéznost je zfejmé, ze sikmé tiseky cary
opsané cykloidé a ¢ary opsané kruznici maji stejnou délku; totéz plati i pro obé
vepsané Cary.

Obr. 14. Useky ¢ary opsané a vepsané cykloidé.

Pro kazdé n pfirozené plati O,U,, > O,,_10,, > O, E, (délka tseku ¢ary
opsané cykloidé je vétsi nez délka odpovidajiciho oblouku cykloidy a ten je delsi
ne7 ptisludny tsek vepsané ¢4ry). Situace je (bez indexil) rozkreslena na obr. 14.
Oblouku cykloidy mezi body O a O’ odpovida opsand ¢ara UQO’ a vepsané ¢ara
EO’. Usecka ON je ¢asti teény k cykloidé v bodé O a je rovnobézna s tseckou
EO'. Uhel LOFEOQ' je tupy a EO' < OO0’ < OO0'. 1 tihel LUON je tupy, takze
OV < UV atudiz UO’ > OV + VO’ > OO0’ (podle Archimédova postulatu).

Jak bylo ukdzano, délka Sikmych tsekti ¢ary opsané kruznici, které jsou
stejné dlouhé jako tseky Cary opsané cykloidé, presahuje dvojnasobek primeéru
tvofici kruznice o DC. Délka oblouku cykloidy mezi body O a A bude tedy
mensi nez délka ¢ary opsané tomuto oblouku, pficemz rozdil obou délek bude
mensi nez dané X. Rozdil délky oblouku a délky ¢ary vepsané bude rovnéz
mensi nez X. Protoze X bylo voleno libovolné, nemutze byt délka oblouku OA
ani vétsi ani mensi nez 2AD.
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Cykloida nebyla prvni rektifikovanou kfivkou, byla vSak prvni kfivkou,
jejiz rektifikace vstoupila diky Pascalové Histoire de la Roulette v obecnou
znamost. Jednim z matematiki, na které Wrentiv vysledek ucinil silny dojem,
byl Christiaan Huygens (1629-1695), jenz se s latinskou verzi Pascalovy prace
seznamil jiz na zacatku roku 1659. Svédéi o tom Huygensovy dopisy Slusovi,
Carcavimu, Wallisovi a van Schootenovi z ledna a tinora 1659 ([H], sv. 2, s. 313,
315-316, 329-330, 343). Wrenovym vysledkem byl zaujat natolik, Ze jej sdm
vlastnim zpiisobem odvodil ([H], sv. 14, s. 366-367).

Huygenstv postup je do znac¢né miry zaloZen na geometrické intuici. Jeho
odvozeni mu nicméné umoznilo hlubsi vhled do problematiky a znamenalo
dilezity predpoklad nalezeni dalsich vysledki, zejména pokud jde o evolutu
cykloidy ([Yo], s. 82).

Huygens nebyl jedinym, u koho uvefejnéni Wrenova vysledku podnitilo
zajem o rektifikaci cykloidy. Jiz v lednu 1659 poslal Huygensovi vlastni odvozeni
Claude Mylon (1618-1660) ([H], sv. 2, s. 335-336). Pascal sdm se v této
souvislosti zmifuje o Fermatovi a Robervalovi ([P], sv. 8, s. 204-205). Délka
oblouku byla tdajné jednim z prvnich vysledkl, které Roberval o cykloidé
odvodil (stalo by se tak tedy jiz mezi roky 1634 a 1638), neuvefejnil jej vSak
a jeho spis o cykloidé, obsahujici i odvozeni délky oblouku, vysel az roku 1693
([R], s. 274 a n.). Rektifikaci cykloidy se zabyval i Newton, ktery elegantni, ale
pomérné komplikovany Wrentv dikaz zjednodusil ([NM], sv. 2, s. 192-193).

Rektifikace a evoluty

Pro vyvoj evropského mysleni v 17. stoleti je charakteristicky proces mate-
matizace pfirodovédy, k némuz koncepéni ramec tvorila Descartova filosofie.
Sblizovani mechaniky a geometrie spolu se zdiraznénim praktické vyuzitelnosti
poznatkil jsou typické pro dilo Huygense. Huygens znal Descarta i jeho analy-
tickou geometrii, studoval v3ak i geometrii starych Reki, zabyval se mechanikou
a disponoval znacnou technickou invenci. Pro 17. stoleti je vsSak typicka
i Huygensova mala ochota publikovat metody a postupy, spojena s hajenim
vlastnich zasluh.

Huygensovo magnum opus Horologium oscillatorium, které bylo publikovano
roku 1673, obsahuje plody Huygensovy mnohaleté prace. Tteti ¢ast pojednéava
o vysledcich Huygensova vyzkumu délek kiivek a najdeme v ni i jeho vlastni
verzi historie prvnich rektifikaci. Vysoce v ni hodnoti Wrenovu praci, Neilav
prispévek naopak podcetiuje (coz vyvolalo rozhofc¢enou reakci Wallise hajicitho
prvenstvi svého krajana). Huygens vyzdvihuje také van Heurdetovu praci
a zdtraznuje i svdj vlastni podil.

Roku 1657 dospél Huygens ke dvéma vysledktim, které mély k proble-
matice rektifikace vztah. Prvnim byla souvislost mezi rektifikaci paraboly
a kvadraturou hyperboly, druhym pfevedeni obsahu parabolického konoidu
na obsah kruhu. S témito vysledky seznamil svého nékdejsiho ucitele van
Schootena, jehoz prostfednictvim se zprava o nich dostala i k van Heurédetovi
a udajné pro néj znamenala inspiraci pro jeho préaci o rektifikaci. Néktefi mo-
derni autofi tuto hypotézu prejimaji; dnes je vSak obtizné takové tvrzeni oveérit.
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Van Heurdetova prace méla nicméné obecny charakter a obsahovala prvni
z uvedenych Huygensovych poznatkt jako dtisledek. Huygens sdm na konci
50. let citil, Ze musi pfinést vyznamnéjsi vysledek, chce-li se rovnat Wrenovi
a van Heurdetovi ([Yo], s. 127). K tomu mu poskytl material jeho objev evolut.

Huygenstiv vhled do svéta geometrie mu umoznil pretvafet podnéty pricha-
zejici ze svéta mechaniky v geometrické teorie samostatného vyznamu. Usili
o konstrukci presnych kyvadlovych hodin pfivedla Huygense k problému, ktery
jej zaméstndval na konci 50. let: k problému izochronniho (tautochronniho)
kyvadla. Kyvadlo opisujici oblouk kruznice neni izochronni; doba kmitu zavisi
na poloze, v niz je zavazi uvolnéno. P1i hledani izochrony se Huygensovi nejprve
podafilo vyfesit pridruZzeny ,infiniteziméalni“ problém: vyjadiit zavislost doby
kmitu kyvadla na délce ramene pii dostatecné malé amplitudé, kdy lze zanedbat
odchylky od izochronniho pohybu. Tento vysledek jej poté dovedl k velkému
uspéchu, kterym byl objev izochronie cykloidy.

Ditikaz, ktery se pozdéji objevil v Horologiu oscillatoriu, mél Huygens se-
staven v zasadé jiz na konci roku 1659. Jeho odvozeni naznacuje jasné jeho
schopnost pouzivat infinitni metody a najdeme v ném i pouziti charakteristic-
kého trojuhelniku, ktery se stal pozdéji jednim ze zakladnich stavebnich prvki
Leibnizovy nové metody. Huygens si byl dobfe védom vyznamu svého objevu
a pripsal ke svému dukazu citdt z Ovidia: ,Velké véci, v néz predkid nevnikl
davtip“ ([Yo], s. 59-61).

P1i konstrukci izochronnich kyvadlovych hodin bylo tfeba umistit kyvadlo
(vldkno se zdvazim) mezi piekazky tvarované tak, aby se zavaZzi pohybovalo
po cykloidé. Regeni tohoto praktického problému piivedlo Huygense k dalsimu
vyznamnému geometrickému objevu: teorii evolut. Ukolem bylo k dané (pievra-
cené) cykloidé najit kiivku (tzv. evolutu), na kterou se mé vladkno navijet a jejiz
tecna v kazdém bodé bude kolma k dané cykloidé a jejiz oblouk bude mit délku
rovnou délce vlakna. Huygens mél v té dobé jiz hotov dikaz tvrzeni o délce
oblouku cykloidy, k némuz dospél jesté pred vydanim Tractatus duo, a rozpo-
znal, ze hledanou kfivkou je opét cykloida.

R

Obr. 15. Kyvadlo pohybujici se po cykloidé.

Ackoliv tento vysledek vyplynul z feSeni konkrétniho problému souvisejiciho
s pohybem kyvadla, nalezena technika méla obecny charakter. Huygens se
neomezil jen na hledani evoluty cykloidy; tutéz techniku, kombinujici infinite-
zimalni tvahy s algebraickym odvozenim, vyzkousel i na parabole a zjistil, ze
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evolutou paraboly je semikubickd parabola, jejiz latus rectum je rovno 27/16-
nasobku téze veli¢iny dané paraboly. Dalsi studovanou kiivkou byla elipsa a zda
se, ze Huygens jiz v této dobé (v roce 1659) odvodil obecny vztah, ktery je
obsazen v Horologiu oscillatoriu.
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Obr. 16. K odvozeni obecné rovnice pro evolutu.

V bodech B a F dané kiivky ABF (obr. 16) sestrojime normély, které budou
teCnami jeji evoluty v bodech B a D. Lezi-li body B a F dostate¢né blizko,
muzeme povazovat jejich prusecik G za bod jejich dotyku s evolutou, tedy bod
lezici na evoluté. Oblouk mezi body B a F' nahradime tseckou a z podobnosti
trojuhelniki BOG a M NG resp. BOF a HNF dostaneme rovnici

BG HN KL )
MG HL MN’

kterd umoznuje na zakladé vlastnosti k¥ivky ABF uréit bod G jeji evoluty.

Vyuziti evolut k rektifikaci bylo nasnadé. Vldkno odvijejici se z prekazky
ma stejnou délku jako oblouk k¥ivky, podle niz je prekazka vytvarovana. Huy-
gensovo odvozeni rovnice pro evolutu neni vlastné ni¢im jinym nez stanovenim
délky oblouku evoluty. Tvrzeni 11 z tieti ¢asti knihy Horologium oscillatorium,
které obsahuje odvozeni rovnice pro evolutu, spojuje pfimo jeji urceni s rekti-
fikaci:

Pro danou kfivku najit jinou kiivku, kterd popisuje danou kvivku jako svou
evolutu; a ukdzat, jak z kaZdé geometrické krivky mizZe byt nalezena jind krivka
stejn€ geometrickd. kterou je mozné poloZit rovnou usecce.
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Huygensova metoda se stala matematickym vyjadfenim praktického a pii-
mocarého feseni problému rektifikace.

Nova metoda

Autorka [Yo| cituje Huygenstv dopis, ktery odrazi rivalitu mezi nim
a van Heurdetem pii hledédni obecné metody rektifikace. , Troufam si tvrdit, Ze
tento objev uspokoji i velmi naro¢ného van Heuréeta; nebotf pro mne je zajisté
nejvybranéjsim ze vSech objevi, na které jsem kdy narazil,” pise Huygens van
Schootenovi (s. 130). Huygensova metoda byla v dané dobé efektivnéjsi, nebot
uaspésnost van Heuradetovy metody zavisela na schopnosti provést kvadraturu
pomocné kiivky. Ve van Heurdetové metod€ s jejim spojenim problematiky
tecen a kvadratur vsak mtizeme vidét zarodek obecného pravidla, které se stalo
zékladem nové metody — zékladni véty infinitezimalniho poctu.

Jméno skotského matematika Jamese Gregoryho (1638-1675) neni zdaleka
tak znamé jako jména Newtona a Leibnize; mysSlenky obsazené v jeho dile
z néj vsSak ¢ini jejich pfimého predchtidce. Jednu z prvnich verzi zékladni
véty infinitezimalniho poctu obsahuje spis Geometrie pars universalis, ktery
Gregory napsal v dobé svého pobytu v Italii v letech 1664-1668. Toto dilo
bylo zamysleno jako shrnuti, sjednoceni a zobecnéni vysledki dosazenych pii
feSeni problému kvadratur, rektifikaci, konstrukce tecen. Sdm Gregory pfipousti
v uvodu, ze vSechny predklddané vysledky nejsou jeho vlastni; jeho schopnost
najit obecnou zakonitost skrytou za jednotlivymi pfipady vSak ¢ini jeho dilo
origindlnim. Jeho dtkazy jsou vedeny v duchu Archimédovy (exhaustivni)
metody; Gregory se nevyhybd ani Cavalieriho metodé (indivisibilif), pfi¢emz
poukazuje na to, ze ji lze pfevést na pfedchozi zptisob. Obecné pravidlo
spojujici délku oblouku dané krivky s obsahem obrazce ohrani¢eného pomocnou
kiivkou je obsazeno ve druhém tvrzeni. Predpoklada se jednoduché, nezavinuta
(non sinuosa) kiivka, kterd mé v kazdém bodé teénu. Gregory, podobné jako
v citovaném pojednani Fermat, s jehoz dilem se v Italii rovnéz seznamil, pouziva
geometricky jazyk a dospiva k vysledku odpovidajicimu vzorci (1).

Vyvoj zakladi infinitezimalniho poctu zavrSili nezavisle na sobé Isaac
Newton (1643-1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) a otevieli tak
cestu k metodickému zkoumani problémt rektifikace, kvadratury a dalsich dloh
souvisejicich s vlastnostmi krivek.

Nové teorie byla poprvé predstavena v Leibnizové pojednani Nova methodus
pro mazimis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales
quantitates moratur et singulare pro illis calculi genus, které v roce 1684 prinesl
casopis Acta eruditorum. VSeobecné se soudi, Ze Newton dospél k hlavnim
vysledkim jiz na pielomu 60. a 70. let; tiskem je vSak publikoval az mnohem
pozdéji.

Prvni uéebnici infiniteziméalniho poétu napsal Guillaume Francois Antoine
markyz de 'Hospital (1661-1704). Kniha nesla nézev Analyse des infiniments
petits, pour l’intelligence des lignes courbes a vysla v roce 1696; na jejim obsahu
mél velky podil Johann Bernoulli, jehoz si I’'Hospital najal jako svého ucitele.
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Kniha byla obecné povazovana za prezentaci Leibnizovy nové metody. Jednim
ze zékladnich vychodisek byla pro I’Hospitala predstava kiivky jako lomené
¢ary tvofené nekoneéné mnoha nekoneéné malymi rovnymi Gseky ([LH], s. 3):

Krivka muZe byt povazZovdna za soubor nekonecné mnoha nekonecné krdtkyjch
rovnych car, nebo (coZ je totéZ) za lomenou cdru s nekoneéngm poctem
stran, z nichZ kaZdd md nekoneéné malou délku a které urcuji zakfiveni
prostrednictvim uhlu, jeZ sviraji mezi sebou navzdjem.

Ani vynikajici vysledky, které novd metoda pfindsela, nedokézaly uplné
rozptylit pochybnosti o legitimité jejich postupt. Kritikové infinitezimalniho
poctu poukazovali na logické nedostatky v jeho zékladech — na nejasné
a rozporuplné definice zakladnich pojmu a pfedev§im na problematicky pojem
nekonecné malé veli¢iny. Sami objevitelé nové metody si byli slabych mist své
teorie védomi, avsak vysledky zastinily potiebu jejich iplného vyjasnéni.

Nejznaméjsim odptircem nové metody se stal anglikdnsky biskup George
Berkeley (1685-1753). Jeho kritika jak Newtonovy, tak Leibnizovy teorie
obsazené ve spise The Analyst z roku 1734 byla zaloZena pouze na rozboru
jejich vnitini konzistence a vychazela z pozadavk na presnost, které nebyly
nijak nové. Berkeley poukazoval na to, zZe nekoneéné malé veli¢iny nejen nejsou
nutné, ale jsou dokonce v fadné budované teorii neptijatelné.

Pevné zaklady

Analyza v 18. stoleti na jedné strané pfinasela nové poznatky a nemalym
dilem prispéla k tspéchtim ptirodovédy, z nichz pramenil optimisticky pohled
na moznost raciondlniho porozuméni svétu, na druhé strané byla stale sil-
néji pocitovana existence slabych mist v jejich zédkladech. Tento stav ilustruje
Diderotova Encyclopédie (vychazela v letech 1751-1766), kterd méla predstavo-
vat souhrn lidského védéni v poloviné 18. stoleti. Koeditorem a autorem vétsiny
hesel z oblasti matematiky byl Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Heslo
LIMITE je pojato vcelku modernim zptisobem; na pfikladu kruznice s opsa-
nym a vepsanym pravidelnym mmnohothelnikem je ukazano, ze ackoliv lomené
¢ary tvorici obvody takovych mnohothelnikti nebudou nikdy stejné dlouhé
jako kruznice, 1ze jeji délku chapat jako limitu délek téchto lomenych car.
D’Alembert vSak toto pojeti dale nerozpracoval a stejné jako ostatni pouzival
jinak bézné nekonecné malé veliciny. Heslo RECTIFICATION bylo naproti tomu
viceméné prevzato z Chambersovy Cyclopedie, ktera byla pro francouzské en-
cyklopedisty inspiraci. Kfivka je zde vyslovné chapana jako lomena ¢ara tvorend
nekone¢né kratkymi tseckami s délkami /dz? + dy?.

Vybudovat novou teorii, ktera by dokazala totéz co infinitezimalni podet,
ale neobsahovala jeho slabiny a spliiovala pozadavky na piesnost odpovidajici
geometrii starjch Rekfi, se pokusil na pfelomu 18. a 19. stoleti Joseph-Louis
Lagrange (1736-1813). Jeho Théorie des fonctions analytiques vysla roku 1797
a obsahovala pojmy derivované a primitivni funkce, s jejichz pomoci byly
vyjadfovany operace derivovani a integrovani. Derivace funkce byla chipéana
jako koeficient u linearniho ¢lenu v mocninné fadé odpovidajici dané nekoneéné
hladké funkci.
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Lagrangeovo feSeni problému rektifikace oblouku konkavni kiivky, kterd je
grafem funkce f(z), se opird o Archimédiiv postulat ([L], sv. 9, s. 241 an.). Na
jeho zékladé Lagrange dokazuje, Ze délka oblouku mezi = a = + ¢ je ohranicena
délkami tsekd tecen v koncovych bodech oblouku mezi pfimkami x a = + 4,

neboli

WITP@P <l <ivVIT @t P
Oznadime-li p(z) = /1+[f'(2)]? a ®(x) délku kiivky, pak délka oblouku
D(x + 1) — ®(z) = ip(z) —ip(z + i). Odtud plyne ®'(z) = p(x) a k nalezeni
délky oblouku kfivky tedy potfebujeme najit primitivni funkci k funkci
o(x) = 4/1+4 [f(x)]?. Hodnotu integra¢ni konstanty uréime z podminky, Ze
®(x) = 0 v poc¢ateénim bodé oblouku.

Lagrangeova teorie analytickych funkci predstavovala pokus o vybudovani
analyzy na algebraickém zékladé a v analyze ,urcovala tén“ zhruba po dobu
dvou desetileti na pfelomu 18. a 19. stoleti. Pojeti blizké Lagrangeovu se obje-
vuje rovnéZz v kompendiu poznatki z diferencidlniho a integralniho po¢tu Traité
du calcul différentiel et du calcul intégral (1797-8), jehoZ autorem byl Silvestre
Francois Lacroix (1765-1843). Lacroix pfevzal Lagrangetv formalismus, ale
prilezitostné pouzivda i pojem limity. Pfi dikazu, ze limita poméru délky
oblouku konkavni kiivky a délky tétivy vedené koncovymi body oblouku
je rovna jedné, blizi-li se prirtistek nezavisle proménné nule, voli Lacroix
yhejanalyti¢tdisi zplisob®: pouziva Taylorovu vétu a rovnéz, byt ne vyslovng,
Archiméduv postulat.

V prvni poloving 19. stoleti zacala byt stéle vice pocitovana potifeba
prebudovat analjzu na spolehlivych zakladech, na aritmetickych pojmech
a bez odkazli na geometrickou intuici. Usili o pieformulovani zakladt analyzy
je v tomto obdobi spojeno predevsim se jménem Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857). V Lagrangeové i Lacroixové dile miZeme zaznamenat posun
v chapani pojmu funkce smérem k modernimu pojeti. Pojem funkce prestava
byt spojovan s algebraickym vyrazem, pfipousti se i funkce definované pomoci
mocninné fady nebo funkce, pro které neni exlicitni pfedpis zndm. Cauchyho
Cours d’analyse de I’Ecole royale polytechnique z roku 1821 se od zminénych
praci jeho pfedchtidcti vyznamné lisi predevsim v odlisném chapani spojitosti
funkce. Negeometricky piistup vyzadoval také nové pojeti ¢isla.

Cauchyho nova analyza rozvijend dale ve spise Lecons sur les applications
du calcul infinitésimal a la géométrie byla zaloZena na zdluraznéni limity pro
definovani derivaci a integrali. Radikalni zménou ve srovnani s ustalenou praxi
byla Cauchyova definice integralu jako limity posloupnosti integralnich souctii.

Urcenim diferencidlu oblouku kfivky a problémem rektifikace se Cauchy
zabyva v dile Lecons sur les applications du calcul infinitésimal a la géométrie.
Myslenkové je Cauchyho odvozeni podobné Lacroixovu, pfedpoklada se spojita
konkavni kiivka a alespoinl implicitné je pfi postupu pouzit i Archimédav
postulat; vychézi zndmy transformadni vzorecek ds = /1 + (y')? dx, kde ¢/ je
derivace chapand ve smyslu limity diferen¢nich podili.

Vétsi pozornost nez Cauchy vénoval problému rektifikace horlivy berlinsky
stoupenec nové analyzy Enne Heeren Dirksen (1788-1850). V pojednani Uber
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die Anwendung der Analysis auf die Rectification der Curven, die Quadratur
der Flachen und die Cubatur der Kérper si Dirksen polozil otazku, zda obvykly
postup urceni diferencidlu a nasledné primitivni funkce vyjadiujici délku je
spravny a jaké je v teorii rektifikace misto Archimédova postulatu. Nahradil
Archimédtv postulat definici délky kiivky, kterd stavi na znamém pojmu délky
usecky a na integralu jako limité integralnich soucta.

Oblouk (prostorové) kiivky s koncovymi body A a B rozdélime soustavou
n + 1 ekvidistantnich rovnobéznych rovin tak, aby prvni a posledni prochéazely
koncovymi body oblouku. Priseciky kiivky M;,i = 0,...,n s rovinami spojime
tseckami, které dohromady budou tvorit lomenou ¢aru délky

n—1
L, = Z M; M.
1=0
Cislo
L= lim L,

n—oo
pak nazyvame délkou oblouku AB.

Bernard Bolzano (1781-1848) byl ke studiu zékladd analyzy veden spise
filosofickymi pohnutkami. Uvédomoval si moZzné jasnéji nez kdokoliv z jeho
soucasniki, jaka jsou slaba mista tehdejsi analyzy a jaké postupy je treba
volit, aby teorie z prisné logického hlediska obstala. V roce 1817 Bolzano
publikoval vedle zndmého pojednani Rhein analytischer Beweis také spis Die
drey Probleme der Rectification, der Complanation und der Cubirung, v némz
se pokusil o obecné feseni problému rektifikace nejen bez pouziti nekonecné
malych veli¢in, ale i bez Archimédova postulatu.

Bolzano se ve své teorii rektifikace nechtél opirat o nic jiného nez o Taylorovu
vétu. Uvazuje jednoduchou rovinnou k¥ivku popsanou rovnici y = f(x);
hledand délka kiivky je déna rovnici y = F(z). Pfirastku Az pak bude
odpovidat pfirtstek délky F (;E—!—Aas) — F(x), ktery lze vyjadfit podle Taylorovy
dF(m)_’_Ag: d? F(z) +.

véty rozvojem Ax( ..). Tento vyraz vyjadiuje délku oblouku
odpovidajiciho ﬁsecce Az a Je uréen hodnotami f(x + mAz), kdyz za m
dosadime ,vSechny myslitelné vlastni zlomky nebo 0 nebo 1“. Bolzano dale
ukazuje, Ze hodnoty F(z + Az) — F(z) jsou uréeny pouze hodnotami vyrazu
f(@ +mAz) - f(2).

Stoji-li pro dvé nebo vice kiivek vyraz f(z + Az) — f(x) k Az ve stejném
poméru a navic podil W nabyva stejnych hodnot pro kazdé vyse
uvedené m, pak oblouky téchto kfivek odpovidajici Az jsou podobné a z teorie
podobnosti plyne, Ze rovnéz F(x + Axz) — F(z) jsou k Az ve stejném poméru.

F(z+Az)—f(x) (z+mAz)—f(z)
Ax

Vyraz tak zavisi pouze na hodnotéach ! —r” pro vyse

uvedend m.
Uvazujme déle dvé kiivky popsané rovnicemi y = f(z) a y = ¢(z). Funkce

F(z) resp. ®(x) vyjadiujici jejich délku bude podle Bolzana nepochybné mozné
dF (z) d<I>(z)

dx
a musi byt z nich odvoditelné stejnym zpusobem

z funkci f(x) resp. ¢(x) odvodit stejnym zptsobem. Funkce

df (z)  de(z)
dx dz

a jsou

ale urceny pouze
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Dobova kritika vytykala Bolzanovi, ze jeho diikazy nejsou diitkazy v mate-
matickém slova smyslu, ale Ze jsou promichany s diskurzivni vyplni pfipoustéjici
pochybnosti. Z hlediska moderni analyzy bylo problematické Bolzanovo prifa-
zeni néjakého cisla kazdému oblouku kiivky. O vice nez pulstoleti pozdéji
se Bolzanovou praci zabyval Otto Stolz [St] a upozornil, Ze problematicky
predpoklad moZnosti rozvinuti funkce F(x) neni nutny, nebot by stacilo

dF

pfedpokladdat existenci 7.

Zajimavéjsi nez jeho feseni problému rektifikace bylo z hlediska dalsiho
vyvoje matematiky Bolzanovo vymezeni pojmu kfivky, plochy a télesa, které
pritom nebylo, jak Bolzano sdm poznamenava, pro reseni uvazovaného prob-
lému potfeba. Bolzanovy myslenky tykajici se souvislosti a dimenze predbéhly
asili o definovani téchto pojmu z hlediska teorie mnozin a topologie.

Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872) se zabyval otédzkou rektifikace
ve druhém svazku dila Des méthods dans les sciences de raisonnement, ktery
vySel v roce 1866. Duhamel si uvédomoval nemoznost srovavat oblouky riznych
kfivek, pfipadné oblouky s tiseckami geometrickymi prostiedky a podava zcela
moderné znéjici definici délky oblouku ([Du], s. 412).

Délkou oblouku krivky je definovdana jako limita, k niZ se blizi délka lomené
cary vepsané danému oblouku, kdyz se délky stran lomené cdry vesmeés blizi
nule.

Aby tato definice méla smysl, dokazuje Duhamel, Ze tato limita existuje
a je jednoznacné urcena bez ohledu na to, jakym zptisobem je déleni vepsané
lomené ¢ary realizovano.

ZAavér

Duhamelova teorie rektifikace ma v podstaté stejnou podobu, v jaké se
dnes rektifikace prednasi studentim v zakladnim kursu integralniho poctu.
Plvodné intuitivné samoziejmé tloha prifazeni délky kfivce a jeji stanoveni
pomoci integralu (1) byla obricena: délkou kiivky byl nazvan pravé integral,
ktery dfive byl pouze prostfedkem pro jeji stanoveni. Historie rektifikace
ovSem Duhamelem nekond¢i. Zprvu nebylo mnoho pozornosti vénovano otazkam
platnosti vzorce (1) a existence integralu v ném obsazeného. Dalsi pokrok pfi
feSeni téchto otazek byl podminén formulovanim obecnéjsi teorie integralu.

S hledanim podminek rektifikovatelnosti ziskala dulezitost i otdzka nerekti-
fikovatelnjch kiivek. Usili vyjadiit v analogii k méfeni délky rektifikovatelné
kiivky néjakym zptisobem, , jakou ¢ast prostoru“ krivka zaujima, vedl k poj-
mum linedrni miry a neceloc¢iselné dimenze.
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