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Matematicka tabulka A 24195 (lic)



MATEMATIKA VE STARE MEZOPOTAMII

PRAMENY.

Z velk¢ho mnozstvi mezopotamskych tabulek, které jsou ulozeny na rade
mist na svété, je jen mald ¢ast prostudovana. Tabulek s matematickymi alohami
bylo proteno a rozludténo jen asi 400. Matematické vypodéty jsou vsak i na
tabulkdch, které obsahuji i jiné texty, zejinéna hospodaiské.

Jednim z prvnich asyrologh, ktery si poviiml i matematickyeh texti,
byl E. Hincks. V padesitych letech 19. stoleti studoval v Britském muzen
texty vztahujici se k asyrské epose, které obsahovaly astronomické tabulky.
Ukdzal, 7e jejich spravné pochopeni je mozné, kdyz zapsand ¢isla budeme éist
v Sedesatkové soustave.

Ve stejné dobé vedl W. K. Loftus vykopavky v Senkeraku, kde nalezl
starobylé sumerské mésto Larsa. Mezl mnozstvim tabulek objevil dve ¢isté
matematické ze starobabylénského obdobi. Tyto tabulky publikoval roku 1875
H. C. Rawlinson, ktery potvrdil, Ze ¢isla jsou psiana v Sedesiatkové soustave,

V letech 1894 az 1895 objevila francouzskd expedice obrovsky archiv ve
starosumerské Lagadi,?® ktery obsahoval mimo jiné i hospodafské zdpisy, pliny,
vvpolty obsahi poli apod. Nékteré z téchto textt byly rozlustény zasluhou
M. V. Nikolskiho (1848-1915).

V letech 1898 az 1900 nasla americkd expedice z Pensylvanie mésto Nippur
s obrovskou knihovnou. Roku 1906 byly publikovany matematické tabulky
z Nippuru obsahujici soubory tabulek pro ndsobeni a déleni a tabulky druhych
a tfetich mocnin. Na pocdtku 20. stoleti bylo v Nippuru objeveno vice nez 80
matematickych tabulek a o néco pozdéji asi 50 matematickych tabulek ve mésté
Kis. Nasledovaly dalsi objevy.

Az do roku 1916 nejevili asyrologové velky zdjem o tabulky s matematickym
obsahem. V roce 1916 vSak némecti badatelé E. F. Weidner, H. Zimmern
a A. Ungnad ¢astecné desifrovali geometrické tabulky v Berlinském a Britském
muzeu. Tehdy byla poprvé ocenéna Grovenl mezopotimské matematiky.

Pfi studiu narazili badatelé na zna¢né problémy terminologické. Problémy
vyplyvaly téz z poskozeni tabulek, i z toho, ze chybéjici podminky v zadani iloh
¢asto zcela znemoziuji jejich vyklad. PotiZze pii studiu matematickych tabulek
Casto souvisely s tim, Ze badatelé nebyli matematici.

Roku 1922 publikoval C. J. Gadd rozlustény text z kolekce Britského muzea,
ktery obsahoval soubor piikladd na vypocet obsahlG geometrickych utvard,
chybéla vsak fedeni i vysledky. Jeho pfeklad vyvolal fadu pochybnosti, probudil
viak zdjem o matematické tabulky.

O 3est let pozdé&ji vydal C. Frank pieklad fady matematickych tabulek
z kolekce muzea ve Strasburku. Nékteré tdlohy prelozil uplné, nékteré jen
¢asteéné, pieklady nékterych viak nezvladnul.

29 Jde o archiv I1. dynastie Uru.
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Pro poznani mezopotdmské matematiky udélal velmi mnoho némecky ma-
tematik a historik Oskar Neugebauer (1899-1990). Od roku 1927 piekladal kli-
nopisné texty uloZené v riznych muzeich v Evropé. Své prvni prace publikoval
uz v roce 1929.

Ve tficatych letech 20. stoleti byla rozpracovdna terminologie matematic-
kych texti, coZ zrychlilo a usnadnilo dalsi studium. V letech 1935 az 1937 Neu-
gebauer vydal své stézejni trojsvazkové dilo Mathematische Keilschrift-Texte,
v némz publikoval matematické klinopisné texty asi 250 tabulek. Jeho mono-
grafie obsahuje fotografie 1 prekresleni nékterych tabulek, jejich transliteraci,
némecky pieklad a jazykovy i matematicky rozbor. Neugebauer rozlustil vice
nez 500 matematickych dloh. Jeho prace vyvolala velky zdjem o starobylou
matematiku.

Nékteré jeho preklady, rozbory a interpretace byly pozdéji opraveny ¢i
upfesnény.30

Ve tiicatych letech intenzivné studovali starobabylénskou matematiku né-
mecky matematik K. Vogel (1888-1985), Ameri¢an S. Gandz, Ital E. Borto-
lotti (1866-1947) a Francouz F. Thureau-Dangin. Posledné jmenovany v roce
1938 publikoval v Leidenu dali kolekci matematickych texti; jeho monografie
je nazvana Texts mathématiques Babyloniens.

Béhem druhé svétové valky Neugebauer emigroval do USA, kde pak spo-
lupracoval s A. Sachsem; studovali kolekci tabulek uloZzenou na Yale Univer-
sity. V roce 1945 vydali obsahlou publikaci nazvanou Mathematical Cuneiform
lek, jejich transliteraci a anglicky preklad. Zverejnéno je zde asi 1040 priklada.

V letech 1950 az 1951 publikoval Ird¢an Taha Baqir 11 textd bohatych na
Glohy, které byly ulozeny v Irdckém muzeu v Bagdadu. Koncemn padesatych
let pracoval na prckladech matematickych tabulek uloZenych v Ermitazi
A. A. Vajman, jeho price vyvrcholila v roce 1961 vydanim monografie Sumero-
vavilonskaja matematika.

Roku 1961 vydali E. M. Bruins (1909-1990) a M. Rutten monografii
Teates mathématiques de Suse obsahujici francouzské preklady a rozbory nove
objevenych matematickych tabulek.

Na zdaklade vsech téchito poznatkil byly v padesatych a Sedesatych letech
20. stolet! vydavany monografie, které popisovaly {iroven sumerské, staroba-
byvlonské a novobabylénské matematiky, a specialni ¢asopisecké védecké prace.
Jejich autory byli hlavne E. M. Bruins, A. E. Rajk, I. N. Vesclovskij, K. Vogel,
M. Ja. Vygodskij (1898-1965) a B. L. van der Waerden (1903-1996).

Specialul ¢lanky o matematice v Mezopotamii se objevovaly a dodnes obje-
vujl napf. v casopisech Altorientalische Forschungen, American Mathematical
Monthly, Archives for History of Exact Sciences, Centaurus, Historia Mathe-
matica, Istoriko-matematiceskie issledovanija Journal of Cuneiform Studies,
Journal of Near Eastern Studies, Physis, Sumer, Zeitschrift fiir Assyrologie.

Jejich autofi hlavné reaguji na nejnovéjsi objevy; rovnéz se vdak vraceji
k otazkam, které byly jiz feSeny, a predkladaji nové interpretace.

30 Opravy provadsli napf. C. Ja. Lur’je, E. M. Bruins, B. L. van der Waerden.
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Vzhledem k tomu, Ze jen velmi mala éist mezopotamskyeh tabulek byla
zatim preloZena a prostudovdna a navic je mozno occkivat dalsi objevy pii
vykopdvkach, mize dojit k dalsim. velmi pickvapujiciin objeviim o charakteru
a Grovni matematiky ve staré Mezopotdamii.

Na zavér uvedme prehled muzei a knihoven, v nichz jsou ulozeny vyznamné
kolekce matematiclkych tabulek.

o British Museumn (Departinent of Egvptian and Babylonian Antiquities),
Londyn, Velkd Britdnic -- tabulky jsou oznac¢eny pismeny BM. resp. Bu,
resp. Rin, za nimiz ndsleduje ¢islo, vyjimecne jen éslem.

o Musées Royaux du Cinquintenaire, Brusel, Belgie tabulky Jsou
oznaceny pismenem O, za nimz nasleduje ¢islo.

o Staatliche Muscen (Vorderasiatische Abteilung), Berlin, Nemecko
tabulky jsou oznaceny pismeny Vat, za nimiz naslednje ¢islo.

¢ Bibliothéque Nationale et Universitaire de Strasbourg, Strasburk, Fran-
cie - tabulky jsou oznaceny zkratkou Strassbg., za niz nasleduje ¢islo.

o Sammlung Bohl, Leyden, Nizozemsko - tabulky jsou oznaceny slovem
Bohl, za nimZ nasleduje ¢islo.

e Musée du Louvre (Département des Antiquités Orientales), Pafiz,
Francie - tabulky jsou vétSinou oznaceny pismeny AQ, za nimiz
nasleduje ¢islo (nékteré vsak i pismeny (AO)S, RA nebo slovemn Syria
a Cislem).

e Ashmolean-Muscumm (The Herbert Weld Collection), Oxford, Velka
Britdnie - tabulky jsou oznaceny pismenem W a dslem.

e Musées d’Antiquités, Istanbul, Turecko - tabulky jsou oznaceny pis-
meny Ist.Ni, Ist.O, Ist.S, Ist. A, Ist. T a cislem.

o Yale Babylonian Collection, Yale University, New Haven, USA
tabulky jsou oznaéeny symbolem YBC, resp. NBC, resp. A a ¢islem.

¢ J. Pierpont Morgan Library Collection, New Haven, USA - tabulky jsou
dnes ulozeny rovnéz na Yale University, jsou oznaceny pismeny MLC
a Cislem.

e Archaelogical Museum of the University of Pennsylvania, USA -
tabulky jsou znafeny pismeny CBM, resp. CBS, za nimiz nasleduje
¢islo.

¢ Royal Ontario Museum of Archaeology, Toronto, Kanada -- tabulky jsou
oznaceny pismeny ROMA a ¢islem.

V této knize je pozornost vénovana zejména tabulkdm uloZenym v Londyné
(tabulky znatené MB), Berling (Vat), Strasburku (Strassbg.), Patizi (AO)
a USA (YBC, NBC, A a MLC).



204

(Bal]
[Ba2]
[Ba3]

[BR]
(Fr]

[Fri1]
[Fri2)
[Gal]
[Ga2]
(Gol

{Ho1]
(Ho2)

(Hes3)

[Hod]
{Je]

N1

[N2]

[NS)

[RFR]

[Rol]

[Ro2]
[So]

[Td1]

LITERATURA

Bagir Taha, An important mathematical problem-text from Teil-Harmal, Sumer 6
(1950), 39-54, 130-148.

Baqir Taha, Some more mathematical texts from Tell-Harmal, Sumer 7 (1951), 28-
45.

Baqir Taha, Foreword (Tel Dhiba’i: New Mathematical Texts), Sumer 18 (1962),
11-14.

Bruins E. M., Rutten M., Textes mathématiques de Suse, Paul Geuthner, Paris, 1961.
Frank C., Straflburger Keilschrifttezte tn sumertischer und babylonischer Sprache,
Walter de Gruyter, Berlin und Leipzig, 1928.

Friberg J., The Early Roots of Babylonian Mathematics I1I: Three Remarkable Texts
from Ancient Ebla, Vicino Oriente 6 (1986), 3-25.

Friberg J., Mathematik, in Reallezikon der Assyriologie und Vorderasiatischen
Archéologie, VIi, 531-585, de Gruyter, Berlin and New York, 1990.

Gandz S., Studies in Babylonian Mathematics 1. Indeterminate Analysis in Babylo-
nian Mathematics, Osiris 8 (1948), 12-40.

Gandz S., Studies in Babylonian Mathematics 1. Conflicting Interpretations of
Babylonian Mathematics, Isis 31 (1939), 405-425.

Goetze A., A Mathematical Compendium from Tell Harmal, Sumer 7 (1951), 126~
155.

Heyrup J., Mathematical Susa Texts VII and VIII. A Reinterpretation, Altorienta-
lische Forschungen 20 (1993), 245-260.

llgyrup J., Changing Trends in the Historiography of Mesopotamian Mathematics:
An Insider’s View, llistory of Science 34 (1996), 1-32.

Heyrup J., The Finer Structure of the Old Babylonian Mathematical Corpus. Ele-
ments of Classification, with some Results, in J. Marzahn, H. Neumann (eds.): Assy-
riologica et Semitica. Festschrift fiir Joachim Oelsner anliflich seines 65. Geburt-
stages an 18. Februar 1997, 117-177, (Altes Orient und Altes Testament, 252), Ugarit
Verlag, Milnster, 2000.

Heyrup J., Lengths, Widths, Surfaces. A portrait of Old Babylonian Algebra and Iis
Kin, Springer, New York, 2002.

Jestin R., Tablettes sumériennes de Shuruppak conservées au Musée de Stamboul,
Mémoires de 'Institut Frangais d’Archéologie de Stambul, Boccard, Paris, 1937.
Neugebauer O., Mathematische Keilschrift-Texte, Verlag von Julius Springer, Berlin,
1935 (erster und zweiter Teil), 1937 (dritter Teil), reprint Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, 1973.

Neugebauer O., Vorlesungen diber Geschichte der Antiken Mathematischen Wissen-
schaften, Erster Band. Vorgriechische Mathemnatik, Verlag von Julius Springer,
Berlin, 1934.

Neugebauer O., Sachs A, Mathematical Cuneiform Tezts, American Oriental Society
and the American Schools of Oriental Research, New Haven, Connecticut, 1945,
reprint, Harrassowitz, 1986.

al-Rawi, Farouk N. II., Roaf M., The Old Babylonian Mathematical Problems Text
from Tell Haddad, Himrin, Sumer 43 (1984), 195-218.

Robson E., Mesopotamian Mathematics 2100- 1600 BC. Technical Constanls in
Bureaucracy and Education, Oxford Editions of Cuneiform Texts, Clarendon Press,
Oxford, 1999.

Robson E., Mathematical Cuneiform Tablets in Philadelphia, Part I: Problems and
Calculations, SCIAMUS 1 (2000), 11-48.

von Soden W., Zu den mathematischen Aufgabentezten vom Tell Harmal, Sumer 8
(1952), 49-56.

Thureau-Dangin F., Texts mathématiques Babyloniens, Brill, Leiden, 1938.



[Td2)
[Val]
[Va2]
[Va3)

[Vol]
[Vo2]

vyl

205

Thureau-Dangin F., Tablettes d’Urukd l’'usage des préires du Temple d’Anu au temps
des Séleucides, Paris, 1922.

Vajman A. A., Sumero-vavilonskaja matematika II1.-1. tysjaceletija do n. e., lzda-
tel’stvo vosto&noj iiteratury, Moskva, 1961.

Vajman A. A., Vavilonskie ¢&isla, Istoriko-matematiteskie issledovanija 10 (1957),
587-594.

Vajman A. A., Vavilonskie geometrideskie risunki prostranstvennych figur, Istoriko-
matematifeskie issledovanija 13 (1960), 379-382.
Vogel K., Vorgriechische Mathematik, Wiirzburg, 1958-1959.

Vogel K., Ist die babylonische Mathematik sumerisch oder akkadisch?, Mathema-
tische Nachrichten 18 (1958), 377-382.

Vygodskij M. Ja., Arifmetika 1 algebra v drevném mire, Nauka, Moskva, 1967.

WWW STRANKY

[WWW] http://it.stlawu.edu/~ dmelvill/mesomath.

,Babylénské véz“ podle Pietra Brueghela



Babylénsky plan poli

s ¢iselnymi znaky vyjadfujicimi miry jednotlivych &asti



207

ZAPIS CISEL.

V této kapitole se pokusime strucné popsat znacné komplikovany vivoj
zéapisu &isel v Mezopotdmii v priib¢hu vice nez péti tisic let. Zddraznéme viak,
ze v riznych dobéch existovalo v jednotlivych oblastech Mezopotaniie nékolik
odli$nych zépish Cisel a Ze v nasledujicim textu popiseme jen ty nejdlezitéjsi
z nich.

Prehistorie.

V osmém tisicilet! pf. n. l. se na Blizkém Vychodé objevily malé hlinéné
geometrické ,modely“ (kuzele, koule, vilce apod.), tzv. tokens, které byly prav-
dépodobné pouzivany k ,zdznamu® mnozstvi hlavnich zemédélskych komodit
(obili, ovoce, olej, ovce apod.). Tokens vznikaly v dobé, kdy primitivni lidé pfe-
chézeli od lovu a sbéru k zemédélstvi. Jejicli vyznain jako davnych pfedchiidcei
,zapist® ¢isel vysvétlil v sedmdesatych letech 20. stoleti D. Schmandt-Besserat;
béhem nésledujicich dvaceti let pak byla v fadé praci rozvinuta bohaté teorie
o puvodu a vyznamu tokens (viz napf. [Da], [DE], {En], [SB] a [Sw]).

Specificky tvar (a pozdé&ji jeho otisk) reprezentoval uréité mnozstvi néjaké
plodiny. Napfiklad kuZel odpovidal malému mnozstvi obili a koule velkému
mnozstvi. Geometricky objekt byl pfitom pevné spjat s pocitanou kvalitou
(napf. jednotka mnozstvi obill), zdznam byl aditivni, napt. tii jednotky obili
byly reprezentovany tfemi hlinénymi modely pfislu§ného tvaru.

S rozvojem mést do$lo k rozvoji femesel, zemcédélstvi 1 obchodu, coz se od-
razilo i v tokens. Objevily se nové tvary, komplikovandjsi design (vroubkovéni,
dirky, ¢arky apod.), probihala standardizace tvari tokens a jejich pouzivani.
Zd4 se, 7e zachycovani poctu pomoci tokens bylo uzivano €astéji nez primitivni
zdznamy mnoZstvi nap¥. pomoci vrubi apod.

Kolekce tokens byly uchovdvany v klasternich komplexech, palacich a archi-
vech; slouzily k zdznamu minulé ¢ budouci obchodni transakee, dluhu, dani
apod. Do dnesnich dnt se dochovaly dva druhy takovych ,zdpisi®.

Prvni obsahoval tzv. ,ostré tokens® s dirkami, kterymi sc protahoval
provazek. Na provazek se navléklo patiiéné mnozstvi tokens, vie se zavazalo
a konce provazku se piipevnily k pevinému kusu hliny, tzv. bullac, ktery
se pohodiné vegel do dlané. Bullae se opatfily peceti (1j. otiskem pecetniho
valecku) tak, aby kazdy pokus zménit pocet nebo tvar tokens byl mozny jen
pfi porudeni peceti.

Druhy zéapis vyuzivajici ,obalku* byl podstatné vyznamnéjsi pro vyvoj
matematiky. , Tokens“ se ukladaly do piipravenych hlintnych obalek, které
se nejprve uzaviely a uzavér se pak opatfil peceti. Hlinénd obdlka vSak byla
Jneprithledna®; jediny zptsob, jak zjistit, jakou informaci obsahuje, by bylo
rozbiti obalky a tim i porugeni pefeti. Tento problém byl vyfeSen tim, Ze se na
vnéjsi strané obalky pred jejim uzavienim otiskly do hliny vSechn- ukladané
tokens. Odtud byl jiz jen krii¢ek k prvnimu opravdovému zapisu Cisel.
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Nepoziéni systém.

Na pfelomu ¢&tvrtého a tretiho tisicileti se v Mezopotamii objevil aditivni
nepoziéni zapis &isel, ktery pravdépodobné vyZel z ,,obalkové metody“ uZivané
u tokens. Je zajimavé, Ze nevznikl systém s nékolika mélo jednoduchymi znaky,
ale nékolik systému s riznymi znaky pro jednotky a riznymi vztahy mezi nimi.
Dodnes bylo objeveno a rozlusténo Sedesat odlisnych ¢iselnych znaki, které lze
rozdélit do dvanacti samostatnych systémil.

Byla uzZivana napf. tato soustava: jednotka byla zaznamendvana jako otisk
malého kuzele, deset malych kuZelli byl jeden maly kruh, $est malych kruht
byl jeden velky kuzel, deset velkych kuZeli byl jeden velky kuZel s kruhem
uvnitk, Sest velkych kuzeld s kruhem uvnitf byl jeden velky kruh, deset velkych
kruhi byl jeden velky kruh s malym kruhem uvnitf. V této soustavé, ktera byla
zaloZena na kombinaci dvou soustav o zakladech 10 a 6, se obyéejné zapisovala
¢isla od 1 do 360 000.

Jiny systém, tzv. biseragesimalni, nejcastéji zachycoval ¢isla od 1 do 7200
(uzival faktory 10, 6, 2, 10 a 6).

Obili bylo nékdy méfeno v systému s faktory 5, 10, 3 a 10; obvykle zachycoval
tisla od 1 do 1500.

Vétsina systémi pouzivala kombinaci dvou znaki (otisk kuZele a otisk koule
nebo snad valce, tj. klinek a kruh), které byly snadno ¢itelné a reprodukova-
telné.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny znaky uZivané pro zapis Cisel ve tfetim

tisicileti pf. n. 1. v Uruku. Jde o jeden z nejstarsich dochovanych zépisi ¢isel
vibec.

1 10 60 600 3600 36000

D o DI |O| ® ©

Na dalsim obrazku jsou dvé tabulky, které pochdzeji z Uruku z tfetiho
tisicileti pf. n. l. Je na nich zachycen sumersky zapis &isel.

Prohlédneme-li si dobfe prvni tabulku (horni dva obdélniky), muZeme
identifikovat zapis Cisla

698 =1-600+1-60+3-10+8-1

(v levém hornim obdélniku je jeden znak pro 600, jeden znak pro 60, tfi znaky
pro 10; pravy horni obdélnik obsahuje osm znaki pro 1).

Na druhé tabulce lze identifikovat zapis &isla

3750=1-3600+2-60+3-10
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(v levém hornim obdélniku je jeden znak pro 3600, dva znaky pro 60 a tii
znaky pro 10).

Peclivym studiem tabulek bylo zji$téno, ze znaky vznikaly vtlacenim vhod-
ného ,vzoru“ do mé&kké hliny. Pro rizné rady byly pouzivany stejné tvary,
znaky se v3ak ligily velikosti (napf. 1 a 60, 10 a 3 600).

Uvedme pro zajimavost jesté jeden piiklad. Na nasledujicich dvou obrézcich
jsou prekresleny tabulka 50 a tabulka 671 (lic a rub), jejichZ origindly jsou
dnes ulozeny v muzeu v Istanbulu. Pochézeji asi z poloviny tfetiho tisicilet,
byly nalezeny v Shuruppaku (adoli Eufratu jizné od Bagdadu).

N

& ooODD
poD
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Prohlédneme-li si dobfe levou &ast tabulky 50 a lic tabulky 671, zjistime, Ze
se na nich objevuji stejné znaky.! Na tabulk4ch je stejna aloha:

Mad se rozdélit zndmé mnoZstvi obili [sypka) mezi nezndmy pocet mui tak,
aby kaZdy dostal 7 sila obili.

Postup Feseni uveden neni, v pravé horni &asti tabulky 50 je zapsan vysledek
164571 =4-36000+5-3600+4-600+2-60+5-10+1-1

a v pravé dolni ¢asti je poznamenano: zbude 3 sila obili.

Vysledek je spravny. Z hospodarskych zdznami znadme vztah mezi jednotkou
sypka a sila:

1 sypka = 2400 gur 1 gur = 480 sila .

Jedna sypka pfedstavuje 2400 - 480 sila, tj. 1152000 sila. Uvedeny vysledek
tedy ziskame, kdyZ &islo 1152000 vydélime sedmi (3 sila je zbytek).
Na rubu tabulky 671 je vsak zapsan vysledek

164160 =4-36000+ 5-3600+ 3 -600+ 660,

ktery, jak vime z predeslého, je chybny. Jak ho mohl poltar ziskat? Déleni bylo
tehdy velmi obtiZnou operaci (viz dile kapitola o aritmetickych operacich).
Poétar patrné nechtél délit velké Cislo, a proto vydélil mnozstvi obili sypky
prevedené na jednotky gur, zbytek zanedbal a vysledek prevedl na jednotky
sila:
2400: 7 =342 (zbude 6) 342480 = 164160 .

Zanedbani zbytku tedy vedlo k chybé. Nevime v3ak, zda si toho byl podétar

védom, neumime fici, jak bylo provedeno déleni, nezndme pifesny vyznam

téchto tabulek. Byl na nich feSen prakticky problém? Mély snad ukazat chybny
postup?

! Vice o zapisu &isel v Mezopotdmii v nejstar§im obdobi viz napt. [if], [Cha)], [Da] 2 [En].
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V pribéhu tfetiho tisicileti byly otisky vale€ki (& kouli) a kuZelt nahrazeny
klinovymi znaky, které byly psiany rydlem. Jednoduché znaky, rané sumerské
¢islovky z tfetiho tisicileti pf. n. 1., jsou zndzorn&ny na nésledujicim obrazku.

D I
10 ) (

60

60-10 ) C

D T

60%

o |I¥

603

60%10 ©

4K

V této dobé se patrné zapis Cisel oddélil od zapisu objektd, které byly
poditany; probéhla dilezita abstrakce, éislo se osvobodilo od poéitanych
predmétii. Ve stejné dobé prevliddla &iselnd soustava pracujici s jednotkami
1, 10, 60, 600, 3 600, 36 000, tj. kombinovana soustava o zakladech 10 a 60. Pro
zajimavost uvedine ndzvy nékterych disel:

1 a§ (ges)
2 min

3 es

4 limmu
5 ia

6 as

7 imin

8 ussu

9 ilimmu
10u

20 nis 1200 ges-u-min
30 usu 3600 3ar
40 nin (nimin) 36000 %ar-u

50 ninu (ninnd) 216000 3ar-gal (3ar-ge3)
60 ges (gesta)

120 ge$-min

180 ges-es

600 ges-u

Podrobny vyklad o vyvoji ndzvi Eislovek v Mezopotamii viz napt. [Gu], [Hg],

[N1], [N2] a [Po].

Stale se diskutuje o tom, pro¢ se zrodila soustava, kterd kombinuje zadklad
10 a zdklad 60. Nazory odborniki se v8ak dodnes velmi podstatné li&i (vice viz
napt. [N1], [N2], [NS], [Ny, [P2], [Vy] a [W)).
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Pozi¢ni zdpis.

Vyse popsany sumersky zapis vydrzel bez velkych zmén zhruba do poloviny
tfetiho tisicileti, kdy byl postupné nahrazovian novym, daleko pokrodilej$im
akkadskym zapisem zaloZenym na ,,pozi¢ni“ soustavé o zakladu 60.

Pfeména probéhla ve dvou etapach. Nejprve se objevily oblé znaky pro
jednotku a desitku, které byly psany rydlem s kulatym hrotem. Desitka byla
zapisovana krouzkem (otisk kolmo postaveného rydla), jednotka ovilkem (otisk
sikmo postaveného rydla).

Ve druhé etapé se objevilo nové rydlo, které mélo $picaty hrot. Jednotka byla
zapisovana tzv. prostym klinkem, desitka tzv. dvojitym klinkem. V poloviné
tfetiho tisicileti pf. n. 1. se rovnéz objevily specidlni znaky pro 120, 1200
a 3600 (viz nasledujici obrazek), které pak b&hem nékolika dalsich stoleti
vymizely. PouZivany byly zejména pfi zapisech dat, vah nebo velikosti ploch.
Pfi zdznamech vétSich &isel byly vy88i fddy znaleny vét$imi znaky nebo
kombinacemi nékolika znakii.

o <«

120 1200 3600

Pro hospodarské zapisy se ve tfetim tisicileti pouzivala i nepoziéni desitkova
soustava; nékteré jeji znaky vidime na dal$im obrizku. Poznamenejme, Ze
zapisy v desitkové soustavé mély nékolik riiznych variant, které se liSily ¢asové
i mistné.

Y— Q= &Y

100 1000 10 000

Ve druhém tisicileti pf. n. 1. se v Mezopotamii ustdlilo pouZivani pozicni
Sedesdtkové soustavy se dvéma znaky zapisovanymi 3pifatym rydlem. Tyto
znaky umoznily zaznamenat libovolné velka pfirozend éisla a nékterd kladna
racionalni éisla. Ze dvou zékladnich znaki byly vytvofeny standardni symboly
pro (isla 1 az 59 (viz nasledujici obréazek); vznikly aditivni kumulaci symboli
pro jednotku a desitku. Poznamenejme, Ze pokud se stejny symbol opakoval
vice nez tiikrat, byl seskupovan po tfech nebo &tyfech do ,estetickych“ Gtvari.?
Cisla byla zapisovana do fadki zleva doprava od nejvyssich fadi k nejniz&im.

2 Mirné se ligily v z4vislosti na misté a Zase.
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Poznamenejme pro tplnost, Ze se nékdy objevovaly i &iselné symboly
vytvofené podle ,principu odéitani*. Na nasledujicim obrazku jsou nékteré
takové zapisy &isla 19; byly objeveny na tabulkich v Nippuru.

<BL AP 4B« S B« (B, «TFE ¥

Stejnym zpisobem jako pfirozend &isla byly v Mezopotdmii zapisovany
i Sedesatinné zlomky, tj. zlomky, jelehZ jmenovatelé maji tvar 60%, kde k je
prirozené &islo. Jen pro zlomky 2 3 3 a3 2 byly nékdy pouzivany specidlni znaky
(viz obrazek — druhy fadek odpovida sumerskému zapisu, tieti akkadskému).

2

>F | < | <o
|| A
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Uvedme na zavér ptiklady zapisu &isel 147 a 424000 v pozi¢ni Zedesdtkové
soustavé uzivané v Mezopotamii:

YY << %
Y Rp B R =<

V nadi symbolice zapisujeme tato &isla v Sedesatkové soustavé v tvaru

(2,27), resp. (1,57,46,40) ,

coZ znadi

2.60+27, resp.  1-60%+ 57-60% + 46 - 60 + 40 .

Zrod nuly.

Velkym problémem vySe popsaného pozi¢niho systému byl chybé&jici znak
pro nulu a s tim souvisejici zmatky pfi rozliovani Fadi. Napt. zapis (5,6,3)
1ze chapat jako

5-602+6-60+3, 5-60°+6-602+3-60, 5-60'+6-60%+3
apod. Zapsani ¢&isla bylo Casto tfeba deSifrovat z kontextu; pokud byla

pouZivana ,mald &isla® (tj. do tfetiho fadu), vétSinou to neéinilo problém.

Nékdy vSak doslo k chybam i pfi vypoétech. Napf. na starobabylénské
tabulce VAT 8492, na které jsou uvedeny tfeti mocniny pfirozenych ¢isel,
je pro 31% uveden chybny vysledek (8,46, 1); spravna hodnota je (8,16,31).
Chyba mohla vzniknout tak, Ze poctar vypoéetl nejprve 312 = (16,1). Pak
tento vysledek nasobil 31 a to tak, jak bylo tehdy obvyklé, tj.

(30) x (16,1) + (1) x (16,1) = (8,0, 30) + (16,1) .

Vzhledem k tomu, Ze nevyznadil chybéjici fad nulou, chybné interpretoval prvni
¢islo a pii séitani pak ziskal 3patny vysledek:3

(8,30,0) + (16,1) = (8,46,1) .

Po dlouhd staleti nenachazime v Mezopotamii Zadné stopy po samostatném
znaku pro nulu; zdd se, Ze tehdejsi poltafi jeji absenci prili¥ nepocifovali.

3 Vice viz [Vy2], str. 418.
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Uvédomme si, Ze pro zapis éisel od 1 do 100 potfebujeme v desitkové soustavé
nulu jedendctkrat, zatimco v $edesitkové jen jednou.

Potfeba nuly se vynofila pfi sestavovani astronomickych tabulek, kde
bylo nutno ¢isla rychle &ist a jednozna¢n& vykladat. Takovéto tabulky byly
sestavovany v mensi mife jiz ve druhém tisicileti pt. n. 1.; chybgjici ¥ad byl
vyznaovan malou mezerou v zépisu &sla. Pokud vsak chybély dva nebo vice
fadid, mohlo dochazet k chybam.

Asi v osmém stoleti pf. n. . zatal byt chybgjici f4d vyznalovén n&jakym
vhodnym znakem. Po dv& aZ tfi nasledujici stoleti vSak jesté nebyl standar-
dizovan, v sedmém stoleti byly napf. pro nulu uzZivany dva znaky - tfi malé
kline¢ky nebo jeden maly klinetek;* na tabulce W 1931-38° obsahujici &tverce
&isel od (1,0) do (10,0) s krokem (30) a od (1) do (1,0) s krokem (0;30) se
v zapisu péti kvadrati objevuje nula.® V prvnich &tyfech ptipadech je nula
oznacena tfemi klinecky (asi jako &islo 30), v poslednim znak nuly chybi. Na
tabulce CBS 15357 jsou uvedeny &tverce nékterych &isel. V zapisu dvou vy-
sledkd se vyskytuje nula.® U prvniho je misto nuly pouZit jeden maly klinedek
(asi jako znak pro 10), ve druhém pfipad& znak chybi.

& €N F < XN g, w0 MY

CF S G M 8T Wypp sl \ L
CF € € GO = nARIGIET TR A T e

T « M €T €W eVl W € g W%

«F & Y B IR T €T Gy oW
QY € T M C«HpWH «F7 M KT W
W «q W H T F W ¥ &F €& vmviay
€ €< RE I ¥ Yy & <<t
WG €K W TN G T M
QY €< @ «KKT ¥ « & & TWH
€ ¥ K< a T U <« «#Y(‘Q?«‘ﬂ'—.
G €U WMEE T w W Sy

M « F <@ mMer WF Wtk .

€ «P W EET G DY A T L A

S rozvojem astronomie za vlady Seleukovci (4. stoleti pf. n. 1) doslo ke
kodifikaci zapisu &isel, ktery jiz vyuZival nuly. Nula byla oznaCovana malym
dvojitym klinkem, jehoz ptivodni vyznam zhruba odpovidal tecce za vétou.?

4 Napf. na tabulkach nalezenych v mést& Ki¥ vychodn& od Bagdadu.

5 Tabulka pochdazi z 8. a% 5. stolet{ pf. n. L.

6 Jde o &isla (15, 30)2 = (4,0,15), (20,30)% = (7,0,15), (24,30)% = (10,0,15), (39,30)? =
(26,0,15) a (59,30)% = (59,0, 15).

7 Tabulka pochézi z 8. a% 5. stoleti pf. n. 1.

8 Jde o &sla (24;30)2 = (10,0; 15) a (44;30)* = (33,0;15).

9 Viz napf. zapis pfevracenych hodnot pfirozenych &isel na tabulce AO 6456 ze Seleukovské
doby. Desetkrat se zde objevuje vyse zminény standardni znak pro nulu, jen dvakrit je pouZita
mezera.
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Tento symbol byl pouzivan predevsim v astronomickych textech, jeho pouZiti
v matematickych textech nebylo disledné; vétSinou se vsak neobjevoval na
konci nebo na zacatku zapsaného ¢isla. Zapis (1) mohl znamenat 1, 60, 3600,
alei g5, g7, .-+ v téchto pripadech bylo nutno Fad &isla vyrozumét z kontextu.
Pouziti nuly dokldda i vySe uvedeny prepis zna¢né poskozené astronomické
tabulky z konce druhého stoleti pf. n. 1.19

Poznamenejme na zavér, Ze se dnes pro prepis mezopotamskych Cisel uziva
jednoduchd konvence: jednotlivé fady jsou oddélovany carkou, celd ¢ast od

~zbyvajicich zlomkd* stfednikem. Nap¥. zdpis (1,15, 7;3,20) znamena

3 20
. 2 . — —_—
1-60° + 15 60+7+60+602.

V nésledujicich kapitolach budeme ¢isla a operace s nimi vyjadrovat jak
v desitkové, tak v Sedesitkové soustavé. Budeme-li se snazit vice pribliZit
mezopotamské pocetni postupy provadéné v Sedesatkové soustavé, budeme pri
zapisu €isel uzivat vyse uvedenou konvenci (zavorky, éarky oddélujic{ jednotlivé
fady, stfednik oddélujici celou ¢ast od zlomk) a pro nasobeni takto zapsanych
&isel symbol x.!!

LITERATURA
[Ca) Cajori F.;, A History of Mathematical Notations, Dover Publications, INC, New
York, 1993, reprint dvoudilné knihy z roku 1928 a 1929.
[Da) Damerow P., The Origins of Writing as a Problem of Historical Epistemology,

Max-Planck-Institut fiir Wissenschaftsgeschichte, Berlin, 1999.

[DE] Damerow P., Englund R. K., Die Zahlzeichensystem der Archaischen Tez-
ten aus Uruk, Berlin, 1987, in Zeichenliste der Archaischen Texte aus Uruk,
eds. M. W, Green and H. J. Nissen, str. 117-166.

(En] Englund R., The State of Decipherment of Proto-Elamite, Max-Planck-Institut fir
Wissenschaftsgeschichte, Berlin, 2001.

[FG] Fauvel J., Gray J., The History of Mathematics. A Reader, The Open University,
1987.

[GG1] Grattan-Guinness 1., Companion Encyclopedia of the History and Philosophy of
the Mathematical Sciences, Volume I, London and New York, 1994.

[GG2] Grattan-Guinness 1., The Fontana History of the Mathematical Sciences, Fontana
Press, London, 1997.

(Gi] Guitel G., Histoire comparée des numérations écrites, Flammarion, Paris, 1975.

[G]) Gullberg J., Mathematics. From the Birth of Numbers, W. W. Norton & Company,
New York, London, 1997.

[Gu] Guedj D., Numbers The Universal Language, Thames and Hudson Ltd, London,
1998.

10 Prohlédneme-li si pozorn& osmy a desaty Fadek, objevime maly dvojity klinek.

11 Ng&které ,,malé* zlomky, hlavng %, %, % apod., pro které byly v Mezopotdmii u¥ivany
specialnimi znaky, budeme zapisovat soutasnymi symboly. Dile budeme uZivat souZasnou
symboliku 1 misto zdlouhavého opisu ,n-ty dil“, ktery byl b&n& uzivdn mezopotamskymi

Y n
pisafi a pottafi.



(Ha

[He]

[He2}

(N2]

(N3]

[N4]

(N3]

N6}
[N7]
N3]

217

Hankel H., Zur Geschichte der Mathematik in Altertum und Mittelalter, Teubner,
Leipzig, 1874.

Hgyrup J., Remarkable Numbers in Old Babylonian Mathematical Tezts: A Nole
on the Psychology of Numbers, Journal of Near Fastern Studies 52 (1993), 281~
286.

Hgyrup J., Varieties of Mathematical Discourse in Pre-modern Socio-cultural
Contezls: Mesopotamia, Greece and the Lalin Middle Ages, Science and Society
49 (1985), 4-41.

Chabert J.-L. et al., A History of Algorithms. From the Pebble to the Microchip,
Springer, Berlin, Heidelberg, ..., 1999.

Ifrah G., The Universal History of Numbers from Prehistory to the Invention of the
Computer, John Wiley & Sons, Inc., New York, Chichester, Weinheim, Brisbane,
Singapore, Toronto, 2000.

Kewitsch G., Zweifel an der astronomischen und geometrischen Grundlage des
60-Systeme, Zeitschrift fur Assyrologie und Verwandte Gebiete 18 (1904), 73-95.
Kline M., Mathematical Thought from Ancient to Modern Times, Oxford Univ.
Press, New York, 1972.

Kolman A., Dé&jiny matemaliky ve starovéku, Academia, Praha, 1968.

Lofller E., Die arithmetischen Kenntnisse der Babylonier und das Sexagesimalsys-
tem, Archiv der Mathematik und Physik, 3. série 17 (1911), 135-144.
Matvievskaja G. P., K istorii udenija o ¢isle na srednevekovom Bliinem i Srednem
Vostoke, Istoriko-matematiceskie issledovanija 17 (1964), 273-280.

Menninger K., Number Words and Number Symbols. A Cultural History of
Numbers, 2001.

Muroi K., The Expressions of Zero and of Squaring in the Babylonian Mathema-
tical Text VAT 7537, Historia Scientiarum, Second Series 1 (1991), 59-62.
Neugebauer O., Mathematische Keilschrift-Texte, Verlag von Julius Springer,
Berlin, 1935 (erster und zweiter Teil), 1937 (dritter Teil), reprint Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, New York, 1973.

Neugebauer O., Vorlesungen tiber Geschichte der Antiken Mathematischen Wis-
senschaften, Erster Band. Vorgriechische Mathematik, Verlag von Julius Springer,
Berlin, 1934.

Neugebauer O., On a Special Use of the Sign » Zero«, Oriental Society 61 (1941),
213-215.

Neugebauer O., Sezagesimalsystem und babylonische Bruchenrechnung i-1V,
Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronoinie und Physik, B,
Band 1, 1931, 183-193, 452-457, 458-463, Band 2, 1933, 199-210.

Neugebauer O., Zur Entstehung des Sezagesimalsystems, Abhandlungen der Ge-
sellschaft der Wissenschaften zu Géttingen, Mathematisch-Physikalische Klasse 13
(1927), 1-55.

Neugebauer O., Todnye nauki v drevnosti, Nauka, Moskva, 1968.

Neugebauer O., The Ezact Sciences in Antiquily, Harper, New York, 1962.
Neugebauer O., Sachs A., Mathematical Cuneiform Tezts, American Oriental
Society and the American Schools of Oriental Research, New Haven, Connecticut,
1945, reprint, Harrassowitz, 1986.

Nykl A. R., The Quinary-Vigesimal System of Couting in Furope, Asia and
America, Language 2 (1926), 165-173.

Powell M. A., Sumerian Numeration and Metrology, University Microfils (72-14
445), Minneapolis, 1971.

Powell M. A., The Origin of the Sezayesimal System: The Interaction of Language
and Writing, Visible Language 6 (1972), 5-18.

Powell M. A., The Antecedents of Old Babylonian Place Notation 1nd the Early
History of Babylonian Mathematics, Historia Mathematica 3 (1976), 414-439.
Poebel A., Grundziige der sumerischen Grammatik, Rostock, 1923.



218

(1]
(sB]
(Se]
[Sw]
[ThD1]

[ThD2]
[ThD3]

[ThD4]

(Va]

Vel
(Vo)
(Vs]

Sachs A. J., Notes on Fractional Ezpressions in Old Babylonian Mathematical
Texts, Journal of Near Eastern Studies 5 (1946), 203-214.

Schmandt-Besserat D., Oneness, Twoness, Threenes, The Sciences 27 (1987), 44—
48.

Sethe K., Von Zahlen und Zahlworten bei den alten Agyptern, Strassburg, 1916.
Swetz F. (ed.), From Five Fingers to Infinity, Open Court, 1994.
Thureau-Dangin F., Tablettes d’Uruk d l’usage des prétres du Temple d’Anu au
temps des Seleucides, Paris, 1922.

Thureau-Dangin F., Teztes mathématiques babyloniens, Brill, Leiden, 1938.
Thureau-Dangin F.; Esquisse d’une histoire du systéme seragésimal, Geuthner,
Paris, 1932.

Thureau-Dangin F., Le systéme décimal chez les anciens Sumérien. (Notes
Assyriologiques LX.), Revue d’Assyriologie et d’Archéologie Orientale 29 (1932),
22-25.

Vajman A. A., Vavilonskie ¢isla, Istoriko-matematiteskie issledovanija 10 (1957),
587-594.

Vetter Q., Jak se poéitalo a méfilo na tusvité kultury, Melantrich, Praha, 1926.
Vogel K., Vorgriechische Mathematik, Wiirzburg, 1958-1959.

Veselovskij I. N., Vavilonskaja matematika, Trudy Instituta istorii estestvennych
nauk i techniky 5 (1955), 241-303.

Vygodskij M. Ja., Arifmetika i algebra v drevnem mire, Nauka, Moskva, 1967.
Vygodskij M. Ja., ProischoZdenie znaka nulja v vavilonskoj numeracii, Istoriko-
matematiteskie issledovanija 12 (1959), 393-420.

Vygodskij M. Ja., Matematika drevnich vavilonjan, Uspechi matematiteskich nauk
7 (1952), 102-153.

Vygodskij M. Ja., Matematika drevnich vavilonjan, Uspechi matematiteskich nauk
8 (1953), 293-335.

Whiting R. M., More Evidence for Sezagesimal Calculations in the Third Millen-
nium B. C., Zeitschrift fir Assyrologie und Vorderasiatische Archiologie 74 (1984),
59-66.

WWW STRANKY

[WWW] http://it.stlawu.edu/~ dmelvill/mesomath.



219
ARITMETICKE OPERACE.

V této kapitole se pokusime objasnit algoritmy pouzivané mezopotdmskymi
poctafi pfi provadéni zakladnich podetnich operaci v pozi¢ni Sedesatkové sou-
stavé. Pfipomefime, Ze mezopotdmska matematika pracovala pouze s pfiroze-
nymi &isly, kladnymi Sedesdtinnymi zlomky a smiSenymi &isly.

Séitani.

Nejjednodussi pocetni operaci bylo s€itani, které velky problém nepiedstavo-
valo. Séitanci byli nejcastéji zapsani na jeden fadek vedle sebe, obyéejné zleva
doprava, operace vét§inou znacena nebyla, vysledek byl zapsan jako posledni
¢islo vpravo.

Piiklad 216 000+ 1600 = 217 600 by v klinopisném zapisu vypadal asi takto:

QIR A R B

Ptepis do nasi symboliky, tj. zapis
() (26,40)  (1,26,40),

je tfeba jeSté deSifrovat; z kontextu pochopit, o jaka &isla jde, a pak priklad
pfepsat v tvaru
(1,0,0) + (26,40) = (1,26,40) .

Z ptikladu je patrné, ze typ operace i fad scitancii bylo nutno pochopit
z kontextu. V fadé piipadti pozname fad jednotlivych s¢itanct (resp. vztah
jejich ¥adu) az z vysledku.

Na né&kterych tabulkach je séitani vyjadieno slovy ,dej dohromady“ (a-na)
a vysledek uvozen slovem ,dostanes” (dah-ma); vySe uvedeny piiklad by pak
byl zapsan v tvaru

(1) a-na (26,40) dah-ma (1,26,40) .

Odg¢itani.

Trochu slozité&jsi operaci bylo od¢itdni. Pivodné byl menSenec i menSitel
napsan na jednom fadku vedle sebe; nejprve byl obvykle zapisovan menSitel,
operace se vyjadfovala slovem ,odejmi“ nebo ,odeber®.
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Ptiklad 2225 — 125 = 2100 by byl zapsan asi takto:

(2,5) od (37,5) odiato dd (35) .

Opét je patrné, Ze Fady Ccisel bylo nutno pfi chybé&jicim textu pochopit
z kontextu:

Zhruba od druhého tisicileti pf. n. 1. bylo od¢itani zapisovdno naopak,
podobné jako v dnesni dobé, tedy mensenec minus mensitel:

(37,5) i-na (2,5) zi-ma (35).

Poznamenejme, 7e nevime, jaky algoritmus byl pro séitini a odéitani
pouzivin, zadny popis se nedochoval. Pravdépodobné se obé operace provadély
po fadech asi tak, jak je provadime dnes.

Naiasobeni.

Mezopotamské algoritmy pro nasobeni nebyly zaloZeny jen na dokonalé
znalosti malé nasobilky. To by totiz znamenalo naudit se nazpamét souciny
(1) x (1) az (59) x (59), tedy 1770 soulind. Je zfejmé, Ze nasobeni muselo
vychézet z jiného, jednodussiho zakladu.!

Mezopotamské algoritmy pro nasobeni se opiraly o tzv. tebulky ndsobeni.
Do dnesnich dna se zachovalo nékolik desitek jednak kompletnich, jednak vice
¢i méné poskozenych takovychto tabulek pro nasobeni. Lze je rozdélit na tfi
skupiny.

Prvni skupinu tvori tzv. souborné tabulky, nazyvané téz kombinované. Jsou
to tabulky velkych rozméri popsané témér ze vSech stran, které obsahuji vice
nasobicich tabulek najednou. Do dne$nich dni se jich zachovalo 39 takika
Gplnych, navic mame k disposici i fadu zlomk.? Vétiina neposkozenych
soubornych tabulek obsahuje stejny sortiment ndsobki. Struktura i obsah
téchto tabulek musely tedy byt ,kanonizovany“.

Druhou skupinu tvoti tzv. samostatné tabulky typu I, které obsahuji v zdhlavi
jedno konkrétni ¢islo (ndsobitele) a v téle tabulky sloupec ndsobencii a sloupec
sou¢intl. Byly soucasti vétsich soubor; na kazdé takovéto tabulce je pozname-
nano, jaka tabulka ji predchazi a jaka nasleduje, tj. nese idaje o pfedchozim
a nasledujicim ¢isle v zahlavi. Tabulek tohoto typu se zachovalo nékolik desitek.

Tieti skupinu tvof{ tzv. samostatné tabulky typu II, které rovnéz obsahuji
v zdhlavi jedno &islo (nasobitele) a v téle tabulky sloupec ndsobencii a sloupec

1 P¥i n&sobeni &isel zapsanych v Sedesitkové soustavé budeme uZivat symbol x, abychom
vice odligili zapis v Sedesdtkové soustavé od zipisu v soustavé desitkové.
2 Mnohé z t&chto tabulek prostudoval O. Neugebauer; vice viz {N1] a [NS].



221

soudin. Nepodavaji v8ak informace o pfedchozich a nésledujicich tabulkdch.
Domnivame se proto, Ze nebyly soudasti zadnych tabulkovych soubori. Mohly
byt uZziviny samostatn& mohly slouZit jako rezervy pro velké tabulkové
soubory, mohly byt Zakovskymi opisy apod.?

Podivame-li se na jednotlivé tabulky podrobngji, snadno zjistime, Ze maji
shodnou strukturu; v zdhlavi nasobitele, vzdy stejuych 23 nasobencit a odpo-
vidajicich 23 soudinti. Pro nizornost ukazime multiplikativni tabulku, kterd ma
v zéhlavi desitku, tj. zachycuje desetindsobky 23 uvedenych ¢isel.

(10) a-rd (1) (10)
a-rd (2) (20)
a-rd (3) (30)
a-rd 4) (40)
a-rd (5) (50)
a-rd (6) (1)
a-rd (7 (1,10)
a-rd (8) (1,20)
a-rd (9) (1,30)
a-rd (10) (1,40)
a-rd (11) (1,50)
a-ri (12) (2)
a-rd (13) (2,10)
a-rd (14) (2,20)
a-rd (15) (2,30)
a-rd (16) (2,40)
a-rd 17 (2,50)
a-rd (18) (3)
a-rd (19) (3,10)
a-rd (20) (3,20)
a-rd (30) (5)
a-rd (40) (6,40)
a-rd (50) (8,20)

Tabulky maji nejprve krok 1, pak krok 10. VSechny uvddéji jen 23 soudint
(viz vyse uvedena tabulka), nékteré uvadsji i kvadrat ¢isla stojiciho v zahlavi.
Druh4 mocnina snad byla chipdna jako zvlastni operace.

Termin a-rd znamend n&sobek, soufin, nasobit, krdt apod.; nékdy byl
uzivan i pro druhou mocninu. U velkého po¢tu tabulek se opakuje u kazdého
nasobence, nékdy je zapsan jen v prvnim Fadku, na nékolika tabulkdch chybi
zcela.

Prostudujeme-li viechny dochované tabulky i jejich fragmenty, zjistime, Ze
v zéhlavi je uvedeno pouze téchto 40 néasobiteli:

3 Podroiméji o struktufe, klasifikaci, ¢teni a pouZivdni tabulek pro nasobeni viz [N1],
1. dil, str. 32-67.



222

(50) (24) (12) (6,40) (2,30)
(48) (22,30) (10) (6) (2,24)
(45) (20) (9) (5) (2,15)
(44,26,40) (18) (8,20) (4,30) (2)

(40) (16,40) (8) (4) (1,40)
(36) (16) (7,30) (3,45) (1,30)
(30) (15) (7,12) (3,20) (1,20)
(25) (12,30) (7) (3) (1,15)

Skoro na véech soubornych tabulkich ¢i souborech tabulek typu I se objevilo
viech 40 vySe uvedenych ndsobiteld. Cisla v zahlavi byla uspofadéana ,od
nejvétstho k nejmensimu®. Z nich je 22 &isel jednocifernych (v 3edesitkové
soustave) a 17 dvojcifernych, éislo (44, 26, 40) je trojciferné. Poznamenejme, Ze
tyto tabulky bylo moZno pouZivat bez ohledu na rady ndsobencu a néasobiteli.

Nasobeni nebylo zaloZzeno jen na prostéin vyhledani sou¢ini v tabulkach,
nebot ty neobsahuji vSechny soudiny od (1) x (1) do (59) x (59).

Uvazujine, jak bychom vypoditali soucin 42 - 33 = 1386; ¢islo 42, resp. 33
totiZ neni uvedeno ani v zdhlavi tabulek jako ndsobitel, ani v téle tabulek jako
nasobenec. Mame v3ak tabulky s ¢isly 40 a 2 v zdhlavi a v kazdé této tabulce je
nasobenec 3 i 30. Vypocet podle mezopotadmskych tabulek tedy mohl probihat
takto:

(42) x (33) = [(40) + (2)] x [(30) + (3)] =
= (40) x (30) + (40) x (3) + (2) x (30) + (2) x (3) = (23,6)

K predchozimu vypo¢tu musel poCtdr pouzit dvé tabulky pro nésobeni
(se zahlavim 40 a 2) a na nich vyhledat a sedéist pfislusné ndsobky. Musel
ovladat distributivni zdkon, znat komutativni zdkon a strukturu tabulek.

V souvislosti s problematikou mezopotamskych tabulek pro nasobeni se
vynofuji zavazné otazky. Pro¢ byla do zdhlavi vybrina pravé ta &isla, kterd
tam jsou (vySe uvedenych 40 nésobitel). Pro¢ byla v télech tabulek uvedena
ta ¢isla, kterd tam jsou (vySe uvedenych 23 nasobenct)? Pro¢ nebyly tabulky
vytvofeny jednoduseji, napt. 1 az 10 s krokem 1 a pak s krokem 10?7 Pro¢ se
v tabulkdch objevila viceciferna ¢isla? Méla vyznam smiSenych ¢isel ¢i zlomka?
Jak byly tabulky pouZivany? Tyto otdzky asi nebudou nikdy zcela uspokojivé
zodpovézeny.

Na nasledujicim obrazku je tabulka s nasobitelem 5, kterd pochéazi z Yale
Babylonian Collection (NBC 7344). Poprvé byla publikovina O. Neugebauerem

a A. Sachsem [NS]. Je popsana po obou stranich, pro lepsi pfedstavu o jeji
velikosti je v horni €asti obrdzku umisténo méfitko.
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Tabulka obsahujici nasobky ¢isla 25 je dnes ulozena v Louvru v Pafizi: jeji
prepis vypada takto:

(25) (1) (25)
(2) (50)
(3) (1,15)
(4) (1,40)
(5) (2,5)
(6) (2,30)
(7) (2,55)
(8) (3,20)
9) (3,45)

(10) (4,10)
(11) (4,35)
(12) (5)
(13) (5,25)
(14) (5,50)
(15) (6,15)
(16) (6,40)
(17) (7,5)
(18) (7,30)
(19) (7,55)
(20) (8,20)
(30) (12,30)
(40) (16,40)
(50) (20,50)
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Tabulka VAT 6505 a jeji transkripce
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Podrobnéji se o mezopotamskych tabulkdch pro nasobeni mizeme dodist
napt. v pracich [Kn], [N1], [N2], [NS), [Vy] a [WWW].

Déleni.

Déleni bylo velmi obtiznou operaci. Mnoho $kolnich tabulck obsahuje dlohu
nalézt k danému ¢islu n jeho pfevrdcenou neboli reciprokou hodnotu, tj. ¢islo
%. Jednoduché déleni, tj. déleni beze zbytku, bylo provadéno piimo. Slozitéjsi
déleni bylo pfevadéno na nasobeni prevracenou hodnotou; misto podilu a : b
byl poéitan souéin a - %, pri¢emz k nalezeni pfevracené hodnoty i sou¢inu byly
pouzivany tabulky. Kromé tabulek pro nasobeni vytvoriili tedy mezopotamsti
poctafi rovnéz tabulky reciprokych hodnot. Do dnesnich dnt se dochovalo asi
50 takovych tabulek; pfepis standardni reciproké tabulky ozna¢ené MCTp 11
obsahuje prevriacené hodnoty nékterych prirozenych ¢isel mensich nez 82:

n L

3=
3

(2)  (30) (16)  (3,45) (45)  (1,20)
(3)  (20) (18)  (3,20) (48)  (1,15)
4) {19 (20)  (3) (50)  (1,12)
(5) (12) (24)  (2,30) (54)  (1,6,40)
(6) (10) (25)  (2,24) (1) (1)
(8)  (7,30) (27)  (2,13,20) (14)  (56,15)
(9) (6,40) (30) (2 (1,12) (50)
(10)  (6) (32) (1,52,30) (1,15)  (48)
(12) (5 (36) (1,40) (1,20)  (45)
(15)  (4) (40)  (1,30) (1,21)  (44,26,40)

Prohlédneme-li si tabulku MCTp 11, zjistime, Ze udava prevracené hodnoty
pouze tficeti &isel. To, ze jde o n&ktera &isla od 2 do 81, je nas vyklad; v tabulce
nejsou oznadeny fady; jeji pouziti je proto opét univerzalni. Poznamenejme, ze
zapis &isel v tabulce byl jiny, nez ten, ktery je zde prezentovan; na kazdém
fadku byla uvedena pouze jedna hodnota ¢isla n a odpovidajici hodnota %

Nad tabulkou reciprokych hodnot nas napadaji zévazné otdzky. Kterd
&isla jsou v tabulce uvedena? Existuje néjakd zékonitost jejich vybéru? Pro¢
byla tabulka vytvofena pravé takto? Jak byla pouzivana? Tyto otazky resili
v prvni poloviné 20. stoleti pfedni svétovi asyrologové. matematici a historikové
matematiky.

Snadno provéfime, Ze jsou v tabulce reciprokych hodnot uvedena jen ta €isla,
ktera se daji zapsat v tvaru 27 - 37 - 5", kde p, g, T jsou celd nezdporna éisla.
V tabulce jsou tedy pravé ta &isla, jejichz pfevracend hodnota mé v Sedeséatkové
soustavé koneény rozvoj.
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Je zajimavé, ze vySe zminénd tabulka reciprokych hodnot je ukonfena pro
n = (1,21) = 81 hodnotou = = (0;0,44,26,40), tj. jedinym trojcifernym
¢islem, které se objevuje v zahlavi tabulek pro nasobeni. Je pravdépodobné, Ze
mezopotamsti poc¢tafi méli podstatné hlubsi znalosti o vztahu déleni a nasobent,
nez si bézné myslime.

Poznamenejme, ze ¢islo n se oznacuje v ulohach terminem igu nebo igi a 71—1
terminem tgibu.

Jakymi metodami byly reciproké tabulky sestaveny a jak byly pfi béznych
vypoétech pouZivany? Na tyto otdazky se pokusili odpovédét O. Neugebauer
a A. Sachs, ktefi prostudovali velké mnoZstvi mezopotamskych matematic-
kych tabulek. Jejich rozbor byl zaloZen zejinéna na studiu tabulek AO 6456
a VAT 6505.4

Prvni z téchto tabulek je pravdépodobné nejvétsi zachovanou reciprokou
tabulkou, obsahuje 200 péra éisel n a %; posledni dvojici ¢isel, kterd je na ni
uvedena, je dvojice

n = (2,59,21,40,48,54) ,

1
~ =(20,4,16,22,28,44,14,57,40,4, 56, 17, 46, 40) .
n
Pokud bychom predpokladali, Ze je n nejmensi mozné pfirozené ¢islo, bylo by
n=2-60°+59-60* + 21 -60° + 40 - 607 + 48 - 60 + 54 = 2324 522934.

Druhéd tabulka pivodné obsahovala dvanact vypocti reciprokych hodnot,
¢itelnych bohuzel zastalo jen pét; okraje tabulky jsou totiz zna¢né poskozené.
Sehrala dulezitou roli pfi studiu reciprokych tabulek. Peclivym studiem bylo
ukazano, Ze vypocty reciprokych hodnot byly provadény vidy stejné, podle
jednoduchého algoritmu.

Méjme pfirozené ¢islo n a hledejme jeho prevrdcenou hodnotu % Predpo-
kladejme, Ze ¢islo n ma tvar 27 - 39 - 57, kde p, ¢ a  jsou cela nezaporna &isla.
Cislo n vyjadiime jako souet dvou vhodnych pfirozenych &isel, n = x + y, kde
r je takové, Ze % lze najit ve standardni reciproké tabulce. Potom

1

1 1
n T+y T

hodnotu -;; nalezneme na standardni reciproké tabulce, souéin Cisel % ay

nalezneme v tabulce pro nasobeni, pficteme jednicku. Pokud je ¢islo, které

vyslo, na standardni reciproké tabulce, nalezneme jeho pfevracenou hodnotu

a pomoci tabulek pro nasobeni vypoéteme soucin &isel 1 a F.ll._y’ tj. ¢islo L.
z

Pokud ¢islo 1 + % -y na standardni reciproké tabulce neni, potom postup
opakujeme, tj. rozlozime &islo 1_+ll-_y'

4 Tabulka AO 6456 pochazi z doby Seleukovcil, tabulka VAT 6505 ze Starobabylénské
fi%e. Uplny rozbor téchto tabulek lze najit v [N1], 1. dil, str. 8-22.
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Vypocet prevracenych hodnot piedvedeme na nékolika prikladech.
(2,5). Veami (5). Prevricené je (12).

Vyndsob (12) dvojkou. Dostanes (24).

Pricti (1). Dostanes (25).

Prevrdcené k (25) je (2,24).

Vyndsob (2,24) a (12). Dostanes (28,48).

Prevrdcené k (2,5) je (28,48).°

Hledejme tedy prevracenou hodnotu k ¢islu (2,5) = 125, tj. ¢islo 0,008.
Zdtraznéme, Ze €islo 125 = 5% ma pozadovany tvar; jeho pievracend hodnota
mé proto v Sedesdtkové soustave konetny rozvoj. Cislo (2,5) neni ve standardni
reciproké tabulce, proto ho rozdélime na dvé ¢asti:

(2,5) = (5) + (2,0), tj. 125 =5+ 120 .
Cislo (5) je na standardni reciproké tabulce, vyhledame jeho prevracenou

hodnotu
(0;12) , tj. 0,2.

Nyni vypocteme pomoci tabulek pro ndsobeni soucin
(0;12) x (2,0) = (24) , tj. 0,2-120=24.

V dals§im kroku pfi¢teme k soudinu jednicku a dostancme 25. Cislo (25) je na
standardni reciproké tabulce, vyhleddme jeho prevricenou hodnotu

(0;2,24) , t]. 0,04 .
Na tabulce pro nasobeni vyhleddme soucin

(0;12) x (0;2,24) = (0;0,28,48) ,  tj.  0,2-0,04 = 0,008 .

Obdobnym zplsobem byla patrné vypoctena reciprokd hodnota k ¢islu
n = (2,13,20) = 8000. Cislo 8000 = 2° - 5% ma pozadovany tvar, jeho
prevracend hodnota ma proto v Sedesitkové soustavé konecny rozvoj. Cislo
(2,13,20) v tabulce reciprokych hodnot neni. Rozdélime je na dve ¢asti:

n = (3,20) + (2,10,0) , tj. 8000 = 200 + 7800 .
V tabulce reciprokych hodnot nalezneme pfevracenou hodnotu k ¢ishu (3, 20):
(0;0,18) , tj. 0,005 ,
vypocteme soucin
(0;0,18) x (2,10,0) = (39) , tj. 7800- 0,005 =39 .

5 Viz [WWW).
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Pak pfi¢teme jednicku, dostaneme &islo (40) a vyhleddme jeho pfevricenou
hodnotu (0;1,30). S vyuZitim tabulek pro nasobeni jiz snadno vypodéteme
soucin

(0;0,18) x (0;1,30) = (0;0,0,27) .

Uvédomme si, Ze mezopotamsky po¢taf nuly nezapisoval a béhem vypoctu
vénoval velkou pozornost rfadiam jednotlivych éisel; na druhé strané vsak
sledoval pouze ,relativni vztahy“ fadu.

Velini zajimavd je tabulka AO 6456 s fadou reciprokych hodnot ¢isel
z intervalu (1,0,0,0,0) az (3,0,0,0,0,0), kterd byla poprvé publikovina roku
1922. O tfinact let pozdéji byla peclivé prostudovana O. Neugebauerem, ktery
v ni objevil 60 pisarskych chyb. Na zakladé podrobného rozboru zjistil, zZe
tabulka konéi pfenosovym fadkem, ktery signalizuje, Ze mohlo existovat jeji
pokracovani pro ¢&isla vétsi nez (3,0,0,0,0,0), tj. v dekadickém zapisu ¢éisla vétsi
nez 2 332800 000.

Tabulka je netiplnd, neobsahuje vSechna ¢isla tvaru 27-39-57 z vy$e uvedeného
intervalu; 96 takovychto ¢isel chybi a pocet chybéjicich vzrista ke konci tabulky.
Ten, kdo tabulku sestavoval, vySel pravdépodobné ze standardni reciproké
tabulky tficeti prevracenych hodnot, které postupné nasobil mocninami dvojky,
trojky a pétky. Cisla uvedend na tabulce AO 6456 maji totiz praveé takovy tvar.
Chybéjici ¢isla se tak vyjadrit nedaji.

Netplnost tabulky byla pravdépodobné jejimu tvirci zndma; snad chtél ve
vypoctech prevriacenych hodnot chybéjicich ¢isel pokracovat, jak doklada odkaz
na pokrafovani tabulky.

Bézna pocetni praxe vSak asi nepotiebovala tabulky s &isly Sestého fadu
v Sedesatkové soustavé (v desitkové soustavé jde o ¢isla s 9 nebo 10 ciframi).

Uvedme je$té pro zajimavost jednu dvojici navzdjem reciprokych hodnot
(bez upfesnéni Fada) z tabulky AO 6456:

| R
n=(1,532,9,36),  —=(54,55,53,54,22,30) .

Chceme-li ziskat pfevriacenou hodnotu k éislu n a postupujeme-li podle vyse
uvedenc¢ho algoritniu, musime projit tuto cestu:

11 1

RS E

1 1 1 1

n oz T2 Y2

1 1. 111

n oz T2 T3 Y3

1 1 1 1 1 1
ATEEm E R W
1_1'1'1.1 1 1'
n_l'l I2 T3 T4 T3 ys’
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pfitom je:

Ty = (36) = 22 .32, v = (1,49,13,36) ,
= (6)=2-3, va= (18,12,16) ,
z3 = (16) = 2¢ | ys= (1, 816),
zq = (16) =2 s = (4,16)
z5 = (16) = 24, ys = (16) .

Cisla zy, T2, T3, 24, 25 a ¥s jsou souciny mocnin ¢isel 2, 3, 5; navic je nalezneme
na standardni reciproké tabulce.

Poznamenejme, Ze na tabulkdch, které obsahuji pocetui pifklady na déleni,
byli délitelé voleni velmi asto ze standardnich reciprokych tabulek. Jen
vyjime¢né se jako délitelé objevovala ¢isla tfetiho fadu, vétinou se délilo éisly
mensimi.

Patrné existovaly i standardni reciproké tabulky pro ¢isla druhého iddu,
tj. pro Cisla vétsi nez 60, ale mensi nez 3600. Z pozdni doby se nam dochovalo
nékolik zlomkd nedplnych tabulek é&isel tretiho fadu (viz napf. tabulka YBC
10529).

Z predeslého popisu vime, jak délit ¢isly tvaru 27 - 39 . 57 kde p, q, 7
jsou celd nezdpornd ¢isla. Nékdy vSak bylo tfeba délit i jinymi ¢isly, napk.
7, 11, 13 ... . I s piiklady tohotc typu se na nékterych tabulkich setkdvame.
Nalézame tlohy ,vhodné zadané“, kdy délencc je nasobkem délitele, tj. jde
o déleni beze zbytku. V téchto pripadech se nékdy v tloze objevuje slovni
obrat ,pfevracenou hodnotu nehledej“. Soucasné je polozena otdzka smérujici
k hledani toho nésobku délitele, ktery je roven délenci.

Pokud nejde o déleni{ beze zbytku, objevuje se nékdy lakonicka odpovéd,
7e déleni nelze provést (napf. na destiéce BM 85 210). Na jinych destiékéch
se pracuje s pfibliznou hodnotou pfevracené hodnoty. Naptiklad ¢islo 1 je
odhadnuto nerovnostmi

1
(0;8,34,16,59) < z < (0;8,34,18) ,
coz mizeme v desitkové soustavé vyjadrit v tvaru
1 -
0, 142856404 < 7 < 0,142861 .

V nékterych piikladech je pii déleni sedmi pouzit aritmeticky prinér vyse
uvedeného horntho a dolniho odhadu, tj. &islo (0;8,34,17,29,30). UZitim této
hodnoty se dopoustime nepatrné chyby, asi 0, 001%. V mech ptikladech se pfi
déleni sedmi pouziva odhad (0;8,34,17,8,34,17) s chybou asi 1,2 - 10~ 8 Na
specidlnich tabulkich tzv. aprozimaci byly nalezeny obdobné pfesné odhady
pro pfevracené hodnoty dalsich ¢isel.

Poznamenejme, Ze z nékterych piikladd je velmi dobfe patrné, ze si mezo~
potadmsti poctafi byli dobfe védomi vzajemné inverzniho vztahu Cisel n a -
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Specialni tabulky.

Kromé tabulek pro nasobeni, tabulek prevracenych hodnot cisel tvaru
27.39.5™ a tabulek aproximaci prevracenych hodnot nékterycli dalsich ¢isel byly
v Mezopotamii uzivany i tabulky druhych a tfetich mocnin pfirozenych &isel
a tabulka jejich souétt. Uplathovaly se pfedevsim pfi feSeni Gloh, které dnes
fe$ime pomoci kvadratickych nebo kubickych rovnic. Pfipomenme, Ze druha
mocnina se objevovala i na nékterych tabulkach pro nasobeni, ale jen pro éisla,
kterd byla uvedena v zahlavi. Do dne$nich dnt se zachovalo 26 samostatnych
tabulek druhych mocnin.

Poznamenejme, Ze se pro vypocet druhé mocniny uzival termin a-rd, ktery
oznacCoval i nasobeni; napft. ‘

3 ard 3 9,

nebo termin Ib-Di, napf.
9 -E 3 -Ib-Di,

pro tfeti mocninu se uZivalo oznacéeni Ba-Di-E, napf.

27 -E 3 -Ba-Di-E.

Dalsi specialni tabulky obsahovaly priblizné hodnoty druhych a tfetich
odmocnin. Nevime, jak je mezopotamsti poCtafri vypocitali; na zakladé studia
nékterych prikladi, je v8ak velmi pravdépodobné, Ze pouzivali nasledujici
jednoduchy algoritmus.

Vypoctéme druhou odmocninu pfirozeného éisla A, které neni druhou
mocninou néjakého ptirozeného ¢&isla. Cislo A vyjadiime vztahem

A=a’>+b,
kde a, b jsou pfirozena Cisla a pro &islo a je
a?<A<(a+1)?.

Potom lze VA odhadnout takto:

b? b
VA=+Val+b< /a2 +b+ — =a+ — =
4qa? 2a

S er ) p () 1 ().

Cislo A v8ak miZeme vyjadfit rovndz vztahem

A=a%-b,
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kde a,b jsou pfirozena &isla a pro &islo a je
(a—-1)? < 4<a®.

Potom lze vV 4 odhadnout takto:

2
VA=+vVa?-b< a2—b+-——b, :a—iz
a

_1 (2a b)__l (a2—b+ 1 A+
) a/ 2 a a)_i.(; (L)'
Pokud bychom pouzili tento algoritmus napfiklad k vypoctu druhé odmoc-
niny ¢isel 2 a 3, ziskali bychom jen velmi hrubou aproximaci:

1 3
V2=V1+ 55-(2—#1):5 (chyba asi 6%) ,

1
\/52\/4—1i-2—~ (g+2) :13 (chyba asi 1%) .

Mezopotamsti poétari vSak uzivali lepsi aproximace, které ziskali tzv. me-
todou pruméru.

Oznacme

alzé-(é—ka)

prvni odhad odmocniny VA. Vime, Ze je a; > V/A. Jako druhy odhad vezmeme
¢islo
_1 (f_ ta )
Ao = 5 a 1] -

Tento vzorec je zaloZen na ndsledujicim vypoctu. Druhou aproximaci ay
predpokladame v tvaru
as = a4 — T,

hledame ¢islo z, pro které

(o —z)? =al —2az=A.

Odtud
_aj—A
T 20,1
a tedy
a?-A af+A_1 (__+a)
42 == 2(11 - 2(11 2 a) !
Uzijme tuto metodu na vypolet aproximace V2.
V2=v1+1= ! . (2 + 1) = —g— , tj. v Sedesatkové soustavé (1;30) .
2
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Jako prvni odhad vezmeme pravé tuto hodnotu, tj. poloZime
a1 = ({1730)i='y5%

Nyni vypoéteme ¢islo % a to tak, Ze nalezneme pomoci reciprokych tabulek
pfevracenou hodnotu k (1;30) a vynédsobime ji ¢islem A = 2; pfevrécend
hodnota je (0;40), po zdvojndsobeni obdrzime &islo (1;20).
Nyni vypolteme aritmeticky primér ¢isel (1;20) a a; = (1;30), dostaneme
tak druhy odhad
ag = (125 =11416>

Tuto hodnotu muiZeme skuteéné nalézt na nékterych tabulkidch z druhého
tisicileti pf. n. 1. PouzZijeme-li metodu priméru jesté jednou, dostaneme
aproximaci (1;24,51,10) = 1,414212963; chyba je uz jen 4,2 - 1075%. Tato
aproximace byla uzivana k vypoétim v dobé Chammurabiho. Zapsana je napf.
na nasledujici tabulce YBC 7289, kterda zachycuje vztah mezi délkou strany
a délkou uhlopficky &tverce.

Obdobnym zpiisobem byly vypoéteny i tabulky tfetich odmocnin. Dalsi spe-
cidlni tabulky obsahovaly napf. rizné charakteristiky trojihelniki a pravidel-
nych n-thelniki, rizné ,technické koeficienty“, pfevody jednotek apod.

Zéjemcim o problematiku aritmetickych operaci ve staré Mezopotamii je
mozno doporuéit bohatou literaturu uvedenou v nésledujicim seznamu.
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Systém mér a vah byl ve Starobabylénské i velmi komplikovany, ale

jednodussi nez stary systém sumersky.

‘e vét§in¢ matematickych texti je

soubor mér a vah relativné standardizovany; pevné isou stanovené relace mezi
jednotkami, vétSina pfevodi pracuje jen s jednoduchymi Sedesatinnymni zlomky.

Délkové miry.

Nejmensi délkovou jednotkou bylo 1 e [zrno] (asi 2,75 min). Vétsi jednotky
jsou prehledné zachyceny v nasledujici tabulce:

1 Su-si

1 kus

1 gi nebo 1 gqanu
1 nindam nebo 1
1 e3e

1us

1 beru

Plo$né miry.

gar

6 Se [prst] asi 1,65 cm
30 su-§i  [loket] asi 3 m

6 kus [rikos] asi 3 m

2 gi [ty¢, hal, prut] asi 6

10 gar  [lano) asi 60 m

6 ele asi 360
30 us asi 10,8 km

Z4kladni plosnou jednotkou byl 1 sar (asi 36 m?); délil se na 60 gin, pficemz
se 1 gin jesté délil na 180 %e. Jeden sar byl tedy roven 10800 $e. Plosné miry
jsou zaneseny v nasledujici tabulce:

lgin =
lsar =
lubu =
liku =
lele =

lbur =

180 se
60 gin
50 sar
2 ubu
6 iku

3 efe

[kvadratické lano]

[1 beru x 1 gar]

asi 0,6 m?
asi 36 m?
asi 0,18 ha
asi 0,36 ha
asi 2,16 ha

asi 6,43 ha
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Objemové miry.

Zékladni objemovou jednotkou byl 1 objemovy sar; §lo o objem hranolu se
¢tvercovou podstavou o strané 1 gar a vyskou 1 ka8. Vzhledem k tomu, zZe 1 gar
je roven 12 ka§, je 1 objemovy sar roven jedné dvandactiné kubického garu, tj.
(0;5) gar®. Objemové jednotky mély stejné nazvy jako jednotky ploSné.

1 objemovy gin
1 objemovy sar

1 objemovy ubu

Duté miry.

= 180 objemovych Se
= 60 objemovych gin

= 50 objemovych sar

Duté miry slouzily k méfeni objemu zrna, oleje, piva apod. Odvozeny byly
od starych sumerskych mér. Zikladni dutou jednotkou byla 1 sila (asi 1 litr).
Délila se na 60 gin, pfi¢emZ 1 gin se dale délil na 180 Ze. Jednotka sila tedy
byla rovna 10800 Se. Pfehled dutych mér je v nasledujici tabulce:

1 gin
1 sila
1 ban
1 pi

1 gur

Vahy.

= 180 3e
= 60 gin
= 10sila
= 6 ban

= Jpi

Zakladni vdhovou jednotkou byla 1 mina (asi 0,5 kg); dal3i jednotky jsou

zachyceny v nésledujici tabulce.
1 3e
1 gin = 180 Ze
1 mina = 60 gin

1 g = 60 mina

[zrno] asi 0,05 g
[Sekel] asi 0,83 dkg
asi 0,5 kg

[talent] asi 30 kg
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Poznamenejme, Ze nejstarsi identifikovana zavazi pochazeji z poloviny tie-
tiho tisicileti pf. n. 1. Néktera byla vyrobena v podobé kachen nebo Ivil, jind
méla kulovy nebo védlcovy tvar. Napiiklad ve starobylém Kalchu byla nalezena
série 17 bronzovych zavaZzi v podobé Ivi; nejvetsi zavazi vazi témer 20 kg a je
dlouhé skoro 30 cm, nejmensi vazi skoro 50 g a je dlouhé asi 2 cm. Nektera
zdvazi byla popsdna jménem krale Sinecheriba (asi 704 -681 pf. n. 1.) a tdajem
o véze. Vice viz [Ro].

Cihlova mira.

Specidlni objemovou jednotkou byla 1 cihla, kterd byla odvozena od objemu
malého hranolu, ktery predstavoval idedlni cihilu. Pritom 720 cihel dalo
tzv. cihlovy sar, tj. 1 objemovy sar.

lgin = 12 cihel
lsar = 720 cihel
lubu = 36000 cihel
liku = 72000 cihel

Poznamenejme, Ze se jednotky a plevody mezi nimi v Kassitské a Novoba-
bylénské Fisi nepatrné zménily. Naptiklad u délkové miry byly stanoveny tyto
pievody

1kus = 24 3u-i

lgar = 14knd

1sila = 10 nindam

l1ban = 6sila

1 pi = 6 ban
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POSLOUPNOSTI.

Aritmeticka posloupnost.

Ze starobabylénského obdobi se zachovalo nékolik tabulek, které obsahuji
piiklady vedouci na aritmetickou posloupnost. Je v nich vétginou fefen problém
rozdéleni né&jakého majetku (prace apod.) mezi predem dany pocet lidi.

Strssbg. 362

Prvni tloha na tabulce Strssbg. 362 (viz predchozi obrézek)! je vénovana
aritmetické posloupnosti. Jeji text neni prili§ jasny:

(10) bratri, (1) a % miny stribra, bratr nad bratrem dostdvd cdst, kolik, ja
nevim. Dil osmého bratra je (6) Sekeli. Bratr za bratrem dostdvd kolik?

Spojeni bratr za bratrem dostdvd, resp. bratr nad bratrem dostdvd signalizuje
aritmetickou posloupnost. V tloze se ma rozdélit 12 miny st¥ibra mezi deset
bratrii tak, aby jejich majetkové podily tvofily aritmetickou posloupnost;
pfitom je didn majetek osmého bratra (6 Sekelil). Ukolem je najit diferenci
této klesajici aritmetické posloupnosti a vSechny jeji ¢leny. ReSeni piikladu je
zapsano takto:

! Tabulka pochézi ze Starobabylénské Fise (asi 2000 aZ 1800 pf. n. l.), byla nalezena ve
starobylé Warce. Obsahuje p&t iiloh, jejichZ text je na n&kterych mistech znatné& poskozen.
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Ty svym zpisobem: vypodti pievrdicenou hodnotu (10), poctu lidi, ziskal jsi
(0;6).

Vyndsob (0;6) a (1) a § miny stiibra. (10) Sekeli jsi ziskal.

Zdvoj (10). Dostanes (20). (6), édst osmého bratra, zdvoj. (12) jsi ziskal.

Odecti (12) od (20). (8) ziskdvds. (8) si udri v paméti.

(1) a (1), sa-ap-li-a-am? secti, (2) jsi ziskal. (2) zdvoj. (4) jsi ziskal.

(1) a (4) secti. (5) jsi ziskal. (5) od (10), pocet lidi, odecti. (5) jsi ziskal.

Vypocti pievrdcenou hodnotu od (5). (0;12) jsi dostal.

(0;12) vyndsob (8). Ziskal jsi (1;36). (1;36) je to, ¢im se lisi bratr od bratra.3

Ozna¢me ¢leny uvazované posloupnosti symboly a;, a2, ..., ajg, jejl
diferenci pismenem d.

Pisat vypocetl primérny dil, ktery by pfipadl na jednoho bratra: vydélil
1% miny stiibra, tj. 100 SekelG* deseti; pfesngji feceno, vyndsobil 1% miny
stfibra pfevricenou hodnotou k 10, tj. éislem (0;6); vyslo 10 Sekelid. Tuto
hodnotu zdvojnéasobil a ziskal tak soucet majetku tfettho a osmého bratra,
tj. ag + ag = 20. Protoze je v8ak az + ag = 2ag + 5d, odecetl pisaf od
¢isla 20 dvojnéasobek ¢isla 6 a ziskal ¢islo 8. Toto ¢islo pak vydélil ¢islem 5
(resp. vynasobil jeho pfevricenou hodnotou, tj. (0;12)) a ziskal tak diferenci
d=(1;36).5

Pomérné komplikované pisaf stanovil pocet diferenci ,,mezi“ osmym a tfetim
bratrem. Uréil poéet diferenci mezi osmym a desatym bratrem, ktery je stejny
jako pocet diferenci mezi tfetim a prvnim bratrem; pocet diferenci mezi osmym
a tfetimn bratrem je pak roven rozdilu poétu vSech bratrid (10) a dvojndsobku
po¢tu diferenci mezi osmym a desatym bratrem (4) zvétSeného o jednitku,
tj. 10— (4 +1) =5.

Ze zapisu FeSeni je zfejmé, Ze pisaf dobfe védél, co déla, nebot vSechny
vypocty jsou bezchybné. Text tlohy je poskozen, vypocet jednotlivych ¢lent
posloupnosti chybi. Ve vysledku se mohly objevit majetkové podily vSech deseti
bratri:

1 3 2 4 4
175, 15z, 14, 12z, 105, 9z, 7¢, 6, 4z, 2,

neboli.
(17;12), (15;36), 14, (12;24), (10;48), (9;12), (7;36), 6, (4;24), (2;48).°

Pata tloha téZe tabulky byva chdpana’ jako aplikace aritmetické posloup-
nosti v praxi. Jeji znacné poskozeny text zni asi takto:

Zed. (10) gar, (1) @ § gar $itky. (3) dozorci maji po (3) gar (4) loktech na
délku vzit. Pruni md (60) muzi, druhy (1,20), tieti (1,40) muzi. Zapocato s (5)
lokty vsky, ziskdno |.......] hmoty zemé. Zdi [.......] a kolik aZ hmoty zemé?®

2 Vyznam tohoto vyrazu neni jasny, ani Neugebauer v [N1] ho nepfeklada.

3 Viz [N1]; origindlni text str. 239-240, n&mecky preklad str. 240-241, rozbor str. 242.
4 1 mina st¥ibra je 60 Sekeld.

5 Poznamenejme, Ze v naSem pojeti je diference zaporna.

6 Zajimavé je srovnat tento pfiklad s p¥ikladem R64 Rhindova papyru.

7 Napf. Neugebauerem v [N1].

8 Viz [N1], originalni text str. 240, n&mecky pfeklad str. 242, rozbor str. 243.
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Je tedy dan pocet pracovnikii, ktefi buduji néjakou zed (hloubi piikop nebo
stavi ndsep) tvaru sefiznutého klinu (viz obrazek).

/
Zed délky 10 gar (tj. 120 loktt), je rozdélena na tietiny; na prvnim uscku
pracuje 60, na druhém 80 a na tfetim 100 muzi. Poc¢ty pracovnikil tvoii arit-
metickou posloupnost s diferenci 20. Odpovidajicim zpiisobem mze vzristat
i zed. Vyska zdi v nejnizsi ¢asti je 5 loktd, siika je l% gar (tj. 18 lokt). Patrn¢
se mé vypoc&itat hmota, kterou je tfeba navrsit nebo vykopat na jednotlivych
usecich. Ani postup ani vysledek v8ak na tabulce uveden neni.

/

Zajimava uloha je na tabulce YBC 4608 ze Starobabyldénské fise; pole
tvaru pravouhlého trojihelniku, jehoz jedna odvésna je [ = (6,30) a obsah
S = (11,22, 30) (viz nasledujici obrazek), se ma rozdélit mezi 6 bratrd tak, aby
jejich dily tvorily aritmetickou posloupnost.

S

b,

Odvésna | = (6,30) (délka) sc rozdéli na 3est stejnych dili, kazdy ma délku
(1,5). Dale se vypoéte druhé odvésna by ($itka) uvazovancho trojihelnikového

pole:

by = 22 = (22,45,0) : (6,30) = (3,30) .
a

RovnéZ odvésna b; = (3,30) se rozdéli na Sest stejnych dild, vychdzi 35; pak
jsou vypoéteny ,$itky“ poli jednotlivych bratri; kazda je o 35 mensi nez Sitka
dilu predchoziho bratra:

1. bratr b = (3,30)
2. bratr by = (2,55)
3. bratr b3 = (2,20)
4. bratr by = (1,45)
5. bratr bs = (1,10)

6. bratr bg = (35)



242




243

Z dochované ¢sti reSeni je patrné, ze mezopotamsky poctar aritmeticke
posloupnosti dobfe rozumél; kazdy élen posloupnosti vypocetl ze znalosti
diference a pfedchoziho ¢lenu. Poskozeny text konci vyctem ek jednotlivech
dili. Déle mohl pisaf pokracovat vypoctem rozdilu vymer poli dvou po sobé
jdoucich bratri: (35) x (1,5) = (37,55). Pole jednotlivich bratri tedy méla
tyto vyméry:

1. bratr S1 = (5;30) x (37,55) = (3,28,32;30)
2. bratr Sy = (4;30) x (37,55) = (2,50, 37: 30)
3. bratr Sy = (3:30) x (37,55) = (2,12, 42: 30)
4. bratr Sy = (2:30) x (37,55) = (1,34, 47; 30)
5. bratr Ss = (1;30) x (37,55) = (56, 52; 30)
6. bratr Se = (0;30) x (37,55) = (18,57; 30)

V jedné dloze tak mohla byt aritmetickd posloupnost procviéena hned
dvakrat, $itky pozemki tvofi aritmetickou posloupunost s diferenci (35), vymdéry
poli tvofi aritmetickou posloupnost s diferenci (37, 55). Pozemky prvnich péti
bratrii maji tvar pravotihlého lichobéZzniku, pozemek poslednihio bratra ma tvar
pravothlého trojthelnika.’?

Poznamenejme, Ze z kasitského obdobi s¢ na tabulce AO 172 64 zachovala
jestd sloziteéjsi tloha, v niz se mezi Sest bratrii rozdéluje pozemek tvaru
lichob&Zzniku o zdkladndch 217 a 135 a ramencch 81 a 51. Rozdéleni ma byt
provedeno tak, aby dvojice po sobé jdoucich bratril dostala stejné, a aby rozdil

mezi po sobé jdoucimi dvojicemi byl konstantn{.'?

Tabulka Strssbg. 363 (viz ndsledujici obrizek)' je nckterymi badateli
povazovana za ,sbirku tloh“ na procviceni aritinetické posloupnosti. Toto
tvrzeni je zna¢né problematické, nebot se majetek vétsinou rozdéluje jen mnezi
tfi nebo Ctyfi bratry.

Prvni Gloha tabulky je zcela zni¢ena. Z druhé dlohy se zachoval pouze
vysledek a; = (2,30), a» = (1,40) a az = (50).

Treti piiklad pravdépodobné rozdéluje majetek mezi Ctyfi bratry. V zdvéru
$patné zachovaného FeSeni je napsano, ze majetek prvniho bratra je (1,40),
majetek druhého bratra nezname, tieti bratr ma % majetku prvniho a étvrty %
majetku prvniho. Aritmetickou posloupnost tedy tvor{ majetky prvniho, tfetiho
a ¢tvrtého bratra.

9 Viz [NS], originalni text str. 50, anglicky pfeklad str. 51, rozbor str. 52-53.

10 vice viz [Cv]. ’ '

11 Tabulka pochézi ze Starobabylénské Fide, byla nalezena ve Warce. Obsahuje pét dloh,
jejichz zné&ni je na n&kterych mistech znalné pogkozeno.
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Ve ¢tvrtém prikladu se rozdéluje hodnota 93 mezi 3 bratry, pficemz jsou
stanoveny pomeéry jejich podili 7 : 11 : 13; hodnoty vypoctenych majetkl jsou
21, 33, 39 a nejde tedy o aritmetickou posloupnost.

Posledni priklad je znicen, podle nepatrnych zbytki textu se mohlo jednat
o analogii predeslého piikladu.'? Domnivame se, Ze uvedené tilohy nemiizeme
radit k aritmetické posloupnosti.
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Geometricka posloupnost.

Ze starobabylénského obdobi se zachoval jeden priklad, ktery doklad4a praci
s geometrickou posloupnosti. Jde o étvrtou tlohu na tabulce Strssbg. 362,'3
kterd pracuje s geometrickou posloupnosti s kvocientem 2. Jeji text zni takto:

Usecka. Po (1) loket (1) prst aZ k uplnému souctu abys zdvojoval. K jaké
délce jsem 3el? Sel jsem aZ k (1) garu a (3) a § lokte délky.**

V tloze je zaddna usecka délky 1 loket a 1 prst, tj. (1;2) lokte. Tato tusecka
je zvétSovana v geometrické posloupnosti. Soucet délek vSech tisekid je 1 gar
a 3% lokte, coz je (15;30) lokte. Mezi ¢tvrtym a patym piikladem na tabulce je
poznamenano ¢islo 4, coz je pocet ¢lenti geometrické posloupnosti ze ¢tvrtého
prikladu.

12 Viz [N1], originln{ text str. 274-275, n&mecky preklad str. 275-276, rozbor str. 277.

13 Tabulka pochazi ze Starobabylénské FiSe, byla nalezena ve Warce. Obsahuje pét tloh,
jejichz text je na nékterych mistech poskozen.

14 Poznamenejme, Ze 1 gar je 12 loktil a 1 loket 30 prstii.
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Bud je vedle délky dané Gsecky a = (1;2) lokte dan také pocet clenit posloup-
nosti, tj. (4), a ma se vypoditat soucet délek coz se zdi pravdepodobueéjsi, nebo
je dan soucet délek, tj. (15;30), a ma se vypocitat pocet clemt posloupnosti.
Resen{ tlohy lze ziskat takto:

(1;2) x (142 44+ 8) = (15;30) .

Postup feSeni viak chybi; kromé geometrické posloupnosti je zde procvicen
i pfevod jednotek.!®

Z obdobi prvniho tisicileti mame dva piiklady, které dokladaji jisty pokrok
v chapdni posloupnosti.

Na tabulce AO 648416 je prvni piiklad vénovin geometrické posloupnosti.
Text ulohy je velini strucny, posledni fadek je navic posSkozeny:

Od (1) do (10) poloz, pres (2) stoupey, scitej. (8,32). (1) od (8,32) odecti.
Zbude (8,31).
(8,31) pidej k (8,32). (17,3) [.... )7

V prikladu se ma vypodcitat soudet prvnich descti ¢lent geometricke po-
sloupnosti s prvnim ¢lenem a; = 1 a kvocientem g = 2, tj. vypoditat ¢islo
142+ 22 + ... 4+ 2% Identifikovat pifino ze zadani, 7e jde o geometrickou
posloupnost, neni jednoduché, nebot zadani neni dobic srozumitelné. Podle
navodu je ziejmé, Ze poltar pocital takto:

S =ay+a0—1=(832)+(831) = (17,3) .

Neni viak jasné, jak byl vypoéten desaty ¢len ayg = 2%, zda pFimo nebo zda bylo
vypoéteno viech deset ¢lent. Je viak ztejmé, Ze soudet prvnich deseti élenid této
posloupnosti nebyl vypocten postupnym s¢itanim jednotlivych ¢lemi. Znalost
obecné metody feseni, kterd odpovidd znamému vzorci

q" -1
g-1

Sn:a1

)

viak z uvedeného ptikladu nevyplyva.

Poznamenejme, Ze mezopotdmsky postup je spravny pravé ve specidlnim
piipadé a; = 1 a ¢ = 2; predchozi vzorec ma za téchto podminek velmi
jenoduchy tvar

Sn:2n_1=2n—l+2n——l__1.

15 Viz [N1], origindlni text str. 240, n&mecky pfeklad str. 241-242, rozbor str. 243.

16 Tabulka poch4zi z doby Seleukovcd, byla objevena ve Warce. Obsahuje cedmnact dloh
napsanych na obou stranach tabulky.

17 Viz [N1], origin4lnf text str. 97, némecky preklad str. 99, rozbor str. 102.
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Soudet étvercu.

Ve druhém piikladu na tabulce AO 6484 je vypocten souet ¢tvercd prvnich
deseti ptirozenych &isel, tj. ¢islo 12422432+ - -+10%. Zadani i feseni ptikladu je
opét velmi strutné, je z né€j v8ak mozno jasné zjistit postup. Text Glohy a jejiho
reSeni zni takto:

Ctverec (1) x (1), to je od (1), do (10) x (10), to je (1,40). Vypoéti soucet!
(1) vyndsob (0;20) [tfetina]. (0;20).

(10) vyndsob (0;40). To jsou dvé tietiny.

(6;40) secti s (0;20). To je (7). -

(7) vyndsob (55). (6,25). Soucet je (6,25).

Popsany postup feSeni lze v nasi symbolice zapsat zndmym vzorcem pro
soulet ¢tverclt n po sobé jdoucich pfirozenych &isel:

3 _2n+1 n(n+1) 2n+1 .
n — 3 2 - 3 n

kde s, je souet prvnich n pfirozenych éisel.

Nevime, jak poCtar urcil souet prvnich deseti pfirozenych ¢isel. Pravdépo-
dobné byla tato ¢ast ulohy tak lehka, Ze ji viibec nekomentoval a pouze uvedl
vysledek 55.18

LITERATURA

[Ca] CajoriF., A History of Mathematical Notations, Dover Publications, INC, New York,
1993, jde o reprint dvoudilné knihy z roku 1928 a 1929.

[Cv]  Caveing M., La Tablette babylonienne AO 172 64 et le probléme des siz fréres,
Historia Mathematica 12 (1985), 6-24.

{Ga]  Gazalé M., Number from Ahmes to Cantor, Princeton University Press, Princeton,
New Jersey, 2000.

[GG2] Grattan-Guinness 1., The Fontana History of the Mathematical Sciences, Fontana
Press, London, 1997.

[Ch]  Chabert J.-L. et al., A History of Algorithms. From the Pebble to the Microchip,
Springer, Berlin, Heidelberg, ..., 1999.

[Ko] Kolman A., Dé&jiny matematiky ve starovéku, Academia, Praha, 1968.

[N1]  Neugebauer O., Mathematische Keilschrift-Tezte, Verlag von Julius Springer, Berlin,
1935 (erster und zweiter Teil), 1937 (dritter Teil), reprint Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, 1973.

[N2]  Neugebauer O., Vorlesungen iiber Geschichte der Antiken Mathematischen Wis-
senschaften, Erster Band. Vorgriechische Mathematik, Verlag von Julius Springer,
Berlin, 1934.

[N3]  Neugebauer O., Beitrige zur Geschichte der babylonischen Mathematik, Quellen und
Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik, B, Band 1, 1931,
120-130.

18 Viz [N1], originalni text str. 98, n8mecky pfeklad str. 99, rozbor str. 103.



247

[NS]  Neugebauer O., Sachs A., Mathematical Cuneiform Texts, American Oriental Society
and the American Schools of Oriental Research, New Haven. Connecticut, 1945,
reprint, Harrassowitz, 1986.

[Vo]  Vogel K., Vorgriechische Mathematik, Wiirzburg, 1958 1954.

[Vy] Vygodskij M. Ja., Arifmelika i algebra v drevnem mire, Nauka, Moskva, 1967.

[WN] Waschow H., Neugebauer O., Reihen in der babylonischen Mathematik, Quellen und
Studien zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik, B, Band 2, 1933,
298-304.

WWW STRANKY

[WW1] http://it.stlawu.edu/~dmelvill/mesomath.
[WW3]  http://www.math.tamu.edu/~don.allen/history /babylon/babylon.html.
[WW4]  http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk /™ history/Indexes/Babylonians.html.



248

UROKOVY POCET.

Mezopotarmie byla jednou z oblasti, kde se od praddvna Ccile rozvijely rizné
finan¢ni transakce; dokladaji to nékteré tabulky z nejstarsich dob. Na nich
jsou zaznamendny dané, smlouvy, depozita, troky, dluhy, klauzule o placeni
doruditeli apod. Ve druhém tisicileti pf. n. 1. bylo nejprve jako penézni jednotka
pouZivano zrno; postupné se viak nahrazovalo stfibrem, tj. klasickym obézZivem.
Plvodné plnily tlohu banky chramové komplexy nebo palacovd sidla, kde se
shromazdovalo obili a pozdéji stfibro. V dalich stoletich se objevily prvni
soukromé podniky, které byly Fizeny rozvétvenymi rodinami, které pronajimaly
pozemky, zvifata a pracovni nafadi, pujcovaly penize apod. Priimérny arok
v Mezopotamii byl pomérné vysoky, pohyboval se od dvaceti do tficeti procent,
nékdy byval i vyssi. Rada zakont v Chammurabiho zdkoniku pojednava
o pravech a povinnostech dluzniki i bankér:

Jestlize (je tu) nékdo, na némz vdzne droény dluh, jehoZ pole bih Adad
zaplavil nebo povodert odnesla nebo pro nedostatek vody se obili na poli neurodt,
(tu) v tomto roce obili véFiteli neodvede a svou tabulku navihéi a drok za tento
rok nedd.! ([Mo], str. 204)

Jestlize Senkijika neptijala pri koupi opojného ndpoje obili, (ale) pfFijala
stribro podle velikého zdvaZi a snizila hodnotu opojného ndpoje oproti cené
obili, tuto Senkyiku usvéd¢i a hodi do vody. ([Mo], str. 205)

Neni proto divu, Ze se dochovaly i tabulky, které obsahuji pfiklady procvicu-
jiel riizné bankovni vypocty, napt. vypocet vySe zadkladniho kapitilu ze znalosti
splacenych aroki pfi jednoduchém Grokovéni, rist kapitdlu pfi komplikovanéj-
§im rokovani, vypocet let béhem nichz vzroste slozeny kapital na pozadovanou
hodnotu apod.

Jednoduchy arokovy podet.

Na tabulce Vat 8521 (viz néasledujici obrazek)? jsou ¢tyfi tilohy, v nichz je
zadan roéni urok, ro¢ni urokova sazba a ma se vypocitat zakladni kapitdl,
tj. ptjéeny obnos. Prvni piiklad zni:

Za (1) minu stribra on dal (12) Sekeli, jakd hodnota je splicena, dal-li
spldtku (1,40) Sekehi.

Vezmi (1) minu. (0;12) vezmi, (1,40) vezmi za to, co ti dal.

(0;12) vyndsob (1). (0;12). Pfevrdcenou hodnotu od (0;12) hledej. (5) mds.

(5) vyndsob (1,40). (8,20) je zdkladni kapitdl.

1 Navlhéenim hlinéné tabulky se odstran{ piivodni text & do zméklé hmoty je moZno vepsat
tezt opraveny.

2 Poch4zi ze starobabylénského obdobi, je popsina z obou stran, text je v3ak misty
poskozen.
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Jestlize (8,20), zikladni kapitdl, je spldcen (12) Sekely z (1) miny, pak (1,40)
je turok.

(1) minu (0;12) ndsob. (0;12). (0;12) a (8,20) ndsob. (1,40) je tirok.

Jaky je koten z (1,40)? (10) to je.3

VAT 8521

V tloze je zadana trokovéa sazba 12 Sekeli z 1 miny, tj. 12 Sekeli ze 60 Sekeli;
jde tedy o obvyklou sazbu 20 procent.? Dale znadme tirok (1,40) = 100 Sekel.
Ukolem je vypoéitat pijéenou &astku. Tehdejsi postup lze v nasi symbolice

zapsat takto:
u 100

p 0,2
kde z je hledany zdkladni kapitél, u = (1,40) je splaceny trok a p = (0;12) je
urokové sazba. Zajimavé je, Ze se v textu feSeni objevuje z naSeho pohledu velmi
triviadlni ndsobeni &islem 1. Tento obrat se vyskytuje i na jinych tabulkach, snad
§lo o vytvoreni obecného algoritmu, ktery by byl pouzitelny i pro pfipad, ze by
byla tirokové sazba zadéna jinak nez k Sekeli z 1 miny.

Druh4 ¢ast zachyceného fefeni je patrné zkouska; miiZe v3ak jit i o modifikaci
ptivodniho piikladu: z vysledku se po¢ita zadani. Snad jde o jakousi rekapitulaci
pfikladu, kter4 pfipomina ,odpovéd celou vétou“.

500 = (8,20) ,

3 V originlnim textu je misto slova kofen slovo ib-si, coZ se n€kdy preklddé jako kofen,

nékdy jako odmocnina.
4 Poznamenejme, Ze tirokové sazba byla v Mezopotdmii vzhledem k Sedesitkové soustavé

zadavana ur€itym dilem ze Sedeséti.
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Zvlastni smysl mé zavér tlohy, kde se objevuje termin ib-si, ktery ma $irsi
vyznam. Nékdy je prekladan jako kofen jindy jako druhd odmocninu. V tomto
prikladé je vypoétena druhd odmocnina éisla (1,40) = 100. Neni jasné, proc
poctar v takovychto situacich druhou odmocninu uvadi.

V dalgich tiech piikladech této tabulky® je tirokova sazba stejnd, trok je
po fadé (7,30) = 450, (36) a (18). Vypoctené kapitaly jsou (37,30) = 2250,
(3,0) = 180 a (1,30) = 90. V8echny tfi ulohy uzivaji stejny postup jako uloha
prvni.

Zajimava je zavérecnd ¢ast viech tloh. Ve druhé se ma uré¢it ba-si ze (7, 30),
vysledek je poskozen, ve tfeti se ma urcit ib-si ze (36), vysledek je (6), ve
Ctvrté se ma opét uréit ba-si z (18), vysledek je (3). Zkouméanim obdobnych
priklad bylo zjisténo, Ze ib-si je druhd odmocnina hodnoty splatky a ba-si
druha odmocnina poloviny hodnoty splatky. Smysl vypocti druhych odmocnin
v téchto prikladech neni jasny.

Komplikovanéjsi irokovy pocdet.

VAT 8528

Rekonstrukce zna¢né poskozeného textu druhé ulohy této tabulky byla
provedena po peclivém studiu uvedeného postupu reSeni. Cely text zni ve
volném prekladu takto:

5 Viz [N1]; originalni text str. 351-352, ndmecky preklad str. 355-356, rozbor str. 360-361.
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UloZu-li si nékdo (1) minu na (30) let, na co se piemeni. kdyz je kaidorocni
trok (12) Sekeli z (1) miny, v pribéhu proniho pétileti ok sdm zisk nepiindgsi.
Po uplynuti péti let se pivodni majetek zdvojndsobil. V ndsledujicich letech se
drokovd sazba neméni a piiristdni je na (2) miny ...

.. (0;12) vyndsob (5). (1).

V pdtém roce kapitdl i irok sc rovnaji (1), piidej ok k zdkladnimu kapitdlu,
(2) je kapital a tirok v pdtém roce.

(5) let k pdtému roku piidej, to je desdty rok. (2), kapitdl a ok, zdvoj. (-1).
(4) je kapital a jeho dirok v desdtém roce.

(5) let pridej k deseti letdm, to je patndcty rok, () kapitdl o 4drok, zdvoj,
(8). (8) je kapitdl a irok v patndctém roce.

(5) let pridej k patndcti rokim, to je dvacdty rok, (8) zdvoj, to je (16). (16)
je kapital a drok ve dvacdtém roce,

(5) let pridej k dvaceti letdm, to je dvacet pét let, (16), kapitdl a irok. zdvoy,
to je (32). {32) je kapitdl a jeho drok ve dvacdtém pdtém roce.

(5) let pridej k dvaceti péti letim, to je tiicet let. (32) zdvoy, (1,1). (1.4) je
kapitdl a irok za tiicet let.b

Ukolemn je urcit, jaky kapitdl zso siskime za ificet let, ulozime-li zakladni
kapitél zg = 1 mina s ro¢ni arokovou sazbou 20 procent. Ziskany nrok se viak
uro€i az po péti letech; jde vlastné o situaci, kdy je poskytovan za obdobi péti
let stoprocentni trok.

Nejprve je vypoéten Urok za prvuich pét let a celkovy kapital na konci
prvniho pétiletého cyklu:

s

(5) x (0;12) =5-0,2 =1,

25:ZO+'1L521+1:2.
Pak je uréen kapital na konci kazdého pétiletého cyklu:

z19=2-25 =4,
215 =2210=8,
290 =2-215=16,
295 = 2+ 220 = 32,
230 = 2+ 295 = 64 = (1,4) .

Postup lze v nasi symbolice vyjadrit vzorcem

Zmn =20 (1+p-m)",
kde m je délka cyklu (v naSem piipadé 5 let), p je urokova sazba (v nadem
piikladé 0,2) a zo ptvodni vloZeny kapital (1 mina), n je poCet cykld (v naem

piikladé 6).

6 Viz [N1], origindlni text str. 354, némecky ofeklad str. 357-358, rozbor str. 364.
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Uloha ma dosti komplikované a znaéné nerealné zadani, je feSena pomérné
primitivné; konstruovana je aritineticka posloupnost rokd s diferenci 5 a geo-
metrickd posloupnost s kvocientem 2 popisujici nartistani kapitalu. Délka
slovniho komentare svéd¢i o nevelké Grovni matematickych schopnosti pisafe ¢i
poctare.

Prvni dloha na téze tabulce je Gloha opacna ke druhé tloze, je feSena jinak,

w2

poskozené, ale lze je rekonstruovat s prihlédnutim k postupu reseni:

Ze zadané sumy (1,4) na niZ se pieménila (1) mina, najdi ¢as, v jehoZ

pribéhu se nacital vrok podle vijse ukdzaného principu ...”
. vezmi (1) minu. (0;12) je irok; za (5) let prijmy.

Vezmi (1,4) kapitdl a drok. (0;12) drok z (1) zdkladni kapitdl zmnoz,
dostanes (0;12) drok.

(0;12) za (5) let zmnoz, to je (1).

V pdtém roce kapitdl a uroky jsou si vovny, (1) k (1) pribude. Kapitdl a urok
Je (2).

Najdi prevrdcenou hodnotu, to je (0;30). (0;30) ndsob (1,4), soucet kapitdlu
a troki, je (32).

Ba-si (2) co je? To je (1). Najdi pfevrdcenou hodnotu (2). To je (0;30).

(0;30) ndsob (30). To je (15). K (15) pridej (1). To je (16). [b-si z (16) co
je to? To je (4).

(4) a (1). To je (5). (5) krat (5) je (25).

A (5) pridej ke (25). To je (30). (30) let je doba, za kterou kapitdl a iroky
budou (1,4).8

Poc¢tAl nejprve vysvetlil, ze se za pét let kapitdl zdvojnasobi. Zadany kapital
byl proto pied péti lety poloviéni, tj. 32 min.

Dalo by se ocekavat, Ze bude opakované délit dvéma, az dojde k 1, a zjisti
tak pocet pétiletych cykla. Postup je trochu jiny. Nejprve sice 32 déli dvéma,
tj. nasobi (0;30).° Obdrzi &slo 16, kapital na podatku predposledniho cyklu.
Nvni vSak nepokracuje v déleni dvéma, ale ¢islo 16 odinocni; vyjadieno je to
spojenim ,ib-siz 16 je 4, coz odpovidd kapitalu pred dal$imi dvéma pétiletimi.
Zbytek textu neni prili§ srozumitelny. Poctar v8ak spocital viechna nalezena
pétileti a dostal Sest pétileti, tedy 30 let.

Treti Gloha na této tabulce je vénovina slozenému arokovani. Objevuje se
v ni vypocet (iroku z Groku, ro¢ni a denni Grokovani apod. Text Glohy je nejasny,
vypocet je sice reprodukovatelny, ale nedava dobry smysl.!°

7 Princip, pfi kterém se urok pfipisuje ke kapitalu kazdych 5 let.

8 Viz [N1], origindlni text str. 353, n¥mecky pfeklad str. 357, rozbor str. 361-363.

9 Vzhledem ke konstrukci tabulek pro nasobeni rozd&li 32 na 30 a 2, nasobeni provede
kazdym Cislem zvldst a vysledek selte.

10 viz [N1], originalni text str. 354355, némecky pfeklad str. 358~359, rozbor str. 364—
365.
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SloZené urokovani.

Na tabulce AO 6770 se nachdzi ¢asto citovany pifklad fesici slozené viroko-
vani;!! text zni takto:

Nékdo si uloZil (1) gur. Za jak dlouho se zdvojnisobi?

Ty svym zpisobem prodiuz do cturtého roku. O kolik to pickroci (2)?
Co se piiddvd, ¢im se prevysi tieti rok?

Co se odecitd od cturtého roku? Je to (0;2,33,20).

To odecti od ctytech let, dostanes plné roky a dny.'*

Ukolem je uréit dobu, za kterou dojde ke zdvojndsobeni zakladniho kapitalu.
Vy3e urokové sazby neni v zadani ulohy uvedena, pii fefeni se predpoklada, ze
jde o obvyklou drokovou sazbu 12 ze 60 Sckeld, tj. 20 procent. Vysledek na
tabulce chybi, ale lze ho snadno dopoéitat:

(4) = (0;2,33,20) = (3;57,26,40) = 3,957 407 .

V nasi symbolice lze piiklad vyjadfit nasledujici rovuici:

(1+%)I=2, g, 1,20=2.

Odtud Ie2
g .
z ig1.2 3,80

Mezopotamsky poctaf postupoval patrné tak, Ze nejprve urcil kapital na
konci tietiho a étvrtého roku:

1.93=1.728 =1 é§+i(l+ﬁ < 2
3. rok: y — =1+ 60 602 603 ’

1 9 0736 = 2 4+24+57+36 S 9
4. rok: ,2" =2, =2+ 60 602 60 604 ‘

Po tfech letech kapitél jesté nedosahuje hodnoty 2 gur, po Ctyfech letech ji
viak jiz presahuje. Poétar dale postupoval patrné metodou linedrni interpolace.
Kapital nartista roéné o 20 procent, pokud je uloZen jen na ¢ast roku, je tfeba
vzit odpovidajici &4st Groku. Ozna¢me dobu, kterd do ukonéeni ¢tvrtého roku
chybf, pismenem y. Hodnotu 2 tedy dostaneme, kdyZ od ¢astky, kterou bychom
méli po &tyfech letech, odedteme tirok za dobu y z ¢dstky, kterou mame po tfech
letech:
(1;12)* — (1;12)% x (0;12) x y = (2) .

11 Tabulka pochézi ze starobabylénského obdobi, byla nalezena ve Warce. Je popsdna

z obou stran, jsou na ni dv& dlohy. o
12 Vijz [N1], origindlni text str. 37-38, némecky preklad str. 40, rozbor str. 40-41. Viz téz
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Vychézi
y = (0;12,46,40) = 0,21296 .

Pisaf udava na tabulce hodnotu
(0;2,33,20) = 0,042593 ,

coZ je presné
(0;12) x (0;12,46,40) .

Pisaf tedy patrné zapomnél vypoc¢tené ¢islo vynasobit péti, je mozné Ze chyba
vznikla vynechanim ¢asti textu pfi prepisu.

Cislo (0;2,33,20) dava odpoveéd na jinou otdzku: O kolik je potfeba ve
cturtém roce snizZit udrokovou sazbu, aby se kapitdl na konci cturtého roku
zdvogndsobil.

Nova trokova sazba by byla
(0;12) — (0;2,33,20) = (0;9,26,40) ,
coz by umoznilo zdvojnasobeni kapitalu na konci ¢tvrtého roku
(1;12)% x (1;9,26,40) = (1;43,40,48) x (1;9,26,40) = 2 .

Pak je vSak na tabulce é&islo (0;2,33,20) odefitdno nespravné od &isla 4. Je
mozné, Ze je na tabulce zachovano jen torzo piikladu, Ze ¢asti vypoltl chybi
nebo byly omylem spojeny aryvky, které k sobé nepattily.

Pripomenme jesté, Ze spravna hodnota y vypoétena pomoci logaritmi je

y=4-1=0,198.

LITERATURA

[BM] Brentjes S., Milller M., Eine neue Interpretation der ersten Aufgabe des altbaby-
lonischen mathematischen Teztes AO 6770, Schriftenreihe fiir Geschichte der Na-
turwissenschaften, Technik und Medicin 19 (1982), 21-26.

[Br]  Bruins E. M., Uluéfenie pribliZenij v matematike Vavilonjan, Istoriko-matematieskie
issledovanija 21 (1967), 61-70.

[Ga] Gazalé M., Number From Ahmes to Cantor, Princeton University Press, Princeton,
New Jersey, 2000.

[Ko] Kolman A., Dé&jiny matematiky ve staroveku, Academia, Praha, 1968.

[Mo] Moscati S., Zivouci minulost, Panorama, Praha, 1984.

[N1]  Neugebauer O., Mathematische Keilschrift- Tezte, Verlag von Julius Springer, Berlin,
1935 (erster und zweiter Teil), 1937 (dritter Teil), reprint Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, 1973.



255

Neugebauer O., Vorlesungen tiber Geschichte der Antiken Mathematischen Wis-
senschaften, Erster Band. Vorgriechische Mathematik, Verlag von Julius Springer,
Berlin, 1934.

Neugebauer O., Sachs A., Mathematical Cuneiform Tezts, American Oriental Society
and the American Schools of Oriental Research, New Haven, Connecticut, 1945,
reprint, Harrassowitz, 1986.

Powell M. A., Sumerian Numeration and Metrology, University Microfilms (72-
14 445), Minneapolis, 1971.

Raik A. E., Novye rekonstrukcii nekotorych zadac¢ iz drevneegipetskich ¢ vavilonskich
tekstov, Istoriko-matematiceskie issledovanija 11 (1958), 171-182.

Sethe K., Von Zahlen und Zahlworten bei den alten Agyptern, Strassburg, 1916.
Vogel K., Vorgriechische Mathematik, Wiirzburg, 1958-1959.

Vygodskij M. Ja., Arifmetika i algebra v drevnem m.ire, Nauka, Moskva, 1967.

WWW STRANKY

[WWW] http://it.stlawu.edu/~ dmelvill/mesomath.



256

LINEARNI ROVNICE A JEJICH SOUSTAVY.

Jiz v obdobi Chammurabiho byly v Mezopotdmii feSeny ulohy, které dnes
feSime pomoci linedrnich rovnic a jejich soustav.

Je tfeba zdiiraznit, Ze v té dobé témé&r plné chybéla matematicka symbolika
a misto dnesni algebraické terminologie byla pouZivina terminologie geomet-
rickd. Slova oznadujici hledané nezndmé byla i v akkadskych textech psana
sumersky a jak postupné mizela znalost sumerstiny, proménovala se tato slova
v terminy, které se postupné stivaly starobylymi matematickymi symboly. Ne-
znamé veli€iny byly oznafovany jako délka, $itka, viska &i hloubka, sou€in dvou
neznamych jako plocha, obsah, pole nebo dokonce délka-$irka, ctverec délky
nebo étverec §ifky, soudin tii neznamych byl vét¥inou oznacovan jako objem.

Pivod vé&tSiny iloh je geometricky, proto je geometrickd i terminologie;
pfesto neni dodrzovan zdkon homogenity, tj. v Glohach se bez zdbran séitaji
délky (uf), sitky (sag), obsahy, objemy a bezrozmé&rné konstanty.

V klinopisnych textech neni pfili§ mnoho prikladid vedoucich na linearni
rovnice nebo jejich soustavy. Algoritmus feSeni nelze u vétSiny aloh urtit,
nebot tabulky obsahuji jen zadani a nékdy i vysledek. Je pravdépodobné, Ze
byly tlohy feSeny postupnou eliminaci nezndmych, substituci nebo metodou
chybného pfedpokladu.

Linearni rovnice.

Uvedme na ukazku né&kolik pfikladi vedoucich na linearni rovnice.

Na starobabylénské tabulce YBC 4669 (viz nasledujici obrazek) nalezneme
tento jednoduchy pfiklad:

2 2 1 mych zdsob dal jsem pryc. (7) zbylo. Jaké byly mé zdsoby? (31;30).!

9
Zapiseme-li pfiklad v nasi symbolice, obdrzime rovnici
2
T - 9 x=T,

kde z je hledané mnoZstvi zasob. Jeji vysledek je viak 9 a nikoli 31% jak uvadi
tabulka.

Vysledek 313, neboli (31;30), je viak feSenim rovnice
2
5 cx=T.

Je moZné, Ze zadani bylo zkomoleno, nebo Ze byl vysledek zapsan chybné.
Mohlo dojit i k chybnému prolnuti dvou pfikladi, které na sebe navazovaly.

! Viz [N1}, 3. dil, originélni text str. 27, n8mecky pieklad str. 28, rozbor str. 28.
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Na téZe tabulce nalezneme i tuto ulohu:

% ze % a (1) ban pridal jsem, vysledek byl 1 je¢mene. Jaké bylo pivodni

mnoistui jeCmene? (3) pi jeCmene je pivodni mnoZstui.?
Ulohu lze zapsat rovnici

2.2 z+1= z
33 T2
Po jednoduché tpravé dostaneme
1
—.z=1, tj. r=18.
187 !

Vychazi tedy 18 bdn, tj. 3 pi.2

Na tabulce AO 6770* je nasledujici pFiklad:

Meél jsem kdmen. Neznal jsem jeho hmotnost. % jsem dal pryé, 313- Sekelu
a (0;15) zrnek. Dostal jsem zpét IIT toho, co jsem mél, a % gi. Kdmen byl
vricen do pivodniho stavu. Jakd byla jeho hmotnost?®
Nezndme vysledek ani metodu Fedeni; pfi feSeni viak bylo tfeba prevadét
jednotky (sekel je 180 zrnek, gi je 60 Sekeli). Ulohu lze snad zapsat touto
rovnici (mnoZstvi = je v zrnkach):
1 15

1 _ 1 2 3
z_7.z_(§.3.60+66)_11 :1:+3 3-60° .

2 Viz [NS), origindlni text str. 103, anglicky pfeklad str. 103, rozbor str. 103.
3 Pfipomenme, e 1 pi = 6 ban.

4 Tabulka poch4zi ze starobabylénského obdobi, nalezena byla ve Warce.
5 Viz [N1], 2. dil, origindlni text str. 38, némecky pfeklad str. 41, rozbor str. 41.



258

Na starobabylénské tabulce YBC 4652 je uvedena ,sbirka ptikladd“ na
procviéeni tloh, které dnes fe$ime linearni rovnici. Tabulka plivodné& obsahovala
22 piikladi; jen 11 viak zlstalo ¢astedné zachovdno a z nich jen 6 maze byt
zcela rekonstruovano. Sedmy priklad zni takto:

Nalezl jsem kdmen, ale nezndm jeho hmotnost. Poté, co jsem piidal % a jesté
i toho vieho, je to (1) mina. Jakd byla piivodni hmotnost kamene? Pivodni
hmotnost kamene byla % mina, (8) gin a (22) a § Se.®

Ulohu Ize v na3i symbolice zapsat rovnici

(s+3) +51-(2+7) =0,

12 T
—_ —=]=60.
i (=+7)

Regeni této linearni rovnice je z = (48;7,30) gin. UZijeme-li jednoduchou
Upravu a pfevodni vztahy mezi vahovymi jednotkami dostaneme 40 gin a 8 gin
a (5% + 3600) 180 Se, to je % 2 mina, 8 gin a 22— se.

tj.

Dalsich pét prikladi lze v nasi symbolice zapsat takto:
8. piiklad  (z — ;) L. (:1:——) =60,

i (s 8) - [(e8) 4 (=) -

(
9. piiklad (-2 )+
19. priklad  (6z+2)+4-1.24- (62 +2) =60,
(

T —

~8

20. piiklad  (82+3)+1- %521 (82+3) =60,

21 ptiklad  (s-2)+4-%-(2-2)=60.

Ostatni pfiklady jsou ponileny, je v3ak pravdépodobné, Ze byly obdob-
ného typu. U vSech dochovanych pfikladd jsou uvedeny spravné vysledky.
Prohlédneme-li zadéni, zjistime, Ze se v Glohdch poéita se zlomky, jejichZ jme-
novatelé jsou 3, 6, 8 (k nim existuji reciproké hodnoty), a 7, 11 a 13 (k nim
neexistuji pfesné reciproké hodnoty). Upravime-li v8ak vSechny rovnice na tvar

i (5erg) -0,

kde a, b, ¢, d, e a f jsou pfirozena &isla, obdrzime totc.

8. piiklad -}%-(z~—) =60,

'S

9.piiklad 42 (z-2) =60,

6 Texty p¥ikladd tabulky YBC 4652 viz [NS], originalni text str. 100-101, anglicky pfeklad
str. 101-102, rozbor str. 102-103.
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19.piiklad - (6z+2) =60,

20. pitklad 8. (Sx +

[J%]

):60,

21 priklad B (z-£)=00.

Citatelé viech zlomkd jsou ¢isla, ke ktersm existuji v mezopotimské
matematice pfesné reciproké hodnoty. Priklady byly tedy voleny tak, aby bylo
mozZno vypoditat pfesna feSeni.

Na tabulce mame pouze zaddni dloh a vysledky, chybi postupy Fegeni.
Je mozné, Ze byly ulohy feSeny pomoci substituce a chybného piedpoktadu.
Napf. v sedmé loze mohla byt zvolena substituce

a"+z—
d 7"ya

kterd umoznila pfejit k jednoduché rovnici

12

LY T AR R

jejiz feSeni je y = 55. Pak mohla byt zvolena metoda chybného piedpokladu:

35

T+ = =35, To=7, I:—8-~$0=(48;7,30).

z
7

Bylo také moZno pouZit pfimy vypocet:

1
T+ - =955, g-z=55, x=55-7-§:(48;7,30).

z
7

Ulohy tohoto typu patrné slouzily i k procviovani operaci se zlomky, s nimiz
se mezopotamsti ufednici potykali pfi vypoctech hospodaiského charakteru, pfi
dédickych fizenich apod. Vyge uvedené piiklady, jak je patrné z jejich zadani,
viak asi nemaji prili§ spole¢ného s praktickym Zivotem.

Soustavy linedrnich rovnic.

Na starobabylénské tabulce AO 8862 je uveden nasledujici piiklad:

. cihly, lidé a své dny secetl jsem, to dd (2;20). % lidi jsou mé dny. Stanov
cihly, lidi a dny.”

Podle pfipojeného vypoétu a rovnéz s pfihlédnutim ke studiu jinych tabulek
1ze tilohu interpretovat jako soustavu tif rovnic o tfech nezndmych:

7 Viz [N1], 1. dil, originalni text str. 112, némecky preklad str. 117, rozbor str. 121-122.
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z+y+z=140,
z+y=120,

v=z,

Wi

kde z je poéet cihel, y pofet lidi a z poéet dnli. Mezopotamska tabulka obsahuje
spravny vysledek: (1,30) = 90 cihel, 30 lidi a 20 dna.

Na starobabylénské tabulce objevené v Suse® je ptiklad, ktery lze v nasi
symbolice zapsat soustavou dvou rovnic o dvou neznamych:

Rozebereme-li pfipojené feSeni a zapi$eme-li ho nasi symbolikou, zjistime, Ze
byl nejprve odstranén zlomek:

4z +y =28,
z+y=10.

Pak byla provedena eliminace nezndmé y (patrné odectenim rovnic) a ziskdna
rovnice 3z = 18. Odtud jiZ snadno vyplynulo feSeni: z =6 a y = 4.

Velmi zajimavy pfiklad vedouci na soustavu dvou line4drnich rovnic o dvou
neznamych je na tabulce VAT 8389 (viz nasledujici obrazek).® Jeho text zni
takto:

Z (1) bur (4) gur obili jsem sklidil. Z jednoho druhého bur (3) gur obili jsem
sklidil. Obili nad obili o (8,20) pfevysuje.

Maoje pole pfidteno a (30,0) ddvd. Moje pole jsou co?

(30,0) pro pole vezmi. (20,0) pro obili, které on sklidil, vezmi. (30,0) pro
druhé pole vezmi. (15,0) pro obili, které on sklidil, vezmi.

(8,20), obili nad obili vychdzi, vezmi. A (30,0) soucet ploch poli vezmi
a (30,0) soucet ploch poli do dvou rozdél a (15,0) je to.

(15,0) a (15,0) dvakrdt k zdvogndsobeni vezmi a reciproké z (30,0) toho pole
utvof a (0;0,2) je to.

(0;0,2) s (20,0), obili, které on sklidil, ndsobeno. (0;40) je predeslé obili.

S (15,0), to dvakrdt k jeho dvojndsobku bylo vzato, ndsobeno. (10,0)
pamatuje tvoje hlava.

Reciproké z (30,0), toho druhého pole, utvof a (0;0,2) je to.

(0;0,2) s (15,0) obili, které on sklidil, ndsobeno. (0;30) je piedeslé obili.
S (15,0), to dvakrdt k jeho dvojndsobku bylo vzato, ndsobeno, je (7,30).

8 Viz [Ju], str. 42.
9 Tabulka pochézi ze starobabylénského obdobi, dnes je ulofena v muzeu v Berling.
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(10,0), tvoje hlava pamatuje nad (7,30) o co vychdzi? (2,30) vychdzi.

(2,30), co vychdzi, z (8,20), obili nad obili vychdzi, odecti a (5,50) nechds
zpatky.

(5,50), které jsi nechal zpdtky, pamatuje tvd hlava. (0;40) jeden faktor
a (0;30) druhy faktor sectené a (1;10) jako jmenovatele.

Co s (1;10) se ma vzitr, to mné (5,50), co tvd hlava pamatuje, ddvd? (5,0)
vezmi.

(5,0) s (1;10) ndsobeno (5,50) da tobé. (5,50), to bylo vzato, z (15,0), to
dvakrat k jeho dvojndsobnému bylo vzato, od jednoho odecti, k druhému pricti
a za prvé (20,0), za druhé (10,0) ddvd to. (20,0) je plocha pruniho pole, (10,0)
plocha druhého pole.r®

e v;jgi
1 AYA A )
AL

.y

VAT 8389

Text prikladu lze vysvétlit asi takto. Mame dvé pole. Z plo$né jednotky
bur prvniho pole sklidime 4 gur obili, z plosné jednotky bur druhého pole
sklidime 3 gur obili. Sklizen z prvniho pole prevySuje sklizen z druhého pole
0 (8,20) = 500 sila. Soucet ploch poli je (30,0) = 1800 sar. Jaké jsou vyméry
obou poli?t!

10 Viz [N1], origindlni text str. 317-318, némecky preklad str. 323-324, rozbor str. 330~
335.
11 P¥ipomefime, Ze 4 gur jsou (20,0) sila, 3 gur jsou (15,0) sila, 1 bur je (30,0) sar.
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Oznadime-li £ a y vyméry uvazovanych poli v jednotkdch sar, lze ulohu
zapsat nésledujici soustavou dvou rovnic o dvou neznamych:

(20,00 (15,0)
(30,0) © ~ (30,0)
z +y = (30,0) .

y=(8,20),

Soustava nebyla fe$ena ani eliminaci, ani metodou dosazovaci, ale metodou
chybného pfedpokladu. Nejprve se vypolte uroda na jednotlivych polich za
predpokladu, Ze ob& pole maji stejnou vymeéru, tj. (15,0) sar:

(20,0) - N
(30.0) (15,0) = (0;0,2) x (20,0) x (15,0)=(0;40) x (15,0)=(10,0) ,
(15,0) o N .

(30,0) (15,0) = (0;0,2) x (15,0) x (15,0)=(0; 30) x (15,0)=(7,30) .

Rozdil drod na téchto dvou polich stejné vymeéry je tedy:
(10,0) — (7,30) = (2,30) .

Urody se viak maji ligit o (8,20), rozdil Grod pfi stejné vyméfe poli je tedy
o0 (5, 50) men&i. PoCtar nyni vychézel z jednoduché Gvahy: na kazdy sar, o ktery
se zvétdi prvni pole a zmensi druhé pole, se ziskd o (0;40) vice arody na
prvnim poli a o (0;30) méné arody na druhém poli. Rozdil Grod proto naroste
o (0;40) + (0; 30) = (1;10).

Pak poétaf provedl pfislusné déleni, tj. nasel, ¢im je tfeba vynésobit &islo
(1;10), aby vyslo ¢&islo (5,50), tj. ,chyb&jici rozdil Grod. Snadno zjistil, Ze
vysledek je (5,0). Pole tedy maji vyméru (15,0) + (5,0) = (20,0) a (15,0) —
(5,0) = (10,0).

Zobecnime-li tento postup, lze Fici, Ze po¢tar pouZil klasickou mezopotdm-
skou substituci. Je-li tfeba feSit rovnici

z+y=2h,
kde pro z a y je dina jeSté néjaka dalsi podminka, potom se polozi
z=h+w, y=h-w,

kde w je novad neznama.

Na tabulce VAT 8389 jsou dalsi tfi pfiklady, které jsou modifikaci pfedcho-
ziho pifikladu. Ve druhém jsou ddny vyméry poli a stejné podminky popisujici
tirodu; m4 se uréit troda na jednotlivych polich a rozdil Grod. ReSeni odpovida
témto vztahiim:
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uroda na prvnim poli G, = gg—:g% x (20,0) = (13,20) ,
droda na druhém poli G = 53} x (10,0) = (5,0) ,
rozdil drod G1 - G2 = (13,20) - (5,0) = (8,20) .

Ve tietim prikladé je feSena soustava
(20,0) (15,0)
. z —
(30,0) (30,0)
z —y = (10,0) .

-y =(8,20),

Ve ¢tvrtém prikladé jsou dany vymeéry poli a stejné podminky jako v tloze
tieti. M4 se vypocitat troda na jednotlivych polich a rozdil trod.

Sest pifkladi témér totozného znéni je také na starobabylénské tabulce
VAT 8390 (viz nésledujici obrézek).

VAT 8390

V prvnim piikladu jsou dany vyméry poli a stejné podminky jako u prvniho
piikladu na tabulce VAT 8389; maji se vypocitat arody na jednotlivych polich,
soucet trod a soucet vymér poli.

Druhy priklad lze zapsat soustavou

(20,0) e (15,0)
(30,0) (30,0)
z+y=(30,0).

-y = (18,20) ,
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Ve tfetim pfikladu se vychdzi ze stejnych podminek, poéitaji se irody na
jednotlivych polich. Ctvrty piiklad vede na feSeni soustavy
(20,0) (15,0)
(30,0) " (30,0)
z—y=(10,0).

y = (18,20) ,

V patém piikladu jsou dany vymeéry poli a stejné podminky jako ve étvrtém
ptikladu, poéitaji se irody na jednotlivych polich.

V Sestém pfikladu je dina vymeéra prvniho pole a podminky stejné jako
ve ¢tvrtém prikladu. Poditd se vyméra druhého pole a tirody na jednotlivych
polich.

Poznamenejme, Ze jednoduché linearni rovnice a jejich soustavy lze nalézt
i na starobabylénskych tabulkach YBC 4668, YBC 4712, YBC 4713, YBC 4714,
YBC 4715, VAT 7528 a VAT 7535.
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KVADRATICKE ROVNICE.

Mezopotdmskd matematika feSila i ulohy, které vedou na kvadratické
rovnice. N&které byly svazany s potfebami praxe, jiné spise poukazuji na vnitini
vyvoj samotné matematiky a na otazky vyutovani matematice.

Ve vétdiné takovychto uloh nalézame, stejné jako u rovnic linedrnich,
geometrickou terminologii. Neznamé velitiny byly oznacovany jako délka a $if-
ka, jejich souliny jako plocha atd. Ani zde nebyl dodrzovéan zdkon homogenity,
tj. bez rozpakl byla s¢itdna napf. délka s obsahem apod. Z hlediska uzivané
geometrické terminologie, kterd byla patrné podlozena néjakymi geometrickymi
pfedstavami, je to zvlastni. Nékdy vSak byly terminy prevzaty i z oblasti
aritmetickych operaci (délenec a délitel, ndsobenec a ndsobitel atd.).

Pii feSeni uloh vedoucich na kvadratické rovnice museli mezopotamsti
poctafi zvladnout operace se znamymi i neznamymi veli¢inami. Museli si dobfe
osvojit 1 poznatky, které dnes symbolicky zapisujeme vztahy

(a % b)? = a® £ 2ab + b, (a=b)(a+b)=a® b .

Vytvoreni metodiky reSeni uloh vedoucich na kvadratické rovunice znamenal
novou etapu rozvoje matematiky; doklada jednak vysokou iroven matematic-
kého mysleni, jednak podatky algebry. Vidy byly feSeny ulohy s konkrétnimi
¢isly; nékteré z nich v8ak mély charakter vzorovych piikladi, podle nichz byly
feSeny obdobné ptiklady.

O pomérné vysokém stupni rozvoje algebraickych metod v Mezopotdmii
svédéi i to, Ze tehdejsi poctafi vytvofili obecné navody, které umozhovaly
pfevadét nejriznéjsi Glohy na tzv. ,kanonické tvary“, pro néz byly vypracovany
standardni postupy feseni.

K prevodu na tyto kanonické tvary tehdejsi poctari uzivali rizné dpravy,
predevsim substituci a eliminaci; s nezndmymi veli¢inami zachazeli podobné
jako s veli¢inami znamymi, pfi¢emZ pouzivali vyhradné algebraické metody.

Poznamenejme je$té, e mezopotdamsti matematici nikdy nedospéli k obec-
nému algoritmu pro feSeni kvadratické rovnice tvaru az® + bz +¢ =0, a # 0,
ktery odpovid4 naemu znamému vzorci

—-b+ Vb? - dac

T1,2 = 2a

Bylo to tim, Ze kofeny rovnice mohla byt pouze kladné ¢isla. Z této omezujici
podminky vyplynula nutnost klasifikace kvadratickych rovnic na vy$e zminéné
,kanonické tvary“ a rozpracovani metod jejich feeni. S témito metodami se
nyni seznamime.

Ulohy, kterym se budeme vé&novat, obsahuji vétsinou vice neznamych. Dnes
bychom je patrné pfevedli na kvadratickou rovnici. Mezopotamsti po¢tari vak
velmi Casto postupovali odliSné.
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I. Kvadraticka rovnice typu z? = q.

Nejjednodussim typem kvadratické rovnice byla rovnice z? = ¢, kde ¢ bylo
dané prirozené tislo, Sedesitinny zlomek nebo smisené ¢islo. Tato rovnice se
objevovala zejména v pfikladech procvicujicich Pythagorovu vétu. Jeji feSeni
bylo vyhledano v tabulkich ¢tvercl nebo v tabulkdch odmocnin, pfipadné byla
druh& odmocnina €isla g vypoditana.

Ptiklady tohoto typu jsou obycejné formulovany velmi stru¢né. Co musime
ndsobit mezi sebou, aby ... ?, Jaky je kvadraticky koten ... ? Hned za témito
slovy nasleduje odpovéd.

I1. Kvadraticka rovnice typu z? + q = pr.

Tuto rovnici lze povazovat za prvni ,skuteénou“ kvadratickou rovnici, se
kterou se mezopotamska matematika potykala. Ulohy, které na tuto kvadra-
tickou rovnici vedou, byly vét§inou formulovany jinak; v nasi symbolice je lze
zapsat soustavou dvou rovuic o dvou neznamych:

rT+y=p,
T-y=4q,

kde z > y jsou hledand kladna ¢isla a p,q jsou pfirozena ¢isla, Sedesatinné
zloimnky nebo ¢isla smiSend.

Vyse uvedenou soustavu dvou rovnic milzeme oznafit za pruni kanonicky
tvar; na néj byly prevadény slozitéjsi tlohy.

Dosadime-li z prvni rovnice za y do druhé, obdrzime kvadratickou rovnici

z2+q:pz.

Ukazme nyni metodu feSeni alohy prvniho kanonického tvaru na prikladu,
ktery lze nalézt na tabulce AO 6484.!

Délenec a délitel je (2;0,0,33,20).

Deélenec a délitel, totiz (2;0,0,33,20), s (0;30) ndsod. To da (1;0,0,16,40).
(1;0,0,16,40) s (1;0,0,16,40) ndsob. To dé (1;0,0,33, 20, 4, 37, 46, 40).

(1) odecti z toho. Zistane nazpét (0;0,0, 33,20,4,37,46,40).

Co se md samo sebou ndsobit, aby to dalo (0;0,0,33, 20,4, 37,46,40)?
(0;0,44,43,20) s (0;0,44, 43, 20) ndsobeno dd (0;0,0,33,20,4, 37, 46, 40).
(0;0,44,43,20) k (1;0,0,16,40) pfidej. To dd (1;0,45).
(0;0,44,43,20) od (1;0,0,16,40) odeber. To dd (0;59,15,33,20) jako déli-
tele.?

! Tabulka pochazi z obdobi Seleukovct, nalezena byla ve Warce.

2 Viz (N1}, originélni text str. 98-99, némecky pfeklad str. 101-102, rozbor str. 106-107.
Nuly, stfedniky a &4rky zde byly doplnény pro lepSi porozuméni textu, v origindlu nebyly
rady vyznafeny. PFipomefime, Ze v mezopotamskych lohach je vidy soulin délence a délitele
roven 1 nebo 60; odtud vyplynula druhd rovnice z -y = 1.
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Ulohu je mozZno pfepsat nasledujici soustavou rovnic:

z+y=(2;0,0,33,20),
zxy=(1).

Mezopotamsky postup lze vyjadrit vzorci

A (RN 0 (I

Budeme-li pozorné Cist text na tabulce, dostaneme tuto sérii krokd, ktera
odpovida naSemu dosazeni do zndmého vzorce:

p=(2;0,0,33,20),
= (1;0,0, 16, 40) ,

2
) = (1;0,0, 33, 20,4, 37,46, 40) ,
2
) —1=1(0;0,0,33,20,4, 37,46, 40) ,

2
) — 1= (0;0,44,43,20) ,

. 2
2= g + (g) —1=(1;0,0,16,40) + (0;0,44,43,20) = (1;0,45) ,
2
y = g _ (g) —1=(1;0,0,16,40) — (0;0,44, 43, 20) = (0; 59, 15, 33, 20) .

V nékolika dalSich obdobnych ptikladech, které jsou na tabulce AO 6484
uvedeny, je p = (2;3), p = (2;5,26,40), p = (2;0,15) a vzdy ¢ = (1).
Poznamenejme, Ze p bylo voleno tak, aby 8lo snadno vypo¢itat prislusnou
odmocninu. VSechny tlohy tohoto typu jsou reSeny stejnou metodou.

V dalgich prikladech je jiz ¢ # (1); feSeny jsou pomoci substituce. Misto
dvou nezndmych z a y je zavedena nova neznama z:

z=§+z, yzg-—z.

Dosadime-li za z a y do druhé rovnice soustavy, ziskime vztah

um (Br2) (5-2) = (B -4 =a.

odtud
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Odmocnénim ziskdme

(O

a pak jiz snadno vypocéteme nezndmé r a y:

S (TS S O

Ulohy tohoto typu jsou napf. na tabulce YBC 4612.3 Uvedme pro zajimavost
znéni ¢tvrtého prikladu:

(1) bur je plocha, secetl jsem délku a §itku, vysledek je (5,5). Jaké jsou délka
a $itka? (3,45) gar je délka. (1,20) gar je $iika.!

Ptiklad lze v na$i symbolice zapsat soustavou rovnic:
z+y=2305,
z-y =18000 .

Na stejny kanonicky typ vede i nasledujici slozitéjsi soustava dvou rovnic
o dvou neznamych:

8
+

B

I
el

Dosadime-li totiz z druhé rovnice y = b — = do prvni, obdrzime po jednoduché
lipravé rovnici

tj. vyse uvedeny typ kvadratické rovnice.’

S piikladem tohoto typu se setkdvame napf. na tabulce BM 13901;% osmy
priklad zni takto:

3 Tato starobabylénska tabulka obsahuje patnact velmi jednoduchych piikladi o obdél-
niku {rozméry z, y, kde ¢ > y, obsah S). Na tabulce je zachyceno pouze zadani pfikladi a vy-
sledky. Prvnich pét prikladf se vztahuje k obdélniku o rozmérech = = (3,45) gar, y = (1, 20)
gar a obsahu S = (5,0,0) gar?; dalich p&t ptikladt k obdélniku o rozmérech z = (2, 30) gar,
y = (24) gar a obsahu S = (1,0,0) gar?. V prvnim ptikladu je ddno z a y, po&ita se S, ve
druhém je ddno S a z a poditéd se y, ve tfetim je dano S a y a pocitd se z, ve &tvrtém, resp.
patém je déno S a = + y, resp. z — y, a politd se z a y. Obdobné formulovdno je druhych
pét prikladd. V poslednich p&ti ptikladech je dano z a y a potitd se S (vychazi vidy (1,0,0)
gar?); tyto jednoduché piiklady jsou komplikovany prevody jednotek.

1 Vig [NS], originalni text str. 103, anglicky pfeklad str. 104, rozbor str. 104-106.

5 Predpokladame, 7e a, b jsou kladna &isla, pro kterd a < b? < 20; tato podminka zaru&uje
jednak prisludnost rovnice k danému typu, jednak jeji FeSitelnost.

6 Tato tabulka pochdzi ze starobabylénského obdobi, jeji rozméry jsou 12 x 20 cm.
Obsahuje 24 prikladd, které vedou na linedrni a kvadratické rovnice. Viz [N1}, 3. dil, originélni
text str. 1-5, némecky preklad str. 5-9, rozbor str. 10-14.
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Plocha myjch sectenyich ctverci je (21,40); strany mych étvercii secetl jsem,
Je to (50).

Polovinu z (21,40) udélej. (10,50) mds.

Polovinu z (50) udélej. (25) mds. (25) a (25) ndsob. (10,25) mds.

(10,25) od (10,50) odecti. (25) mds. (25) md kvadraticky kofen (5).

(5) k prunim (25) pfidej a (30) je strana pruniho étverce.

(5) od druhych (25) odecti. (20) je strana druhého étverce.”

V nasi symbolice lze pfiklad zapsat touto soustavou rovnic:

% + 9% =1300,
T+y=2>30.

K jejimu feSeni je zvolena standardni substituce:

50

" 50
z Y= ——
) ) Y

T =
2

o .

Ta prevede soustavu na jednoduchou kvadratickou rovnici

o 1300 00\ ?
-y

2

7z niz lze snadno vypocitat z a potom x a y:
2 =650 - 625 =3, r=25+5=230, y=25-5=20.

tabulce AO 8862.% Prvni ze étvefice pifkladi znf takto:

Délka, sitka. Délku a §itku vyndsobil ysem a plochu dostal jsem. Pak od délhy
byla odniata $ivka o to bylo pFicteno k plose. (3,3) to dd. Délka a §itha da (27).
Jaka je délka, sitka o plocha 29

(27) (3.3) soucet
(15)  délka
(12) sitka (3,0) plocha

Ty seim zptisobem: (27) soucet délky a sitky k (3,3) piadej, to dd (3,30).
(2) K (27) piticéti. To déld (29).

Polovinu od (29) odecti, (14;30) vyndsob (14;30), to je (3,30:15).

Od (3,30;15) odecti (3,30). (0;15) je rozdil. (0;15) md kofen (0:30).

7 Viz [N1], 3. dil, originaln{ text str. 2, némecky pfeklad str. 7, rozbor str. 10-14.

8 Tabulka pochdzi ze starobabyléuského obdobi, byla nalezena v Senkereh (Susa). Viz
[N1), originalni text str. 108-113, ndmecky preklad str. 113-117, rozbor str. 117-123.

9 Priklad je prepsan zhruba tak, jak je zachycen na tabulce. Pisaf si pravdépodobné pred
zahdjenim vypodtu piehledné poznamenal dané velifiny a pak doplnil i vysledky.
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(0; 30) k prunimu (14; 30) pricéti. To déld (15) jako délku. (0;30) od druhého
(14; 30) odecti. Ty dostaned (14) jako §itku.

(2), které jsi k (27) pfidetl, od (14), ditka, odecti. To déld (12) jako koneénd
Sirka.

(15), délka, (12), Sitka, ndsobim. (15) krdt (12) dé (3,0) jako plochu.

(15), délka, o co piesahuje (12), §itka? (3) je navic. (3) k (3,0), plochae,
pficteno. (3,3) je vysledek.

Ptiklad lze v na8i symbolice zapsat takovouto soustavou rovnic:
z-y+zr—y=183,
T+y=27.
Uloha jiz neni zadana tak, aby byl patrny piisluiny kanonicky tvar. Potar

mus{ nejprve pomoci substituce uvést soustavu na kanonicky tvar. Zavede
pomocnou veli¢inu

y=y+2,
a tak dojde k soustavé
z-y =210,
z+y =29,

ktera jiz ma pozadovany kanonicky tvar a kterou vyfesi substituci
29 , 29

:1:=—2-+z, y=7-—z.

Ta prevede prvni rovnici na rovnici
29\2
2
=[(—=] —-210
‘ ( ) ) ’
jejiz kladné feseni je
29\ 2
2 =1/( —9) _910=1

2 2
Z ného se vypotte délka x, pomocna Sitka y' a skutecnd $itka y:
z=15, y =14, y=12.

Nakonec se je$té vypocte obsah obdélnika a provede zkouska.

Druhy piiklad na téze tabulce lze zapsat touto soustavou rovnic:

1 1
*2—~:c+§‘y+:z:-y=15,
T+y="7.
Je FeSen substituci = — % = z', kterd tuto soustavu pfevede na kanonicky tvar
1
- y=11-
y 2
5
' +y=6=.
=%

Obdobné pfiklady lze najit i na tabulkdch A 24194, A 24195 a BM 13901.
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II1. Kvadratickd rovnice typu z? = pz + q.

I tento typ kvadratické rovnice se objevoval v mezopotamské matematice

v jiné podobg; slovni zaddni fady pfikladi lze v nadi symbolice zapsat
nésledujici soustavou dvou rovnic o dvou neznamych:

LY =Dy
T-y=4q,
kde p, q jsou pfirozend Cisla, Sedesatinné zlomky nebo smifend ¢&isla; vzdy se

predpokladalo, ze x > y. Tuto soustavu lze povazovat za druhy kanonicky tvar;
na n&j opét po¢tari prevadéli slozitéjsi priklady urcitého typu.

Dosadime-li z prvni rovnice za y do rovnice druhé, prejdeme ke kvadratické
rovnici

> =pr+q.

b =t e T A R B

0 fem 2 &)

Ukazme metodu feSeni druhého kanonického tvaru na prikladu, ktery lze
nalézt na starobabylénské tabulce YBC 6967 (viz predchozi obrazek).

Délenec presahuje délitele o (7). Jaci jsou?

Ty: rozpul (7), o co délenec presahuje délitele, vysledek je (3;30).

Nasob (3;30) s (3;30). Vysledek je (12;15).

K (12;15), které jsi obdrzel, pfidej (1,0). Vysledek je (1,12;15).

Jaky je koten z (1,12;15)? Odpovéd: (8;30).
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Vezmi (8;30) a (8;30). Pak odecti (3;30) od jednoho, a pficti ke druhému.
Jedno je (12), druhé je (5). (12) je délenec, (5) je délitel.'°
Ulohu lze v nasi symbolice zapsat soustavou rovnic:
r—y= 7 '
z-y=60.
Polozme p = 7, ¢ = 60. K vyfeSeni soustavy je zavedena nova neznama z:

N Y 2P, 3}
n:-z+2-—z+32, y=1z =2z-3=.

Druh4 rovnice pak prejde v rovnici

z2-—(§)2=q, neboli z"’—(3l)2=60.

Jeji kladné fefeni je

Odtud

= (§)2+q+§= (3%)2+60+3%=12,

y = (§)2+q_§=,/(3%)2+60-3%=5.

Mezopotamsky postup lze rozepsat do téchto krokii:

(7) b
= (3;30) ,

[ TR~
i

~

= (12;15) ,

PN N

(SRR I ST R

S’ S
N

Je tedy zfejmé, Ze se mezopotamsky postup od naseho prili§ nelisi.
Podobné priklady lze najit i na tabulkach YBC 4612, VAT 6598 a BM 13901.

10 vig [NS], originalni text str. 129, anglicky pfeklad str. 129-130, rozbor str. 130.
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ObtiZn&jsi je druhy piiklad starobabylénské tabulky VAT 8520 (viz nasledu-
jici obrazek).

VAT 8520

(13)-td ¢&dst souctu ndsobence a ndsobitele vyndsobena (6). Odtud odecti
ndsobence. (0;20) zistane, oni fekli. (13), odpovidd tFindctiné dilu, vezmi.

(6), to, co bylo zvétseno, vezmi. (0;20), co zistalo, vezmi a (1), obsah, vezmi.
Od (13), odpovidd (13)-tiné dilu, (6), to, co bylo zvétseno, odejmi a (7) zistane.
(7), které zistalo, a (6) necht udrZi tvd hlava.

(7) a (6) vyndsob. (42). (1), obsah, vyndsob (42). To dd (42). (42) necht
udrZi tvd hlava.

(13), odpovidagici (13)-tiné dilu, vyndsob (0;20), to, co zistalo. (4;20).

Rozlom na (2) édsti. To je (2;10). (2;10) a (2;10) ndsob. To je (4;41,40).

K (4;41,40) piidej (42), co tvd hlava drZela. To je (46;41,40).

Jaky je koten (46;41,40)? (6;50).

(6;50) a (6;50), které mu odpovidd, vezmi a (2;10) k prunimu pficti a od
druhého odeéti. Pruni je (9), druhé (4;40).

Pievrdcenou hodnotu od (6), to, co tvd hlava drZela, vytvor. To je (0;10).
(0;10) vyndsob (9). (1;30) soucin.

Co je nutno vzit (7)-krdt, coZ drZela tvd hlava, aby to dalo (4;40)? (0;40)
vezmi.

(0;40) vyndsobeno (7) ddvd ti (4;40). (0;40) se vzalo jako ndsobitel.
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Je-li ndsobenec (1;30) a ndsobitel (0;40), jakd je plocha? (1;30) vyndsob
(0;40). (1) je plocha.

(1; 30) ndsobenec a (0;40) ndsobitel. Ndsobenec a ndsobitel ddvd (2;10).

TFndctd édst (2;10) je? (0;10).

Vyndsob (6), to je (1). Od té (1) odejmi (0;40) a (0;20) zistane.'!

Ulohu lze v na3i symbolice zapsat touto soustavou rovnic:

.a:+y

63 ¥
'y

L
3,
1.

Jde tedy o tlohu, kterd neni zaddna v kanonickém tvaru. Mezopotdmsky poltar
nejprve odstranil v prvnf rovnici zlomek; ziskal tak soustavu

1

6r -7y =4-,
z =Ty =43
z-y=1.
Pak zvolil jednoduchou substituci:!?
=6z, y=7y,
ktera umoznila ziskat soustavu
1
L ) = 4_ ,
-y 3
-y =42,

Ta je jiZz v kanonickém tvaru, mezopotamsky poltar ji snadno vyfesil s vyuZitim
substituce

Ziskal rovnici

jejiz kladné feSeni je

Pak jiz vypoéital =’ a y':

, 1 ) 12
=242 6 9, y =z-2 5 4 3
11 viz [N1], originalni text str. 346-347, n&mecky pfeklad str. 347-349, rozbor str. 349-
351. Znovu pfipomeifime, Ze soulin nasobence a nasobitele je v mezopotamském pojeti roven
1 nebo 60. Z této podminky vyplynula druhd rovnice soustavy -y = 1, resp. z -y = 60;
prava strana byla volena tak, aby pfiklad ,dobfe vychazel“.
12 Viz ,,(7), které zistalo, a (6) necht udr# tvd hlavae®.
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nakonec se vratil k substituci
=61, yY=T1y

a vypodital = a y; zajimavé je, Ze y nevypocital stejué jako r, nebot 6 ma
v Sedesdtkové soustavé reciprokou hodnotu, ale 7 nikoli:

£ = z'=(0;10) x (9) = (1;30) = 1% ,

=20

Nyni vyhledal takové y, které vynasobeno 7 da (4:40); je to y = (0;-10).
V zévéru jesté provedl zkousku.

Poznamenejme, Ze prvni piiklad na tabulce VAT 8520 lze v nasi symbolice
zapsat soustavou rovnic

6
T-glety)=

T y=

Lol 7

Resen je obdobné: nejprve je odstranén zlomek, rovnice upraveny na tvar

1
—6y =67,
Tz — 6y 3
Tz -6y =42,
pak je zvolena substituce
=Tz, y =6y,

kterd pfevadi soustavu na tvar

1
-y = 65 ,
-y =42,
ta je vyfeSena zavedenim nové nezndmé z:
1 ) 1
' _ = =z—3~-.
zr=z+ 34 , Yy =z 7

Volba koeficientt u obou pfikladli umoZiuje bezproblémovy vypoéet druhé
odmocniny.

Slozit&j&i soustava

2+yi=a,

.’B—'y=b,
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kdea > 0,5 > 0, a > b? (podminka pfislusnosti k tomuto typu), vede na stejny
kanonicky typ

r—y=p,
Ty=q.

Z druhé rovnice vychozi soustavy totiz plyne y = £ — b a po dosazeni do prvni
rovnice dostaneme po jednoduché Gipravé rovnici

— b2
$2:a.2 + bx .

Devity priklad na tabulce BM 13901 zni takto:

Plocha myjch sectenyjch ctverci je (21,40) a strana étverce prevySuje stranu
étverce o (10).

Polovinu z (21,40) oddél. (10,50) mds.

Polovinu z (10) udélej. (5) ndsob (5). (25) od (10,50) odects.

(10, 25) mad kvadraticky kofen (25).

(25) a (25) vezmi. (5) pFicti k prunim (25). (30) mds jako stranu pruniho
ctverce.

(5) odecti od druhgch (25). (20) mds jako stranu druhého ctverce.'?

Ulohu Ize v nasi symbolice zapsat takovouto soustavou rovnic:

z? +y* =1300,
z—-y=10.

Pii feSeni byla zavedena nova nezndma z:

Soustava tak byla prfevedena na jednoduchou rovnici
2% =650 - 5%

odtud

z=v625=25.

Ze znalosti z lze snadno dopoéitat = a y :*4

z=25+5=30, y=25-5=20.

13 Viz [N1], originalni text str. 2, némecky pteklad str. 7, rozbor str. 10-14.
14 vysledek je stejny jako u vySe uvedeného osmého piikladu téze tabulky.
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IV. Kvadraticka rovnice typu z? + pz = q.
Na tabulce AO 8862 (viz néasledujici obrazek)!® je velmi zajimava floha,
ktera vede na kvadratickou rovnici. Jeji text zn{ takto:

Délka, Sitka. Délku o $itku jsem vyndsobil a vznikla plocha. Dile to, of je
délka vetdi nez Sirka, jsem vyndsobil souétem délky a 3itky. K tomu pfidal jsem
flocht)l..uOdbriel jsem (1,13,20). Dale jsem sedetl délku a Jitku. Dostal jsem

1,40).

(1,40) (1,13,20) soulet
(1,0) délka
(40) #&iftka (40,0) plocha.

Ty svym zpisobem: (1,40), soudet délky a ditky, vyndsob (1,40). (2, 46,40).
Od (2,46,40) odejmi (1,13, 20), plocha. Zde jsi urcil (1,33,20).

Polovinu souétu (1,40) odlom. (50) krdt (50) je (41,40). K (1,33,20) piide;.
(2,15,0) md koren (1,30). (1,40) minus co dd (1,30)¢ To je (10).

(10) pidej k (50). (1,0) je delka.

(10) odejmi od (50). (40) je Jifka ...

Ulohu lIze v nasi symbolice zapsat nésledujici soustavou rovnic:

z-y+(z+y) (z-y)=4400,
z+y=100.

Polozme S = (1,13,20), a = (1,40). Mezopotamsky postup feSeni edpovida
v nasi symbolice vztahiim

=2 famy/(2) +@=9)],
y=g-[a—\/@)z+(a2-3)] .

Je tedy zfejmé, Ze y neni vypodteno ze vztahu z + y = a.

Pii piivodnim fedeni byla patrn& pouZita substituce; byla zavedena nova
neznama z vztahem 2z = z — y. Umocnénim rovnic

z+y=a, z-y=2z,

15 Tabulka pochdzi ze starobabylénského obdob{, byla nalezena v Senkereh (Susa). Viz
[N1], origindlni text str. 108-113, némecky pfeklad str. 113-117, rozbor str. 117-123.

16 pyikiad je pfepsin zhruba tak, jak je zachycen na tabulce. Pisaf si patrn& pled
zah4jenim vypoltu prehlednd poznamenal dané veliiny a potom pripojil i vysledky.



2718

A0
8862

Tabulka AO 8862 — prvni st




279

naslednym odeétenim a vyd&lenim &tyfmi dojdeme ke vztahu

x'y:(%)z—-zz.

Po dosazeni do prvni rovnice dostaneme rovnici

2az+(%)2—z225,

kterou lze snadno pfevést na tvar

——(z—a)2+a2+(g)2=5.

z:a:tﬂa"’%-(%)z—s;

znaménko + je tfeba zavrhnout, nebot by pak y vyslo zdporné (z +y = a,
2z =1 —y).

Odtud

Zavedeni pomocné veli¢iny bylo v Mezopotamii velmi oblibenou a znaéné
uzivanou metodou. Z postupu fefeni vyse uvedeného piikladu vyplyva, ze ba-
bylénsti matematici uméli Gspésné Fesit i Glohy vedouci na obecné kvadratické
rovnice. Zdiraznéme viak, Ze nemame k disposici Zadnou tlohu, kterd by méla
dvé kladna feSeni a tato feSeni byla vypoctena. Neni mozZno fici, proé¢ tomu tak
bylo. Snad mezopotamsti poltari necitili potfebu najit vSechna fe3eni. Nelze

viak s jistotou tvrdit, Ze druhé feSeni neznali.
V. Kvadratickd rovnice typu az? + bz = c.

K obecnému typu kvadratické rovnice patii nékteré pfiklady, které jsou na
tabulce BM 13901. Jeji ¢trnacty priklad zni takto:

Plochy dvou svijch ctvercit secetl jsem a (25, 25) to je. Strana druhého ctverce
je rovna % strany pruniho ctverce a jesté (5) gar.

(1) a (0;40) a (5) e-le-nu'” (0;40) udélej. (5) a (5) ndsob. (25) od (25,25)
odeber. (25,0) mds.

(1) @ (1) ndsob. (1) mds. (0;40) a (0;40) ndsob. (0;26,40) k (1) pfidej
a (1;26,40) s (25,0) ndsob. (36,6;40) mds.

(5) s (0;40) ndsob. (3;20) mds a (3;20) ndsob.

(11;6,40) k (36,6;40) pridej. (36,17;46,40) mds.

(46; 40) jako kvadraticky kofen. (3;20), coZ jsi se sebou ndsobil, od (46;40)
odeber a (43;20) mds.

Reciproké k (1;26,40) nehledej. Co je tieba ndsobit (1;26,40), abys dostal
(43;20) 2 (30) je tvij faktor.

17 Sjovo nejasného vyznamu - viz [N1].
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(30) ndsob (1) a (30) je strana pruniho &tverce. (30) s (0;40) ndsob a (20)
a (5) secti a (25) je strana druhého étverce.'®

V nasi symbolice lze piiklad zapsat jako soustavu rovnic:
? +y? =1525,
2
=—-T+35.
V=3
Dosadime-li za y z druhé rovnice do prvni, obdrzime kvadratickou rovnici

13z% + 60z = 13500 .
Z postupu feSeni je zfejmé, ze mezopotamsky poétaf nejprve vypodéital koefi-
cienty:
2 4
a = (0;40)° + (1) = (1;26,40) = 15 ,

1

c = (25,25) — (5) = (25,0) = 1500 .

Jeho vypo&et neznamé r lze v nasi symbolice zapsat takto:'®

s=at-( ac+(.g.)2_g)=

= (1;26,40)~" x (/(1;26,40) x (25,0) + (3; 20) x (3; 20) — (3; 20)) =

(V1
= (1;26,40)~" x (\/ (36,6;40) + (11;6,40) — (3;20)) =
b (VI

= (1;26,40) " x (/(36,17;46,40) — (3;20) ) =

= (1;26,40)! x ((46;40) - (3; 20)) = (1;26,40)"" x (43;20) = (30) .

Pak jiz snadno vypotital y:

y=§-:1:+(5) = (0;40) x (30) + (5) = (25) -

Dopliime jesté pro zajimavost, Ze na tabulce BM 13901 bylo zaznamenano 24
pfikladd, tfi z nich (20. aZ 22.) jsou v3ak znieny. Ostatni vedou na kvadratické
rovnice; Ize je rozdélit do tii skupin. Vyjadiime je struéné nasi symbolikou.

18 Viz [N1], 3. dfl, origin4lni text str. 3, némecky pfeklad str. 8, rozbor str. 10-14.
19 Poznamenejme, ¥e pisaf nehledd hodnotu a~!, nebot reciprokd4 hodnota k &islu
a = (1;26,40) = — v Sedesatkové soustavé neexistuje.



281

A. Kvadratické rovnice s jednou neznimou:
2 _ 3
1. ¢tz = i

2. 2?2-z=870,

z=1
4. z*-3-2 +z=286%,
5. #+z+i-z=14,

6. ?+i.z=%

[
[ M)
-

16. ?—%.z=

1 _ 25
23. ?+4r =2 .

B. Soustavy dvou rovnic o dvou neznidmych vedouci na kvadratické nebo
bikvadratické rovnice:

8. z?2+y?=1300, z+y=50,

9. z2+y?=1300, z—-y=10,
10. 2 +y?=21%, t-y=-1-z,
1. z?+y? =28}, T-y=4%-y,
12  z?+3y%2=1300, z-y =600,
13.  z2+y2=1700, y=1%-z,

4. z24y2=1525, y=2.2+5,

19. 22+9% +(z—-y)? =1400, z+y=50.

C. Soustavy t¥ rovnic o tfech nezndmych nebo &tyf rovnic o Etyfech nezndmych
vedouci na kvadratické rovnice:

15. z2+y2+22+12=1625, y=3-7, 2=}z, t=}.z,
17. z? +y% + 2% = 6123, y=3-z, 2=}y,
18. z2+y%+22=1400, z—-y=10 y—-2z=10,

24. 2% +y%+22=1750, y=2-z+5, z=3-y+2;.
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Uvedené priklady byly feSeny standardnimi metodami.
Upozornéme je§té na dvanacty piiklad této tabulky, ktery zni takto:

Plocha souctu mych étverci je (21,40). Soucin stran mijch étverci je (10,0).

Polovinu z (21,40) odeber a (10, 50) ndsob s (10,50). (1, 57,46,40) to je.

(10,0) a (10,0) ndsob. (1,40,0,0) od (1,57,46,40) odeber a (17,46,40) md
(4, 10) jako kvadraticky koten.

(4,10) k prunimu (10,50) pridej a (15,0) md (30) jako koten kvadraticky.
(30) je strana pruniho ctverce.

(4,10) od druhého (10,50) odeber. (6,40) md (20) jako kofen kvadraticky.*°

Ulohu lze v nasi symbolice zapsat soustavou
z? +y? =1300,
z-y=600.

Po dosazeni za z z druhé rovnice do rovnice prvni dospéjeme k bikvadratické
rovuici

4 2 2 _

- —1300y” +600° =0 .
Jeji kofeny jsou
y1 =20, y=10V5, y3=-20, ys=-10V5.

ReSeni soustavy jsou tedy &tyfi:

11:301 y1:207
.’172:12\/5, y2::10\/5,
3 = —30, ys = —20,

z4=-12V5, i =-10V5.
Posledni dvé nevyhovuji podminkdm zadéani (z a y jsou délky stran).

Mezopotamsky poctaf uvadi pouze jedno feSeni, jeho postup odpovida
nasledujicimu vyjadieni neznamych (b = (21,40) = 1300, ¢ = (10,0)? = 600?):

b [/b\?
= - = —c? = - =
x-\/2+,/(2) ¢2 = /650 + v/I22500 — 360000 = 30 ,
b [/by?
- - - it — 2 = _ _ —
y—\/2 V(3) -¢ — /650 - /332500 — 360000 = 20 .

Z uvedeného postupu je patrna brilantni znalost problematiky kvadratickych
rovnic.

Poznamenejme jesté, Ze tabulka BM 13901 neni klasickou mezopotamskou
sbirkou prikladd, nebot obsahuje rizné typy tloh, jejichz vysledky jsou vesmés
rizné.

20 V textu jsou pisafské chyby: misto (1,57,46,40) ma byt (1,57,21,40) a misto
(17,46,40) ma byt (17,21, 40). Vysledek je viak spravny.



Obdobny charakter ma starobabylénska tabulka YBC 6504 (viz nasledujici
obrazek), na které jsou jen &tyfi dobfe dochované ptiklady.?!

Ya.
L"-"l' v:'

’Jw
é 'Iﬂa %
\ﬂ!‘.‘& "’4 (
I

" \” \‘

3 "E;hw‘ \ l’.lu

YBC 450+

Prvni pfiklad vede na soustavu rovnic

.’L"y-(.’l,‘—y)2=500,
z—y=10.

Jednoduchou tpravou je tato soustava pievedena na kanonicky tvar

T -y =500+ 10%,
z—y=10,

ktery je feSen standardni metodou.

Druhy pfiklad vede na soustavu rovnic

z-y-(z-y)* =500,
z+y=350.

21 viz (N1}, 3. dil, originalnf text str. 22-23, némecky pFeklad str. 23-24, rozbor str. 2425,
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Uvedené feseni odpovida Gpravé prvni rovnice:
ry=500++y)-4-r-y,
5-x-y =500+ 50° .
Tak ziskdme soustavu, kterd odpovida kanonickému tviru
-y =600,
r+y =230,
ktery je feSen standardnim postuperm.

Treti piiklad je mozno vyjadfit vztahy

je feSen pomoci substituce
z=z—-y=30-y.
Po dosazeni do prvni rovnice ziskdme aplnou kvadratickou rovnici
2% + 30z = 400 ,

kterd ma jedno kladné feseni z = 10. Je zajimavé, Ze poCGtar postupoval tak
slozitym zptsobem a nedosadil do prvni rovnice = 30. Pfimé dosazeni bylo
mezopotamskym poctafum pomérné cizi.

Ctvrty priklad lze vyjadiit vztahy

z-y—(z—y)® =500,
y=20;

je feSen patrné na zdkladé znalosti vysledku predchoziho prikladu. Bez jakych-
koli uprav je receno, ze feSenim je

T =120%+ 500 =30 .

Poznainenejme, ze viechny ¢tyi priklady maji stejna fesent (x = 30,y = 20);
patrné vznikly modifikac{ prvni ulohy.

Ukonceme tuto kapitolu stru¢nou informaci o dvou pozoruhodnych tabul-
kach A 24194 a A 24195,2% které lze chdpat jako sbirky tloh z ,vy$si“ mate-
matiky. Prvni tabulka obsahuje 247 prikladi, druhd 177 prikladi. Jsou na nich
jen texty prikladd; viechny maji stejny vysledek z = 30, y = 20.

22 iz [NS], originalni texty str. 107-112 a 119-122, anglické pieklady str 112-116 a 122~
126, rozbor str. 116-119 a 126-129. Obé tabulky jsou uloZeny v Yale Babylonian Collection
na Yale University v USA.
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Ptiklady, které jsou zachyceny na tabulce A 24194, vedou na soustavy dvou
rovnic o dvou neznamych. Prvni rovnice je pro viechny pfiklady spole¢nd; v nasi
symbolice ji lze zapsat v tvaru

z-y=600.

Druha rovnice se postupné meéni; je utvofena nasledujicimi sedmi zpusoby
z funkci f a g (v mezopotamském textu jde o slovné& zadané podminky):

fz,y) +9(z,y) = a1,
2f(z,y) + g(z,y) = az,
—f(z,y) + g(z,y) = a3,
-2f(z,y) + 9(z,y) = a4,
a- f(z,y) = g(z,y),
b- f(z,y) = g(z,y) +10,
¢ f(z,y) = g(z,y) — 10,
kde a, b, ¢, a1, a2, ag, a4 jsou pfirozend €isla.
Funkce g je pomérné jednoduchd, v jednotlivych pfikladech ma tvar

9(z,y) =z,
9(z,y) =y,
(z,9)=z+y,
9(z,y) = 3z + 2y,
(

(

(z,

)

g(z,y) =z+(z-y),
yzy)—z+y+2( -v),

=z ¥

_z. Y _
maw—3+4+u v),

-z, ¥
waw—3+4+u+m,
g(z,y) =z —y.

V3ech 247 prikladd tabulky A 24194 lIze podle tvaru funkce f rozdélit do
sedmi skupin; funkce f je pomé&rné sloZit4.

Prvni skupinu tvofi 1. az 41. ptiklad, funkce f zde m4 tvar

flz,y) = x+4w+2(z—w+4ﬂ.

11 [13

Druhou skupinu tvori 42. az 53. pfiklad, funkce f je dana pfedpisem

11 i-(1:+y)+2-(:z:—y)+149].

flz,y) = 711[m
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Treti skupinu tvoii 54. az 80. piiklad, tvrtou 81. a7 118. priklad, patou 119.
az 138. priklad; funkci f nelze v téchto prikladech presné rekonstruovat, nebot
tabulka je zna¢né poskozena.

V Sesté skupiné (139. az 196. priklad) je

f(-'v,y):11—1-[%-(5—1-5+25)+17].

V sedmé skupiné (197. az 247. piiklad) je

8

f(Iyy)=‘;"{ili‘[1'[I+(I—y)+i-('x+(z—y))+6]+15]+;r}‘

Ulohy nejsou jednoduché; vedou na riizné typy kvadratickych rovnic, jejichz
numerické fe§eni je pomérné obtizné. Ten, kdo sbirku tvofil, ovladal velini dobie
problematiku kvadratickych rovnic. Obdobuou strukturu ma i tabulka A 24195.

Poznamenejme, Ze {lohy vedouci na kvadratické rovnice jsou i na tabulkach
VAT 7528, VAT 7537, YBC 4668, YBC 4695, YBC 4712, YBC 4713, YBC 4714

a YBC 4715.
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BIKVADRATICKE ROVNICE.

Jiz ve starobabylénském obdobi byly v Mezopotdmii fefeny tlohy, které
dnes feSime pomoci bikvadratickych rovnic. Jejich terminologie se nelidi od
terminologie piikladii vedoucich na rovnice kvadratické. Piivod vétsiny tloh je
geometricky; presto neni dodrzovan zédkon homogenity.

Velmi zajimavd je tabulka YBC 4709 obsahujici zadani 55 tloh; v&echny
vedou na soustavu rovnic tvaru

-y =600,

(az £ by)’ ez’ +dy’ =e

kde a, b, ¢, d jsou pfirozen4 ¢isla nebo nuly a e je prirozené ¢islo. Reeni ani
vysledky prikladii nejsou na tabulce uvedeny; vSechny tlohy v3ak maji spoleéné
feSeni: x = 30, y = 20.

YBC 4709

Uvedme pro zajimavost znéni prvnich tfi prikladi:
1. Plocha je (1) ee. Délku jsem vyndsobil (3), umocnil a pfidal plochu Sirky.
Je to (2,21,40).
2. Vyndsob (2), pidej, to je (2,28,20).
3. Plocha $iiky odeétena, to je (2,8,20).

1 Poch4zi ze starobabylénského obdobi. Viz [N1], originaln{ text str. 412-414, n&émecky
preklad str. 414-418, rozbor str. 418-420.
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Znéni jednotlivych prikladi na sebe navazuje; k jejich dobrému porozuméni
je tfeba mit jistou zkuZenost ze studia obdobnych tabulek. Matematickou
symbolikou je moZno tyto tii priklady zapsat takto:

1. x-y =600, (3z)? + y? = 8500,
2. z-y =600, (3z)% + 2y? = 8900,
3. -y =600, (3x)? —y% =7700.

Pov8imnéme si prvni soustavy. Budeme ji nejprve feSit tak, jak by ji fesil
zak dnedni stfedni 8koly.

Dosadime-li z prvni rovnice y = 6—29- do druhé, ziskdme po jednoduché ipravé
bikvadratickou rovnici

9z* — 850022 4+ 360000 = 0 .
Substituci z? = t prejdeme ke kvadratické rovnici
9t2 — 8500t + 360000 =0 ,

jejiz feseni je

400
t1 = 900 , tr = T ;
odtud 20 2
z1 =30, z;=-30, T3= 7 Te =7

Zaporna feSeni v8ak nemaji vzhledem k zadani Glohy smysl. Z prvni rovnice
(dosazenim za z, a z3) vypolteme druhou nezndmou:

n=20, y3 =90 .

Poznamenejme, Ze druhé feSeni (z3 = 239, y3 = 90) by mezopotamsti podtafi
neuvadsli, nebot jednak nebylo zvykem uvadét vice feSeni, jednak méla byt
podle zvyku délka vétsi nez sifka.

Nevime, jak mezopotamsti poCtafi pfi feSeni takovychto tloh postupovali.
Je pravdépodobné, Ze zvolili vhodnou substituci a Glohu pfevedli na znamy
kanonicky tvar. Mozny postup jejich feSeni zapiSeme v na$i symbolice. Prvni
rovnici soustavy

x-y =600,
(3z)% + y* = 8500

upravili a obdrZzeli

3z-3z-y-y=9zy% =9-600- 600 = 3240000 .
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Substituci ¢ = 922, u = y® pak ptesli k soustave
t-u=3240000,
t+u=8500;
ziskali tak jednu z klasickych mezopotamskych kanonickych dloh.

Ulohy na tabulce YBC 4709 byly sestaveny podle uréitych pravidel. Uvedme
pro zajimavost prepis v3ech 55 pfikladi této tabulky:

L Ty =600, (3z)2 + y? = 8500,

2. z-y=600, (32)+2y% = 8900,

3. z-y =600, (3z)2 —y? =7700,

4. -y =600, (3z + 2y)% + ¥ = 17800 ,

5. -y =600 , (3z 4+ 29)? + 222 = 18700,

6. -y =600, (3x + 2y)% — % = 16000

7. -y = 600, (3x + 2y)° - 22 = 15 100

8. r -y = 600, (3 4+ 212 + % = 17300

9. <y = 600, (3z +2y)° + 29 = 17700

10. -y =600, (3r + 2y)* — y* = 16500
11. sy = 600 , (3x + 2y)% — 24 = 16 100
12. Sy =600, (x4 dy)? + a2 = 29800,
13. Yy =600,  (3z+4y)?+ 227 = 30700 .
14. Yy =600,  (3z+4y)? -z =28000,
15. -y =600, (3z + 4y)? — 2% = 27100,
16. <y =600, (3z + 4y)* + yZ = 29300,
17. s -y =600 , (3z+41)2+222:29700,
18. Ly =600,  (3z+4y)? -y = 28500,
19. -y =600, (3:v-+—4y)2—- Y =28100,
20. Ly =600,  [3z+2(z—y)?+a?=13000,
21. Yy =600,  [3z+2(z-y)?+ 222 = 13900,
22. -y =600, 3z + 2(z —y)]* —=* = 11200,
23. Ly =600, [3z+2(z~y)*— 222 =10300,
24, Ly =600, [3z+2(-y)?+y*=12500,
25. Ly =600, [3z+2(x-y)*+2y?=12900,
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26.
27.
28.
29.
30.
31
32.
33.
34.

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51
52.
53.
54.
85.

-y =600,
z -y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
--y = 600 ,
-y =600 ,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600 ,
z-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600,
-y =600 ,
-y =600,
-y =600 ,
-y =600 ,
-y =600,
-y =600 ,
-y =600,
-y =600,

Br+2(x—y))2-y2=11700,
3z +2(z - y)]* - 2y* = 11300,
3z —2(z — y)]* + 22 = 5800,
Bz — 2(z — y)]* +22* = 6700,
[z — 2(z — y)]2 — =% = 4000,
[3z — 2(z — y)]® — 22% = 3100,
Bz — 2(z — y)]2 +y*> = 5300,
3z — 2(z — y)]* + 2y* = 5700 ,
3z - 2(z — y)]* - y* = 4500,
Bz - 2(z — y)]* - 2y* = 4100 ,
Bz — 2(z — y)]* + (2 + y?) = 6200,
(3¢ — 2(z — y)]2 + 2(«? + y2) = 7500 ,
Bz —2(z - y)]? - («® +y?) = 3600,
Bz — 2(z — y))? — 2(z® + y*) = 2300 ,

[(3z + 5y) + 2(z — y)]* = 44100 ,
[(3z + 5y) — 2(z — y)]* + =% = 29800,
((3z + 5y) — 2(z — )]* + 22% = 30700,
[(3z + 5y) — 2(z — y)]* — 2 = 28000,
((3z + 5y) — 2(z — y)]* — 22 = 27100,
(3 + 5y) — 2(z — y)]* + y* = 29300 ,

[(3z + 5y) — 2(z — y)]* — y* = 28500,

[(3z + 5y) — 2(z — y)]* — 2y* = 28100 ,

)
)
[(3z + 5y) — 2(z — y))* + 2y% = 29700,
)]
( (z - y)
[(8z + 5y) — 2(z — y)]* + (* + y*) = 30200 ,
[(3z + 5y) — 2(z — y)J* + 2(2? + y*) = 31500,
[(3z + 5y) — 2(z — y)]* — («* + y*) = 27600 ,
[(8z + 5y) — 2(z — y)]* - 2(z* + y*) = 26300 ,
By+(z -y +22=5800,
By + (z —y)]* +22* = 6700,

By + (z - y)]® + (z2 +y?) = 6200 .

)
)



293

Tabulka YBC 4709 je uZitednd a velmi cenna i pro metodicky vyzkum tvorby
ptikladl a jejich Fazeni do sbirek. Prvni rovnice je ve viech Glohdch stejna.
Druha se podle urcitych pravidel méni, miizeme ji zapsat v tvaru

flz,y) +g(z,9) =€,

kde f a ¢ jsou pomérné jednoduché funkce dvou proménnych r a y. Pfirozené
¢islo e bylo voleno tak, aby bylo feSeni viech piikladi stejné. Ten, kdo vytvérel
sbirku, vychazel od vysledku; po volbé funkei f a g vypodetl pravou stranu
druhé rovnice. Musel byt pomérné dobrym poétarem.

Funkce f je stejnad v tlohdch 1. az 3., 4. az 11., 12. a7 19., 20. a7 27., 28. az
39., 41. az 52., 53. az 55.

Funkce g se pravidelné obménuje; v prikladech 4. az 35. se postupné strida
étyrélenny cyklus 22, 2z%, —z%, —22% s cyklem y?, 2¢°%, —y*, —2y°. V dlohach
36. a7 39. se jako funkce g objevi 22 +y?, 2(z% 4+ ¢?), —(2® + ¢*), —2(«® + ¢?).
V itlohach 41. az 52. se jako funkce g prostfidaji tfi v§$e zminéné cykly.

Prvni tfi Glohy vybocuji. Mezi tfeti a ¢tvrtou tlohou patrné chybi dloha, ve
které by jako funkce g bylo —2y2; snad mély byt zcela na zacatku &tyfi ulohy.

ve kterych by jako funkce g bylo z%, 222, —x? —2z2%.

Vyboéuje i 40. Gloha, kde je pozméncénd funkce f a funkee g je nulova.

Posledni tfi tlohy se zdaji byt vybrany z obdobné vytvofeného kompletu
dvanécti tloh.?

Vsechny tyto tlohy uZivaji geometrickou terminologii, ale jejich feSeni se
o geometrické pfedstavy patrné neopiralo.

Poznamenejme jesté, Ze se na starobabyldnskych tabulkdch objevenych
v mésté Susa nachazeji i Glohy vedouci na rovnice osmcého stupné, které lze
vhodnou substituci pfevést na rovnice kvadratické. Jeden z prikladi 1ze v nasi
symbolice zapsat rovnici

28 + (20,0)%2* = (14,48, 53,20)? .

Poznamenejme, ze v tomto pfikladu jsou vhodné zvoleny koeficienty; jedno
feSeni je totiZ rovno 40.

Ulohy vedouci na bikvadratické rovnice lze nalézt i na starobabylénskych
tabulkdch YBC 4668, YBC 4712, YBC 4713.

2 Poznamenejme, Ze obdobnou koncepci tvorby tloh lze nalézt i na jinych tabulkach, které
obsahuji sbirky loh vedoucich na linedrni, kvadratické a kubické rovnice.
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KUBICKE ROVNICE.

Na nékterych mezopotamskych tabulkich se setkdvame s lohami, které
dnes miZeme Fesit pomoci kubickych rovnic. Vétsina takovychto tloh vychazi
z geometrickych problémi, coz dokazuje uzivana terminologic. Nejcastéji jsou
dany tfi vztahy mezi tfemi nezndmymi (délka, sitka a hloubka), v ptikladech
jde o objem vykopi nebo naspi a obsah jejich vertikdlnich nebo horizontaluich
fez. Opét neni dodrzovan zakon homogenity, bézné se scéita objem a obsah.
Vlastni feSeni se pravdépodobné neopird o zadné geometrické predstavy,
vyehdzi se z Cisté algebraickyeh metod, pouzivaji se specialni pocetni tabulky
a interpolace.! Podivejme se na jednotlivé tyvpy tloh. které mezopotdmsti
poctari resili; uvazujeme ulohy, ve kterych se vyskytuje souin tfi nezndmych.

Poznamenejme jeSté, Ze pokud byl na mezopotdunskych tabulkich uveden
vysledek néjakého ptikladu, bylo vzdy zaznamenino pouze jedingé reseni, a to
i v pripadech, zZe jich existovalo vice.

I. Uloha typu z° = a.

Nejjednodussim typem kubické rovnice byla rovuice & = a, kde a bylo
pfirozené éislo, Sedesatinny zlomek nebo smiSené ¢islo. Tato rovuice se rFesila
pomoci tabulek tfetich mocnin, resp. odmocnin, odhadem & vypoctem tfeti
odmocniny.

Na tabulce BM 85200 + VAT 6599 (viz nasledujici obrazck)? bylo zapsiano
tficet pfikladi; n&kolik z nich (1. aZ 4., 10. az 11. a 28. priklad) je v3ak zni¢eno.
22. priklad zni takto:

Deélka, $itka. Co jsem umocnil, je také hloubka. (1;30) je objem wykopany.
Délka, 3itka a hloubka jsou co?

Ty: Reciprokou hodnotu z (12) utvor. (0;5) vidis.

(0;5) s (1;30) ndsob. (0;7,30) vidis.

(0;30) je treti odmocnina. (0;30) s (1) ndsob. (0;30) kvadratické.

(0;30) s (12) ndsob. (6) je hloubka. Postup.’

Ulohu lze v nadi soutasné symbolice zapsat soustavou tii rovnic; je-li z délka,
y 8ifka a z hloubka, je

1
x-y-z:lﬁ,

y=z,
z=12z ,

! Interpolace byla uZivina, kdyZ nebylo mozno fefeni ziskat pomoci tabulek odmocnin
a mocnin.

2 Jde o dvé &asti jedné tabulky, kterd pcchazi z obdobi 1. babylénské dynastie. Jedna
Cast (BM 85200) je ulozena v Britském muzeu v Londyné&, druhd &ast (VAT 6599) je uloZena
v Berlin&. Poprvé ji studoval roku 1933 Q. Neugebauer. Viz [N1], originlni text str. 194-199,
némecky pfeklad str. 200-208, rozbor 208-219.

3 Viz [N1], originélni text str. 198, n&mecky preklad str. 204, rozbor str. 216.
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nebot délka a Sitka byla méfena v jednotkich gar, zatimco hloubka v loktech.
Je-li délka = stejnd jako hloubka z, je z = 12z, nebot 1 gar je 12 lokta.
Dosadime-li z druhé a tfeti rovnice za y a z do rovnice prvni, ziskdme rovnici

1
1223 =1~ .
T 12

Postup uvedeny na tabulce odpovida tomuto vypottu (v Sedesitkové soustave):
z® = (0;5) x (1;30) = (0;7,30) , z = (0;30),

y = (0;30) x (1) = (0;30) , z = (0;30) x (12) = (6) .

Poctar tedy doSel ke kanonickému tvaru z® = a, feSeni = pak nalezl
patrné pomoci tabulky tfetich mocnin ¢ odmocnin a potom dopodital hodnoty
neznamych y a z.

I1. Uloha typu z° + 22 = a.

Druhym typem kubickych rovnic byla rovnice 2® + 22 = a. Byla FeSena
pomoci specialnich tabulek uvadéjicich soucet druhych a tfetich mocnin priro-
zenych ¢&isel nebo pomoci aproximace, pokud hodnota a na prisluiné tabulee
nebyla.

23. piiklad na tabulce BM 85200 + VAT 6599 zni takto:

Délka, sitka. Co jsem umocnil a (1) loket diference, je také hloubka. (1;45)
je vykopany objem.

Ty: (0;5) diferenci s (1), dilem zlomku ndsob. (0;5) vidis.

(0;5) s (12) ndsob. (1) uvidis.

(0;5) umocni. (0;0,25) vidis.

(0;0,25) s (1) ndsob. (0;0,25) vidis.

Reciproké k (0;0,25) vytvof. (2,24) uvidis.

(2,24) s (1;45) ndsob. (4,12) vidis.

Z hrany (1) p#icti. (6) nebo (1) jsou hrany.

(6) s (0;5) ndsob. (0;30) wvidis.

(0; 30) kvadratické, (6)(5)* hloubka. Postup.®

Ulohu lze v soucasné matematické symbolice zapsat nésledujici soustavou
rovnic:

3
x.y~2:lz’
y=z,
z=12z+1.

4 Pisafsk4 chyba. Spravné ma byt (7).
5 Viz [N1], origindlni text str. 198, némecky pieklad str. 205, rozbor str. 216.
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Dosadime-li z druhé a tfeti rovnice za y a z do rovnice prvai, ziskdme rovnici

1203 + 22 = 1

|

Uloha se fesi tipravou na kanonicky tvar, tj. pievede se na rovnici

w3+w2=a,

kde w = 12z. Pouzijeme-li tuto substituci, dostaneme rovnici

(122)° + (122)% = 122 1% ,
neboli
w? + w? =252 .

Kofen w se nyni najde pomoci tabulky sou¢tt druhyclh a tfetich mocnin
prirozenych ¢isel: w = 6. Potom se vypoéte z, y a z:

1
T=yYy=-—- -w=—-, z=12r+1=w+1=7.
T 2

Precteme-li si podrobnéji postup babylénského poctare, zjistime, Ze jeho
vypocet je zdlouhavy a zmateny. Nejprve vypocetl ¢islo ]1~2, vynasobil je ¢islem
1 (neni jasné, pro¢ tento krok uvadi), pak vypoéital (il,;)g, k tomnu urcil pomoci
tabulek pfevracenou hodnotu, opét ji vyndsobil ¢slem 1 a ddle ji vynasobil
objemem (1;45). Jde o zbytetné slozity vypocet ¢isla (12)% x (1;45) = (4, 12).

Véta ,Z hrany (1) pricti. je umisténa chybné. Méla by byt az na konci,
nebot predstavuje vypofet z = 12z + 1 = 6+ 1 = 7. Snad proto Je hloubka
v z&véru vypodtena Spatné. Véta ,(6) nebo (1) jsou hrany” je nejasnd.

Pé.ty priklad na téze tabulce patfi ke %ejnému typu kubické rovnice. Jeho

~ews

Délka, §itka. Co je délka, je také hloubka. Rez a objem mds secist, tj. (1;10).
. délka, $itka je co?
. (3) vidis. § z (3) odecti. (1;40) vidis. ... ndsob. (0;40) vidis jako dil
zlomku.
Reciproké z (12), dilu zlomku hloubky, utvor. (0;5) vidis.
S (1) ndsob, (0;5) vidis.
S (0;40) ndsob. (0;3,20) vidis.
(0;3,20) 5 (0;5) ndsob. (0;0,16,40) vidis.
Reciproké z (0;0,16,40) utvofF. (3,36) vidis.
(3,36) s (1;10) ndsob. (4,12) vidis.
(6) je hrana. (6) s (0;5) ndsob, (0,30) vidis.
(6) s (0;3,20) ndsob. (0;20) je sitka.
(6) s (1) ndsob. (6) vidis jakc hloubku. Tak je postup.®

6 Viz [N1], originalni text str. 194, némecky pFeklad str. 200, rozbor str. 210.
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»

Zadani tlohy lze spolehlivé rekonstruovat aZz z postupu feSeni; vede na
nasledujici soustavu rovnic:

1
‘y - y=1=,
T-y-z+zcT-Yy 6
y"‘37
z =12z .

Dosadime-li z druhé a tfeti rovnice za y a z do rovnice prvni, ziskaine rovnici

2 2 .
12'3]334‘31‘2:1

=

Mezopotamsky postup feSeni je podobny, opét jde o Upravu na kanonicky
tvar s vyuzitim substituce w = 12x:
, 3 .1
3 2 2
w’ F+w =12 = - 1= =252 .
2 6
Stejné jako ve vySe uvedeném 23. prikladu se pomérné komplikované
vypoditava ¢islo 122 - 3 - 11 = 252. Nejprve se uréi reciprokd hodnota k 12,
ta se vynasobi % a pak jesté reciprokou hodnotou k 12; k vysledku se pak
vypoclte reciprokd hodnota a tou se nasobi prava strana rovnice, tj. ¢islo lé.

Reseni rovnice w® + w? = 252 se nalezne v tabulkach; vychazi w = 6, pak se
vypodita

1 1
12 2 Y712

Wi
o
i

Ll

Zajimavy je i 20. ptiklad, ktery zni takto:

Délka, sitka. Co jsem umocnil a (7) loket je také hloubka. (0;3,20) jako
objem je vykopdn. Délka, $ifka a hloubka je co?

Ty: (7) dil ze (7) vezmi. (1) vidis.

Reciproké z (12) utvor. (0;5) vidis.

(0;5) s (1) ndsob. (0;5) vidis.

(0;5) s (12). (1) wvidis.

(0;5) umocni. (0;0,25) s (1) ndsob. (0;0,25) vidis.

Reciproké z (0;0,25) utvor. (2,24) vidis.

(2,24) s (0;3,20), objemem, ndsob. (8) vidis.

Co jsou hrany? (1), (1), (8).

(0;5) s (1) ndsob. (0;5) vidis.

(0;5) loketsi9)7 je délka.

(8) s (1) ndsob. (8) loket je hloubka. Postup.®

7 Pisafskd chyba. Spravn& md byt gar.
8 Viz [N1], origindlni text str. 197, n¥mecky preklad str. 204, rozbor str. 215.
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Ulohu lze v nasi symbolice zapsat nasledujici soustavou rovnic:

z .Z'—_l—

y "'187

y=z,
z=12x+7.

Po dosazeni z druhé a tfeti rovnice do prvni obdrzime rovnici
122° + 72° = L
18’
kterou pfevedeme jednoduchou dpravou na kanonicky tvar:
(12:1:)3+(12x)?_ 1 122
7 7/ 18 B

Dospéli jsme tedy k rovnici

kde w = 1731; Na pravé strané rovnice je vSak zlomek, jehoz rozvoj neni
v Sedesitkové soustavé konecny. Déleni sedmi bylo pro mezopotamského
pocltare velmi obtizné. Patrné proto postupoval trochu jinak.

P¥i podrobném prostudovani popsaného postupu zjistime, Ze na pocitku
je uvedena nejasnd operace 7 : 7 = 1. Dals{ ¢ast postupu je aZ na podivné
nasobeni ¢islem 1 jasna:

(0;5) x (1) x (0;5) = (0;0,25) ,

1
(00, 25)

(2,24) x (0;3,20) = (8) .

= (2,24) ,

Vypocet odpovida substituci u = 12z, ktera vede na rovnici
ud 4+ Tu? =

Té%ko Fici, zda pro hodnoty u? + 7u? existovaly néjaké tabulky. Jedno fegeni
uvaZované rovnice je v8ak patrné na prvni pohled: u = 1. Délka a §irka je tedy
1 loket, hloubka je o 7 loktu vétsi, tedy 8 lokta.

Zavér prikladu je srozumitelny; jde jen o prevod délky a $ifky na zakladni
délkovou jednotku gar. Prevod je proveden dobre, vysledek je viak uveden
s chybnou jednotkou loket. Hloubka byla uréena v loktech, proto se vysledek
nasobi jen &slem (1), nikoliv (0;5).°

9 Podobny charakter mohla mit i 21. tloha, jejiz text, postup Fefeni i vysledek jsou
poskozeny.
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II1. Uloha pfevoditelna na linearni rovnici.

Neékteré piiklady z tabulky BM 85200, které by mohly vést na kubické
rovnice, se daji snadno pfevést na rovnice linearni. Osmy pfiklad na této tabulce
zni takto:

Délka, $itka. Jakd je délka, takovd je i hloubka. Vykopand zemina. Rez a ob-
jem secti, je to (1;10). (0; 30) je délka. Jakd je $itka?

Ty: (0;30), délku, s (12) ndsob. (6) vidis jako hloubku.

(1) k (6) pficti. (7) vidis.

Reciprokou ze (7) netvof. Co s (7) vezmi, aby to (1;10) dalo? (0;10) vezmi.

Reciproké z (0;30), délka, utvor. (2) vidis.

(0;10) s (2) ndsob. (0;20) §itka vidis. Postup.!®

Ulohu lze v nadi symbolice pfepsat soustavou tii rovnic

z2=12z,
1
:L‘-y+:1:-y-z=16,
x__l
=3

Dosadime-li z prvni a tfeti rovnice za £ a z do druhé rovnice, obdrzime
linearni rovnici

ze které se snadno vypoéte neznidmi y: y = % .

Mezopotamsky postup je odlisny. Oznaéme S = z - y obsah fezu. Potom lze
rovnici

T y+z z—l1
Y y-z= 6
piepsat v tvaru
1 1
S+12-—2—~S—16.
Odtud 1 1
7S=1- S=-
6’ 6
a dale s 1 1
y:;_62=’3', z2=12-2=6.

Obdobnou soustavou rovnic miizeme v nai symbolice zapsat i 12. piiklad
téze tabulky:

z=12z,
1 1
-7--(z~y+:z:-y-z)+z-y=§,
1
.'E=§.

10 Viz [N1], originalnf text str. 195, ndmecky p¥eklad str. 201, rozbor str. 211-212.
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Mezopotamsky postup feSeni je stejny jako u 8. piikladu.

Velmi jednoduchy je i 17. ptiklad, ktery lze zapsat nasledujici soustavou
rovnic:

1
y=-
z
12'(I~(I—y))=z,
z-y-z=6.
Ta vede na jednoduchou rovnici =% = 6, jejiZ feSeni ne€inilo zadny problém.

Jesté jednodussi je 19. priklad, ktery lze zapsat soustavou

1

y=-,
x

z =12z,
z-y-z2=20

Ta vede na rovnici 12z = 20, jejiz feSeni opét necinilo problem nebot k ¢&islu
12 bylo reciprokd hodnota (0;5) obecné znama.

IV. Uloha pfevoditelni na kvadratickou rovnici.

Nékteré priklady z tabulky BM 85200 je moZno prevést na rovnice kvadra-
tické.
Na nejjednodussi typ kvadratické rovnice vede 15. piiklad, ktery zni takto:

4 vrw

Délka, sitka. Co ymenovatel je, je také délka. Co je itatel, je také sitka. O to,
co jmenovatel prevySuje ditatele, je ... . (36) je vykopand zemina. Jmenovatel,
éitatel a hloubka je co?

Ty: Utvor reciproké z (12). (0;5) vidis.

(36) s (0;5) ..... ndsob. (3) vidis.

2 z (3) odecti. (1;30) wvidis.

(1;30) je jmenovatel. (0;40) ditatel, (36) hloubka. Postup.!!

Ulohu lze v nadi symbolice zapsat nésledujici soustavou rovnic:

11 Viz [N1], origindlni text str. 196, némecky preklad str. 203, rozbor str. 213. Terminy
Citatel a jmenovatel jsou uZivany ve vyznamu d&lenec a délitel (igu a igibu), tj. z a %; vice
viz kapitola o kvadratickych rovnicich. T¥eti rovnice je problematickd, text je totiz podkozen.
Uvedené feSeni vSak nevyhovuje prav® této tfeti rovnici. Poznamenejme, Ze tfeti rovnice se

vyrazné odliuje od rovnic z ostatnich pfiklad.
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Z prvni a tieti rovnice snadno vypoéteme, Ze 2 = 2, odtud

z=V3, y=§.

Z prvni a druhé rovnice ihned vyplyva hodnota neznadmé z: z = 36.

Tento postup v8ak neodpovidd feSeni uvedenému na tabulce; vypocet
neznamé z zde vypada takto:

:c=-(l)—x(36)x-;-=(1;30).

(12)

Poznamenejme, Ze hodnota (1;30) byla prvni starobabylénskou aproximaci

&isla V2.

Takovyto postup feSeni by odpovidal spise soustave!?

y:
m.y.z:
12-(@+y)+(z-y) =

3

b

W
NGy e

Dosadime-li totiz z prvni a tfeti rovnice za y a z do druhé rovnice, obdrzime
rovnici

12.2-2=36.

Pak by v8ak mohl byt tento pfiklad zarazen k pfedchozimu typu, tj. k tloham
prevoditelnym na rovnice linedrni.

Obtiznéj3i typ kvadratické rovnice objevime v 9. pfikladu, jehoZ zadani zni
takto:

Délka, $itka. Co je délka, je také hloubka. Zemina vykopand. Rez a objem
md$ secist a (1;10) to je. (0;20) je §ifka. Délka je co?

Ty: (0;20) s (12) ndsob. (4) vidis.

(4) s (1;10) ndsob. (4;40) vidis.

3 2 (0;20) $itky odecti. (0;10) vidis.

(0;10) umocni. (0;1,40) vidid.

K (4;40) piicti. (4;41,40) vidis.

(2;10) je odmocnina. (0;10), to ty mds se sebou ndsobit, je odecteno a (2) vi-
did.

Reciproké z (4) utvof. (0;15) vidis.

S (2) ndsob. (0;30) vidis jako délku. Délka. Postup.'3

12 T¥eti rovnice by spife odpovidala duchu celé tabulky; v této podob& ji navrhnul
O. Neugebauer.
13 Viz [N1], originalni text str. 195-196, n&mecky pfeklad str. 201, rozbor str. 212.
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Ulohu lze v nasi symbolice zapsat soustavou
z=12z,

z-y+zx z—l1
y Il - 6,

y:

i

Dosadime-li za z a y z prvni a tfeti rovnice do druhé, obdrzime po jednoduché
dpravé rovnici

s 1 7
4z + - .z - = =0
z° + 3 T 6 ,
jejiz koreny jsou
1 7
T, = 3 Ty =

2’ 12
Druhy kofen vzhledem k zadani Glohy (z je délka) nepfichazi v Gvahu.

Mezopotadmsky postup odpovida FeSeni kanonické rovnice az® + bz = ¢,
vypocet nezndmé z lze zapsat takto:

- \/(% x (0;20))" + (12) x (0;20) x (1;10) - & x (0;20)
o (12) x (0;20) = (0;30) .

Obdobné je feSen i 13. priklad, ktery lze vyjadrit nasledujici soustavou
rovnic:

z =12z ,
1
—-(z-y+z-y'z)+z'y=§,
-1
y—s-

Dosadime-li z prvni a tfeti rovnice za z a y do rovnice druhé a zvolime-li
substituci w = 12 - % - z, ziskame rovnici

Jeji feSeni nedinilo mezopotdmskym poctafim problém, nebot mohli pouiit
metodu odpovidajici kanonickému tvaru az? + bz = c.

16. priklad na tabulce BM 85200 zni takto:

Délka, $itka. Co je jmenovatel, to je téz délka. Co Citatel je, to je také $irka.
Co ihrn jmenovatele a Citatele je, je také hloubka. (26) je objem. Jmenovatel,
¢itatel a hloubka je co?

Ty: Reciproké z (12) utvof. (0;5) vidis.
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(0;5) s (26) ndsob. (2;10) vidis.
3 8 (2;10) odecti. Umocni. (1;10,25) vidis.
(0;25) je druhd odmocnina. K (1;5) pficteno a odecteno. (1;30).

Reciproké z (0;40) utvof. (1;30) je jmenovatel. (0;40) citatel, (26) hloubka.
Postup.'*

Ulohu lze v nasi symbolice zapsat touto soustavou rovnic:

1
y==,
T
12-(z+y)=2,
z-y-2=26.

Dosadime-li za y a z z prvni a druhé rovnice do tfeti, obdrZime po jednoduché
upravé rovnici
2

1
T ——6:—3--:c+1=0.

Mezopotamsky poCtar pouzil postup, ktery odpovidal feSeni kanonické alohy
z? + a = bz ; §lo vlastné o feSeni soustavy rovnic

26
THy=15> z-y=1,

ktera ihned vyplyva z vy3e uvedené soustavy tii rovnic. Z prvni a tfeti rovnice

totiz dostavame z = 26. Poctar tedy vyuzil substituce
r= 13 tw 13
2 T

Obdobné byly feseny i dalsi priklady.!®

Velmi zajimavy je i 14. pfiklad, ktery zni takto:

Délka, sitka. Co je jmenovatel, to je také délka. Co ditatel je, je také Sivka.
O co jmenovatel pfevysuje Citatele, je také hloubka. (16) objem. Délka, $itka,
hloubka je co?

Ty reciproké z (12) utvof. (0;5) vidis.

(0;5) s (16) ndsob. (1;20) vidis.

(1;20) je jmenovatel. Reciproké z (1;20) utvor. (0; 45) vidis.

(0;40)i0)16 je gitatel. (16) je hloubka. Postup.t”

14 Viz [N1], originalni text str. 197, némecky pfeklad str. 203, rozbor str. 214.

1% Jde o 18. priklad vedouci na soustavu y = 1, 12(1: +y) =2z z y-2z =30, 25. ptiklad
vedouci na soustavu z = 35, z4+y=52 T Y 2 —27 , 27. pfiklad z = 1%, T-oy-z= 1%,
172 (r—y) =2za30. phkla.d:c-_l—,:c y-z= %, 172 (:c—y)-l:z‘

16 Pigafsk4 chyba. Sprévn& mé byt (0; 45).

7 Viz [N1}, origindlni text str. 196, némecky pfeklad str. 202, rozbor str. 213.
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Ulohu lze v nasi symbolice zapsat nésledujici soustavou rovnic:

1
y'—z)
12'(1:_?;):2’
T-y-z=16.

Dosadime-li z prvni a druhé rovnice za y a z do tfeti rovnice, obdrzime po
upravé rovnici

4

T

Mezopotamsky po¢tafr patrné preved! soustavu na kanonickou ulohu

16

z“y:ﬁv

z-y=1,
kterou ziskdme z vySe uvedené soustavy tii rovnic (z prvni a tfeti dostavame
z = 16). Pak pouzil standardni substituci

2
r=w+ -, =w-— 7.
3 y 3
Ze zachyceného postupu feseni je jasné, ze po¢tar vypocetl pouze koeficient
}—g—. Tuto hodnotu chybné prohlasil za nezndmou z a pak dopoéital (chybné)
neznamou y; snad pfi prepisu spojil dva rizné priklady.
Poznamenejme jesté, Ze feSeni tohoto piikladu vede na iracionalni ¢isla.

Obdobné byly feSeny i dalsi ptiklady.'®
V. Obecna kubicka rovnice az® + bz?2 +cx +d = 0.

Mezopotamsti matematici fesili 1 slozitéjsi alohy, jejich postupy vsak ne-
zname. Je mozné, ze pouzivali néjaké specidlni tabulky; nékteré tlohy patrné
poditali ,zkusmo“.

Sesty piiklad na tabulce BM 85200 zni takto:

Délka, Sitka. Co je délka, je také hloubka. (1) jako objem vykopal jsem. Rez
a objem mds secist. (1;10). Délka a Sitka je (0;50). Délka, $ifka je co?

Ty: (0;50) s (1), dilem zlomku, ndsob. (0;50) vidis.

(0;50) s (12) ndsob. (10) widis. (0;50) umocni. (0;41,40) vidis.

S (10) prondsob. (6;56,40) vidis.

Jeho reciprokou hodnotu utvor. (0;8,38,24) vidis.

S (1;10) ndsob. (0;10,4,48) vidis.

(0; 36), (0;24) a (0;42) jsou hrany.

'y z=21%, -y =%, 26. priklad

18 Jde o 24. priklad vedouci na soustavu z = 3%,
= =%-Ta29. pﬁkladz:l%,z-y-z:Sl,

vedouci na soustavu z = 3%, Ty z2=215,y=%
1~7g~(1:—y)+2=z.
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(0; 36) s (0;50) ndsob. (0;30) je délka.
(0;24) s (0;50) ndsob. (0;20) je sifka.
(0;36) s (10) ndsob. (6) je hloubka. Postup.'®

Ulohu lze v nasi symbolice zapsat touto soustavou rovnic:

z =12z,
:c-y+:c-y~z=11,
6
)
$+y—6.

Dosadime-li za y a z z prvni a tfeti rovnice do druhé, obdrzime po jednoduché
Upravé rovnici
5 1
122° =92 — —z + 1> =0.
6 6

Mezopotamsky poétafr tuto Glohu pocital sloZité; vypocital hodnotu

(1;10)
(0;50) x (1) x (12) x (0;50)2

= (0;10,4,48) .

Upravme druhou rovnici soustavy a snazme se objasnit vypocet starovékého
poctare. Dospéjeme k rovnici

zy-(1+2)=1==(1;10),

(=N

odtud

z y 142z (3,100 |
0:50) < [0:50) * (0:50) ~ (12) x (0,507 — (0510:4,48);

¢islo 12 je pfevodnim koeficientem mezi jednotkami loket a gar. Postup uvedeny
na tabulce odpovidad vyse uvedenému vypoctu, ktery vSak neumime vysvétlit;
vypoctené &islo je ,,vhodnym zplisobem® rozloZzeno na soudin ti ¢isel:

T Y xz+1
(0;50) ~ (0;50) = (0;50)

(0;10,4,48) = (0;36) x (0;24) x (0;42) =
Dalsi ¢ast vypoctu je jiz jednoduché a jasna:
z = (0;36) x (0;50) = (0;30) ,
y = (0;24) x (0;50) = (0;20) .
Hloubka z je vypoctena jinak:
z=1z-12=(0;36) x (0;50) x (12) = (0;36) x (0;10) = (6) .

12 Viz {N1], origin4lnf text str. 195, ndmecky pteklad str. 200, rozbor str. 210-211.
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Pokud si dobfe pro¢teme zadani 6. ptikladu, zjistime, ze je zadan i objem vy-
kopu ,,(1) jako objem vykopal jsem*. Pouzijeme-li tuto dodatetnou podminku,
ziskdme soustavu

z =12z,
1
y+1=1-,
-y 6
T+ —§
y’“ﬁs

kterd vede na nésledujici kanonicky tvar:
T-y=

T+y=

S =

Jeji feSeni by bylo pro mezopotamské matematiky jednoduché, stacilo by pou?it
standardni substituci

:1;:—+w, y:E——u).

Po dosazeni za = a y bychom obdrZeli rovnici

(53) - =3
—_— — W = - ,
12 6
a jejim feSenim a uZitim substituce ziskali

) + 1 1 1
TR T2 2 12 3

Neni jasné, pro¢ nebyla pri feSeni pouzita pravé tato cesta. Odpovéd
neposkytne ani 7. priklad, ktery je feSen stejné.

Délka, $itka. Co je délka, je také hloubka. (1) objem je vykopdn. Rez a objem
mds secist, to je (1;10). Délka prevysuje $ifku o (0;10).

Ty: (1) a (12), dil zlomku, vezmi.

(0; 10) diferenci s (1) ndsob. (0;10) vidis.

S (12) ndsob. (2) vidis.

(0; 10) umocni. (0;1,40) vidis.

S (2) ndsob. (0;3,20) vidis.

Reciproké z (0;3,20) utvor. (18) vidis.

S (1;10) ndsob. (21) vidis.

(3), (2), (21)61)20 jsou hrany.

(0;10) s (3) ndsob. (0;30) je délka.

20 Pisaiska chyba. Spravn& ma byt (3;30).
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(0;10) s (2) ndsob. (0;20) je Sitka.
(3) 5 (2) ndsob. (6) vidis. (6) je hloubka. Postup.?!

Ulohu lze v nasi symbolice zapsat soustavou tif rovnic:
z =12z,

1
cy4+z-y-z=1=,
T-y+zr-y-z 5

D=

T—y=

Dosadime-li za y a z z prvni a tfeti rovnice do druhé, obdrzime po upravé
rovnici
1 1
120 -z — -2 - 12 =0.
6 6

Mezopotamsky podétar pocita hodnotu tohoto vyrazu:

(1;10)
(0, 10) x (1) x (12) x (0; 10)2

= (21).

Budeme-li postupovat obdobné jako v predeslém ptikladu, mizeme Upravou
druhé rovnice soustavy dospét k rovnici

1
z~y~(1+z)=16:(1;10),

neboli k rovnici

. y 1+2z _ (1;10)
0:10) © (0:10) ~ (0;10) ~ (12) x (0; 10)3

=(21) .

Mezopotamsky postup je zaloZzen na vhodném rozkladu ¢isla 21.

T Y N 142
(0;10) ~ (0;10) = (0;10) ~

(21) = (3) x (2) x (3;30) =

Poznamencjme, ze poctatf chybné zapsal rozklad; misto spravné hodnoty
(3;30) uvedl (21), ale nezndmé z, y a z vypocetl spravné. Dalsi ¢ast vypoctu
je jiz jasna:

z = (0;10) x (3) = (0;30) ,

y = (0;10) x (2) = (0;20) ,
z=2-12=(3) x (0;10) x (12) = (3) x (2) = (6) .

21 Viz [N1], origindlni text str. 195, némecky pfeklad str. 201, rozbor str. 210-211.
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Prohlédneme-li si opét dobfe zadéani 7. ptikladu, zjistime, ze je zadan i objemn
vykopu: (1) jako objem vykopal jsem“. S pouzitim této podminky ziskdme
soustavu

z =12z,
1
zy+1=1-,
v 6
- 1
y“67
ktera opét vede na kanonicky tvar:
coy=1L
y—6a
. 1
y=g-

Jeji feSeni by bylo jednoduché. Stacilo by zvolit standardni substituci

r=w+ i = ! 3
YT y=vT1g
obdrzeli bychom rovnici
1\2 1
2 _ (1Y _2
v (12) 6’
jejimZ feSenim ziskdme
Lo8 .11 5 1 1
T2 Y"1 1273

Neni jasné, pro¢ nebyla tato jednoduchd metoda pouZita. Dnes uz na tuto
otdzku asi nenalezneme odpovéd.

LITERATURA

[Bo]  Bortolotti E., Sulla risoluzione della equazione cubica in Babilonia, Memoire della
R. Accademia delle scienze dell’Istituto di Bologna, 9. ser., 1 (1934), 81-94.

[Ga] Gandz S., The Origin and Development of the Quadratic Equations in Babylonian,
Greek and Early Arabic Algebra, Osiris 3 (1937), 405-557.

[GG2] Grattan-Guinness 1., The Fontana History of the Mathematical Sciences, Fontana
Press, London, 1997.

[Ju) Jugkevi& A. P., Istorija matematiky, Nauka, Moskva, 1970.

[Ko] Kolman A., Dé&jiny matematiky ve starovéku, Academia, Praha, 1968.

[N1]  Neugebauer O., Mathematische Keilschrifi-Tezte, Verlag von Julius Springer, Berlin,
1935 (erster und zweiter Teil), 1937 (dritter Teil), reprint Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, 1973.

[N2]  Neugebauer O., Vorlesungen tiber Geschichle der Antiken Mathematischen Wis-
senschaften, Erster Band. Vorgriechische Mathematik, Verlag von Julius Springer,
Berlin, 1934.



312

[N3]  Neugebauer O., Studien zur Geschichte der antiken Algebra I, Quellen und Studien
zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik, B, Band 2, 1933, 1-27.

[N4]  Neugebauer O., Serientezte in der babylonischen Mathematik, Quellen und Studien
zur Geschichte der Mathematik, Astronomie und Physik, B, Band 3, 1936, 106-114.

[N5]  Neugebauer O., Toénye nauki v drevnosti, Nauka, Moskva, 1968.

[N6] Neugebauer O., The Ezact Sciences in Antiquity, Harper, New York, 1962.

[N7)  Neugebauer O., Uber die Losung kubischer Gleichungen in Babylonien, Nachrichten
von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathematische-Physikalische
Klasse (1933), 316-321.

[NS]  Neugebauer O., Sachs A., Mathematical Cuneiform Tezts, American Oriental Society
and the American Schools of Oriental Research, New Haven, Connecticut, 1945,
reprint, Harrassowitz, 1986.

[Sch]  Scholz E., Geschichte der Algebra, Wissenschaftsverlag, Mannheim, Wien, Ziirich,
1990.

[Vol] Vogel K., Vorgriechische Mathematik, Wiirzburg, 1958-1959.

[Vo2] Vogel K., Kubische Gleichungen bei den Babyloniern ?, Sitzungsberichte der Ba-
yerischen Akademie der Wissenschaften zu Miinchen. Mathematisch-Naturwissen-
schaftliche Abteilung (1934), 87-94.

[Vy]  Vygodskij M. Ja., Arifmetika i algebra v drevnem mire, Nauka, Moskva, 1967.

WWW STRANKY

[WW1]  http://it.stlawu.edu/~ dmelvill/mesomath.
[WW3]  http://www.math.tamu.edu/~don.allen/history/babylon/babylon.html.
[WW4]  http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk /™ history /Indexes/Babylonians.html.

o~ By ? ; b‘ i | - 3l
Al ;4 K ieltar -\-J« vy PRt AH. ; \
‘:_’.'Hﬁr' A2y l;ﬁm ﬁi 3 -:‘:*;;
w,\'f.”" 1')" 'FM .

364



313

ROVINNA GEOMETRIE.

V této kapitole se pokusime objasnit algoritmy pouZivané mezopotamskymi
matematiky p¥i feSeni geometrickych tiloh.

Mezopotdmské geometrické ulohy, které se nam dochovaly, pochdzeji ve
vétSiné pripadili ze Starobabylénské Fise, tj. z obdobi 19. az 17. stoleti pt. n. 1.,
a z obdobi vliady Seleukovcd, tj. z 3. az 1. stoleti pf. n. 1. Nejéastdji vychazeji
z potieb zemémeérictvi, stavebuictvi, valeénictvi a obchodu. Nékteré viak
nesouviseji pfimo s praktickymi potfebami, nebot jsou v nich zadavany veli¢iny,
které se v praxi spiSe hledaji a Casto jsou udany ve zcela nevhodnych
jednotkach. Tyto alohy byly patrné sestaveny pro pedagogické ndely. Ciselné
hodnoty jsou vétSinou voleny tak, aby byla tloha snadno numericky FeSiteln4,
tj. aby se dalo snadno zejména délit a odmochovat. Zda se, ze ti, kdo Glohy
vytvareli, latce dobfe rozuméli, bezpeéné znali postupy reseni, pravdépodobng
chtéli naucit metody a nesnazili se trapit fesitele komplikovanymi aritmetickymi
operacemi.

Ctverec a obdélnik.

Obsah ¢tverce a obdélnika pocitali mezopotamsti poctari jiz od nejstarSich
obdobi. Tyto vypocty jsou jiz na tabulkdch ze Starobabylonské fiSe; v nasi
soutasné symbolice je lze vyjadfit zndmym vzorcem

S =a?, resp. S=a-b,

kde a je délka strany Ctverce, resp. a, b délky stran obdélnika. Pomérné jed-
noduché alohy o étvercich a obdélnicich jsou obvykle komplikovany pfevodem
plodnych jednotek. Obsah ¢tverce je poéitan napf. v patém piikladu na tabulce
AO 6484.1

U obdélnika se hovoii o §ifce a délce, itka je pfitom vidy mensi nez délka.
Trojahelnik.

Na fadé mezopotamskych tabulek se objevuji Glohy, v nichz se pocitd
obsah trojahelnika. Obvykle je zadana zékladna a a rameno r rovnoramenného
trojihelnika nebo ob& odvésny a, b pravotihlého trojihelnika. Zdiiraznéme, Ze se
nehovoii o vy3ce, ale o stranach trojihelnika; z kontextu je potfeba vyrozumét,
o jaky trojahelnik se jedna. V pfipadé rovnoramenného trojihelnika je obsah
vétdinou pocitan jen pfiblizng, vypocet odpovida vzorci

1

s — .2_ ca-r s
u pravoiihlého trojihelnika je obsah pocitin pfesné, vypocet odpovida vzorci
1
==-a-b.
5 2

! Viz [N1], text str. 97, n&mecky pfeklad str. 100, koment4F str. 103-104.
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Je nutno poznamenat, ze v n&kterych pfikladech neni jasné, zda je zadéna
vyska nebo délka ramene trojihelnika; potom je té&zké rozhodnout, zda byl
obsah vypocten pfesn& nebo jen pfiblizné.

Na starobabyldnské tabulce YBC 8633, ktera je pfekreslena na nésledujicim
obréazku, je komplikovany pfiklad doplnény zajimavym obrazkem.

X
r 7
< S 2
T i 23 72 ’{"‘
5| 2 22D
< v ok Y, é‘iﬂz&fq
=TYST S i Ly Y
5 S :
]
7
E
YBC 8633

Trojihelnik. (1,40) délka kazdé ze dvou stran, (2,20) Siika. Jakd je plocha?

Jako pro tebe od (2,20) Sitka, kterd |[....... ] odecti 20 [....... | $itka trojuhel-
nika [....... J.

A pak rozpul (2,0), které ti zistalo, vijsledek je (1,0).

(1,0) je Sitka jednoho trojihelnika a (1,0) je $itka druhého trojihelnika.
Jakd je druhd délka?

Ndsob (20), maksarum,? (4) a vysledek je (1,20). (1,20) je druhd délka.

Pak rozpul (1,0), $itka trojihelnika, a ndsob vysledek (30). (1,20) druhd
délka; vysledek (40,0) je plocha pruniho trojihelnika.

Rozpul (20), sitka trojihelnika, a ndsob vysledek (10). (1,20) je druhd délka
trojihelnika; vysledek (13,20) je plocha druhého trojihelnika.

Rozpul (1,0), sitka trojihelnika, a ndsob vysledek (30). (1, 20) je druhd délka;
vysledek (40,0) je plocha tretiho trojihelnika.

(1,33,20) je sprdvnd plocha |....... ?

2 Vyznam slova maksarum neni jasny, patrn& 8lo o oznafeni koeficientu podobnosti. Viz
dale.

3 Vice viz [NS], originaln{ text str. 53, anglicky preklad str. 53-54, koment4F str. 54-55.
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Nasledujici obrazek je prekreslenim n4lrtku, ktery je vyryt na tabulce
YBC 8633:

Je tedy dano d = (1,40) = 100 a 2a + b = (2,20) = 140. Na tabulce je nejprve
vypoéteno a = (1,0) = 60 a b = (20) = 20 (toto misto je na tabulce poskozeno,
zadéni pfikladu neni jasné), potom je ,zadhadn&* vypoéteno ¢ = (1,20) = 80
a nakonec obsahy jednotlivych trojthelniki:

A = % .60 - 80 = 2400 = (40,0) ,

Ap = %-20-80:800 = (13,20)
1

Ag = 5 6080 = 2400 = (40,0) .

Obsah velkého trojihelnika je soultem vypoltenych obsahi mensich troj-
uhelnik:
A=A + Ay + A3 = 5600 = (1,33,20) .
Poznamenejme, Ze tvary jednotlivych trojihelnikd na tabulce neodpovidaji
uvedenym hodnotdm. Spravn& by mél obrazek vypadat asi takto:

9 140

20

10 140
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Jde tedy o obrazek, ktery se skladd ze dvou shodnych pravoihlych troja-
helnikd (vnéjsi trojuhelniky) a jednoho rovnoramenného trojuhelnika (vnitfni
trojahelnik). Pfi této interpretaci je vypocet obsahtt A; a A3 spravny, obsah A
je ve skutednosti men¥i, nebot ¢ je strana a nikoli vyska vniténiho trojihelnika.?

Velmi zajimavy obrat se objevuje v prvni ¢asti tlohy: Ndsob (20), maksarum,
(4) a vysledek je (1,20); jde o vypolet druhé odvésny pravothlého trojihelnika
(neni v8ak pouzita Pythagorova véta). Zda se, Ze si po&taf uvédomil, Ze pra-
vouhly trojuhelnik je podobny nejznaméjsimu pythagorejskému trojihelniku
o stranédch 3, 4, 5 a Ze koeficient podobnosti (snad maksarum) je 20.

Rovnéz je pravdépodobné, Ze poltar pochopil, Ze situace vypada jinak nez
na obrazku na tabulce, tj. Zze zdkladny trojihelnikd nelezi na jedné pfimce;
jinak by patrné k vypoltu obsahu pouZil ,velky“ rovnoramenny trojihelnik
a pocital takto:

1
A= 5 140 - 100 = 7000 = (1, 56,40) .

Ca. MLC 1950

4 K velké chyb& v3ak nedoslo, rameno ma4 velikost 80 a vyska p¥iblizng 79,37.
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Mezopotamsti poétafi pocitali i obtizn&jsi piiklady; v n&kterych bylo tfeba
rozdélit trojuhelnik dsetkou rovnobéznou se zakladnou, resp. tiseckami rov-
nob&Znymi se zdkladnou na dv&, resp. vice &4sti, tj. na podobny trojihelnik
a lichobéznik, resp. podobny trojihelnik a nékolik lichob&Znikd; pfitom mély
byt splnény urcité podminky (napf. rovnost obsahii ¢asti, dany pomér obsaht,
dany pomér vysek jednotlivych Gtvart apod.).

Napftiklad na zna¢né poskozené starobabylénské tabulce MLC 1950, kterd
je prekreslena na predchozim obrazku, je tloha, v niz se ma vySe uvedenym
zpusobem rozdélit trojihelnik na jeden trojihelnik a jeden lichobéznik tak,
aby obsahy obou ttvart byly stejné.

Trojihelnik (20) gar je délka, (5,20) je plocha, (30) gar|....... | Jakd je horni
Sitka a dolni $itka.

Kdyz ty udélds tyto operace: vezmi pievrdcenou hodnotu k (20), vidis (0;3).

(0;3) wyndsob (5,20) a vysledek je (16). (16) horni délka a |....... ] (30),
délka, ndsob (2).

Pricti vysledek (1,0) k (20), horni kolmice je (1,20).

Vezmi pfevrdcenou hodnotu k (1,20). (0;0,45) ndsob (5,20), plocha. Visle-
dek je (4).

Pridej (4) k (16), odecti od (16). Horni $itka je (20), dolni $itka je (12).%

Na tabulce je znafné poSkozeny obrazek, jeho rekonstrukce je takovato:

r-.
| .=

5pg T~

Snad 3lo o pravouhly trojahelnik: zname jednu odvésnu, jeji rozdéleni na
dvé &asti, tj. [ + ' = (20) + (30) = (50), a obsah oddélovaného lichobézniku
A = (5,20) = 320. Obrazek by tedy mél vypadat asi takto:

l=20 =30

A=520 ™

w

Ukolem je uréit zakladny w,, a w; vétsiho a mensiho trojihelnika (v textu se
hovoii o horni a dolni zdkladné). Uloha je fesena standardni mezopotdmskou
metodou; nejprve jsou vypotteny hodnoty

1 1
5'(wu+w1) a 5'(wu_wl)
a teprve potom hledané hodnoty wy a w;.

5 Viz [NS], originalni text str. 48, anglicky pfeklad str. 48, komentéfe str. 48-49.
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Ze znalosti obsahu lichob&zniku je tedy vypoctena polovina sou¢tu hledanych
zdkladen:
1 A 320

5.(wu+w‘)=—l-=—ﬁ=16.

Vypocet hodnoty % - (wy —wy ) je komplikovangjsi. Z podobnosti trojiithelnikt
(viz nasledujici obrazek) vyplyva vztah

Wy _ﬂ_wu—wg
I+~
1 v
W]
Wi

Wu"w[{

Odtud po snadnych dpravach

! ! -
u:!—-;:;_l_.w" wu+wl=l-:#.wl=(l+2l’).w’

dojdeme k néasledujicimu vztahu:

Wu =) =W T W) 9T op ¥ 1) T 2 +1 80

3 =4.

V zavére¢ném kroku je vypoditano w, a w;:

1 1
wu:5'(wu+w1)+§'(wu"wl)=16'*'4:20’
w¢=%-(wu+wz)-%'(wu—wl)=16“4=12-

Poznamenejme, Ze trojihelnik bylo moZno chépat i jako rovnoramenny;
obsah A rovnoramenného lichob&Znika s ramenem ! pak mohl poltaf vypoditat
pfiblizné postupem, ktery odpovida vzorci

Wy + Wy
A= Yutw
2 i

Dogel by ke stejnému vysledku. Ulohy podobného typu jsou v mezopotamské
matematice dosti dasté.5

6 Napf. lohy na tabulce Strssbg. 364; viz [N1], origindlni text str. 248-250, n&mecky
preklad str. 250-252, komentéfe str. 252-256.
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Zajimavé iloha vyuZivajici podobnost trojihelniki je i na pomérné ,mladé“
tabulce AO 6484:7

AO 6484
(ca. 8x12,8 cm)

Viyska stény je (10) lokti, (1) loket na hlavé stény je otevieny, (1) loket vysky
stromu. Jak daleko se mohu vzddlit od zdkladu stény.
Prevrdcenou hodnotu od (1) utvof, to je (1). (1) ndsob (10) lokty. To dd

,,,,,,

Prelozime-li tento malo srozumitelny text do soucasného jazyka, zjistime, ze
jde o sténu $itky b = 1 loket a vysky H = 10 loktu zakryvajici strom, ktery
vy¢niva o h = 1 loket nad sténu. M4 se urdit, z jaké vzdalenosti B od paty zdi
je jesté vidét vrchol stromu (viz nésledujici obrazek). Jde tedy o tlohu, kterou
1ze snadno vyfesit.

Z podobnosti trojuhelnikt plyne

h H b
- == j5 B=H --=1 i .
e an tj H n 0 lokti

Poslednimu vztahu odpovida vyse uvedené mezopotamské reseni.

7 Tabulka pochézi a% z obdobi Seleukovcii, byla nalezena ve Warce. Je na ni 17 dobie
Citelnych uloh.
8 Viz [N1], originalni text str. 97, némecky pieklad str. 99, komentéa¥e str. 103.
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Hned za touto ulohou nasleduje na tabulce tloha opaéna. Je déno h, b a B
a ma se vypoditat vyska H stény. Pracuje se s iplné stejnymi hodnotami.

Na tabulce AO 6484 nachizime i jednu z méla dloh, v niZ je obsah
rovnoramenného trojihelnika vypocitan presné. Text tlohy zni takto:

Né&jakyj trojihelnik. KdyZ délka je (5), spodni $itka (6), kolik 0bnasi osivo?

(5) vyndsob (5), délka, (25). (3), polovina Sifky, vyndsob s (3). Visledek
je (9).

(9) odelti od (25), zistane (16). Co s &im se md vyndsobit, md-li to ddti
(16) 2 (4) s (4) vyndsob. Dostanes (16).

(4), vyska, s (3), polovina 3itky, ndsodb. To ddvd (12). ...°

Oznagime-li zdkladnu rovnoramenného trojihelnika pismenem 2z (spodni
§itka) a rameno pismenem r, mizeme vySku v vypocitat podle Pythagorovy
véty (2 =6, r =5):

2
v= r?—(g) =V25-0=V16=4.
Obsah trojthelnika je tedy
s=1v=3.4=1
....2 2V = - .

Mezopotamsky poctar postupoval stejné. Po vypoétu obsahu trojihelnika
je vypoéitdno mnoZstvi obili potfebného k jeho oseti. Obsah je ndsoben
dvéma koeficienty (0;21,36) = 0,36 a (1,48) = 108. Mnozstvi obili, které
je takto vypoéteno, je (7,46;33,36) = 466, 56. Poznamenejme, Ze neni jasné,
jaky vyznam pouzité koeficienty maji. Jejich hodnoty jsou patrné ovlivnény
i pouzitymi jednotkami.

® Viz [N1], origindln{ text str. 97, n&mecky pfeklad str. 100, komentafe str. 104.



321

Lichobé&Znik.

Velmi oblibenym geometrickym ttvarem mezopotamskych matematiki byl
lichobéznik, zejména rovnoramenny. Svédéi o tom velké mnozstvi Gloh, v nichz
se pocitd obsah lichobéznika nebo se lichobéznik déli na nékolik ¢asti danych
vlastnosti.

Na tabulce YBC 7290 (viz nasledujici obrazek)!? je pouze obrazek lichobéz-
nika doplnény ¢tvefrici ¢isel: (2) a (2,20) u zékladen, (2,20) u ramene a (5, 3, 20)
uvniti.

=7

2

1

TR

ER T

t

Prvni dvé ¢isla jsou délky obou zdkladen, treti je délka ramene a ¢tvrté
obsah. Vime, ze mezopotdmsti po¢tari pouzivali k vypoctu obsahu lichobéZnika
algoritmus, ktery lze v nasi symbolice zapsat vzorcem

S==-(a+b) s,

L
2
kde a a b jsou délky zékladen a s je délka ramene.

2,20

2,20 2

10 Tabulka pochazf ze starobabylénského obdobi, poprvé byla publikovana O. Neugebau-
erem a A. Sachsem ve &tyFicatych letech 20. stoleti.
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V uvedeném piikladu je tedy vypoCten obsah takto:

(140 + 120) - 140

S 2

= 18200 .

Je zFejmé, Ze pouZity postup nevede ke spravnému vysledku, nebot se misto
vySky uziva délka ramene. Pokud budeme postupovat podle spravného vztahu,
vypo¢teme hodnotu

S =130-/140% — 10% = 18153, 5 .

Chyba, s niz mezopotidmsky poctaf vypocital obsah lichobéznika, je vzhledemn
ke zvolenému zadédni jen 0,26%. Dnes je tézké rozhodnout, zda si poctar
nepfesnost vypoétu uvédomoval, nebo zda nebyla vlastné zadana vyska.!!

Na mezopotamskych tabulkdch se dochovala rada prikladd, v nichz je
lichob&Znik délen rovnobézkou (resp. rovnobézkami) se zdkladnami na dva
lichobézniky (resp. vice lichobé&Znikid) podle pfedem stanovenych podminek
(pozadovan byl shodny obsah dild, dany pomér vysek nebo zakladen, dané
vy$ky, ramena apod.). Obyéejné se v piikladech pracuje s pravodhlymi nebo
rovinoramennymni lichobézniky.

Na tabulce YBC 4608!2 je tloha, v niz se lichobéznik déli na dvé ¢asti, jejichz
obsahy jsou dany. Dale je stanoven pomér vysek mensich lichobézniki a délka
pricky, kterou je lichobéznik délen. Ukolem je uréit délky zdkladen a vydek.
Text tlohy a jeji feSeni zni takto:

Lichobéznik ... Rozdélit plochu na dvé; (42,11;15) je plocha dolniho pruhu,
(14, 3;45) je plocha horniho pruhu; %) (délky) dolniho pruhu je délka horniho
pruhu; (52;30) je délka predélu.

Jakd je horni delka, dolni délka, horni sitka a dolni $itka?

Kdyz si piedstavis operace, necht (5) je ddno za horni sitku. Necht (1) za
dolni §irku.

Secti (14, 3;45) « (42,11;15) a dustanes (56, 15).

Secti (5) a (1) a vysledek je (G).

Vezmi pfevrdcenou hodnotu k (6). Dostanes (0; 10).

(0;10) ndsob (56,15). A wvysledek (9,22;30) ndsob dvéma. Vysledek je
(18,45). Udrz (18,45) ve své hlavé.

Vezmi prevrdcenou hodnotu k (1), horni ddlka, a vysledek je (1). (1) ndsob
(14, 3;45). Dostancs (14, 3; 45).

Ndsob (2). Dostanes (28,7; 30).

Odecti (18,45) od (28,7;30) a udr? vysledek (9,22;30) ve své hlavé.

Vezmi prevricenou hodnotu k (5), délka dolntho pruhu. Visledek je (0;12).

(0;12) nasob (42,11;15) a dostanes (8,26;15).

11 Vig té% [NS), str. 44; jde o tabulku YBC 111 26 s lichob&znikem a = (45), b = (22, 30),
s=(3)as=(1,41,15).

12 Tabulka pochdzi ze starobabylénského obdobi. Jsou na ni dvé dlohy, druhé je viak
natolik poSkozena, Ze neni mozno provést jeji uspokojivou rekonstrukci.
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Rozpul (9,22;30), kterd dr#is ve sed hlave, a dostanes (4,41;15). Pricti
(4,41;15) k (8,26;13) a wysledek je (13.7;30).

Prevrdcend hodnota k (13,7;30) je neobdrZitelnd. Co je poticha k (13,7 30)
dat, ma-li mné davat (52;30), jeji délict linie?

Vezmi (0;4). Prevrdcend hodnota & (0;4) ti da (15).

Mél bys (15) ndsobit (1), coZ jsem udal pro horni délku, a vysledek (15) je
délka horniho pruhu.

Ty bys mél (15) ndsobit (5), coz jsem vzal pro dolni $ifku, a dostanes (1, 15),
délka dolniho pruhu.

V fadé pro tebe vidét horni sifka a dolni §itka, ndsob plochu (2). Dostancs
(28,7;30). Vezmi reciproké ¢islo k (15). Dostanes (0;4). (0;4) ndsob (28, 7; 30).
Dostanes (1,52;30). Dej pryé (52;30), délka piedélu, od (1,52;30) a vysledek
(1,0) je horni $itka.

Ndsob celou plochu (2) a dostanes (1,52,30). Vezmi reciprokd éislo k (
Dostanes (0;0,40). (0;0,40) ndsob (1,52, 30) a dostanes (1,15). Dej pryc¢
horni §itka, od (1,15). Vysledek (15) je dolni Sifka.

V tadé pro tebe vidét plocha, secti (1,0) a (15). Vysledek (1,15). Rozpul
(1,15) a dostanes (37;30). (37;30) ndsob (1,30). Dostancs (56,15), plocha.'?

1.30).
(1,0),

Vsechny vypodty jsou spravné, uvazujeme-li ovSem pravoully lichobéznik.
Uloha neni bohuzel na tabulce doplnéna zadnym obrazkem. Vypadal by asi
takto:

b, | A
! t|d A, b,

1 1,

Predpokladejme tedy, Ze je dan pravouhly lichob&Znik, ktery je rozdélen
ptickou d = (52;30) = 52, 5 na dva lichobézniky, jejichZ obsahy jsou

A; = (14,3;45) = 843,75 2 Ay = (42,11;15) = 2531,25

a jejichz vysky Iy, I jsou v pomé&ru 1: 5. Zkladny oznatme symboly b, bs.
Uloha je na tabulce fesena metodou chybného predpokladu; jako chybny
predpoklad se vezme

1=1, I,=5, tedy '=80+1=6.
Nejprve je vypoéten obsah celého lichob&nika:
A=A, + Ay = (14, 3;45) + (42,11;15) = (56,15) = 3375 .

13 Viz [NS), origindlni text str. 49-50, anglicky pfeklad str. 50-51, koment4fe str. 51-52.
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Potom jsou pocitany délky obou zdkladen, které jsou ovem ovlivnény chybnym
predpokladem:

24 (2) x (56,15)

by + by = 7 == = (18,45) =1125,
C 24 (2) x (14,3;45) ey
b1+d_T,l—_——ﬁ)————_(28,7,30)_1687,5,

d' — by = (b, +d') — (b} + bl) = (28,7;30) — (18,45) = (9,22;30) = 562,5 ,

A+ A, (42,11;15)

= (8,26;15) = 506,25 ,

2 4 (5)
/__ !
d 2b2 = (4,41;15) = 281,25 ,
I ! U N
P ;b2 +d 2b2 = (13,7;30) = 787,5 .

Délka pricky vSak ma byt d = (52;30). Poétaf nyni musi vypoditat pomér
veli¢in d a d'. Poznamenava, Ze reciprokd hodnota k d' neexistuje; vzapéti
uvadi, Ze pomér veli¢in je (0;4). Vzhledem k tomu, Ze poditd se skuteénymi
hodnotami obsahii a veliéina d' vysla patndctkrat vétsi nez ma byt, je tieba
patnactkrat zvétsit vysky lichobéznikd. Skuteéné hodnoty vysek tedy jsou:

Iy =15-10 = (15) = 15 , lp =151, =(1,15) =75 .

Ze znalosti obsahlt A; a A se nyni vypocte by + d a by + b,, ze znalosti d se
uréi by a pak by:

24
by+d= —li =(1,52;30) = 112,5 ,
1

2A
bl+b2:T :(1,15)275,

()1:(1,0):60, 632(15):15

Na zavér je provedena zkouska; na zdkladé vypoétenych hodnot by, by, ! je
vypoc¢ten obsah A velkého lichobéznika:

1
A:5-(b1+b2)-l=(56,15)=3375‘

Podobné pfiklady jsou i na tabulkdch YBC 4675, YBC 9852, Vat 7621,
Vat 7532, Vat 7535, Vat 7621, Vat 8522 a Strssbg 367.14

14 Vice viz [N1] a [NS].
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Kruh, kruznice.

Jedna z nejstarsich babylénskych tabulek vztahujicich se ke geometrii je
tabulka YBC 7302 (viz nésledujici obrazek).!®

=C
=
=
=
=
=2
=
=3
=m
;_:‘\
—

Jde o kruhovou tabulku, jejiz primér je necelych 8 cm. Neni na ni zadny
text, pouze témér dokonaly obrazek kruznice a tfi ¢isla. Nad kruznici je napsano
¢islo 3, vpravo ¢islo 9 a uvnitf ¢islo 45.

3

Pravdépodobna interpretace ¢isel z tabulky je takovato: (0;45) je obsah kruhu,

(3) je obvod a (9) druha mocnina obvodu.
Babylénsky matematik totiz uzival k vypoctu obsahu kruhu algoritmus,

ktery lze v na$i symbolice zapsat vzorcem

15 Tabulka byla objevena ve tficitych letech 20. stoleti v m&st& Susa (dnedni Shush
v Irénu), v padesitych letech ji zkoumal E. M. Bruins.
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kde o je obvod kruhu. Daldi tabulky tuto interpretaci potvrzuji. Ve vyse
uvedeném prikladu je tedy

1
S = ﬁ~32=(0;5) x (9) = (0;45) .

Je tedy patrné, Ze fady uvedenych Cisel 3, 9 a 45 nejsou stejné; poltar si
patrné s nimi nelamal hlavu. Neni obtizné zjistit, Zze ,mezopotamskad hodnota

vrvs

tabulka YBC 7302 méla, co bylo ddno a co se mélo vypoéitat.'®

Mezopotimskd matematika obyc¢ejné pracovala s hodnotou 7 = 3; mame
véak doklad (tabulky z konce starobabylonského obdobi objevené roku 1936
v Suse), Ze uZivala i aproximaci 7 = 381"

Obvod kruznice byl patrné poéitdn pomoci algoritmu, ktery lze v nasi
matematické symbolice vyjadrit vzorcem

o=mw-d,

kde d je primér kruZnice. Mezopotdmska hodnota &isla 7 je vétsinou rovna 3.17
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PYTHAGOROVA VETA.

Znalost Pythagorovy véty je v Mezopotdmii doloZena uZ v dobé Starobaby-
l6nské fise. Pro tehdejsi poltafe byla zdrojem prikladl rizné obtiZnosti.

Nejznadméjsi mezopotdmska tabulka, kterd souvisi s Pythagorovou vétou, je
tabulka YBC 7289. Pochazi ze starobabylénského obdobi.

Jde o poskozenou kruhovou tabulku, jejiz primér je pfiblizné 7 cm. Popsana
je jen z jedné strany; neni na ni Zadny text, pouze nacrt ¢tverce s ihloprickami
a tfi ¢sla. U jedné ze stran nakresleného étverce je &islo (30), uvnitt &tverce
jsou ¢isla (1,24, 51,10) a (42,25, 35).

£

1,24,|51,10
42,215,35

Je velmi pravdépodobné, Ze &islo (30) predstavuje délku strany uvazovaného
¢tverce; Cislo (1,24, 51, 10) lze interpretovat jako

24 51 10
1;24,51,10) = 1 + = + — + — = 1,414212963
( SL,10) =155+ 502 * 602
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coz je jeden ze starobabylonskich odhadd ¢isla v/2.1 Tretd ¢islo je soudin
(30) x (1;24,51,10) = (42;25,35) ,

které udava pribliznou délku llopricky ¢tverce o strand 30. Je pravdepodobné,
ze vysledek uvedeny na tabulce souvisel s Pythagorovou vétou. Snad lo o vy-
ukovou tabulku, kterd seznamovala Zaky se vztahem délek strany a Ghlopficky
¢tverce.?

Velmi jednoduchd a dnes snad nejcastéji citovana mezopotiamska tloha
vyuzivajici Pythagorovu vétu pochézi ze Starobabylonské fise.® Ve volném
prekladu zni takto:

(4) je délka a (5) thlopricka. Jakd je Sitka?

Jeji délka je nezndmad. (4) x (4) je (16), (5) x (5) je (25). Odeber (16) od
(25), dostanes (9). Co se samo sebou md ndsobit, aby to dalo (9)? (3) x (3)
je (9). (3) je sirka.

Uloha neni doplnéna zadnym obrazkem, ale z popsaného postupu feSeni je
patrné, ze jde o pravouhly trojihelnik. Poznamenejme, Ze jde o nejzndaméjsi
pythagorejsky trojihelnik o stranach 3, 4, 5. Algoritmus feSeni je popsan
peclivé, je pravdépodobné, Ze se jedna o $kolni tabulku.?

Desata aloha na tabulce BM 85196° zni takto:

Trdm délky (0;30) gar je opren o zed. Na vrchu se spusti o (0;6) gar. O kolik
se posune dole?

g
7?1"
¥z
S
S N
Y.
A v/

Babylénské feSeni (viz predchozi obrazek) lze v nasi symbolice pro hodnoty

1 1
AB=CD=(0;30)=5 a BC=(0:6)=

1 Ptesng je ureno pét desetinnych mist.

2 Vice viz [NS], str. 42-43.

3 Je na jedné z mnoha tabulek uloZenych v Britském muzeu.

4 Vice viz http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk.

5 Tabulka pochézi bud z kassitského obdobi nebo z obdobi prvni novobabylénské dynastie,
jeji rozméry jsou 19x 12,3 cm. Obsahuje 18 geometrickych uloh motivovanych vétSinou praxi.
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zapsat takto:

- 3
AD = \/CD? — (AB - BC)? = o
ReSeni je popsano slovné:

Ty: (0;30) umocni. (0;15) vidis.

(0;6) odeymi od (0;30). Ty (0;24) vidis.

(0;24) wmocni, ty (0;9,36) vidis.

(0;9,36) odeymi od (0;15). Ty (0;5,24) vidis.

(0;5,24) jaky md kvadraticky kofen? (0;18) je kvadraticky koien. O (0;18)
se na zemi posune trdm.

Uloha zde viak nekondi, ale pokracuje takto:

Kdyz se na zemi o (0;18) posunul trdm, o kolik poklesl nahote?

(0;18) umocni. Ty (0;5,24) vidis.

(0;5,24) odecti od (0;15). Ty (0;9,36) vidis.

(0;9,36) jaky md kofen? (0;24) je koten.

(0;24) odecti od (0;30). (0;6) ty vidis.

0 (0;6) poklesl trim. Toto je zpiisob.

Druhou ¢dst tlohy lze chdpat bud jako zkousku, nebo jako Glolm opacénou
k zadané iloze.

Zajimavé pouzitl Pythagorovy véty je v jednom prikladu na tabulce
BM 85194:7
(1,0) je obvod. (2) je to, o co jsem se spustil. Jakd je délka rozdéleni?

Z postupu feSeni je patrné, Ze jde o ndsledujici Glohu: je dén kruh, jehoz
obvod je (1,0) = 60 jednotek; hleddme délku tétivy, kterd odtina dse¢ o vysce
2 jednotky (viz obrazek).

12~ 1 Ny

Nejprve je vypocten priumér d kruZnice, postup v8ak neni uveden; je zapsan
pouze vysledek, z néhoz je jasné, Zze byla pouZita hodnota 7 = 3:

o 60
d=—-—=—=20.
T 3

6 Vice viz [Vy), rusky preklad tlohy a jeji rozbor je na str. 168-169.
7 Tabulka pochézi z kassitského obdobi, obsahuje 35 tloh, z nichz 16 je geometrickych.
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Pak je podano podrobné fegent alohy, které 1ze v nasi symbolice zapsat vztahem
a=+d? - (d—2s)? =400 — 256 = 12 .
Reseni vychazi z nasledujiciho obrazku, ve kterém je

AB=a, AE=d=20, CD=GF=s=2, BE=d-2s=16.

™
\%
BN

[\
s
N

Regeni tlohy opét svédéi o dobré znalosti Pythagorovy véty a doklada snad
i znalost véty Thaletovy. Text feSeni této ulohy zni takto:

Ty: (2) umocni; (4) od (20) odecti, primeér, (16) vidis.

(20), primér umocni; (6,40) vidis.

(16) umocni, (4,16) vidis.

(4,16) odecti od (6,40). (2,24) vidis.

Najdi kvadraticky koten (2,24). (12) je kvadraticky koten. To je délka
predélu. To je tvij zpiisob.®

Poznamenejme, ze v uvedeném postupu je jedna nesrovnalost. Misto 2s se
potita s? (2 umocni); vysledek je viak spravny, nebot s = 2.

Hned za touto lohou nasleduje loha opaéna; je dana délka tétivy a = 12
a obvod kruznice o = 60. Ukolem je ur¢it vysku piisluné Gsece. Postup feseni

odpovida vztahu
1
5= i(d_ V& —a?).

Prohlédneme-li si pravouhly trojuhelnik vyuzity v téchto piikladech, zjis-
time, Ze jeho strany maji délky 12, 16 a 20; jde tedy o trojihelnik podobny
nejzndméjsimu pythagorejskému trojuhelniku o stranach 3, 4 a 5.

Na jedné tabulce pochazejici ze starobabylénského obdobi® se Pythagorova
véta objevuje v iloze, jejiz prepis je na nasledujicim obrazku. Maji se vypocitat
délky stran obdélnika, je-li dan jejich pomér a délka thlopficky.

8 Viz [N1], originélni text str. 148, n&mecky pfeklad str. 159, rozbor str. 180.

9 Byla objevena ve starobylém mést& Susa, poprvé publikovana v roce 1962; obsahuje
nékolik geometrickych prikladd. Vice viz [BR].
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Necht Sitka méfi o ; méné nei délka. (40) je thlopiicka. Jakd je délka
a §irka?10

] [Fady Sy T SR AT s & =LY
s LBCALECE It WEF VAL I TEEL
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v & ey Sl YA X = GEP p =l oY M i
K T <<ARTT & T et IV HIL T A
&F VT & fpay A Colasny p<p 2T
BT Y - BT A T LY
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g»,;tf«? By Al &P E

Uloha je feSena metodou chybného predpokladu. Zvolena je hodnota délky
ap = 60, tuto hodnotu je mozno snadno délit étyfmi; tedy by = 45. Nyni je
vypoétena délka ahlopritky obdélnika se stranami 60 a 45:

up = y/a2 + b2 = /3600 + 2025 = V5625 = 75 .

V zadani v3ak ma mit dhlopficka u délku 40. Délka a a Sitka b jsou proto
vypocteny takto:

U 40 40
—ap 2 =60 — =32, b=by — =45-— =24 .
a=a o =00 73 ° % 75
Poznamenejme, %e misto dé&leni ¢islem 75 je ndsobeno pievricenou hodnotou
(0;0,48) tohoto ¢isla.
Metoda chybného pfedpokladu byla uZivana mezopotamskymi po€tafi v geo-
metrii pom&rné ¢asto.!!

Na jiné tabulce nalezené v mé&st& Susa je tiloha, v niZz se ma ur€it polomér
kruznice opsané rovnoramennému trojihelniku se stranami 50, 50 a 60. Na
tabulce je nésledujici obrazek, ktery zadani tlohy objasiiuje.!?

10 Viz [Ch], origindln{ text, anglicky preklad i rozbor je na str. 87-88; déle viz [BR],
str. 102.

11 palsf piiklady obdobného charakteru Ize nalézt napt. na tabulce VAT 6598.

12 Viz http://www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk.
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C D B

Babylénsky postup vypocétu poloméru r lze v duesni symbolice popsat asi
takto (AC = AB = 50, CB = 60).
Pomoci Pythagorovy véty nejprve vypocteme stranu AD  trojuhelnika
NABD.
AD? = AB* - BD? , AD =40 .

Opét pomoci Pythagorovy vity, tentokrit pro trojihelnik AODBD vypodtene
polomér r:

. . 1
r? = 0D? + BD? = (40 — r)? + 30% , r=317.
Poznamenejme, ze trojuhelnik AABD je podobny pythagorejskému trojahel-
niku o stranidch 3, 4, 5 a trojihelnik AOBD pythagorejskému trojihelniku
o stranach 7, 24, 25.

Dal3i 1lohy, které vyuzivaly Pythagorovu vétu, procvictovaly vypocet polo-
mért kruznice opsané a vepsané pravidelnému Sestithelniku, vypocet obsahi
rovnoramennych a rovnostrannych trojihelnikid, vypocet délek stran pravo-
tihlych trojihelnikd apod.'?

Zajimava matematicka Gloha je na tabulce Dby-146 Dhiba’i:'4

Jakd je strana pravoihelnika, jehoZ obsah je (0;45) a whlopricka je (1;15).1°

Oznacdime-li pismeny z a y délku a Sirku uvazovaného obdélnika, lze ulohu
v na$i symbolice zapsat touto soustavou rovnic:

3
T-y= -
Y 1’
2 2 92
o +y 1

13 Vice viz tabulky ulozené v Britském muzeu nebo v kolekei Yale University. Viz [Kol,
[NS] a [N1].

14 Roku 1962 byla ve starobabylénském chramu v mésté Tell Dhiba’i objevena kolekce
péti set tabulek pochdazejici z 18. stoleti pf. n. 1. Byla v ni i tabulka oznatend Dby—-146, jejiz
rozméry jsou 11,5 x 6,8 x 3,3 cm. Text na této tabulce je jen nepatrné poskozeny, snadno
lze identifikovat nddhernou matematickou Glohu.

15 Viz [Ta), text vénovany matematickym tabulkim je na str. 11-14, zn&ni dlohy na str. 12.
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Dosadime-li z prvni rovnice do druhé y = %, dostaneme rovnici

(@G

Jednoduchou apravou dojdeme k bikvadratické rovnici

52 3\2

4 2

- =-] z°+ (—) =0.

(1) =+

Vyfresit tuto rovnici neni tézké; snadno dojdeme ke dvéna kladnym kofentim

Ty =laxy = %.
Mezopotamské FeSeni je daleko jednodussi a elegantnéjsi, nepotfebuje rovnici

¢tvrtého stupné. Nasi symbolikou lze mezopotamsky postup vyjadrit takto:

1
2zy = 15 ,
Py’ -2y = (o -y = —
16
1 z—y 1
Y=g 7 "%
Podobné se vypocte polovina souétu hledanych stran; poctar zde vSak postu-
poval trochu jinak:

Co T
1 W=

Ze znalosti poloviny souctu a poloviny rozdilu hledanych stran obdélnika pak
byly obé tyto strany vypocteny:

a:+y__\/z2+y2—-2zy
o =

r+y T-Yy
7 T T

1; y= - ==

Nékolik zajimavych priklada vyuzivajicich Pythagorovu vétu je i na tabulce
AO 6484.1% Sesty piiklad zni takto:

Délka, sitka a ihlopticka je (40) a (2,0) je plocha.

Je tedy dén obdélnik, znidme soucet délek dvou jeho stran a whlopfitky

a jeho obsah. Ukolem je uréit délky stran a dhlopfitky. Na tabulce je uveden
jen vysledek, postup chybi:

(15) je délka, (8) $itka, (17) thlopficka.l”
Uzijeme-li nadi symboliku a oznaéime-li délku a, Sifku b a Ghlopficku d,
dostaneme soustavu dvou rovnic o tfech nezndmych:
a+b+d=40,
a-b=120"

18 Tabulka poch4zi z obdobi Seleukovcd, byla objevena ve Warce. Je na ni 17 iloh.
17 Viz [N1], origindlni text str. 97, némecky pfeklad str. 100, komentaf str. 104.
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Z Pythagorovy véty navic vyplyva rovnost
A+ =d.
Po dosazeni za b a d do prvni rovnice dostaneme po jednoduchyeh tpravach
rovnici
a-(a* ~23a+120) =0 ;

jeji kofeny jsou a; =0, a3 =15 a a3 = 8.
Prvni kofen nepfichdzi v ivahu vzliledem k zadani. Mame tedy dvé feseni

62215, b2:8, (12:17,
(132'8, b3:15, dg:l?.

Prvni feSeni je na mezopotdmské tabulce uvedeno, druhé nikoli, nebot délka
musela byt vétsi nez Sirka.

Osmy priklad na téZe tabulce zni takto:

Uhlop¥icka ctverce je (10) lokts. Urci stranu étverce.
(10) ndsob (0;42,30). To ddvd (7;5) jako délku.
(7;5) a (1;25) vyndsob. To dd (10;2,5) ...1®

Ulohu lze v nasi symbolice zapsat takto (stranu étverce oznaéime ¢ a uhlo-
pficku u):
2
a= g-u=5\/§i7,071.

Rekonstrujeme-li mezopotamské feSeni, zjistime, Ze jeho postup odpovidd
vypoctu
(10) x (0;42,30) = (7;5)

kde (0;42,30) = %Z— je mezopotamska aproximace ¢isla —‘ﬁ—z, byla pouzivana jako
prvni, znaéné hrubd aproximace tohoto ¢isla jiz od starobabylénského obdobi.
Chyba vypoctu je asi 0,17%.

Na konci tlohy je patrné zkouska, nebot ze znalosti délky strany ¢tverce je
vypoctena délka tuhlopricky:

w=a- v2=(7;5) x (1;25) = (10;2,5) ,

kde (1;25) = 1,417 je hrubd aproximace c¢isla V2. Bylo by zajimavé védet, jaky
slovni komentaf byl davan k objasnéni takovéhoto postupu.

Zavérem poznamenejme, Ze mezopotamsti poctafi znali a vyuzivali Pythago-
rovu vétu vice nez tisic let pied Pythagorem. Byla pro né zdrojem nejriznéjsich
geometrickych a zeméméfickych uloh, které dnes resime pomoci kvadratickych
rovnic. Je pravddpodobné, ze znali i Thaletovu vétu; jeji uziti v3ak nelze s jis-
totou prokazat.

18 iz [N1], originaln{ text str. 97, némecky preklad str. 100, komentdF str. 104.
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PYTHAGOREJSKE TROJICE.

Nejzndméjsi a asi nejastéji diskutovanou a reprodukovanou mezopotamskou
tabulkou je tabulka Plimpton 322, ktera pochazi z obdobi 19. az 17. stoleti
pf. n. 1. Dnes je ulozena na univerzité v Yale v kolekci, kterou této univerzité
vénoval George Arthur Plimpton (1855-1936).! Tabulka o rozmérech pfiblizné
13 x 9 x 2 cm je zna¢né poSkozena na okrajich i na vlastni plo3e, je dokonce
mozné, ze ¢ast tabulky chybi. Na pocatku 20. stoleti se odbornici domnivali,
ze jde o jakysi hospodaisky zdznam nebo dafiovy registr n&jakého klastera.
Tabulka totiz neobsahuje text, pouze 15 fadkd Cisel uspoiddanych do &tyf
sloupci. Pisaf, ktery ji psal, Spatné dodrzoval fadky a dopustil se &tyf
pisafskych chyb (vice viz [Br2] a [NS}). Tabulka Plimptom 322, jejiz pfepis je
na nasledujicim obrézku, je oby&ejné oznafovana jako tabulka pythagorejskych
trojic. Toto oznadeni vSak neni nejvhodnéjsi.

PrepiSeme-li klinopisny zapis a zachovdme-li edesitkovou soustavu, dosta-
neme nésledujici tabulku (zjisténé chyby byly odstranény, na nékterych mistech
byly doplnény nuly a tim opraveny fady ¢isel, poskozena mista byla rekonstru-
ovana):

1 Vice viz http://www.library.yale.edu.
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(1;59, 00, 15) (1,59) (2, 49) (1)
(1;56,56, 58, 14, 50, 06, 15) (56,07) (1,20, 25) (2)
(1;55,07,41, 15,33, 45) (1,16,41) (1,50, 49) (3)
(1;53,10,29, 32, 52, 16) (3,31,49) (5,09,01) (4)
(1;48, 54,01, 40) (1,05) (1,37) (5)
(1;47,06, 41, 40) (5,19) (8,01) (6)
(1;43,11,56,28, 26, 40) (38,11) (59,01) (7)
(1;41,33,45, 14,03, 45) (13,19) (20, 49) (8)
(1;38, 33, 36, 36) (8,01) (12, 49) (9)
(1;35,10,02, 28,27, 24, 26) (1,22,41) (2,16,01) (10)
(1;33,45) (45) (1,15) (11)
(1;29,21, 54,02, 15) (27,59) (48, 49) (12)
(1;27,00,03,45) (2,41) (4, 49) (13)
(1;25,48, 51,35, 06, 40) (29, 31) (53, 49) (14)
(1;23,13,46, 40) (56) (1, 46) (15)

Nejsnaze lze vysvétlit prvni sloupec,? ktery oznacuje poradi fadku. Zbyvajici
tfi sloupce zstanou pii letmém pohledu nesrozumitelné. Prevedme proto ¢isla
predchozi tabulky do desitkové soustavy:

1,9834027 119 169 1
1,949 1585 3367 4825 2
1,9188021 4601 6649 3
1,8862478 12709 18541 4
1,8150076 65 97 )
1,7851928 319 481 6
1,7199835 2291 3541 7
1,6927093 799 1249 8
1,642669 4 481 769 9
1,5861225 4961 8161 10
1,562 5000 45 75 11
1,4894167 1679 2929 12
1,4500173 161 289 13
1,4302388 1771 3229 14
1,3871604 50 106 15

Ve tiicdtych letech 20. stoleti studoval tabulku Plimpton 322 F. Thureau-
Dangin [ThD]; jako prvni zjistil, Ze nejde o soupis majetku, ale o pythagorejské
trojice. Ve ¢tyficatych letech tabulku zkoumali O. Neugebauer a A. Sachs [NS];
odstranili pisarské chyby, doplnili poskozend mista a interpretovali tabulku jako
sbirku patnéacti pythagorejskych trojic. Na pfeloinu étyficatych a padesatych

2 Sloupce po&itame zprava.
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let studoval tabulku E. M. Bruins (viz [Brl], [Br2]); dospél k ndzoru, ze
jde o specidlni aplikaci reciproké tabulky vybranyeh ¢isel od n = (2;24)
(% =(0;25)) aZ pon = (1;48) (+ = (0;33.20) ) na pythagorejské trojuhelniky:

(ool i
(ool e
o

a', b, ¢ jsou redukované délky stran.

V Sedesdtych letech navazal na Neugebauera D. J. Price de Solla [Pr],
v osmdesatych letech podali rozsiteny vyklad J. Friberg a R. Buck Creighton
(viz [Fr], [Cr]); vychdzeli 2 prace Neugebauera a Sachse. Pomérné nedavno
studovali tabulku E. Robson a D. E. Joyce (viz [Rol] - [Ro3] a [WW2]); i oni
vychdzeli z Neugebauerovy a Sachsovy priace. V nasledujicim textu se pridrzime
Joyceovyvch vysledki.

UvaZujme pravothly trojihelnik ABC sc standardnim oznacenim stran
a thld (viz obrazek).

A ¢ B

Druhy sloupec tabulky Plimpton 322 uddva patnact rznych hodnot délky
prepony c, tfeti sloupec patnact riznych hodnot délky odvésny a, ctvrty sloupec
odpovidajici hodnoty ¢isla

2

a® + b? a
= :1+F;=1+(tga)2.

(—2)2 = (cosec 3)* =

Pfitom jde o pythagorejské trojihelniky. Napf. v prvnim tddku je ¢ = 169,

a = 119, odtud
b=1+/1692 — 1192 = 120 ;

dale je
169 \ 2 39 15 .
) = — 4+ — =1,983402778 .
( 120 ) ! 60 603
Navic je tabulka sestavena tak, Ze ve ¢tvrtém sloupci jsou hodnoty uspotadéany
sestupné. Dopliime nyni tabulku o hodnoty délek odvésny b a o velikosti Ghli
aa f:
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8 o b a c n
45,24° 44,76° 120 119 169 1
45,75° 44,25° 3456 3367 4825 2
46, 21° 43,79° 4 800 4601 6 649 3
46,73° 43,27° 13500 12709 18 541 4
47,92° 42,08° 72 65 97 5
48, 46° 41, 54° 360 319 481 6
49, 68° 40, 32° 2700 2291 3541 7
50,23° 39,77° 960 799 1249 8
51,28° 38,72° 600 481 769 9
52,56° 37,44° 6480 4961 8161 10
53,13° 36,87° 60 45 75 11
55,02° 34,98° 2400 1679 2929 12
96, 14° 33, 86° 240 161 289 13
56, 74° 33,26° 2700 1771 3229 14
58,11° 31, 89° 90 56 106 15

Je velmi pravdépodobné, ze tvirce tabulky znal inetodu generovani pytha-
gorejskych trojic. Tzv. zékladni (téz primitivni) pythagorejské trojice a, b, ¢
ziskdme tak, Ze dosazujeme navzijem nesoudélnd prirozend éisla p > ¢ do na-
sledujicich vztahi:

a=1)2——(12, b=2pq, c=p2+q2.

Vzhledem k tomu, Ze je na tabulce Plimpton 322 vypoditina presnd hodnota
podili dtverci piepony ¢ = p? +¢% a odvésny b = 2pq (v Sedesitkové soustave),
musel byt &tverec &isla b, a tedy i ¢islo b, souéinem mocnin prvocisel 2, 3 a 5.2

Bylo zjisténo, Ze v tabulce Plimpton 322 jsou pravé vSechny pythagorejské
trojice, pro které jsou p > ¢ nesoudélnd éisla uvazovaného tvaru, a navic

¢<60,  (1;48) = 9 <Py
o9 q 5
Jedind nesrovnalost spocivad v tom, Ze na 11. fadku jsou hodnoty ¢ a a, které
odpovidaji patnactindsobku uvedenych éisel p, ¢; pro p = 2, ¢ = 1 by mélo byt
a=3,b=4,c=25.V tabulce viak je na 11. fadku a = 45, ¢ = 75 (b = 60).

Je mozné i jiné vysvétleni: p = 60, ¢ = 30, ¢ = 4500, a = 2700, b = 3600;
¢isla p a q odpovidaji vyse uvedenym nerovnostem, jsou vSak soudélnéd. A ¢is-
la ¢ a a napsand na tabulce bychom museli interpretovat jako ¢ = (1,15,0)
aa = (45,0).

V niésleduyjici tabulce jsou uvedeny hodnoty &isel p, g a odpovidajici hodnoty
¢isel a, b, c. Vzhledem k vySe uvedené nesrovnalosti je 11. fadek otistén trikrat.

3 Reciproka hodnota téchto &isel ma v Sedesitkové soustavé kone&ny rozvoj. Mezi prvnimi
150 cisly jde o tato ¢&isla: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 24, 25, 27, 30, 32, 36, 40,
45, 48, 50, 54, 60, 64, 72, 75, 80, 81, 90, 96, 100, 108, 120, 125, 128, 135, 144, 150.
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Nejprve jsou uvedena Cisla 2 tabulky Plimpton 322, kterda nemaji odpovidajici
hodnoty p, g, nebof jsou to ¢isla soudélnd, v nasledujicich dvou Fadeich jsou
dvé mozné varianty volby ¢isel p, ¢, ze kteryeh lze 11, fadek odvodit.

n P q b « ¢
1 12 ) 120 119 169
2 64 27 3456 3367 4825
3 75 32 4800 1601 6619
4 125 o4 13500 12709 18 541
) 9 4 72 65 97
6 20 9 360 319 481
7 54 25 2700 2291 3541
8 32 15 960 799 1249
9 25 12 600 481 769
10 81 40 6480 4961 8161
11 6O 45 75
11 2 1 4 3 )
11 60 30 3600 2700 4 500
12 48 25 2400 1679 2929
13 15 8 240 161 289
14 50 27 2700 1771 3229
15 9 5 90 56 106

Nejblizsi dvojici Cisel p, ¢, kterd se vyinyka nerovnosti ¢ < 60, je dvojice
p = 125, ¢ = 64; odpovidajici hodnoty jsou a = 11529, b = 16000, ¢ = 19721,
dale je
2
(%) =1,519210316 = (1;31,9,9, 25,42,2,15) ,
a = 35,78° 3 =54,22° .
Tyto hodnoty by ve vyS$e uvedené tabulce patfily mezi 11. a 12. fadcek.

O vyznamu tabulky Plimpton 322 byla sepsdna fada praci. Nelze ji patrné
povaZovat za ,trigonometrickou tabulku®. Pokud by tomu tak bylo, méli
bychom pfed sebou nejstari priklad vyskytu funkce kosckans. Kolem této
otazky se rozpoutala diskuse matematikl, asyrologl i historik matematiky;
viz napt. [NS], [Br1], [Ca], [Fr] a [Ga].

Stéle viak nejsou dostateéné presveédciveé zodpovézeny otazky, jak a pro¢ byla

objasnéni vyznamu hodnoty ( )2 a vige uvedenych nerovnosti pro podil g.

Cislo %: je mozno chépat jako podil obsaht ¢tverce nad pfeponou a ¢tverce
nad odvésnou pro uvedené pythagorejské trojihelniky. Pfitomn jsou uvazovany
pravé ty pythagorejské trojihelniky, pro které je tento podil mensi nez 2.
Omezeni zdola (cca 1,387) neni jasné.
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PROSTOROVA GEOMETRIE.

V této kapitole se pokusime objasnit algoritmy pouzivané v Mezopotamii pii
fefeni (loh prostorové geometrie. Ze Starobabylonske ifse se zachovalo nekolik
zajimavych tabulek (napt. BM 85196, BM 85194, BN 83210, YBC 5037,
YBC 4657, YBC 4663, YBC 1662, YBC 4666, YBC 7164 ¢i YBC 7997), které
obsahuji pfiklady vychizejicl 2 kazdodennich potiely zemeémeticd, architekti
a stavitell. Obsahuji praktické Glohy na vypodcet objemi nebo rozméri miznych
staveb, domi, ndsp1, prehrad, kandli, opevneni apod.

Je tieba zdlraznit, ze se v téchto wohdch témer nevyskytuji geometrické ter-
miny pro télesa; hovori se napt. o clunu, korytu, zlabu, kaudlu, kruhové nadobe,
studuni, naspu, svali, kruhovén ndaspu apod. Jsou viak pouzivany terininy vice
¢1 méné odpovidajici nasim terminim rovinné geomretrie (.plocha®, prinnér,
strana, obvod, ¢tverec, délka, §irka, vyska, hloubka apod.).

Velmi ¢asto jsou poditany objemy, nevyskytuji se viak vypocty povrehi.
Nemame dolozen vyskyt prikladd na vypocet objemu koule, (nekomolého)
kuzele a jelilanu. Pocitalo se patrné jen s télesy, kterd se vvskvtovala v hezném
Zivoté ¢i ve stavebni praxi.

Krychle a kvadr.

Starobabyléngti po¢tari uméli presné vypoditat objem krychle 1 kvadru.
Postup jejich vypoctu lze v nasi symbolice zapsat vzorcem

V=d® resp. V =abc ,
b

kde a je délka hrany krychle, resp. a, b a ¢ jsou délky hran kvadru. Uvedine
jednoduchy piiklad:

Clun. (1) gar délka, 5 gar a (2) lokte $itky, (6) hloubka. Svazky rdkost jsou
co?

Ty: (1) délky s (0;40), sitka, ndsob. (0;40) vidis.

(0;40) s (6), hloubka, ndsob. (4) vidis. UdrZ v hlave.

Pievrdcené ¢islo (0;5), obsah (1) svazku rdkosu, utvor. (12) vidis.

(12) s (4) ndsob. (48) svazki rdkosi. To je tvij postup.'

Vnitini prostor €lunu uréeny pro naklad ma tvar kvidru o rozmdérech 1 gar,
% gar a 2 lokty, tj. (0;40) gar, a 6 lokt1. Objem ¢lunu je tedy
V = (1) x (0;40) x (6) = (4) sar .

Ptipomenime, Ze 1 sar je objem hranolu, jehoz ¢tvercova podstava md hranu
délky 1 gar a vyska je 1 loket, tj. ﬁ gar. Proto se pfi takovychto vypoétech
vyska, resp. hloubka udavd vzdy v loktech.

1 Viz [N1], tabulka BM 85196, originaln{ text str. 43, némecky preklad str. 47, rozbor
str. 52.
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Ukolem vdak neni uréit objemn ¢lunu, ale poéet n rékosovych svazkd, které
je mozno naloZit, zndie-li rozméry lodky a objem jednoho rékosového svazku.
V nadi symbolice lze vypocet zapsat takto:

1%

n=
Vo'

kde V' je objem ndkladového prostoru ¢élunu a Vg objem jednoho rakosového
svazku; v konkrétnich ¢islech

v_ 4

"IV T (05)

= (48) svazki .

Na starobabylonské tabulce NBC 7934 je aloha na vypodéet objemu télesa
tvofeného tremi kvadry. Text Glohy zui takto:

(6) a § gar a (5) lokti je délka, (3) lokty horni Siika, (3) a § lokte je druhd
houbka. Jaky je objem?

% sar, (1) a % gin a (7) a % Se je objem.

(6) a 1 gar a (5) lokti je délka, 3 lokti dolni Siika, % lokti je dolni hloubka.
Jaky je objem?

(1) a % sar, (3) a % gin a (15) $e je objem.

Celkem: (2) a 5 sar, (5) a % gin a (22) a % Se je objem.

A (15) gin objem. L gar je strana ctverce, 1 lokte je hloubka.

Celkem: (2) a § sar, % gin a (22) a —;— Se je objem.?

Téleso z predchoziho piikladu z tabulky NBC 7934 ma patrné nasledujici
tvar.

2 Viz [NS], originalni text str. 55, anglicky preklad str. 56, rozbor str. 56.
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Vypolet neni proveden, tabulka uvadi pouze v¥sledky. Vzhledem k definici
jednotky sar je nutno délku a &irku pfevést na jednotky gar, vyska je jiz v textu
uvedena v potiebné jednotee, tj. v loktech. V nasi symbolice lze vipoéty objemt
z tohoto prikladu zapsat takto:®

’—(6_1.+.§_>.3 1_249<.‘_5,,,.1r " 71‘2

1 57 13) 1375 28g sar ~—-Gmll G;,m 2he,
1 5 11 83 2 2

‘/:(6—4—__.)._.._:_& =1- sar — o 5 e

2 >t I3 55 485“ 13%11 33 gin 15 Se |
11 1

Vo=—.2.1= = g =15 ¢in .

3= 575 1 4sar 15 gin

Objem celého télesa V je tedy dan souctem:

5 1 1
V = 3 = 2— sar — gi ~ %o .
i+ Va+ Vs 5 sar 5 gin 222 8¢

Dalsi tlohy, v nichz se ma ur€it objem krychle ncbo kvadru, jsou téz na
tabulce BM 85194.4

Hranol.

Objem hranolu je pocitan jako souéin obsahu zakladny a vysky. Vypocty
jsou mirné komplikovany prevody jednotek a tim, Ze zdkladni jednotka objemu
1 sar ma stejny nazev jako zakladni jednotka obsahu.

Na tabulce BM 85196 je priklad, v némz se ma vypocitat objen: ponofené
¢asti trojbokého pilife a objem jeho zbylé ¢asti.

Pilit v proudu. (2) a % gar délka, (2) gar Sitka na jeho zadni strané. (3)
lokte hloubka nad vodou, (6) hloubka. Zeminy jsou co?®

Text na tabulce doprovézi tento jednoduchy obrdzek:

20

Jde o hranol, jehoZz podstava ma tvar trojihelnika (zdkladna b = 2 gar,
vyika nebo snad rameno ! = 23 gar) a jehoZ vyska je hy + hy = 3+6 = 9 lokti
(viz néasledujici obrazek).

3 Pripomenme, 7e 1 sar = 60 gin, 1 gin = 180 Ze.
4 Viz [N1], origindlni text str. 148-149, némecky preklad str. 160, rozbor str. 181-182.
5 Viz [N1], originaln{ text str. 43, némecky preklad str. 46, rozbor str. 50-51.



Vypodet objemu V tohoto kviddru lze v nasi symbolice vyjadfit vzorcem
1
V= —2--b.l-(h1+h2) .

Objem vynofené &asti pilite je

1 1
Vi==b-l-hy==-V
1 9 1 3 ’
objem ponofené Césti pilife je
1 2
Vo==b-l-hy==--V.
72 73

Postup vypo&tu uvedeny na tabulce zni takto:

(3) lokte, hloubka, a (6) pFicteno. (9) vidis.

3 2 (9) odecti, (4;30) vidis.

1 2(2), Sifka, odecti, (1) vidis. (4;30) s (1) ndsob. (4;30) vidis.

(4;30) s (2;30), délka, ndsob. (11;15) vidis. 2 z (11;15) odeéteno.

(3;45) vidis jako zeminu. Zbytek (7;30) je zemina zdkladu. To je tvij postup.

Pocltar se zde dopustil chyby, nebot misto hy + hy poéital Q%hz Pravdépo-
dobné tak uéinil pod vlivem jinych piikladd.® Zbytek vypoétu je spravny.

Klin.

Rada mezopotamskych matematickych piiklada se tyka klinu; toto téleso se
objevovalo v Ulohach, ve kterych se pocitaly hraze nadrzi nebo kanall, opérnych
vall ¢i dobyvacich naspi. V téchto ulohich je pocitin objem zeminy, vyska
a délka naspu, mnozstvi prace kopacu, délka useku pfipadajiciho na jednoho
kopéace apod. Napf. na tabulce BM 85196 je tento ptiklad:

Zemina hrdze, (30) délka, (2) lokte $itka, (6) vyska. Zeminy je kolik?

6 Napiiklad v ptikladech 3, 4 a 17 na tabulce BM 85 194 po&taf nahradil skuteénou vygku
jakousi prdimérnou vySkou.
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Ty: (0;10) 3itka s (30), délka, ndsob. (5) vidis jako plochu.
(5) s (6), vyska, ndsob. (30) vidis.
3 ze (30) odeéti. (15) vidis. (15) sar je zemina.”

Jde o klin nasledujiciho tvaru:

kde a = 2 lokty (tj. (0;10) gar), ! = 30 gar a h = 6 loktli. Vypocet i vysledek
15 sar je spravny.

Za touto tlohou nasleduje slozitéjsi piiklad, ve kterém je tkolem vypoécitat
objem nepravidelného klinu:

Zemina hrdze. (30) délka, % gar horni Sitka, -lf gar a (2) lokty spodni $ifka,
(2) lokty sitka zdkladny. Zeminy je kolik?

Ty: (0;30), itka hlavy, a (0;40), zdkladna, secti. (1;10) vidis.

3 2(1;10) odecti, (0;35) vidis.

% 2 (0; 10), zdklad zeminy, odecti. (0;5) vidis.

(0;5) k (0;35) picti. (0;40) vidis.

3 2 (0;40) odecti, (0;20) vidis.

(0;20) a (6), vyska, ndsob. (1)*° vidis.

Lz (1)%° odeéti. (30) vidis. (30) sar je zemina. To je tvij postup.®

N}

7 Viz [N1], originalni text str. 43, némecky pfeklad str. 47, rozbor str. 52.
8 Dtto. Vy3ka klinu neni v zad4ni Glohy uvedena, jejf hodnotu lze deSifrovat a¥ z vypo¥tu.
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Popsané feSeni vede jen k pfibliznému vysledku.® V nasi symbolice lze
babylénsky podetni postup zapsat takto:

= —. c—]
v 2 2 7

77

1 (a a’+b’) h'

kde a je 2 lokte (tj. (0;10) gar), @’ je ; gar a 2 lokte (tj. (0;40) gar), b’ je ; gar,
h' je 6 loktl a ! je 30 gar. Nepravidelny klin je tedy nahrazen pravidelnym
klinem, jehoz délka je 30 gar, $itka (0;40) gar a vyska 3 lokty.
Starobabyldénsky postup je navic zaznamenan chybné. Spravné by meélo byt:
(0;20) a (6), vyska, nasob. (2) vidis.
3 ze (2) odedti. (1) vidis.
(1) s (30) nésob. (30) vidis.
Chyba mohla vzniknout pfi pfepisu, nebot vysledek je (v duchu vyse uvedené
interpretace) spravny.
Obdobné pfiklady jsou i na tabulce BM 85 194.

Na téZze tabulce je jesté obtizné&jsi priklad na vypocet objemu nepravidelného
klinu.'® Jeho text je na tabulce doplnén nazornym obrazkem, ktery vypada asi
takto (zobrazovani téles bylo tehdy velmi primitivni):

s

7,
7z

7

z
";}//-"’:

~
S

Vypocet objemu tohoto nepravidelného klinu lze v nasi symbolice popsat
vzorcem

1 a+b a+V
GO

kde a = 1 gar, b = (0; 50) gar, a’ = (1;30) gar, ' =1 gar, h = 18 loktt, | = 30
gar.

)~h-l=(9,45) sar ,

Opét jde o pfiblizny vypodet objemu; nepravidelny klin je nahrazen klinem
pravidelnym, jehoZ délka je 30 gar, vyska 18 loktu a Sitka (2; 10) gar.

Na tabulce BM 85 194!! a na tabulce BM 852102 jsou dvé dvojice piikladi
na vypocet parametri naspu ve tvaru pravidelného klinu, ktery ma umoznit
dobyti nepi'atelského mésta. Klin k pfikladim z tabulky BM 85194 vypada asi
takto:

9 Pokud je uvedend interpretace spravn4, je vysledek zatiZen znatnou chybou.

10 Vig [N1], originaln{ text str. 46, n¥mecky p¥eklad str. 49, rozbor str. 52.

11 viz [N1], originalni text str. 149, ndmecky pieklad str. 160~162, rozbor str. 182-186.

12 iz [N1], originalni text str. 220-221, n&mecky pfeklad str. 224-225, rozbor str. 182-
186.
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Vénujme se prvnimu z téchto prikladii; fez uvaZovanym naspem je znazorn&n
na nasledujicim obrazku.

Je dén objem klinu V = (1,30,0) gar?x loket, &itka zdi L = 6 gar, obsah
vertikdlnfho fezu klinem F = (15,0) gar x loket, A = 8 gar, h; = 36 loket.
Ukolem je uréit délku [.

Reprodukujeme-li krok za krokem starobabylénsky postup, zjistime, ze
nejprve je vypoctena vyska klinu h a pak jeho délka I. Z podobnosti tro jahelnikd
vyplyva

l A . h

R h-h W h—h,

Pro obsah vertikalniho fezu klinem plati

1 1 A?
F—§~h-l_§ h—-hl'A'
Pro vysku h tedy obdrzime rovnici
F 2F
kz—g—-h+——~h1=0,

A A
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z niz vyplyva, ze

b= F F? _2Fh
A Az A
Tudiz h = 45 lokte a | = 2F = 40 gar.
V zavéru piikladu je provedena zkouska; ze znalosti F' a ! je vypocten objem
klinu.!3

Pravidelna i nepravidelna télesa s lichobéZnikovymi podstavami.

Na tabulce BM 85196 je tloha na vypocCet objemu koryta pro uschovavani
obili.

Koryto. (3,20) hlava, (2,30) zdklad, % lokte hloubky. Objem je co?

Ty: (3,20) a (2,30) secti. (5,50) vidis.

3 2 (5,50) odecti, (2,55).

(2,55) s (5), délka, ndsob. (14,35) vidis ...

(0; 40), vyjska, ndsob. (9,43;20) vidis. ..M

Jde o vypocet objemu zvlastni nadoby; dno je obdélnik, dvé stény jsou
lichobézniky a dvé stény obdélniky (viz obrazek).

Starobabylénsky postup lze v nasi symbolice zapsat vzorcem

a+b

V= [-h.

13 Poznamenejme, Ze druhé feSeni kvadratické rovnice (h = 180 loktd a tedy ! = 10 gar),
které vyhovuje potate¢nim podminkdm, neni uvedeno. Je mozZné, Ze klin téchto rozmért by
byl znaZn& neprakticky a tedy toto FeSeni nepfichdzelo v ivahu. Tehdejsi poltari se patrné
spokojovali s nalezenim jediného FeSeni.

14 D4le nasleduje pfevod na duté miry. Text je zna&n& podkozen, moznych interpretaci
je n&kolik. Délka koryta neni v zadani Glohy uvedena, objevuje se aZ pfi vypottu. Viz [N1],
origindlni text str. 44, n¥mecky preklad str. 48, rozbor str. 53-54.
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Daleko slozitéjsi piiklad je na tabulce BM 85194,!° jde o vypoéet objemu
hréaze (viz obrazek).

Vypocdet, ktery je na tabulce uveden, lze v nasi symbolice zapsat vzorcem:

1 sa4+b ad+V h+h'
- : .
v 2 k 2 + 2 ) 2

Mfzeme si predstavit, ze uvazované téleso je ,aproximovano® kvadrem, jehoz
rozméry jsou
a+b+a +V h+ 1

4 ' 2

Déle je vypoéten pocet p pracovnikl potiebnych na stavbu; k tomu acelu je
zadéan objem v, ktery ma navrsit jeden pracovnik:

p=—.
v

Nakonec je vypoétena délka A, kterd na jednoho pracovnika pripada:

Je zfejmé, Ze vzhledem k pfibliznému vypoctu objemu je i vypocet dalsich
tdaji jen orientaéni. Pro praktické Ucely to vsak jisté plné vyhovovalo.

15 Viz {N1], originalni text str. 143, n&mecky pteklad str. 152, rozbor str. 165.
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Vilec.

Na tabulce BM 85196 je priklad, v némz se ma vypocitat objem télesa, které
neni ani pojmenovano, ani nacrtnuto.

Objem. (0;30) obvod. (0;40) vyska. Jaky je objem?
Ty: (0;30) umocni. (0;15) vidis.

(0;15) s (0;5) ndsob. (0;1,15) vidis ...

Plochu (0;1,15) ndsob (0;40). (0;0,50) vidis ...!°

Ze zadani i vypoctu je jasné, Ze jde o vypolet objemu V vélcové sypky,
zname-li jeji vysku h a obvod o podstavy. V nasi symbolice lze uvedeny vypocet
zapsat vzorcem

o’ h
12

Oznadéime-li S obsah podstavy a vezmeme-li babylénskou hodnotu = = 3,
snadno k uvedenému postupu dojdeme:

V=

Objem valce je pocitan i na tabulce BM 85194 v pfikladu, ktery je vénovan
vypoétu kanalu,'” a také na tabulce YBC 7997.18

Zajimavy priklad je na tabulce BM 85194, kde je dana kruhova studna,
kterd se ma obezdit pfipravenymi cihlami.

Skruz. (0;3,20) délka, (0;2,30) horni $ifka, (0;1,40) spodni $itka. Pro
strany ...

Ty: (0;2,30), horni Sitka, pies (0;1,40) co ona jde ven? (0;0,50) jde ven.

Prevrdcenou hodnotu z (0;0,50) utvor. (1,12) vidis.

(1,12) s (0;1,40) ndsob. (2) vidis.

(2) umocni. (4) vidis.

(0;3,20), délka, s (4) ndsob. (0;13,20) vidi§ jako malyj primeér.

(0;13,20) s (3) ndsob. (0;40) je obvod jedné vrstvy studny. (0;40) podrz
v hlavé.

Prevrdcenou hodnotu z (0;1,40), spodni §iika, utvor. (36) vidis.

(36) s (0;40), obvod jedné vrstvy, ndsob. (24) vidis. (24) je pocet cihel jedné
vrstvy.

Vnéjsi obvod jedné wrstvy je? (0;3,20), délka jedné cihly, zdvojndsob.
(0;6,40) k (0;13,20) pricti. (0;20) vidis jako velky primér.

(0;20) s (3) ndsob. (1) vidi§ jako vnéjsi obvod. Takovy je tvij postup.®

16 Na vynechanych mistech oznafenych tetkami pokratuji komplikované pievody na
jednoty duté miry, v nichZ se mé&filo obili. Viz [N1), origindlni text str. 43, n&mecky preklad
str. 47, rozbor str. 52-53.

17 Viz [N1], originalni text str. 144, n&mecky pfeklad str. 153-154, rozbor str. 167~172.

18 Viz [NS], origindln{ text str. 98, anglicky preklad str. 98-99, rozbor str. 99.

19 viz [N1], originalni text str. 146, némecky pfeklad str. 157, rozbor str. 177.
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Situace je zndzorntna na ndslednjicin obrazku, kde jo U voejsi a w voitini
obvod studny. D vnéjsi a d vuitind primer studny, Vje détka voejsiho a o délka
vuitiniho oblouku cihly a ¢ jeji toustka. Diano je N = (0:2.30). o = (0: 1.-10)
al=(0;3,20).

Poctar vyuzil pii vypoctu podobnost:

U D X X—-or D-d
~— === odtud = .
u d T x d
Déle je
D - 2 2r
=24 = 2 s0)

2 X-—z X -z
Vnitin{ obvod studny je tedy
u=m-d=3x(0;13,20) = (0;40) .

Pocet cihel potfebnych k obloZeni jednoho pasu je

v_ 040 _ oy
z  (0;1,40)
V ptikladu se déle ze znalosti ! a d vypocte D, tj. primér studny, a jeji vné;jsi
obvod.
V uvedeaém postupu je ur¢itd nepfesnost; misto 2 umocni, by mélo byt
2 zdvojndsob, aby byl uvedeny postup zcela obecny.
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Komoly kuzel.

Na tabulce BM 85194 je nékolik aloh, v nichZ se pocitd objem komolého
kuZele. Tento odborny termin zde pochopitelné neni; hovoti se o zeminé,
prficem? jsou dany obvody dolni a horni podstavy a vyska. Text jedné z téchto
aloh zni takto:

Ziklad. (4) spodni obvod, (2) horni obvod, (6) vyska. Zeminy jsou co?

(4) umocni. (16) vidis. (16) s (0;5), pro zakfivent, ndsob. (1;20) vidis.

(2) uwmocni. (4) vidis. (4) s (0;5), pro zakfiveni, ndsob. (0;20) vidis.

(1;20) a (0;20) secti. (1;40) vidis.

1z (1 4()) odecti. (0;50) vidis.

(0;50) s (6), vyska, ndsob. (5) vidi§ jako zeminy zdkladi. Takovy je tuty
postup.?°

Objem komolého kuzele je vypocten jen priblizné, vypocet lze v nasi

symbolice vyjadiit vzorcemn

2 ;2 B
‘/:%.(91_+92_>.}L:S_1+_52.h

2 ’

Poznamenejme, ze je na tabulce pouzita hodnota © = 3, tj. ﬁ = (0;3).
Komoly kuzel o vysce I a primeérech podstav d; a d» je pti vypoctu nahrazen
’ . ’ i . ~ ’ o v 2 2

vilcem o stejné vysce, jehoi podstava ma primeér |/ Gtde”

Komioly kuzel se objevuje i v jedné tloze na tabulce BM 85 194.%1
Pravidelny étyfstén.

Na tabulce AO 648422 je pét piikladii, ve kterych je poditan objewn ¢tyisténu.
Jejich text lze zapsat asi takto:

n loktd délky, n lokti spodni Sitky, n loktu vysky. Vypodti objem télesa.

20 Viz [N1], origindlni text str. 146, n&mecky ptfeklad str. 156-157, rozbor str. 176-177.

21 Viz [N1], origindln{ text str. 144, n¥mecky piekiad str. 153-154, rozbor str. 167-172.

22 Tabulka pochdazi z obdobi Seleukovet, byla objevena ve Warce. Obsahuje 17 matema-
tickych dloh.
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V jednotlivych Glohdch nabyva n postupne hodnot 1, 2, 3. 1 a 5.2

Neugebauer pomoci jazykového rozboru ukizal, 7o n lokti vgsky neznamend
vysku télesa v naSem pojeti, ale ze jde o délku boeni hrany. Zaroven na
zdkladé vyborné znalosti terminologic a podrobného studia vypoctd usoudil.
ze podstavou je rovnostranny trojahelnik, ze tedy jde o vipocet objemu
pravidelného ¢tyfsténu.

Vime, Ze objem pravidelného ¢tyisténu o hrané délky n je roven
V2.
- 71,3 .
12

Uvedme text prvniho pitkladu; ostatni jsou feseny obdobne.

V=

(1) loket délky, (1) loket spodni sivky, (1) loket vysky.

... (0;3) lokte, zakladna, s (0;5) lokte, zikladna, ndsob. To ddvd (0;0,25).
(0;0,25) 5 (1), svislice, ndsob. To ddvd (0;0,25).

(0;0,25) s (6) ... ndsob ... Vysledek je (0;2,30).

Mezopotamsky vypodet lze interpretovat takto:

n o n —
V=—-—-n-6=00416.
12 12
Vyjdeme-li z naseho vzorce a ze znalosti aproximaci, které mezopotamsti
poctari uzivali, 1ze psat

V2 s 17 1 5 non

V=T "~ 3

n-17

kde % je standardn{ aproximace v/2. Porovname-li véak posledni Gpravu s me-
zopotdmskym vypodltem, zjistime, Ze misto €initele 17 je pocitdno jen s €ini-
telem 6. Je moZné, ze je vypoclet ovlivnén néjakym objemovym koeficientem
z technické praxe, jehoz vyznam neni znam.?* Rovnéz je mozné, 7e se poctar
dopustil chyby.

Komoly jehlan.

Na tabulce BM 85196 je tloha, v niZz se md urcit objem komolého jehlanu.

Zdklad. (5) gar je Ctverec, (6) vyska. (1) loket pro (1) loket svahu. Hlava
a zeminy jsou co?

(0;5), svah, zdvojndsob. (0;10) vidis.

(0;10) 5 (6), vyska, ndsob. (1) vidis.

(1) od (5) odecti. (4) vidis jako hlavu étvercovou.

Zdkladna a hlava secteno. (9) vidis.

3 2 (9) odecti. (4;30) vidis.

23 Viz [N1], originalni text str. 97-98, némecky preklad str. 100-101, rozbor str. 104.
24 Razné koeficienty se objevuji i na jinych mezopotdmskych tabulkdch.
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(4;30) s (6), vyska, ndsob. (27) vidis. (27) jsou zeminy.?®

Ze zadani je patrné, Ze je dana délka hrany spodni podstavy a = 5 gar,
vy$ka komolého jehlanu h = 6 loktt a sklon bo¢nich stén 45°.

V nasi symbolice lze vypo&et délky horni hrany b zapsat takto:?%

Q—h:cotg'a, tj. b=a-2h-cotg*a,

kde
1loket 1 gar gar

1loket 12 loket (0:5) loket
Vlastni vypodet délky hrany b vypada takto:

cotg*a =

b= (5) - (2) x (0;5) x (6) = (4) .

Starobabylénsky vypodéet délky hrany horni zakladny je zcela spravny.
Chybné je vSak vypocten objem; uvedeny vypocet lze vyjadrit vzorcem

V==z-(a+b)-h=27.

N =

Starobabylénské tradici by spiSe odpovidal vzorec

V:%-(a2+b2)-h.

Velmi zajimavy pfiklad na vypocet objemu komolého jehlanu nalézime na
tabulce BM 85194; jde o zcela ojedinély pripad, kdy je objem komolého jehlanu
pocitdn spravné (ve vypoctu jsou vSak chyby).

Prikop. (10) hlava, (18) wyska, (1) loket pro (1) loket svahu. Zdkladna
a zeminy jsou co?

Ty: (0;5) a (0;5) secti. (0;10) vidis.

(0;10) s (18), vyska, ndsob. (3) vidis.

(3) z (10) je odklizeno. (7) vidis jako zdkladnu.

Znovu zdkladnu a hlavu (10) pfipoj. (17) vidis.

1z (17) odecti. (8;30) vidis.
Umocni. (1,12;15) vidis. (1,12;15) udrz v hlavé.
Druhy dil z (3), z rozdilu hlavy nad zdkladnou, umocni ...
(0;45) k (1,12;15) ptidej a (1,13) vidis.
(18) s (1,13) ndsob. (22,30)5 vidis.
(2) ese (1) gdn § gdn jsou zeminy. Takovy je tvij postup.*”

25 Viz [N1], origindlni text str. 44, nmecky pteklad str. 48, rozbor str. 55.
26 Pi%eme cotg”, nebot vodorovné a svislé délky mé&t¥ime v jinych jednotkdch; napf.
x40 . 1
cotg *45° = 3.
27 Viz [N1], originlni text str. 150, némecky preklad str. 162, rozbor str. 187-188.
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Nage interpretace tvaru pfikopu je na nasledujicim obrazku; dano je a = 10,
h =18, a = 45°.

Text je trochu po3kozen; Neugebauer navrhuje ve své praci [N1] tuto
matematickou interpretaci vypoctu:

v () () ]

coz da po jednoduché Gpravé zndmy vzorec

V=%-(a2+ab+b2)-h.

Nejprve je vypoctena délka dolni hrany, a to stejné jako ve vySe uvedeném
prikladu:
b=a—-2h-cotg"a = (10) — (2) x (18) x (0;5) = (7) .
Poznamenejme pro zajimavost, ze po¢taf misto obvyklého 2 - cotg*a pocitd
cotg *a + cotg*a = (0;5) + (0;5) = (0;10).
Ze zachyceného postupu je jasné, Ze je nejprve vypocéteno

(527 = (57 = = sz

a potom
(a=b)?=(9);

nasledujici Gsek vypoctu je bohuZel poskozen. Neugebauer &islo (0;45), které
nasleduje, interpretuje takto:

L(eztyatos

= = - =(0:45) .
2 34 4 (0;43)

D&l uz je vypocet jasny. V zavéru udélal poétaf chybu, misto spravné hodnoty
(21, 54) napsal chybn& (22,30). Posledni véta zachycuje pfevod objemovych
jednotek.28

28 Sprévn& preveden je vSak pfedchozi nesprdvny vysledek. Pfipomefime, %e ede je 600
sar a gdn je 100 sar.



360

Porovname-li starobabylénsky vypocet objemu komolého jehlanu s postu-
pem egyptskym, zjistime, Ze starobabylénsky poétar postupoval slozitéji. Jeho
vypocet viak plné odpovidd babylénské tradici, tj. prici se soucty a rozdily
veliin.?®

Hraize a naspy.

Na tabulce BM 85194 jsou dva pfiklady, v nichZ se poéitaji nékteré udaje
vztahujici se k ndspu, jehoZ fez je na ndsledujicim obrazku.

AN
!

A—_—_———,

S e

Text prikladu zni takto:

Zed. (36) vyska. ... hlava. Co je zdklad, to jsem se spustil doli pres délici
linii. Co jsem doli postoupil, zdklad, délici linie a zeminy jsou co?

Ty: Pro jeden loket (0;0, 50) hodnota svahové. (0;0,50) zdvojndsob. (0;1,40)
vidis.

(0;1,40) s (36), vyska, ndsob. (1) vidis. Udrz v hlave.

(0;45) umocni. (0;33,45) vidis. (1) a (0;33,45) secti. (1;33,45) vidis.

Co je druhd odmocnina? (1;15) je druhd odmocnina.

(1;15) je zdkladna. (1;15) s (12), délka édsti vijsky, ndsob. (15) vidis.

(0;25), svahovd hodnota, pamatuj si.

Znovu (1;15), zdkladna, pfes (0;45) o co jde ona ven? O (0;30) jde ona ven.

(0;25), svahovd zdkladna, s (0;30), diference, ndsob. (0;12,30) vidis.

(0;12,30) k (0;45), hlava, pficti. (0;57,30) vidis jako délici linii.

Znovu pohled’ na zeminu. (0;57,30), délici linie, (0;45), hlava, pfidei.
(1;42,30) vidis.

1 2(1;42,30) odecti. (0;51,15) vidis.

(0;51,15) s (15), které jsi postoupil doli, ndsob. (12;48,45) vidis jako horni
zeminy.

Znovu pohled na spodni zeminu. (0;57,30) a (1;15) secti. (2;12,30).

3 2(2;12,30) odecti. (1;6,40) vidis.

(1;6,15) s (21), vyska, ndsob. (23;11,15) je spodni zemina. To je postup.>°

29 Tyto postupy jsme poznali v kapitole v&nované kvadratickym rovnicim.

30 Viz [N1), originlni text str. 147, némecky pfeklad str. 157-158, rozbor str. 178-179.
Na predposlednim Fadku je pisafskd chyba, spravné ma byt (1;6,15).



361

Vyska néaspu je I = (36) loktf, ostatni adaje je tieba desifrovat z vipodtu,
nebot zadani pfikladu je poskozeno. Délka horni hrany je b = (0:45) gar, sklon
naspu je (0;0,50), obsah vertikdlniho fezu je S = (36) garxloket. Ukolem je
vypocitat délku spodni zdkladny a, délku predelu ¢ a obsahy fezll S} a S,.

Vypocet uvedeny na tabulce je mozno v nasi terminologii a symbolice
prezentovat takto: Dvojndsobek ,sklonu® « je

2-(a-b)

2-cotg’a =
h

= (0;1,40) ,

déle
2. cotg*a-S = (0;1,40) x (36) = (1) gar® .

Dosadime-li S = 5‘;—" - h, dostavame

a—b'a+b
h 2

2 ‘h=a? - = (1) gar’.

Odtud

a=/(a® = b2) + b2 = /(1) + (0;45)2 = (1;15) gar .

Pak je vypoctena vyska ho: Co je zdklad, to jsem se spustil doli. Délku (1; 15)
gar je tfeba nejprve prevést na lokty:

hs = (1;15) x (12) = (15) lokta .

Hodnotu (0;25), kter4 se nahle objevuje v textu bez blizSiho vysvétleni, lze
interpretovat takto:

h, 15 25
—=—=—=(0:25) .
h 36 60 ( )
Pak je z podobnosti trojihelnikd vypocteno § = ¢ — b:
c—-b a-b
he =~ h '’
tedy
f=c—b="2.(a=b) = (0;25) x (0;30) = (0;12,30) gar .

h
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Délka ¢ ptedélu je tedy ¢ = § + b = (0;12,30) + (0;45) = (0; 57, 30) gar.

Vertikalni obsahy fezli jednotlivych €asti se nyni vypocitaji velmi jednoduse:

g, = b (0?57’30)*'(0;45).(15)::(12;48,45)garxloket,
2 (2)
Sl==(lz_c~ha=:(1;Lﬁ-ié?;07’30)~(21)::(23;11,15)garxlokot.

Druhy priklad je podstatné jednodussi. Jde o ndsep stejného tvaru jako
v piedchozim prikladu, ale bez predélu (viz nasledujici obrazek).

; 5

Zadan je obsah vertikdlniho fezu S = (36) garxloket, vyska h = (36) loktd
a sklon cotg *a = (0; 0, 50); vypoclitat se ma dolni sitka e a horni sifka b.

Vypocet, ktery je na tabulce uveden, lze v nasi symbolice vyjadrit takto:

a+b . a+b 1
S = 5 -h, tj. 5 —E'S—(l) gar .
1 1 a-b a—b
- . cotg*a-h==- h= = (0: i
5 cotg*a - h 5 5 h 5 (0;15) gar

Odtud jiz snadno uréime a a b:

a+b a-b .
a=——+ — = (1;15) gar
b:“;b-a;bzmAmgm.

Timto postupem se poCtar elegantné vyhnul reSeni kvadratické rovnice.
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CESTA K TEORETICKE GEOMETRII?

Obsahy vepsanych utvarii.

Pti riznych Gvahdch o mozném rozvoji teoretické geometrie v Mezopotamii
hraje vyznamnou roli zajimava, ale znacné poskozend tabulka BM 15 285,! na
které se dochovalo 15 jednoduchych, ¢dstetne rekonstruovatelnyeh pifkladi ua
vypocet obsahll jednoduchych i slozitejsich rovinnych atvari. Na tabulee jsou
uvedena pouze zadani Gloh a obrizky, chybi vypodty a visledky.

Regeni téchto uloh nevyzaduje specidlni postupy, vystadi se se znalosti
Pythagorovy véty, algoritini pro vypocet obsahti zakladnich rovinnych (itvart
a algoritmi pro feSeni kvadratickych rovuic. Vétsinou se jednd o tlohy, v nichz
se md urcit obsah trojuhelnika, ¢tverce, lichobéznika, kruhf vepsanych do
jednotkového ¢tverce, pfipadné titvaru omezeného tseckami a ¢asti kruhovych
obloukil. Na licové strané tabulky je 1. az 8. priklad, na rubové stranc¢ 9. az 15.
piiklad.?

Tabulku ve dvacatych a tficatych letech 20. stoleti zkoumali C. J. Gadd®
a 0. Neugebauer [N1].

V nasledujicim textu budeme komentovat viech patnact prikladd této
zajimavé tabulky.
1. Prvni priklad, k némuZ se obrazek nedochoval, zni takto:

Ctverec, v jeho vnitiku jsem vyznadil (4) trojihelniky a (1) kruh. Jaké jsou
jejich plochy?

Gadd se domniva se, Ze prvni priklad byl doprovidzen timto obrazkem:

Neugebauer s touto rekonstrukei nesouhlasi; podotykd, Ze analogickd uloha je
ve druhém prikladu.

! Tabulka pochdzi ze starobabylénského obdobi, mé&fi priblizné 22 x 156 cm. Text tabulky
viz [N1}; originalni text str. 137-138, némecky pieklad str. 138-139, komentar 139-142.
2 Na licové, resp. rubové strané tabulky jsou ptiklady fazeny takto:

1 3 5 7 14 12 9
2 4 6 8 15 13 10
11

3 Viz Revue d’Assyriologie et d’Archéologie Orientale 19(1922), 149-158.
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2. Text druhého prikladu chybi, zachoval se pouze obréazek:

/

3. Tieti priklad ma velmi poskozeny obrazek, ale dobfe zachovany text:

(1) je délka. Ctverec; do jeho unitiku jsem vyznacil ctverec. Ctuerec, ktery
jsemn pripojil k prunimu étverci. Do druhého tverce jsem vyznadil tieti Ctverec.
Co jsem vyznacil, pripojil jsem ke druhému Ctverci. Jaké jsou jejich plochy?

Gadd 1 Neugebauer se domnivaji, Ze pfipojeny obrazek mohl vypadat jako
jeden z nésledujicich dvou obrazk; oba davaji pfednost prvnimu z nich, nebot
vice odpovida terminologii i duchu celé tabulky.

4. Ctvrty ptiklad je rekonstruovatelny, i obrazek se dochoval:
(1) je délka. Ctverec. Do jeho vnitiku (8) trojihelniki jsem vyznacil. Jaké
Jsou jejich plochy?

5. az 8. Obdobna znéni maji paty aZ osmy priklad. Jsou zhruba stejné obtizné,
méni se v nich jen pocet a tvar tvard, na které je jednotkovy &tverec rozdélen.
Snadno je vyfeSime, podivame-li se na obrazky, které je doprovazeji:

AN
\VA
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9. Devaty piiklad zni takto:

(1) je délka. Ctverec; ve (1) étvercich, (1) seqmenty ... (1) trojihelniky. Jaké
jsou jejich plochy?

Obrazck doprovézejici tento priklad byl zeela znicen. Gadd se domniva, 7e
mohl vypadat takto:

Neugebauer s Gaddovymn ndvrhem nesouhlasi, nebot by slo o jeding priklad,
ve kterém by byl pramér zndzornéného kruhu jiny nez polovina strany
jednotkovélio ¢tverce.

10. Desaty priklad je jednoduchy a velmi dobie dochovany:

(1) je délka. Ctverec, v jeho wnitiku jsem vyznacil (16) ctverci. Jaké jsou
plochy?

Ze zbytku dochovaného obrazku se da usoudit, ze §lo o zeela trividlni dlohu.
Obrazek mohl vypadat takto:

11. a7 12. Texty i obrazky jedendctého a dvanictého piikladu jsou velmi
poskozené, rekonstrukce umoziiuje jen tento piepis:

... (1) je pramér, délka a $itka ...

Obrazek doplitujici jedenécty piiklad lze s jistou davkou odvahy rekonstru-
ovat takto:

Pravdépodobné jde o rovnostranny trojihelnik, ke kterému je pfipojen
ptlkruh, jeho? primér je roven délce strany tohoto trojihelnika.
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(1) je délka. Ctverec; v jeho vnitiku jsem vyznacil étverec ... Jaké jsou jejich
plochy?

Obrazek ke dvandctému pfikladu Gadd rekonstruoval takto:

Je zfejmé, Ze se obrazek skldda z dobfe znamych Gtvard, s nimiz se pracovalo
jiz v predchozich prikladech.

13. Ttinacty priklad je velmi tézce poSkozen. Text byl zcela znicen, obrazek se
zachoval jen ¢astecné. Gadd se domniva, ze obrazek je stejny jako v pfedchozim
prikladé. Neugebauer namitd, Ze by 8lo o jediny pfiklad, kdy by se na tabulce
obrazek opakoval. Chybéjici text a poSkozeny obrézek neumoZziuji seridzni
interpretaci.

14. Ctrudcty priklad je ponicen, text chybi zcela, obrazek je poskozen, znatelné
jsou jen jeho okraje. Neugebauer navrhuje tuto rekonstrukei:

N/

15. Posledni, patnacty pfiklad je pravdépodobné nejobtiznéjsi. Jeho text je
znien, doprovodny obrazek ponicen, ale lze ho podle Neugebauera rekonstru-

ovat takto:
)

N

Cilem pfikladu mohl byt vypocet obsahu obrazce, ktery je omezen oblouky
tii kruznic. Oznaéime-li S hledany obsah, Si obsah jednoho kruhu a Sg obsah
pravidelného Sestithelnika do tohoto kruhu vepsaného, potom je

9 2
S—gSk-i-gSs.
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Neugebauer pak ukdzal, ze obsah P nasledujictho vysrafovaného obrazee

je roven

a obsah M nevysrafované Cdsti obrazce, tzv. mésicek, je roven
1
]\/[ = Sk - P = 5(5;\ + S(;) .

Neni vylouceno, Ze se babyldnsti pisafi pokoudeli po¢itat obsahv Gtvart ohra-
ni¢enych kruhovymi oblouky. Tato snaha mohla souviset s pokusy o kvadraturu
kruhu.

Pravidelné mnohotihelniky.

Na nékterych tabukdch byly objeveny soupisy jakychsi ,technickych kon-
stant; mezi nimi jsou uvedena i Cisla (1,40), (2,37,20) a (3,41). Na pfe-
lomu padesatych a Sedesitych let 20. stoleti se touto problematikou zabyval
E. M. Bruins. Podle ného tato tfi ¢isla vyjadfuji obsah pravidelného pétithel-
nika, SestiGhelnika a sedmithelnika, jejichz strany maji jednotkovou délku.

Vypoclet obsahu pravidelného n-uhelnika se stranou a, je zaloZen na

aproximaci
0

~ —
an ~ Rl

kde o je obvod kruznice n-uhelniku opsané.

" an N

Z obrazku je ziejmé, Ze pro obsah S, n-uhelnika vepsaného do kruZnice

o primeéru d je
senete Lo (O (3)
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Ve starobabylénské matematice se pro vypocet délky kruznice uzival vztah
o = 3d, tedy d = %. Pfedpokladejme, Ze a, = 1; potom s piihlédnutim k vyse
zminéné aproximaci o & n - a, je

Snz%-\/oz— :%-\/n2—9.

Pron =5, 6, 7 vychézi S5 = (1;40), Sg = (2;37,20) a S; = (3;41).

Je pravdépodobné, ze starobabylénsky poctar neuzival tuto obecnou for-
muli, ale obsah kazdého n-tihelnika pocital zvlast. Napriklad pro pravidelny
pétiuhelnik mohl postupovat takto: -

o=BxM)=(), d=gzx()=(40), §=0:50),

hs = 1/(0; 50) — (0;30)% = (0;40) Ss = (5) x % x (1) x (0;40) = (1;40) .

Poznamenejme, ze pri vypoctu obsahu Sestithelnika, resp. sedmiuhelnika
uzil starobabylonsky poc¢tar hodnotu

V3 = (1;45) , resp. V10 = (3;10) .

Ze znalosti ,technickych konstant“ S5, Sg a S7 bylo mozno bez problému
vypocitat obsahy pravidelného pétithelnika, Sestitihelnika a sedmitihelnika se
stranou a,; stadilo vynésobit pifslu§nou ,technickou konstantu® &islem a?.

Na dal$im obréazku jsou dvé tabulky se zndzornénym pravidelnym Sestithel-
nikem a sedmithelnikem.*

4 Viz [BR], table IL, IIL
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