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Kapitola 4

Lerchtv prinos k teorii
Fermatovych kvocientt

Tato kapitola je vénovana prednimu ¢eskému matematiku Matyasi Lerchovi, jehoz
dilo vyznamnym zptsobem piispélo k pokroku v riznych oblastech matematiky.
sahl v teorii ¢isel. Hlavni ¢ast této kapitoly je vénovana Lerchovu ptinosu k teorii
Fermatova kvocientu.

4.1 Zivotopis Matyase Lercha

Matyas Lerch se narodil 20. Gnora 1860 ve vesnici Milinov pobliz Susice. Jeho
otec Vojtéch Lerch byl drobny zemédélec. Maly Matyas byl velmi ¢ily a bystry,
ale v Sesti letech utrpél vazny traz a po vyléceni zlstala jeho leva noha ohnuta
v kolené, takze mohl chodit jen s pomoci jedné berle. Nasledkem tohoto trazu
zacal chodit do Skoly az v deviti letech, kdyZ se jeho rodice prestéhovali do
Susice. Lerch byl od poc¢atku vybornym zakem a zahy se zacalo projevovat jeho
mimofddné nadani pro matematiku. Po skonceni méstanské Skoly nastoupil kratce
v tovarné Frantiska Scheinosta v Susici, kde se mél stat trednikem.

Prestoze financ¢ni situace jeho rodi¢t nebyla nejlepsi, Grfednicka kariéra byla
lakavé a mlady Matyas by byl finan¢né zabezpecen, rozhodl se pro dalsi studium.
Slozil Gspésné prijimaci zkousky a pro mimoiradné dobré vysledky mu byla udé-
lena vyjimka, takze mohl nastoupit hned do patého ro¢niku. Studium zacal na
realném gymndziu v Plzni, maturitu slozil v roce 1880 na redlce v Rakovniku. Jiz
béhem stiedoskolského studia se Lerch zacal vénovat matematice a samostatné
studoval tehdy dostupné ucebnice. Svédéi o tom dopis ze dne 17. kvétna 1878,
ktery poslal tehdy jako kvintdn svému uciteli Emilu Seifertovi.! V tomto listé
Lerch mimo jiné pise: Weyrovy Zdklady vyssi geometrie jsem procetl aZ do invo-
luce, o kteréZ jsem sice zacatky probral, avsak ustal jsem od dalstho studia jejiho,

LSyn E. Seiferta Ladislav Seifert (1883-1956), esky matematik a profesor Masarykovy uni-
versity v Brné&, byl naopak zdkem M. Lercha.
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byv vytrZen ze studovani koncem prazdnin velikonocénich. Ted daii se mi dobfe.
Myslim, Ze budu moci objednati sobé Studnickovy Zdaklady vyssi matematiky, ¢imz
se dovrsi blaZenost ma.

Po prézdninach roku 1880 se dal zapsat na Ceské vysoké skole technické v Pra-
ze jako radny poslucha¢ odboru inzZenyrského stavitelstvi. Na technice studoval
tii roky, jeho uciteli byli mj. i Eduard Weyr, Gabriel Blazek a Frantisek Til-
Ser. Lerch mél v tmyslu vykonat ucitelskou zkousku a stat se stredoskolskym
ucitelem. Jak v8ak pozdéji zjistil, toto by mu vzhledem k jeho télesné vadé ne-
bylo umoznéno, a tak se zacal plné vénovat pouze matematice. Ve §kolnim roce
1883-1884 se stal mimotradnym posluchacem ¢eské univerzity, jeho profesorem
byl Frantisek J. Studnicka, ktery si nadaného studenta velice oblibil. V dalsim
Skolnim roce studoval v Berliné, nebot ziskal statni stipendium 800 zlatych. Zde
byli jeho profesory nejlepsi némecti matematici té doby—Weierstrass, Kronec-
ker, Fuchs a Runge. Zde také poznal nékteré mladé matematiky, mezi nimi byli
Kovalevska, Runge, Heffter, Kohler a dalsi.

Po névratu do Prahy se Lerch v roce 1886 habilitoval a byl jmenovan sou-
kromym docentem prazské ceské techniky. V této dobé zacala také jeho rozsahla
publikacni ¢innost. V obdobi 1886-1896 uveiejnil kolem 110 ¢lankt, a to nejen
v Casopisech domécich, ale také v renomovanych c¢asopisech zahranic¢nich, jako
byly Comptes rendus, Acta mathematica, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik a jiné. Seznam evropskych a americkych matematiki, jimz Lerch
posilal separaty svych praci, obsahuje vice nez sto adres. Zvlastniho uznani se
Lerchovi dostalo od vynikajictho francouzského matematika Ch. Hermita, kte-
ry vysoce ocehoval Lerchovu védeckou praci. Jiz vypocet Raabeova integralu
fol log I'(z)dz, ktery Lerch uvefejnil v roce 1888 v ¢asopise Giornale di matema-
tiche, Hermitea tak nadchl, ze ho ve svych prednaskach uvadél slovy: Voici pour y
parvenir la méthode ingénieuse et élégante de Mr. Matyas Lerch, docent a I’Ecole
Polytechnique Tchéque de Prague.? Jak ukazuje jejich vzajemn3 korespondence,
Hermite mél k Lerchovi viely vztah.

Prestoze se Lerch stal svétové uznavanym matematikem, nepodarilo se mu
ziskat profesuru na nékteré vysoké skole v cCeskych zemich, ackoliv o to velice
usiloval. Prilezitost na jmenovani profesorem se pro Lercha naskytla nékolikrat,
ale vzdy byl jmenovan nékdo jiny. Dne 30. dubna 1890 zemfel profesor druhé
stolice matematiky na némecké technice v Brné Franz Unferdinger, ktery na té-
to Skole pusobil v letech 1873-1890. Na uvolnéné misto se hlasilo téchto sedm
zédjemci: profesor na gymnaziu v Klagenfurtu Otto Biermann, soukromy docent
na némecké technice v Praze Karl Bobek, profesor statniho gymnézia v Innsh-
rucku a soukromy docent na univerzité v tomto mésté Franz Hocevar, soukromy
docent na technice ve Vidni Gustav Kohn, soukromy docent na ceské technice
v Praze Matyas Lerch, profesor na zemské redlce v Rymarové Reinhard Mild-
ner a soukromy docent na technice ve Vidni a soukromy docent na univerzité
tamtéz Oscar Peithner. Hodnoceni na vSechny prihldsené kandidaty vypracoval
profesor matematiky Emanuel Czuber. Z hodnoceni M. Lercha odcitujeme pasaz,
tykajici se jeho odbornych kvalit: Lerch ist wissenschaftlich sehr titig, seine za-

27de predkladam diimyslnou a elegantni metodu, ke které dosp&l pan Matyas Lerch, docent
prazské techniky.
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hireichen Arbeiten, in deutscher, béhmischer, franzozischer und portugieschischer
Sprache geschrieben, betreffen allgemeine Funktionentheorie, Theorie der ellip-
tischen Integrale und Funktionen, Zahlentheorie, Differentialgleichungen, neuere
synthetische Geometrie. Wenn sich dadurch seine Vielseitigheit ausspricht, so
berechtig der Inhalt der Arbeiten zu dem Schlusse, dass Lerch ein sehr begabter
Mathematiker ist. Seine didaktische Bafihigung wird giinstig beurtheilt.

Lerchova prihlaska do konkursu byla zaslana prostiednictvim rektora ceské
techniky v Praze dne 14. ¢ervence 1890. Profesorsky sbor zasedal 7. cervence téhoz
roku a vysledek hlasovani byl nésledujici: Cely sbor dal na prvni misto Peithnera,
Biermann byl desetkrat druhy, Mildner ¢tyfikrat druhy a tfinactkrat treti a jedno
tfeti misto ziskal Kohn. Lerchovo jméno se v hlasovani viibec neobjevilo. Dne
6. ijna 1890 jmenoval cisar Frantisek Josef I. Dr. Oscara Peithnera, svobodného
pana z Lichtenfelsu, mimoradnym profesorem matematiky na némecké technice
v Brné.*

Lerchovi se nepodafrilo ziskat jmenovani profesorem ani na ceské univerzité
v Praze, ackoliv zde bylo na rozdil od némecké univerzity pouze jedno profesor-
ské misto® a moznd by nebylo pro pfislusna mista velkym problémem zasadit se
o ztizeni druhé profesorské stolice, k tomu vSak nedoslo. Karel Petr se domniva,
zZe jednou z moznych pri¢in této situace bylo i Lerchovo sebevédomé vystupovani
a jeho sklon k precenovani vlastnich vysledkt [Pe]. Dalsi pfi¢inou byla mozna
zévist, nebot Lerch se stal jiz v devadesatych letech svétové uznavanym matema-
tikem.

Lerchovo dalsi pisobeni na ¢eskych vysokych skoldch bylo nejisté,® proto pii-
jal v roce 1896 nabidku na jmenovani profesorem na univerzité ve Svycarském
Freiburgu. Lerch piisobil ve Svycarsku deset let a v tomto obdobi doglo v jeho
zivoté k fadé vyznamnych zmén. Kromé toho, ze se podstatné zlepsila jeho hmot-
né situace, podstoupil v roce 1900 naroc¢nou operaci u doktora Hessinga, takze
po ni mohl odlozit berlu a chodit jenom o holi, na kratsi vzdalenosti i bez hole.
V roce 1897 za nim pfijela jeho Ctrnactiletd neter Rizena Sejpkova, kterd mu
vedla domécnost, takze se mohl vénovat plné pedagogické a publika¢ni ¢innosti,
kterd v tomto obdobi vyvrcholila a dostalo se ji i vyznamného mezindrodniho
ocenéni, jak o tom bude jesté zminéno.

Pres v8echny pocty, kterych se mu v ciziné dostalo, se Lerch chtél vratit
do vlasti, a proto ho velice mrzelo, ze byl nékolikrat opomenut pii jmenovani
profesord na ceskych vysokych skolach. Navrat z ciziny se mu zdaril az v roce
1906, kdy byl jmenovan fadnym profesorem Ceské brnénské techniky. Na této skole
pisobil az do roku 1920, kdy pfesel jako profesor na nové ziizenou Masarykovu

3Lerch je védecky velmi &nny, jeho etné prace psané némecky, &esky, francouzsky a por-
tugalsky jsou vénovany obecné teorii funkci, teorii eliptickych funkci a eliptickych integrald,
teorii ¢isel, diferencidlnim rovnicim a nové&jsi syntetické geometrii. Obsah jeho praci ukazuje, ze
Lerch je vSestranny a velmi nadany matematik. Jeho pedagogické schopnosti jsou hodnoceny
prizniveé.

4Vegkeré materialy tykajici se tohoto konkursniho Fizeni lze nalézt v Moravském zemském
archivu v Brné, slozka B 34-638.

5Toto misto zastaval Lerchiv ucitel F. J. Studnitka; jejich vzédjemné vztahy vSak po roce
1885 znacné ochladly.

6 Asistentské misto mohlo byt tehdy zastdvdno nejvys deset let a soukromy docent nemél
narok na sluzebni pozitky.
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univerzitu v Brné. Po pfichodu do Brna se Lerch dockal uznani i doma. Byl zvolen
Cestnym Clenem Jednoty Ceskych matematikid a fyziki, v roce 1909 ziskal ¢estny
doktorat filosofie prazské univerzity a ve Skolnim roce 1908-1909 byl dékanem
odboru strojniho inzenyrstvi brnénské techniky. V té dobé se vsak jeho zdravotni
stav postupné zhorsoval. Lerch totiz trpél cukrovkou, kterd se tehdy prakticky
nedala 1é¢it, nebot inzulin je$té nebyl objeven. Ze zdravotnich divodi musel
odmitnout jmenovani rektorem brnénské techniky a také jeho publika¢ni ¢innost
poklesla.

Nahlédneme-li do studijnich plani brnénské techniky, zjistime, ze Lerch pred-
nasel stiidavé zakladni kurs matematiky v prvnim a druhém roéniku. Obsah
téchto prednasek byl nasledujici:

1. Mathematika I. Zakladové vyssi mathematiky

Algebra a analysis. Pojem funkce. Rozdéleni funkci. Sppojitost a mezni hod-
noty funkci o jedné proménné. Pojem diferencidlniho pomeéru a neurcitého
integralu. Pravidla pro differencovani a urovani neomezenych integralt
funkei algebraickych a elementarnich funkei transcendentnich. Maxima a
minima, neurCité tvary. Rozvinovani funkci v fady, fady rozdilové; inter-
polace. Konvergence nekone¢nych tad; fada Taylorova. Nékterd uziti dife-
rencidlniho poc¢tu v geometrii. Nejhlavnéjsi vlastnosti omezenych integrala
a uziti jejich v geometrii v piipadech jednoduchych. Priblizna integrace,
pravidlo Simpsonovo. Algebraické rovnice o jedné nezndmé. ReSeni rovnic
prvnich ¢tyf stupni. Priblizné methody feSeni rovnic ¢iselnych. Rovnice o
nékolika neznamych. Eliminace.

Geometrie a) v roviné: bod, pfimka, kiivky stupné druhého a nékteré jiné
kiivky v soufadnicich bodovych a polarnich; b) v prostoru: bod, rovina,
primka, koule, plochy rotac¢ni. Nékteré kiivky prostorové.

Prednaska 5 hod., repet. 2 hod. po oba semestry I. ro¢niku.
2. Mathematika II. Analytickd geometrie v prostoru; omezené integraly. In-
tegraly dvojité a mnohonasobné. Differencialni rovnice. Zaklady poc¢tu va-

ria¢niho. Upotiebeni poctu differencidlniho a integralniho v theorii kiivek
a ploch.

Prednaska 5 hod., repet. 2 hodin po oba semestry II. ro¢niku.

Kromeé téchto zadkladnich prednasek Lerch obcas vypisoval i prednasky mimo-
radné, jejichz témata byla nésledujici:

1. Vybrané kapitoly z mathematické analyse. Uryvky z filozofie. Singulari-
ty analytickych vyraz. Stanoveni derivace riznych rad. Véty z nauky o
funkcich komplexni proménné. Rizné otazky poctu integralniho.

Mimoradné prednaska 2 hod. v LS.

2. Uvod do theorie funkei elliptickych.
Mimoradné prednaska 1 hod. v ZS.
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3. Zakladové theorie funkci elliptickych s Gvodem do nauky o funkcich kom-
plexni proménné.

Mimotadna prednaska po 1 hod. v obou semestrech.

4. Vybrané ¢asti z nauky o ¢islech.

Délitelnost. Shody. Aritmetické funkce. Zakon reciprocity. Kvadratické for-
my.

Mimotradna prednaska 1 hodinu tydné v obou semestrech.

Zavér svého neobycejného zivota stravil Lerch budovanim matematického
ustavu Masarykovy univerzity. Zde se stal jeho asistentem Otakar Borivka, ktery
se stal pokracovatelem v jeho dile a také dosahl svétového véhlasu. Pti prazdni-
novém pobytu v Susici dostal Lerch zapal plic a dne 3. srpna 1922 zemfel.

4.2 Dilo M. Lercha z teorie ¢isel

Matyas Lerch publikoval béhem svého zivota 238 praci. Vétsina z nich se tyka
matematické analyzy; Lerch se vénoval predevsim obecné teorii funkci, nekonec-
nym fadam, eliptickym funkcim, funkci gama a integralnimu poctu. Lerchovo dilo
v této oblasti bylo podrobné zpracovano v publikaci [Bol]. V geometrii publikoval
prace o rovnicich kfivek, transformaci kuzelosecek a vénoval se rovnéz projektivni
geometrii. Lerchovy geometrické prace nebyly dosud souhrnné zhodnoceny.

Matyéas Lerch publikoval v teorii ¢isel 52 praci, jez jsou psany ¢esky, némecky,
francouzsky a polsky a jsou publikovany jak v renomovanych zahrani¢nich caso-
pisech, tak i v ¢asopisech domécich. V tomto seznamu nalezneme radu vyznam-
nych praci, které vyznamnym zptisobem prispély k rozvoji teorie ¢isel. Zpocatku
se Lerch vénoval aritmetickym funkcim, kde dokézal fadu zajimavych tvrzeni.
Tak napf. v préci [Lrl] odvodil vzorce

[

(SR

|

Y(n—o0,0) =n
=0

L)

3

Y(n + o,0) = 2n.
0=0

V pracich [Lr2] a [Lr3] dokédzal riznymi zptsoby vzorec

o vs

kde ¥(a,b) je poCet pFirozenych déliteld ¢isla a, které jsou vétsi nez b, x(a,b) je
pocet prirozenych déliteld ¢isla a, které jsou mensi nez b.

V roce 1895 publikoval ¢lanek [Lr4], ve kterém se poprvé vénoval kvadratic-
kym formam; v této problematice dosahl nejvétdich tspéchti. Jeho stézejni dilo
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v této oblasti, Fssais sur le calcul du nombre des classes de formes quadratiques
binaires aux coefficients entiers’, bylo v roce 1900 ocenéna Velkou cenou fran-
couzské akademie véd v Pafizi.® Toto ocenéni ziskal Lerch jako jediny. Originél
této préce je [Lrll], zkracenou a upravenou verzi publikoval v Acta Mathematica
[Lr8] a [Lr10].

Binarni kvadraticka forma ma tvar

az? + bry + cy’,

jeji diskriminant je D = b% — 4ac, pro D < 0 klademe —A = D. Zavedeme-li
substituci
r=az'+ 0y, y=v2'+d8y, ad—-py=1,
vznikne nové forma
all’lz _'_blmlyl _'_clyIZ‘

Tyto dvé formy se nazyvaji ekvivalentni. VSechny formy navzajem ekvivalentni
tvori urcitou tfidu kvadratickych forem. Formy téze tfidy maji stejny diskrimi-
nant. Naopak dvé formy, které maji stejny diskriminant, mohou patfit do riznych
t¥id. Pocet t¥id kvadratickych forem piislusnych k danému diskriminantu je ko-
necény. Symbol Cl(—A), resp. Cl(D) oznacuje potom pocet tiid kvadratické formy
se zapornym, resp. kladnym diskriminantem. V préci [Lr6] dokézal Lerch vzorce

o s£ ()2

kde m je libovolné celé ¢islo nedélitelné A, 7 = 6 pro A =3, 7 =4 pro A =4,
7 = 2 jinak a E(z) je cela ¢ast x, a

VA & A A
Cl(-A) = o Z (—;) cos ——,
v=1

kde 0 <z < %. (Pro # = 0 dostdvdme zndmou Dirichletovu rovnici.)
V préci [Lr11] Lerch odvodil nové, prakticky pouZitelné vzorce pro pocet t¥id.
Vzorce, které predtim odvodili Kronecker a Dirichlet, byly zejména v pripadé

vvvvvv

vzorce jsou nasledujici:

2oi_ay= VA 3 (ﬁ) Legp Ly <£> / o=
T T o— n n n 7\»/%

1 > A 1 1 & A 1
ZCl(-A) = =)+ = =) —
T (=4) m21< m) 1_,_6"”'@ \/§mzl< m) sinhf/%

"Pojednani o vypodtu poétu t¥id binirnich kvadratickych forem s celo&iselnymi koeficienty

8Parizska Akademie vypisovala pro kazdy rok téma pro udéleni své Velké ceny. Tématem
pro rok 1900 bylo ,,Zdokonalit v nékterém dilezitém sméru vySetfovani poctu t¥id bindrnirnich
kvadratickych forem s celo¢iselnymi koeficienty.

B
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pro A > 0. Pro pfipad kladného diskriminantu D odvodil Lerch nésledujici dva
vzorce:

Cl(D)InE(D) = %2 (%) %/%e*dﬂg <%> /; e:d:c

1 < /D\ 1 1 < /D 1+ e 5"
—ClDlED:\/D§ il § )=
2 ( )n ( ) — <n> n 2nm +n:1 <n> nl_e_nva2D7

kde E(D) = w aT? — DU? = 4, (£) resp. (—2) je Legendredv symbol

n

a E(D) je zakladni Pellova jednotka k diskriminantu D.

Lerchovu pfinosu k teorii Fermatovych kvocientdl jsou vénovany nésledujici
oddily této kapitoly. Zakladni piehled o Lerchové dile z teorie ¢isel je uveden
v publikaci [Lp].

Matyéas Lerch se stal prvnim ¢eskym matematikem, jehoz préce ziskaly véhlas
a uznani. Jeho préce jsou i po Sedesati letech, které uplynuly od jeho smrti, primo
citovany v publikacich zahrani¢nich autori. V referativnim ¢asoppise Zentralblatt
lze nalézt v letech 1935-1995 72 citaci. Z teorie ¢isel jsou to zejména prace [Lrd],
[Lr7] a [Lrl11]. Rada vysledk, jichz doséahl, je dodnes v matematické literatuie
oznacovana jeho jménem. Prace, které publikoval, jsou psany srozumitelné a maji
i vysokou jazykovou tGroven. Piestoze Lerchova publika¢ni ¢innost byla zejména
v mladsich letech velmi intenzivni, Lerch nepublikoval zddnou monografii ani
ucebnici, ackoliv dosazené vysledky by ho k tomu v mnoha oborech opraviiovaly.
Ziejmé se i v tomto sméru projevil Kroneckeriv vliv, nebot Lerch podobné jako
Kronecker daval prednost reseni specidlnich problémai.

Vyznamng byla i jeho ¢innost pedagogicka. Jeho prednasky mély vysokou
uroven, byl i ndro¢nym examinatorem. Lerch sice nezkousel prilis mnoho latky, ale
zato vyzadoval pfesné odpovédi. Své zaky vedl k tomu, aby samostatné studovali
matematickou literaturu.

Lerchtv zak prof. Otakar Bortivka zhodnotil vyznam M. Lercha témito slovy:
Vyznam Matydse Lercha je predevsim pro védecké pracovniky vsech obori v pres-
nosti mysleni a jasnosti vykladu. Ddle v tom, Ze M. Lerch mél siroké znalosti
z obori, kterée byly blizke jeho vlastnimu pracovnimu zaméreni, Ze nove ziskané
vysledky ve svém oboru rozsiroval podle moznosti do obori pribuznych a mél velké
porozumeni pro aplikaci cizich vysledku, které zpracovdval podle svého zaloZeni.

Koncem minulého stoleti se zacala rozvijet teorie mnoZin a Lerch byl prv-
ni cesky matematik, ktery nové myslenky prendsel do ceské literatury. Zda se
napriklad velmi pravdépodobné, Ze ndzev mnozZina pochazi od Lercha. Soudime
tak z toho, Ze Lerch slovo mnoZina bézZné pouzivd, kdezto toto slovo u drivéjsich
autory nalezeno nebylo.

Velmi vyznacné se také jevi pusobeni pedagogické na universitach a technikdach
a z toho plynouci mnoZstvi Lerchovych ndsledniki.
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4.3 Vztah mezi Wilsonovym a Fermatovym kvo-
cientem

Lerch se vénoval Fermatovym kvocientim v ¢lancich [Lr7] a [Lr9]. Zejména v prv-
ni citované praci dokazal fadu vyznamnych tvrzeni, o nichz se podrobné zminime
v této kapitole. Vysledky, jichz dosahl, vyznamnym zptisobem obohatily teorii
Fermatovych kvocientd. V tvodu tohoto ¢lanku Lerch dokézal souvislost mezi
Fermatovymi kvocienty a kvocientem Wilsonovym. Z Wilsonovy véty totiz ply-
ne, ze podil

_(p-D'+1
(4.1) N = Y

je celé cislo, které se nazyva Wilsoniv kvocient. Lerch dokézal nasledujici tvrzeni:

Véta 4.1 Necht a je kladné celé cislo, p je liché prvocislo. Potom plati

(4.2) g(a) =N (mod p),

3

Qa

kde q(a) je Fermativ kvocient a N je Wilsoniv kvocient.

Dikaz tohoto tvrzeni provadi Lerch pomérné jednoduchymi prostiedky. Z de-
finice Fermatova kvocientu plyne

a?t =1+ pg(a).

Vynésobime-li tyto rovnice mezi sebou pro a = 1,2,... ,p — 1 a ozna¢ime-li pro
jednoduchost (p — 1)! = P, obdrZime

p—1

pr=t = T (1 + pa(a)).

a=1

Vypocitadme-li soucin na pravé strané a prejdeme-li ke kongruenci podle modulu
p?, dostaneme

(4.3) Pt =1 +pi: q(a) (mod p?).

a=1

7 definice Wilsonova kvocientu plyne
P=-1+pN.

Umocnime-li obé strany této rovnice Cislem p — 1 a prejdeme-li ke kongruenci
podle modulu p?, obdrzime

(4.4) PPl =1+ pN (mod p?).
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Porovnanim kongruenci (4.3) a (4.4) obdrzime jiz uvedeny vztah mezi Wilsono-
vymi a Fermatovymi kvocienty.

Tento Lerchiiv vysledek, ktery se dnes udava v ponékud pozménéném tvaru,
je citovan napft. v [Si], kde tloha ¢islo 5 na strané 225 zni: Dokazte Lerchovu
vétu, tvrdici, Ze pro licha prvocisla plati

(4.5) Pyt (p-1)Pt=p+ (p—1)! (mod p?).
Kongruence (4.5) je dusledek Lerchovy véty 4.1. Stadi totiz v kongruencich (4.3)
a (4.4) vyjadrit podle definice g(a), resp. N.

4.4 Vyjadreni Fermatova kvocientti pomoci sou-
¢tu celych ¢asti a jeho dusledky
V dalsi ¢asti prace [Lr7] dokazal Lerch nésledujici dilezitou kongruenci:

Véta 4.2 Necht p je liché prvocislo, a kladné celé cislo nesoudélné s p. Potom
plati

(46) (=S L ] moa ),

kde ["7“] oznacuje celou cédst cisla %.

K odvozeni této kongruence vyuzil Lerch Eisensteinem odvozenych logarit-
mickych vlastnosti Fermatovych kvocienta. Podle (3.7) plati

p—1 p—1
> g(va) = (p—1)gla) + > q(v) (mod p)
v=1 v=1
a po upravé dostaneme
p—1
(4.7) > q(va) = —q(a +Zq (mod p).
v=1

Levou stranu kongruence (4.7) lze upravit jinym zpusobem, uvazime-li, ze kaz-
dému ¢islu v € {1,2,...,p — 1} odpovida jisté ¢islo ¢ téze mnoziny, pro néz
plati
va=c¢ (mod p),
¢ili
va=c+pz, (0<c<p),

kde z je celé ¢islo. Vydélime-li tuto rovnici p, obdrzime



kde z je celd ¢ast cisla . Podle Eisensteinova vztahu (3.9) je

z z
q(va) = gqle+pz) = q(0) — - = qle) — —— Pl (¢) =~ (mod p),
tedy
(45) 000) = 0(0) — oo | 2] uod
va | p
Secteme-li tyto kongruence prov = 1,2,... ,p—1 a vezmeme-li v Givahu, Ze podle

definice ¢isla ¢ plati Y g(e) = " q(v), obdrzime

(4.9) iéq (va) = z;: 5 Vl—a [%a] (mod p).

v=1

Porovname-li kongruenci (4.9) s (4.7), obdrzime tvrzeni véty 4.2.
Nyni uvedeme nékteré disledky kongruence (4.6). Vynasobime-li ji ¢islem a,
obdrzime

(4.10) aq(a) = “pp_ ¢ = pz_:l % {’ﬂ (mod p).

Poloime a = 2 a m = 2L, Potom pro v = 1,2,...,m je [%] = 0 a pro

v=m+1m+2,...,2m je [%] =1 a plati

22 1 &1
(4.11) = - = ZV (mod p).

Druhd ¢ast je bezprostiednim disledkem Sternovy kongruence (3.20)
Kongruence (4.11) je stejnd, jakou jiz odvodili Sylvester a Stern. VyuZitim
identity

2m m 2m
Se -2 en = Y1 e,
v=1 v=1 v=1
ji lze prevést na tvar
w2 kX 1
(4.12) => (-1)""'= (mod p).
p 1 v

Lerch rozsiril jiz zndmé vysledky na dalsi specidlni pripady. Volbou a = 4 se
sumacni index rozpadd na tii podmnoziny

R R et
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které odpovidaji hodnotdm 1,2,3 celé ¢asti [47”]. V druhé a tieti podmnoziné
zavedeme substituci

1 1
—=——=—-— (mod p)
v o op—p 0
a po dosazeni do kongruence (4.6) obdrzime
ip
4q(4)EZ——22——3Z (mod p);
l/:}lp =
levou stranu této kongruence lze psat ve tvaru 4q(4) = 4[q(2-2)] = 8¢(2) = 42pp’z,
zatimco na pravé strané lze sloucit prvni dvé sumy, takze obdrzime
1 2
p L 1
4 =-— —=3» — (mod p).
p S e
Cisla o dopliuji mnozinu ¢&sel p v intervalu (0, ... ,%p), mitzeme tedy sloucit

sumy Y. % ay, %, ¢imz obdrzime

[4p]

(4.13) 2p_2——2u—1 ——22 (mod p).

Odecteme-li od této kongruence kongruenci (4.11), obdrzime

[37]
2P — 2 1
(4.14) 3 =-2) " -~ (mod p),
p e
pripadné pro p > 3
[37]
2r—1 1 11
4.15 _—=—- - d
(415) =32y modp

1 1 1
3 52; (mod p),
1
kde ¢isla v jsou rozdélena na lichd A a sudd 2u. Tuto kongruenci lze upravit na
tvar

(%]

- 1 1
(4.16) 2 =4 =-2) 1- 21: p (mod p).




Odecteme-li od této kongruence (4.15), obdrzime

opP—
(4.17) i —22 (mod p),

kde A=1,3,5,... a)\gm.
Stejnym zptisobem lze upravit kongruenci (4.12) na tvar

B

Vynéasobime-li tuto kongruenci ¢islem —2 a pfi¢teme-li k ni (4.11), obdrzime po
upravé

1

(4.18) 22 pi:

(mod p).

tl'—*
1l

>/I'—*

==

(4.19) == Z (mod p),

kde A=1,3,5,... ,p— 2.
Volba a = 8 vede ke kongruenci

(4.20) 21)_2——2——2 (mod p),

kde 0 < a < £,0 < b < 3%. Volime-li a = 3, 1ze odvodit kongruenci

3 _ gp]
(4.21) = —22 (mod p)

aproa=2>5

oP —5 p 2p
(4.22) > ——22——22 (mod p), 0<a<g, 0<b<g.

......

gruence (4.6), pfi¢emZ tyto kongruence s¢itd v mezich od 1 az po p — 1, takze
obdrzime

o Fw=EEL ] wen

Levé strana (4.23) je podle véty 4.1 kongruentni s N. PoloZime uv = n a ozna¢ime
(n) pocet celodiselnych FeSeni této neurcité rovnice. Potom lze (4.23) psit ve
tvaru

(4.24) N = Z {—} (mod p).
Funkci ¢(n) lze jednoduse uréit néasledujici avahou. Jelikoz ¢isla p a v jsou mensi

nez p, je n < pu. Musi tedy platit nerovnost % < p < p a komplementarni délitel
v je uren jednozna¢né. ¥ (n) je tedy pocet délitelt n, které lezi v intervalu (%,p).
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4.5 Vztahy pro ¥ a*q(a)

V dalsi ¢asti ¢lanku [Lr7] Lerch vySetiuje souty typu

(1.25) Q) = 3 dtla),

kde k je celé ¢islo vyhovujici podmince 0 < k < p. Lerch odvodil nékolik vét pro
rizné hodnoty exponentu k, nepodarilo se mu vSak nalézt obecny vzorec. Diive
nez uvedeme Lerchovy vysledky, pfipomeneme nékolik pojmu z teorie Cisel.

Def. 4.1 Necht p je liché prvocislo, a libovolné celé cislo splnujici podminku

(a,p) = 1. Md-li kongruence x> = a (mod p) Fesent, pak a nazgvime kvadraticksy
zbytek modulo p, v opacném pripadé kvadraticky nezbytek modulo p. Legendriv

symbol (%) je roven 1, pricem?Z znaménko + plati v pripade, Ze a je kvadraticky

zbytek modulo p a znaménko — v pripadé opacném.
Pro Legendredv symbol plati nasledujici véta:

Véta 4.3 (Euler) Necht p je liché prvocislo a a libovolné celé ¢islo nesoudélné
s p. Potom plati
<ﬁ> =a"T (mod p).

Def. 4.2 Raciondlni ¢isla B,,, kde m > 1 je celé ¢islo, ktera jsou definovdina

rovnict -
t B
=1+ =t
et —1 m!
m=1

se nazyvaji Bernoulliova cisla.

Pro Bernoulliova ¢isla plati nésledujici tvrzeni:

Véta 4.4 Vsechna Bernoulliova cisla s lichymi indexy jsou rovna nule s vyjim-
kou By = %.9

Véta 4.5 (Staudt) Necht p je prvocislo a m je sudé€ éislo. Jestlize (p—1) ¥ m, je
By, p—celé, tedy neobsahuje p ve jmenovateli. Jestlize (p — 1)|m, potom je pBp,
p—celé ¢islo a plati pB,, = —1 (mod p).

Véta 4.6 (Dirichlet) Necht Cl(—p) je pocet primitivnich kladngch tiid kvadra-

tick€ formy ax® + bxy + cy? se zdpornym diskriminantem b*> — dac = —p. Potom
plati
p—1
(-()er-2()
_(z —p) = ol I
p o1 \P

9Zejména ve stardi literatufe byvala za Bernoulliova &isla povazovana pouze &isla Bz, se
sudym indexem a Bj.
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Def. 4.3 Necht p je prvocislo, a je celé cislo. Multiplikativni funkce definovand
vztahy

1 je—1li a=1
ay
“(p)_{ 0 je—li a>1

se nazyvd Mobiova funkce.

Lerch nejdiive vySetfuje soufet @Q1(p). Staéi totiz vyndsobit kongruenci (4.6)

Cislem a a tyto vysledky secist pfes vSechna a = 1,2,... ,p — 1, ¢imz obdrzime
p—1 p—1lp—1 1 Tav
(4.26) Z ag(a) = Z Z - {—} (mod p).
a=1 a=1v=1 p
Plati
p—1 —1

{%}_pzlﬁ_” b
p — p p

a=1

Po dosazeni do (4.26) mame

p—1

iaq(a) Ezy—l p%l (mod p).

v

v=1

Vyuzitim Sternovy kongruence (3.20) lze tuto kongruenci zjednodusit na tvar

S ar@= 2 (mod p)

a=1 2
a po upravé
p—1 1
(4.27) ; ag(a) = 3 (mod p).

Lerch dale vysetiuje soucet

(4.28) S = pi <5> a(v).



Nejdiive predpoklada prvoéislo p tvaru 4k + 3. V tomto pfipadé je (%) =

— (;’—)) a muzeme zavést substituci v = p — u, takze

Sz—pi <%> a(p— p)-

Protoze q(—a) = ¢(a), je

[u—y

q(p—a) =q(a) + = (mod p).

Q

Tato kongruence je disledkem (3.9) a umoziiuje nam piepsat soucet S na tvar

£ Q-E () e

p=1 p

odkud bezprostiedné plyne

25 = —pi <H> % (mod p).

p=1 p

Podle Eulerovy véty 4.3. mizeme psat tuto kongruenci ve tvaru

p—1
285 = — Zum_l (mod p),

p=1

—1 v . , , . v v
kde m = P5=. Uzijeme-li znamé formule z diferen¢niho poctu

n—1
(4.29) g +uy + -+ Up—g = Z <1/ i 1) AV ug

v=0

s volbou u, = ™!

p—1 p—1 m—1
m—1 _ p veoym—1 __ p v ym—
don 1—Z<V+1>AO 1_Z<V+1>AO g

1 vr=0 v=0

, n. = p obdrzime

nebot m—té a vyssi diference (m — 1) —mocniny pfirozenych ¢isel se spolu vyrusi.
Vzhledem k tomu, ze kazdy predchézejici binomicky koeficient (Vﬁl) je délitelny
p,je

Zum_l =0 (mod p)

a muzeme zformulovat prvni Lerchiv vysledek:

Véta 4.7 Necht p > 3 je prvocislo, pricemZ plati p =3 (mod 4). Potom je

(4.30) pé <%> g(v) = 0 (mod p).
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Zde se v8ak Lerch dopustil nepfesnosti, nebot pro p = 3 je m = 1 a vzorec (4.29)
nelze pouzit. Vzhledem k tomu, ze (%) =1 (mod 3) a (12—) = 2 (mod 3), je
podle (4.27) S = £ (mod p).

Pro prvocisla tvaru 4k + 1 tento postup nelze pouzit, proto Lerch zvolil pri

vySetifovani souctu S jiné prostiedky. Vychazi opét z véty 4.3. a definuje celé ¢islo
q'(v), které je uréeno rovnici

(4.31) "= (%) [L+pg' (v)].

Vztah mezi ¢(v) a ¢'(v) se odvodi snadno, jestlize rovnici (4.31) umocnime na
druhou. Obdrzime

1+ 2pg'(v) + p°¢' (v)* =1+ pq(v)

a tedy
q(v) =2¢'(v) (mod p).
Protoze p=4n+1jem =2n a

(4.32) iz:jum = pizz (%) ¢ (nu),

nebot v fadé ¢isel 1,2,... ,p—1 je pocet kvadratickych zbytkd a nezbytkl stejny

a tedy
p—1 v
SO
p

1

Levou stranu miizeme vyjadrit pomoci vzorce

x?n-&-l 1

- B, ([ 2n
4. on(T) = — Zg?n AT B4 2n—2v+1
(433)  Sam(@) = 5—7 — 57 +;( ), <2V_ 1)3} ,

tedy je
p—1

Zym:SQn(p)a 2n =m.

v=1
Vydélime-li tuto rovnici ¢islem p, obdrzime
m n

P 1 B 2n Ly
_ Zm—1 —-1 v—1-V 2n—2v _ - ! .
m+1 2p +Z( ) 2v \2v — 1 p Z p ¢

v=1

Podle Staudtovy véty plati

(-1)"'B, = Z (5) ¢'(v) (mod p)

v=1

a muzeme zformulovat druhy Lerchuv vysledek:
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Véta 4.8 Necht p je prvoéislo spliiujici podminku p = 1 (mod 4). Potom plati

p—1
(4.34) S = Z (%) q(v) = (-1)""*2B,, (mod p).
v=1
Déle je studovan soucet
p—1 v
(4.35) H= (—) vq(v).
v=1 p

Necht p = 4k + 1, takze

(-G
p v
Je-li a < m, potom lze sumu na pravé strané v rovnici (4.35) rozdélit ve dvé
a mame

a p—a

H=Y" (1—)> ag(a) + (T) (p—a)alp —a).
Déle pfejdeme ke kongruenci modulo p, ¢imz obdrzime
a
=Y (4) dl@) — oo -] (mod )

Vyraz v hranaté zévorce je ale podle disledku (3.9) kongruentni s —1, takze je

~£(3)-e

tedy plati nasledujici tvrzeni:

Véta 4.9 Necht p je prvoéislo, piicem?Z plati p =1 (mod 4). Potom je

(4.36) pi (%) vq(v) = 0 (mod p).

v=1

Je-li p = 4k + 3, mé& prvni déleni souctu H tvar

=% (%) ag(a) +3 (%) (» —a)q(p — a).

Vezmeme-li opét v ivahu, Ze (”;f") = - (;’—)) a prejdeme-li ke kongruenci modulo
p, mizeme psat

(4.37) H=2%" (%) agla) + Y (%) (mod p).
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Nyni se provede nové rozdéleni ¢isel v na suda 2a a lichd p — 2a, takze soucet H
ma tvar

H= Z( )aq2a+z<pp2a>(p 2a)q(p — 2a)

a stejnym postupem ziskdme

—42( >aq2a +Z< ) (mod p).

Vzhledem k tomu, ze je

q(2a) = q(a) + ¢(2) (mod p),

lze tuto sumu psat ve tvaru

()Gt Q) Z () 1 ()2 ()« tmoan

Suma, .
= (5)e

je délitelna p a v posledni kongruenci odpadd, takze méme

o ns QT (e ()T ()

Vynéasobime-li (4.37) dvojkou a (4.38) (%) a odecteme-li je od sebe, obdrzime

(- ()n-5 () win

Vezmeme-li v Givahu Dirichletovu vétu 4.6, Lerchtiv ¢tvrty vysledek zni:

H

Véta 4.10 Necht p je prvocislo spliiujici podminku p = 3 (mod 4). Potom plati

(4.39) Z (%) vq(v) = Cl(—p) (mod p).

Lerch déle odvodil vzorec pro k = 2, pficemz vyuzil uvedenych vysledki.
Vraci se k souétu S, ktery znaci A.'° Necht o je celé ¢islo vyhovujici podmince
0 < 0 < p. Potom existuje celé ¢islo b takové, Ze plati vb = p (mod p) a Lerchlv
vzorec (4.6) 1ze pst ve tvaru

W) =a(0) - o | 2] Gmod p)

10Toto pieznateni samoziejmé& nemd 74adny vyznam a neni jasné, pro¢ k nému Lerch
pristoupil.
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Eisensteiniv vzorec (3.7) zase dava

q(vb) = q(v) +q(b) (mod p),

plati tedy

(4.40) a0 - % [”] 4(v) + q(b) (mod p).

I/b?

()=

kongruenci (4.40) lze po vynasobeni (%) psat ve tvaru

Podle definice ¢isel b, v, o plati

(4.41)

() GJoe G 5) = (0= (2) 5 [2] i

Na levé strané je vyuzito skutecnosti, ze pro Legendredv symbol plati (%) =
(%)(f—)) Nyni provedeme soucet pro v = 1,2,... ,p — 1. Vzhledem k podmince
vb = p (mod p) musi pro pevné b nabyvat g tychz hodnot jako v a soucet druhych

¢lent na levé strané da 0, nebof je stejny pocet zbytkd a nezbytkt. Kongruence
(4.40) mé tedy tvar

= E 5[] o

a po zkraceni (%) a nasobeni b

R )

v=1

Je-li b kvadraticky zbytek modulo p, je (%) =1 a suma

= <y> {by] 1
= \P plv
je délitelnd p. Je-li b kvadraticky nezbytek, musime rozlisit dva pfipady. Pro
p = 4n + 3 je tato suma rovnéz délitelnd p (viz véta 4.7) a pro p = 4n + 1 je
s ohledem na tvrzeni véty 4.8 tato suma kongruentni podle modulu p s ¢islem
(—1)"4B,b.

Néasobime-li kongruenci (4.40) b*v? = ¢? a uzijeme-li logaritmické vlastnosti
(3.7), obdrZime

b2q(b) - v* 4+ b* - v q(v) = 0%q(0) — bv [%/] (mod p).
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Tyto kongruence opét seCteme pro v = 1,2,... ,p — 1, pfi¢emz opét vyuzijeme
skutecnosti, ze s¢itaci indexy pro v a g jsou stejné. Pti dalsich ivahéach vyuzijeme
tvrzeni nasledujici véty:

Véta 4.11 Necht p je prvocislo, v a k jsou kladnd celd ¢isla. Potom plati

p—1 . .
0 jestlize (p—1)tk
k — J b )
(4.43) z_:l” = { —1 jestlize (p — 1)|k.
Abychom dokézali tuto vétu, predpokladejme, Ze (p — 1) t k a g je primitivni
koten, potom g* nen{ kongruentni s 1 modulo p. Jelikoz mnoziny g, 2g, ... ,g(p—1)
al,2,...,p— 1 jsou ekvivalentni modulo p, plati
p—1
Z(yg)k = Zy =17k  (mod p);
v=1

po upravé obdrzime
p—1

(g* - 1) Zyk =0 (mod p)

v=1
a odsud plyne prvni ¢ist tvrzeni. V piipadé (p — 1)|k je druhd ¢ast tvrzeni du-
sledkem Malé Fermatovy véty.
V tomto misté se Lerch opét dopustil mens$i nepiesnosti, nebot predpokladal,
ze pro lichd prvocisla plati kongruence

p—1
Zy2 =0 (mod p),
v=1

ta v8ak podle tvrzeni véty 4.11 plati pouze pro prvocisla p > 3. Za tohoto pred-
pokladu obdrzime

p—1

p—1
‘ . b
(4.44) B -1 Pqv)= by v [—”] (mod p).
p
v=1 v=1
Dosadime-li do (4.44) b = 2, mame
p—1 p—1 p—1 m
321/2q(1/) =-2 Z v=-2 <Zl/ - Zl/) (mod p),
v=1 v=m+1 v=1 v=1
coz davé
3 o) =mm + 1) =L =1 (moa )
viq(v) = m(m ==y =-; (modp

a po vydéleni této kongruence ¢islem 3 dostaneme nésledujici tvrzeni:

Véta 4.12 Necht' p > 3 je prvocislo. Potom plati

(4.45) > vqv) = _% (mod p).
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Dosadime-li kongruenci (4.45) do (4.44), obdrzime zajimavou kongruenci

p—1 2
bv] b -1
E v {;] =13 (mod p),

v=1

kterou lze prepsat na tvar

p—1

Tim je soucasné nalezeno jedno reSeni neurcité rovnice
br —py =1,
pricemz toto reseni ma tvar
p—1
bv
r=5b-12 E v {— .
v=1 p

Lerch vénuje v zavéru tohoto ¢clanku pozornost kvadratickym zbytktm r mo-
dulo p. Kongruence (4.8) dava

0 =a) - [2] 5 Guod

Secteme-li tyto kongruence od 1 do p — 1, obdrzime

2> qw) =2 q(r)-> [’ﬂ % (mod p).

Zde bylo pouzito logaritmické vlastnosti ¢(v?) = 2¢(v) a skutecnosti, ze pokud
v nabyva vSech hodnot od 1 do p — 1, pak se vSech ’)2;1 kvadratickych zbytkt
vyskytuje dvakrat. Ziejmé plati identita

v
2 a0 =% (1+(5)),
kterd s vyuzitim vysledku véty 4.1 a oznaceni (4.28) (Lerch i zde uZiva pismene
A) dava

ZZq(r) =N+A (modp)

a tudiz

(4.46) pi [f] L AZ N (mod p).
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Je-li navic p = 4n+3, je A = 0 a tato kongruence davé zajimavé vyjadieni zbytka
Wilsonovych kvocientii.
Oznaéme a,a’, ... kvadratické zbytky a b,b', ... kvadratické nezbytky a po-

lozme
Saw=4, Yab=5
a b

Jelikoz plati
aa' =a'  (mod p),

je
aa’
aa' =a' +pz z= {—] M

Podle kongruence (4.8) plati
1 [ad
aa’) = q(a") — — | —| = q(a) + q(a’).
dlaa’) = ala") = o || = a(a) + o(@)
Séitame-li pies vSechna a’, potom a” nabyva tychz hodnot a méme

p%lq(a) =-y {a_al] (mod )

aa’ | p

neboli
1 [ad
(4.47) q(a) =2 Z — {—} (mod p).

Protoze plati
ab=1"b (mod p),

je
ab="b"+pz
a
(4.43) alab) = ()~ - {;”] = g(a) + q(b) (wod p).

Provedeme-li opét sumaci pres vSechny kvadratické nezbytky, obdrzime

p=1l =L [ab
==Y 5 |5] metn
neboli

(4.49) q(a) =2 Z% {”—b] (mod p).
b

p

11V origindle €lanku je misto této rovnice kongruence podle modulu p. Vzhledem k tomu, Ze

(viz odvozeni kongruence (4.8)). Podobné postupuje pfi odvozovéani vzorce (4.50), kdezto pii
odvozovani vzorce (4.51) mé jiZz rovnici.
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Obé tyto kongruence jsou ovSem dusledkem (4.6) a (4.43).
Sé¢itame-li naopak v (4.48) pres v8echna a, obdrZzime

p—1 1 [ab
P—- A=-Y - |¥
5—a(b) + Ea ab[p],
¢ili

ab

(4.50) q(b) =24 —-2B+2) % [ﬂ (mod p).

Vzhledem k tomu, zZe soucin dvou kvadratickych nezbytkt je kvadraticky
zbytek, plati
bb' =a+ pz

a z vlastnosti Fermatovych kvocient® mame

o0)+ ) = a(0) = 7 | %]

seCteme-li tyto kongruence pies vSechny b', obdrzime
g y 0,

p—1 1 [bb
P lmy+B=4-S - |2
i) + Eb,:bb'[p (mod p),

neboli
(4.51) )= -24+28+2% = "] (mod p)
' e b bo' | p b
Porovname-li (4.50) a (4.51), obdrzime
1 [ab 1 [ov
4.52 — = - = |=|=2B- .
(4.52) Zab[p} be,[p] 2(B — A) (mod p)

a b’

Zde se Lerch dopustil drobného prehlédnuti, nebot v origindle ¢lanku [Lr7] ma
na levé strané obracend znaménka. Tento vysledek je vSak shodny s kongruenci

(4.43), v niz ovSem
p—1
v
=3 (5) a0

1

4.6 Pripad slozeného modulu

Slozenému modulu se Lerch vénoval v obou jim publikovanym ¢lancich. Kvocient
g(a) je definovan vzorcem

(4.53) q(a) = ——,

kde ¢(m) je Eulerova funkce. V praci [Lr7] nejdiive rozsifuje platnost Eisenstei-
novych vzorct (3.7) a (3.9) i pro slozeny modul m.
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Véta 4.13 Necht m je liché cislo, a cel€ ¢islo vyhovujici podmince (a,m) = 1.
Potom plati

(4.54) q(ab) = q(a) + q(b) (mod m)
(4.55) g(c+mz) = q(c) + ‘p(?)z (mod m).

Lerch neuvadi explicitni diikaz, ale ten je pouze obdobou dtikazu pro prvo-
¢iselny modul. Lerch pripojuje i dal$i kongruenci, kterou lze vyjadrit nasledujici
vétou:

Véta 4.14 Necht ab = ¢ (mod m), pFicemz 0 < ¢ < m. Potom plati

p(m) [ab
4. = — | — .
(4.56) q(ab) = q(c) + - {m} (mod m)
Toto tvrzeni se snadno ovéri, uvédomime-li si, ze z pfedpokladu ab = ¢ (mod m)
plyne ab = ¢ + km, pricemz k = [%’]

Lerch odvodil nésledujici vétu pro slozeny modul:

Véta 4.15 Necht plati (m, p(m)) = 1. Potom plati

(4.57) % a2 >b [“—b} (mod m).

3

Dtikaz této véty vychdzi z kongruence (4.56). Vynasobime-li ji a?b*> = ¢, obdr-
Zime
. . . . ab
a’q(a) - b* + a*b*q(b) = *q(c) + p(m)ab [E} (mod m).
Tyto kongruence secteme pro vSechna b, kterd jsou nesoudélnd s modulem m,
téchto ¢isel je pravé p(m). Pii pevném a bude ¢ nabyvat stejnych hodnot jako b.
Vysledkem je kongruence

(4.58)  a’*q(a)ss + (a® — 1) Z bq(b) = @(m)az b {%b} (mod m),
b b

kde s je soucet kvadratt vsech c¢isel nesoudélnych s modulem. Volba a = 2 dava
nasledujici kongruenci

(4.59) 49(2)s2 +3 ) b2q(b) = 2¢(m) Y b’ (mod m),

piicemz b' > . Déle plati
Zb’ = Z(m—ﬁ) = —Zﬁ (mod m),
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kde f3 jsou ¢isla nesoudélné s m spliujici podminku 0 < 8 < 3. Oznacime-li

je
> 8= uddf (%),

kde d jsou vSichni délitelé m a u(d) je Moebiova funkce. Je-li m a tedy i % = d'
liché a vyuzijeme-li vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti, obdrzime

a -1

2 [2_
fay =Y v=2"1
1

8
odkud
(1460) S 5= S uld)nd
a prejdeme-li ke kongruenci, obdrzime
> = —% > du(d).
Oznacime-li
(4.61) P(m) = [ - p),

kde p; jsou prvocinitelé modulu m, je

1
(4.62) > B= —5P(m).
Dale musime vyjadiit soucet so. Oznacime-li pro jednoduchost
n—1
F(n) = Z V2,
v=1

je
5= Y @i F (Z),
d

kde d jsou vSichni délitelé ¢isla m. Pomoci matematické indukce 1ze dokazat

vzorec 3 2
n n
F(n) = ? - — +

)

3

mame tedy
m? m? m
s2= 5= pld)d — == pld) + = > dp(d)
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a protoze Y u(d) =0 je

(4.63) 5y = %¢(m) + %P(m).

Pokud m neni délitelné 3, je
s =0 (mod m)

a kongruence (4.58) mé tvar

(4.64) S Bg(b) = %gp(m)P(m) (mod m),

pri¢emz s¢itaci index nabyva vech ¢(m) hodnot nesoudélnych s m. Dosadime-li
(4.64) do kongruence (4.58), dostaneme

(a=2) £ < ) 3 2] (od m)

Je-li (m,p(m)) = 1, coz nastava tehdy, je-li m soudin riznych prvoéisel, potom
je i vyraz P(m) nesoudélny s kterymkoliv z nich a tuto kongruenci lze délit
p(m)P(m) a obdrzime tvrzeni véty 4.15.

Je-li m délitelné tfemi a mé-li byt splnéna podminka (m,(m)) = 1, musi
musi byt vSechny prvocinitelé s vyjimkou 3 tvaru 3k + 2, nebot ani jedno z Cisel
p; — 1 nesmi byt délitelné tfemi. Je tedy

s—2= %P(m) mod m,

a po dosazeni do (4.59) mame

3> b%q(b) = P(m) Hcp(m) - gmq(Z)} (mod m).

Kongruenci (4.59) lze psat ve tvaru

a®—1
3

Pn) 100 - Fma(2)] +a(a) - Plm) =

pma 30| %] mod m).

Nasobime-li tuto kongruenci ¢islem 3, obdrzime

(6 = DP(m) Jom) — (a® = DP(m) Zma(2) + ()
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Tiet{ ¢len odpadd a druhy ¢len je délitelny m a tudiz vyraz (a® — 1) je délitelny
tfemi. Mame tedy

(a=2) 2 g 5370 [ 2] mod

a

a odsud dostaneme tvrzeni véty 4.14.
V préci [Lr9] navézal Lerch na prace Sylvestera a Mirimanoffa. Dokazal, ze
i pro slozeny modul plati jeho kongruence (4.6).

Véta 4.16 Necht a a m jsou celd kladnd cisla vyhovugici podmince (a,m) = 1,
p(m) je Eulerova funkce. Potom plati

a@(m) av

(4.65) q(a) = w1 = Z al_,/ [—] (mod m),

m m

pricem?z scitdme pies vSechna v < m a v{m.

Dikaz této véty lze provést vyuzitim identity

1T (- [22)

Provedeme-li roznasobeni na pravé strané, obdrzime

Hl/ = a¥(™ Hl/ —ma‘p(m)AHVZ% [(:n—y] +m2KH1/,

kde K je celé ¢islo. Tuto rovnici vydélime m [ v a po Gpravé obdrzime

(m) _
o = Y L[] e

a odsud plyne kongruence

a¥(m _ 1

s = E L[] o)

7 Eulerovy véty plyne, 7e a?(™ = Im + 1 a to davé hledanou kongruenci (4.65).
Zavérem ¢lanku [Lr9] uvadi Lerch jesté jednu dtlezitou kongruenci:

Véta 4.17 Necht m = mimoms ... m,, pricemZ cisla m; jsou po dvou nesou-

délnd. Polozme m = m;n; a necht n, vyhovuje kongruenci nn, = 1 (mod m;).
Potom plati

(4.66) gla,m) = Znin;«p(m)q(a,mi) (mod m).

68



Lerch neuvadi dikaz této véty; protoze musi byt splnéna podminka o nesoudél-
nosti ¢initeld, staci to dokdzat pro libovolny z nich. Necht tedy plati m = m;n;.
Vyuzitim multiplikativnosti Eulerovy funkce a identity (2.1) lze psat

e(ni)—1
atp(m) —_ 1= aw(mi)w(ni) — 1= (aw(mi) _ 1) Z aap(mi)k,
k=0

a po vydéleni m mame

a‘p(m)71 atp(mi)fl Zfi%l)_l a‘P(mi)k

m m; 1z
Protoze prvni dva zlomky jsou celd ¢isla, musi platit
a?™) =1 (mod ny).

Podle Eulerovy véty zase plati

e(ni)—1
Y Ik = p(n;)  (mod m),
k=0

coz spolu s definici ¢isla n} dava tvrzeni véty (4.15).
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