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VYVOJ TEORIE SVAZU DO ROKU 1948

STEPANKA BILOVA

1. Uvod

Teorie svazi pfinasi dilezité vysledky napf. v teorii reprezentaci,
v teorii pravdépodobnosti & v teorii kvantové mechanice. Pro matema-
tiky, ktefi se ji vénuji nebo vénovali, oplyva zna&nou krasou a eleganci
zv1adté proto, Ze je zaloZena na postuldtech, jeZ jsou velmi jednoduché
a velmi obecné, a pfitom jsou plodnym zdrojem abstraktnich pojmi
spoleénych pro ta odvétvi matematiky, ktera spolu tradié¢né& nesouviseji.
Aplikace vysledku této teorie tedy umoziiuje propojit myslenky a objevit
nové vazby mezi riznymi oblastmi matematiky.

Jeji historie je svym zpiisobem typickd pro matematické teorie, jeji
vyvoj je ovlivnén vyvojem matematiky samotné a osudy svazovych poj-
mi odraZeji dobu, v ni% se tvofily. Cesta ke ,svaziim“ nebyla pfima ani
jednoducha. A&koli se teorie svazi jako takova zaéala védomé tvofit aZ ve
30. letech 20. stoleti, vznik pojmi, které s ni souviseji, je spjat s rozvojem
matematické logiky. Jeji prvopoédtky miZeme nalézt jiz v BOOLEOVE
Mathematical Analysis of Logic, tedy roku 1847. Skutedného rozvoje se
vEak teorie svazl dockala aZ po roce 1930, kdy se v matematice vytvorfilo
vhodné prostfedi pro studium podobnych abstraktnich struktur.

Jako v Fadé jimych matematickych teorii, historicky prvni zkoumany
objekt zdaleka nebyl onen pojem, s nimZ se setkivame v ivodu dané te-
orie. Jako je determinant o 100 let star§i neZ matice a limita se objevila
aZ dlouho po integralu a derivaci, byly prvni zkoumané svazové struk-
tury Booleovy algebry (i kdyZ je i nyni samozfejm& miZeme studovait,
aniZz bychom vé&déli, Ze se jedna o svazy), které jsou v kurzu teorie svazi
prezentovany aZ jako velmi speciilni typ po mnohych svazech obecnéj-
gich.

Svaz je uspofddanid mmnoZina, ve které ke kaZdym dv&ma prvkim
existuje suprémum a infimum. Suprémum prvki a, b nazveme spojeni a
oznatime a Vb. Infimum prvki a, b nazveme prisek a ozna¢ime aAb. Na
svaz oviem muZeme pohliZet také jako na mnoZinu se dvéma bindrnimi
operacemi V a A, které jsou asociativni, komutativni a spliuji zdkony
absorpce: a A (@ Vb) = a,aV (a Ab) = a. Vztah mezi ob&ma piistupy je
vzijemné jednoznadény.
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Srovndme-li vlastnosti svazli s vlastnostmi uspofddanych mnoZin,
které nejsou svazy, zjistime, Ze nabizeji nesrovnatelné bohat$i moznosti
zkoumani a popisu, coZ pfimo nabada k detailnéj§imu studiu. Navic se
svazy v matematice vyskytuji pomérné hojné: mnoZina vSech podmnozin
libovolné mnoZiny s operaci inkluze, mnoZina v8ech podgrup libovolné
grupy s operaci inkluze, mnoZina vech pfirozenych &isel s relaci délitel-
nosti, mnoZina v8ech relaci kongruence na abstraktni algebfe, kde relace
uspofadéni je zjemnéni, je jen n&kolik uéebnicovych pfikladi svazi.

Ze specidlnich typi svazii uvedme ty nejzdkladngjdi. Moduldrni svazy
spliiuji nisledujici podminku:

a<c=>aV((bAc)=(aVbAc
Distributivni svazy jsou svazy, jejichZ prvky spliiuji distributivni zakon:
aV(bAc)=(aVb)A(aVec).

M34-li svaz nejvétsi a nejmensi prvek i a o, pak prvek z nazveme komple-
mentem prvku a, jestlize platia Az =0 aaVz =1 . Jestlize mé kazdy
prvek svazu alespoii jeden komplement, nazyva se svaz komplementarni.
Komplementarni distributivni svaz nazveme Booleova algebra.

2. Vyvoj teorie svazil od roku 1847 do poédtku 20. stoleti

Obdobi od roku 1847 do 30. let 20. stoleti miZeme povaZovat za
»Prvopoéatky“ teorie svazi. Pojem svaz se sice je$t& nikde nevyskytoval,
avSak se strukturami, které dnes takto nazyvime, pracovali G. BOOLE,
CH. S. PEIRCE a pfedev8im E. SCHRODER a R. DEDEKIND.

GEORGE BOOLE se ve svém spise The Mathematical Analysis of Lo-
gic (1847) pokusil o vytvofeni nové logiky vystavéné po vzoru algebry.
Navazoval na HAMILTONA a DE MORGANA, ktefi zpracovavali klasic-
kou logiku pomoci rovnic a mnoZin, jeho algebra logiky v8ak byla sou-
stava algebraickych zdkont umoZiujici riiznou interpretaci. Vznikla tak
nova (abstraktni) matematika — systém pravidel, ktery spliiuji riizné
algebry (vyrokové algebra, mnoZzinové algebra, dvouhodnotova algebra
nebo ,Easovad“ algebra). V BOOLEOVE zdkladni algebfe logiky se vy-
skytovaly t¥i binarni operace: +, X a —. Prvni dv& operace spliiovaly
komutativni, asociativni a distributivni zdkony, tfeti odpovidala tvofeni
komplementi. Tento logicky kalkul znamenal tedy prvni specializovanou
svazovou strukturu — Booleovu algebru.

G. BOOLE udinil dileZity krok k abstrakci algebry, nebot se snaZil
o obecny pohled na matematické operace bez zfetele na objekty, kterych
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se tykaly. Jak sAm napsal v An Investigation of the Laws of Thought on
which are Founded the Mathematical Theories of Logic and Probabilities
z roku 1854: ,Neni zdkladem matematiky zabyvat se myS$lenkami &isla
a kvantity.“ Tento pFistup v8ak ostatni matematici té doby nesdileli.

Na prici G. BOOLA navazal americky matematik CHARLES SAN-
DERS PEIRCE. Ve svém dile On an Improvement in Booles Calculus of
Logic (1867) se pokusil o prvni zdokonaleni BOOLEOVY algebraické lo-
giky a v dal§im spise Description of a Notation for the Logic of Relatives
(1870) zadal misto pojmu ekvivalence pouZivat jako priméarni operaci re-
laci inkluze, kterou definoval jako tranzitivni a reflexivni bindrni operaci.
Jeho dali prace On the Algebra of Logic (1880) obsahuje pon&kud neri-
gor6ézni (CH. S. PEIRCE je znam tim, Ze nekladl velky diiraz na detaily)
axiomatizaci algebraické logiky, ve které zavedl prvni definice logické
adice a multiplikace vhodné pro moderni Booleovu algebru.

PEIRCOVA algebra logiky je bliZ8i moderni matematické logice ne%
BOOLEOVE algebfe logiky. Jeho pfinos zahrnuje kromé& axiomatizace vy-
rokové logiky i zavedeni kvantifikitort a objev duality pro algebraickou
logiku. Stejné jako BOOLE zastaval i PEIRCE nazor, Ze jeho algebraicka
logika je vcelku abstraktni a miZe byt interpretovina jako mnoZinovy
kalkul, predikatovy kalkul nebo vyrokovy kalkul.

O dal8i rozvoj algebraické logiky se zaslouZil ERNST SCHRODER,
ktery tim pfispél i ke studiu svazovych struktur. Své prvni tivahy o for-
malni algebfe a logice napsal bez znalosti vysledkd svych predchidci
(Lehrbuch der Aritmetik und Algebra, 1873). O existenci BOOLEOVY
logiky se dozvédél n€kdy koncem roku 1873 a jeho daldi prace Der Ope-
rationskreis des Logikkalkiils (1877) obsahuje kritické pfezkouméni Bo-
OLEOVY algebry logiky. Jeho nejvétsi a nejdilezit&jsi dilo je Vorlesungen
tiiber die Algebra der Logik (1850-1905) coZ je velkolepy projekt, ktery
zustal nedokonéeny, ackoli jeho soudasnici povaZovali jiZ samotné prvni
dvé& &asti za dokondenou algebru logiky.

SCHRODER vnesl do algebraické logiky dikladnost a pfesnost. Sys-
tematicky rozpracoval princip duality, sviij systém zaloZil na inkluzi a
axiomatickém pfistupu. Z hlediska svazi je velmi podstatné, Ze zkou-
mal dva systémy algebraické logiky, a tedy rozligil dvé rizné svazové
struktury: logicky kalkul a identicky kalkul. Dokazal totiZ, Ze distri-
butivni zdkon neplyne z ostatnich, jak se v této dobé& piedpokladalo
(CH. S. PEIRCE tvrdil, Ze ,distributivni zidkon lze lehce odvodit, av3ak
dikaz je pfili§ nudny a zdlouhavy“). Logicky kalkul byl zaloZen na axio-
mech, které distributivni zdkon neobsahovaly, SCHRODER tedy studoval
»Svazy“, které nebyly distributivni. Druhy systém — identicky kalkul od-
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povidal Booleovym algebram.

Svazové struktury se viak studovaly i ve zcela odli$né oblasti nez je
algebraicka logika. Zabyval se jimi RICHARD DEDEKIND, jenZ se vénoval
teorii ¢isel. SnaZil se pfevést pojmy z elementarni teorie ¢isel, pfedevsim
vlastnosti relace délitelnosti, do teorie algebraickych celych &isel. V 80. a
90. letech 19. stoleti studoval struktury, které byly v podstaté svazy mo-
dul{y, na nichZ pracoval s operacemi hledani nejvét$iho spole¢ného déli-
tele a nejmensiho spoleéného nisobku. Dané struktury nazyval ,,dudlni
grupy“. DEDEKIND zavedl modularni zikon, nebot rozliSoval a zkoumal
svazy distributivni a modularni, které nazyval ,dudlni grupy idedlového
typu“ a ,,dudlni grupy modularniho typu“. Prezentoval i svazy nemodu-
l4rni, a proto dospél k obecnéj$im svazovym strukturadm nez SCHRODER.

DEDEKIND dokézal, kromé jiného, Ze z distributivity plyne modula-
rita svazl a uvedl svaz normalnich podgrup jako pf¥iklad moduldrniho
svazu. Udal nutnou a dostate¢nou podminku pro to, aby svaz byl modu-
14rni: svaz je modularni tehdy a jen tehdy, jestlize neobsahuje podsvaz
izomorfni se svazem

Déle uvedl nutnou a dostateénou podminka pro to, aby svaz nebyl
modularni (svaz obsahuje podsvaz, ktery nespliiuje Jordan-Dedekindovu
podminku Fetézcli). Uvedl podminky o pokryti (pro prvky modulérniho
svazu plati: (i) jestlize prvky z a y, £ # y, pokryvaji prvek a, pak
prvek z V y pokryva prvky z a y, a (ii) jestliZe prvek a pokryva prvky
Tz ay, ¢ # vy, pak prvky =z a y pokryvaji prvek a. V r. 1900 zaéal
DEDEKIND studovat volny modularni svaz se tfemi generitory. Jeho 28
prvki vyjadfil za pomoci generdtori a dokizal jeho uzavienost.

Prace SCHRODERA a DEDEKINDA tykajici se svazil zprvu nenalezly
Zadnou odpovéd (KRONECKER se dokonce v jednom z dopisi vyjad¥il ve
smyslu, Ze DEDEKIND musel pFijit o rozum, jestliZe se zabyva tak velkou
abstrakei [12]). Vyjimkou byl E. HUNTINGTON, ktery se vénoval axio-
matickym zakladim matematickych systémi. Ve své praci Sets of Inde-
pendent Postulates for the Algebra of Logic (1904) poloZil abstraktni a
silné axiomatické zdklady Booleovy algebry, pfiCemZ predstavil t¥i axi-
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omatické systémy. Prvni je zaloZen na operacich logického sjednoceni
a priniku, druhy vychézi z relace uspofddéini a posledni je modifikaci
obou, kdy je relace uspofddéini pfevedena do jedné operace. Dokézal,
ze od jakékoli idempotentni, komutativni a asociativni binarni operace
lze prejit k usporddané mnoZing, ve které ke kaZdym dv&ma prvkam
existuje suprémum/infimum.

3. ,,Svazy* kolem roku 1930

Zkoumani svazovych struktur v 19. stoleti nemé&lo pfili§ velky vliv na
ostatni matematiky, a tedy ani na rozvoj matematiky samotné. Jejich
uZiteénost se viak projevila pozdé&ji, kdy doslo k novému formovéni sva-
zovych struktur. Kolem roku 1930 se znovu objevily v nékolika riznych
oblastech: projektivni geometrii, logice a algebfe. Tyto nové podatky
také nebyly jednozna&né, situace se v8ak v prib&hu 30. let ménila ve
prospéch abstraktnich struktur.

Diky studiu projektivnich geometrii dospél ke svazovym strukturdm
némecky matematik KARL MENGER. Sestavil soubor axiomi charak-
terizujicich projektjvni geometrie, které ovSem ziroven tvofi komple-
mentarni modularni svazy. MENGER tyto struktury nazval ,Feld“. Jeho
Clanek Bemerkungen zu Grundlagenfragen (1928) viak nevyvolal oka-
mzZitou reakci a v dal$im rozvoji téchto my$lenek nasledné pokracdoval
pouze MENGER a jeho ZAci.

Svaziim jako zobecnénym strukturam formalni logiky se v fadé praci
vénoval dal¥i némecky matematik FRITZ KLEIN. V &ldnku Uber einen
Zerlegungssatz in der Theorie der abstrakten Verkniipfungen (1932) po-
uzil pro své struktury nazev ,Verkniipfungen“, z néhoZ pozd&ji vznikl
nazev ,Verband“ v néméing (pouZivany od r. 1934), tj. ,svaz“ v &eiting.
Pro oznafeni operaci ve svazu pouzil symboli N a U.

Axiomatickou vystavbu svazii zaloZenou na relaci uspofadani provedl
ALBERT A. BENNETT. V €ldnku Semi-Serial Order (1930) zavedl spe-
cidlni uspofaddani (nachézejici se mezi Booleovou algebrou a linedrnim
usporddanim), ze kterého svazy vychézeji.

Nejdilezitéjsi podnéty pro tvorbu svazovych pojmi oviem pfFichizely
z oblasti algebry. Némecky matematik ROBERT REMAK se zabyval teorii
grup a ve svych &lancich Uber die Darstellung der endlichen Gruppen
als Untergruppen direkter Produkte (1930) a Uber Untergruppen direk-
ter Produkte von drei Faktorem (1932) zkoumal vlastnosti podgrup a
faktorgrup, které studoval z hlediska svazovych struktur. Dal3i matema-
tik, ktery pocatkem 30. let 20. stoleti rozvijel pojem svaz v souvislosti
s algebrou byl OYSTEIN ORE. Cilem jeho zkouméni byly pfedeviim véty
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o algebraickém rozkladu.
4. Teorie svazu v Jetech 1933 — 1939

Ve 30. letech 20. stoleti se v matematice vytvofilo vhodné prostiedi
pro studium abstraktnich struktur pfedevsim diky VAN DER WAERDE-
NOVE monografii Moderne Algebra (1930). A&koliv se axiomaticky pri-
stup i mnoho z obsahu této knihy datuje jiZ do druhé poloviny 19. stoleti,
vétSina z pojmi a metod v ni prezentovanych byla jesté& i ve dvacatych
letech 20. stoleti povaZovana za néco okrajového. AZ poté, kdy prace
EMMY NOETHER a jeji 8koly ukizala matematickou a filozofickou jed-
notu této nové algebry a VAN DER WAERDENOVA udebnice ji pfedstavila
v ucelené podobé okolnimu svétu, se moderni algebra dostala v mate-
matice do centra pozornosti a stala se plodnym zdrojem pro mnoho
matematiki, mezi nimiZz byl i GARRETT BIRKHOFF, ktery je nazyvan
»zakladatelem“ nebo ,otcem“ teorie svazi, nebot se o jeji rany vyvoj
zaslouzil nejvice.

G. BIRKHOFF na tyto podatky vzpomini takto:

Hodné jsem premyslel o podgrupdch a normdlnich podgru-
pdch grup a o Remakovijch éldncich o strukture grup. Poté,
co jsem precetl van der Waerdena a Remaka, dodel jsem
k presvédéeni, Ze svazy jsou duleZité pro porozuméni struk-
tufe grup (viz [5]).

Byl jsem asi pruni clovék, ktery vidél ve svazech zdkladni
ndstroj algebry ... [4]

Ve svém prvnim €ldnku o svazech On the combination of subalgebras
(1933) zopakoval G. BIRKHOFF mimo jiné nezivisle DEDEKINDOVY vy-
sledky a v dal§ich &lancich jednotlivé body prohloubil a vé&noval se riz-
nym aplikacim. Pro svaz pouZil anglické slovo ,lattice®, které se vyzna-
mové li3i od ,svazu“ & ,Verband“. ,Lattice* znamena mfizka a tento
nizev vznikl diky znizornéni svazii pomoci hasseovskych diagrami -
nékteré z nich pfipominaji m¥iZzku. Roku 1934 dokazal BIRKHOFF nut-
nou a dostadujici podminku pro to, aby byl svaz distributivni: svaz je
distributivni tehdy a jen tehdy, jestliZe neobsahuje podsvaz izomorfni
s jednim ze svazi, jejichZ diagramy jsou na dal§im obrazku.

Po publikaci BIRKHOFFOVA ¢lanku z roku 1933 pofet matematikt
zabyvajici se svazovymi strukturami vzrostl a celkovd atmosféra jejich
studiu pfala. Svazy nachizely své uplatnéni v fadé matematickych od-
vétvi, a tudiZ dochazelo k rozvoji a propojovani riznych pohledi a mys-
lenek. Zkoumaly se v algebie, geometrii, topologii i v analyze. Termi-
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nologie a symbolika se teprve tvofily, ndzvy a oznadeni pro svazy ve
30. letech je$t& nebyly jednotné.

V ramci algebry na8ly svazové pojmy a metody uplatnéni zejména
v teorii grup, dale se zkoumaly vlastnosti svazovych homomorfizmi a
véty o rozkladu. Ve svém dile tykajici se svazii pokradovali G. BIRKHOFF
i O. ORE. G. BIRKHOFF se vénoval zejména struktufe abstraktnich
algeber, podgrupam abelovskych grup, aplikacim svazi pfi studiu ide4dli
a svazim relaci ekvivalence. O. ORE zkoumal aplikaci svazli v teorii
grup, vénoval se zdkladim abstraktnich algeber, Jordan-Holderové vétg,
transponovani intervali, aj. Nové se svazy zafali zabyvat napf. REIN-
HOLD BAER (struktura podgrup v grupé, aplikace teorie svazi v teorii
grup, vztah mezi systémem podgrup a strukturou grupy), ALEXANDER
G. KUROS (ireducibilni komponenty v okruzich, Jordan-Hélderova véta
ve svazech), MORGAN WARD (svazové homomorfizmy), ROBERT P. DiL-
WORTH (svazy s jednoznalnym rozkladem na ireducibilni prvky), PAUL
DUBREIL a MARIE-LOUISE DUBREIL-JACOTIN (algebraické vlastnosti
relace ekvivalence, Jordan-Holderova véta).

KARL MENGER pokrafoval ve vystavbé zdkladd nejen projektivni,
ale i afinni a neeukleidovské geometrie pomoci spojeni a priseki.
G. BIRKHOFF se zabyval vztahem mezi abstraktni lineidrni z4vislosti a
svazy a vénoval se i kombinatorickym vztahiim v projektivnich geome-
triich. Svazové pojmy v geometrii dile studovali 1 HASSLER WHITNEY
(abstraktni vlastnosti linedrni zivislosti) a SAUNDERS MACLANE (line-
arni zavislost). DileZité vysledky do teorie svazii pfinesl JOHN VON NE-
UMANN, ktery se vénoval spojitym geometriim. G. BIRKHOFF o jeho
ptinosu fekl Brilantni mozek Johna von Neumanna zazdvil nad teorii
svazi béhem krdtké doby okolo let 1935 aZ 1937 jako meteor — viz [5].

V ramci teorie svazi se zacaly studovat i topologické pojmy, napf.
riuzné druhy konvergence a vlastnosti tykajici se diskrétnich prostori.
Zabyvali se jimi PAVEL S. ALEXANDROV, GARRETT BIRKHOFF a JAMES
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V. ALEXANDER.

Svazy nasly uplatnéni i v matematické analyze, vénovali se jim napf.
LEONID V. KANTOROVIC (linedrni operace, linedrni polousporadané
prostory a jejich aplikace), CONSTANTIN CARATHEODORY (teorie in-
tegrall, teorie redlnych funkci), HOLBROOK M. MACNEILLE (aplikace
teorie svazl na integraly), GARRETT BIRKHOFF (uspofddané lineirni
prostory, zavisld pravdépodobnost a L-prostory) a SHIZUO KAKUTANI
(abstraktni L-prostory).

Rostouci polet matematiki se zabyval i Booleovymi algebrami.
MARSALL H. STONE zkoumal strukturu Booleovych algeber, teorii re-
prezentaci a systém axiomi pro Booleovy algebry. Vénoval se &isté Bo-
oleovym algebrdm, svazy jako takové nestudoval. Vlastnostmi Booleo-
vych algeber se zabyvali i ALFRED TARSKI (zdklady Booleovych alge-
ber), GARRETT BIRKHOFF (uspofddané linedrni prostory), HOLBROOK
M. MACNEILLE (rozsifeni distributivnich svazi na Booleovy okruhy) a
NEeAL H. McCoy (podokruhy direktnich souétii).

Zacaly vznikat i prvni souhrnné prace tykajici se svazi a roku 1938
se ve Fortschritten der Mathematik objevila kategorie ,Svazy, okruhy,
t&lesa* misto driv&jsi ,Okruhy, télesa“. TéhoZ roku se konalo i prvni
sympdzium na téma teorie svazi. Bylo to v dubnu 1938 ve spojeni s pra-
videlnym setkdnim Americké matematické spoleénosti.

5. G. Birkhoff: Lattice Theory, 1940

V roce 1940 vyS$la prvni monografie o svazech. Napsal ji G. BIR-
KHOFF a nazval ji Lattice Theory (Teorie svazl). Jednalo se o prvni
zpracovani problematiky teorie svazl jako celku. G. BIRKHOFF sjed-
notil a v né&kterych pfipadech i rozsifil poznatky obsaZené v ¢&lancich
z predchozich let. G. BIRKHOFF v tuvodu k Lattice Theory vysvétluje
pfi¢iny a nezbytnost vzniku této knihy a pfipomind i polatky svazi
v matematické logice [1]:

Od publikovani Schroderovy monumentdlni knihy Algebra
der Logik se vyjvoj matematické logiky ubiral smérem dosti
vzddlenym od Booleovijch algeber, avsak Booleovy algebry na-
chdzely své aplikace v nejruznéjsich oblastech, kter€ jiZ s lo-
gikou nemély mnoho spoleéného. Moderni algebra, projek-
tivni geometrie, teorie mnozin, funkciondlni analyza a prav-
dépodobnost zacaly zdviset na zobecnéné ,algebie logiky“ ve
smyslu Schridera. Kromé toho, obecné algebraické techniky,
jejichZ pouZiti znaéné vzrostlo, prindsely pti aplikaci na Bo-
oleovy algebry velké mnoZstvi novych vysledki.
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Tyto skutecnosti si Zddaji existenci knihy o ,algebie logiky“

napsané spise z pohledu algebry ne# logiky. A privé takovou
jsem se snaZil vytvotit. Za pfitaZlivé povaZuji zejména zahr-
nuti myslenek, které nezdvisle rozvijeli matematici odlisnyjch
zdjma, pod jedinou strukturu.

Lattice Theory se sestavad z deviti kapitol, v nichZ jsou v tvodnich
odstavcich rozvinuty pojmy teorie svazi, pfi¢emZ od kapitoly ke kapitole
jsou pfedstaveny specidlnéj§i druhy svazi, jejichZ vlastnosti a aplikace
jsou detailng&ji popsdny v dalSich ¢astech. G. BIRKHOFF se soustredi
zejména na propojeni svazu s riznymi oblastmi, a proto je kniha zdro-
jem i daldich matematickych poznatkl. Na konci monografie je uvedeno
17 nevyfeSenych problém.

6. Teorie svazi v letech 1940 — 1948

BIRKHOFFOVA monografie prezentovala pojmy teorie svazii v aktu-
alni a ucelené podobé&, a proto se stala dileZitym impulzem pro dal$i
rychly rozvoj. Ve 40. letech se teorie svazii stala uzndvanou ¢4sti moderni
algebry. Standardizovala se postupné terminologie (Verband v ném¢iné,
lattice v angli¢ting, treillis ve francouz8ting) i oznaéeni: pro spojeni a
prusek se zaaly pouZivat symboly U a N. N&ktefi matematikové vSak
pokradovali ve vlastni terminologii ¢i znadeni, napf. W. D. DUTHIE je$té&
v roce 1942 pouZivd symboly + a . a M. P. SCHUTZENBERGER V roce
1943 uZziva ndzev Dedekindova struktura.

Clanky vychézejici ve 40. letech se v&tsinou vénuji problémiim, které
naznafil ve své knize G. BIRKHOFF: véty o homomorfizmech a izomor-
fizmech, kongruentni svazy, svazy podalgeber, volné svazy a aplikace
svazli. Podet prispévki vzristal. V dobé& 2. sv&tové valky byl pocet
¢lanki od evropskych matematikd samoziejmé& omezen, av8ak rok 1946
prinesl radikilni zvySeni po&tu praci i v teorii svazi.

Mezi nejvyznamnéj§i matematiky, ktefi pfispé&li k obohaceni teo-
rie, patfi G. BIRKHOFF, C. CARATHEODORY (teorie miry a integrace,
identifikace prvkid ve svazu), R. P. DILWORTH (komplementérni svazy,
Birkhoffovy svazy, polomodulérni svazy, jednozna¢n& komplementarni
svazy), J. C. EVERETT (Gplné svazy, l-grupy, Galoisova teorie ve sva-
zech), O. FRINK (Booleovy algebry, komplementdrni modularni svazy,
projektivni prostory), A. G. KUROS (Jordan-Ho6lder-Schreierova véta,
direktni rozklady, vztah mezi teorii svazi a teorii grup), S. MACLANE
(Fetdzce v uspofddanych mnoZinich), H. M. MACNEILLE (teorie inte-
grace), J. C. C. MCKINSEY (reprezentace projektivnich algeber, alge-
bra topologie), T. NAKAYAMA (idedly ve svazech, l-grupy), M. H. A.
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NEWMAN (Booleovy svazy a okruhy, relativné komplementarni algebry),
O. ORE (svazy a struktura grup, relace ekvivalence, fetézce v uspofa-
danych mnoZinich, relace uzavéru, Galoisova korespondence), F. RIESZ
(ergodicka teorie), M. H. STONE (aplikace Booleovych algeber, charak-
teristickd funkce posloupnosti mnoZin, uspofddéni v abelovskych gru-
pach), M. WARD (Booleovy algebry, okruhové a svazové homomorfizmy,
modulérni svazy, operace uzavéru) a P. M. WHITMAN (volné svazy, ide-
aly ve svazech, relace ekvivalence, svazovy homomorfizmmus).

Z &eskych matematiki zkoumali svazové pojmy v ramci oblasti, jimiZ
se zabyvali, BEDRICH PospP{SiL, VLADIM{R KORINEK, LADISLAV RIE-
GER a KAREL KoUTsKY. B. POsPISIL se vénoval topologii; v praci 7]
studoval vlastnosti riznorodych topologickych prostori, jeZ mu umoz-
nily rozbor mnoha dileZitych Booleovych okruhii a prostori, které se
vyskytuji v topologii a teorii miry, dale zkoumal abstraktné algebraické
vlastnosti redlnych funkci definovanych v Booleové okruhu ([8], [9], [10]).
V té&chto pracich navazoval zejména na pojmy M.H. STONEA. V &lanku
[11] PosP{SIL zkoum4 idedly Booleovy algebry viech podmnoZin pevné
tFidy nekoneéného kardinalniho &isla.

VL. KORINEK se vénoval teorii grup a v ¢lanku Der Schreiersche
Satz und das Zassenhaussche Verfahren in Verbinden (1941) studoval
vlastnosti svazu s relaci, kterd pfedstavuje abstraktni analogii ,,b je nor-
mélni podgrupa a“. V €lanku jsou rozebrany podminky, které se vztahuji
k riznym &4stem Schreier-Zassenhausovy véty.

L. RIEGER se zabyval uspofddanymi grupami a idedly. Neznaje vy-
sledky G. BIRKHOFFA znovuobjevil [-idedly a jejich vztah k relacim
kongruence a lexikografickému sou¢inu. Definoval rovnéz cyklicky uspo-
fddané grupy a zkoumal jejich vlastnosti (,,On the Ordered and Cycli-
cally Ordered Groups,“ 1946, 1947/48).

K. KouTskY se v ¢lanku Sur les lattices topologique, 1947 vé&no-
val topologickym svazlim, coZ je zde svaz s operaci £ — =, kterd je
monotdnni, aditivni, idempotentni a/nebo incidentni. KOUTSKY roze-
bira riizné vlastnosti zvlaté pro pripad komplementarnich moduldrnich
svazi.

7. G. Birkhoff: Lattice Theory, 1948

V roce 1948 bylo publikovano druhé vydani BIRKHOFFOVY monogra-
fie Lattice Theory, které je v8ak znané upravené a rozsifené o vysledky
ze 40. let. Na prvnim vydani je patrné, Ze ,teorie svazii“ teprve vzniki,
nové vydani je ucelendjsi, dana teorie ma ,svij“ Fad, neni to jiz spo-
jeni samostatnych odstavci popisujici rizné pojmy €i vztahy k pojmim
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z jinych oborid. Je psdno pfehledné&ji, odstavce a kapitoly tvoii logi¢-
t&j8i celky. Na konci ka¥dého odstavce pfibyly pfiklady na procviéeni,
jsou zde zafazené zajimavé problémy tykajici se predchozich kapitol.
G. BIRKHOFF uvéadi i problémy fefené jinymi matematiky a odkazuje
na jejich &lanky. V n&kterych pfikladech jsou definovany i daldi terminy,
tyka-li se jich dané cvi€eni. V tomto vydani je uvedeno 111 nevyfeSenych
uloh (8 z prvniho vydéani bylo vyfeSeno), které se opét staly zdrojem a
impulsem pro dal3i rozvoj nejen teorie svazi, ale i dalich oblasti. Srov-
nanim obou vydani Lattice Theory je patrné, kterymi sméry se vyvoj
nové teorie ve 40. letech ubiral. Matematici zejména déle rozvijeli pojmy,
jejich vlastnosti a aplikace, nachézeli nové vztahy a pohledy, doslo k pro-
pojeni pojmi, které se zpo¢atku vyskytovaly samostatné. Novy pristup
vét§inou vyustil i v nové dikazy. Dochizelo k zobechiovani existujicich
pojmi, napf. polosvaz, semimodularni svaz, ¢i ke zobecné&ni pojmu zkou-
maného ve specidlni struktufe na obecnéjsi strukturu; napf¥. neutralni
prvky ve svazu poprvé zavedl O. ORE u komplementirnich modular-
nich svazl, u svazi obecné je pozdé&ji definoval G. BIRKHOFF. Nové
poznatky a vztahy €asto vedly i k pfeformulovani jiZ existujicich pojma,
vhodné&jsi definice se uplatnila napf¥. u pseudokomplementu, ortokomple-
mentu, atomérniho svazu, idealu €i neutrilniho prvku. Vznikaly samo-
zfejmé i zcela nové pojmy, jako napf. medidn nebo segment, a dochazelo
i ke zmé&nidm v oznafeni a pojmenovani.

Po roce 1948 teorie svazli pokrafovala v dalsim rozvoji, a to pfiro-
zené je§te ve v&t§im méfitku. BIRKHOFFOVA monografie se stala i nadale
»zékladni antologii“, ve které matematici nachazeli zdroj inspirace pro
mnoho zajimavych problémi.

Literatura
[1] Birkhoff, G., Lattice Theory, New York, 1940.
[2] Birkhoff, G., Lattice Theory, New York, 1948.
[3] Birkhoff, G., On the Combination of Subalgebras, Proc. Cambridge 29, 441-464.

[4] Birkhoff, G., What Can Lattices Do For You? Trends in Lattice Theory, New
York, 1970.

[5] Mehrtens, H., Die Entstehung der Verbandstheorie, Gerstenberg Verlag — Hil-
desheim, 1979.

[6] Peckhaus, V., 19th Century Logic Between Philosophy and Mathematics, The
Bulletin of Symbolic Logic 5 4(1999), 433—450.



238 Stépénka Bilova

[7] Pospisil, B., On Bicompact Spaces, Publ. Fac. Sci. Univ. Masaryk 270(1939),
1-16.

[8] Pospisil, B., Uber die messbaren Funktionen, Math. Ann. 117(1940) 327-355.

[9] Pospi%il, B., Eine Bemerkung iiber stetige Verteilungen, Cas. Mat. Fys.
70(1941), 68-72.

[10] Pospi%il, B., Von den Verteilungen auf Booleschen Ringen, Math. Ann.
118(1941) 32-40.

[11] Pospisil, B., Wesentliche Primideale in Vollstindingen Ringen, Fundam, Math.
33(1945) 66-74.

[12] Rota, G., The Many Lives of Lattice Theory, Notices of the AMS 44(1997)
1440-1445.

Stépdnka Bilovd

Katedra matematiky PFF MU
Brno

e-mail: bilova@math.muni.cz



		webmaster@dml.cz
	2016-08-09T13:54:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




