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§1 15

Kapitola 1

REALNA CfISLA

Pfedtéte si predmluvu, najdete v ni navod ke studiu této knihy.

§ 1. Uvod. Predpokldadam, Ze znate tzv. ,&isla pfirozeni* nebo téZ ,,celd kladna‘
(tj. &sla 1,2, 3, ....), dile ,,nulu‘ 0 a &isla ,,celd zApornd* (tj. &isla' -1, —2, -3, ....);
témto C&islim se dohromady fika ,,Cisla cela”. Dale -pfedpokladam, Ze znate tzv.

,,racionalni ¢isla®, tj. &isla, jeZ se daji psat ve tvaru 2, kde p, q jsou libovolna cela
q

¢isla aZ na to, Ze g nesmi byt nula (znak —g, napf. g, -_0—2, %, g tedy viibec nezavadi-

me). Predpokladam dale, Ze vite, kdy je% = g(tj. kdy dva zlomky vyjadfujf totéz

racionélni &islo; to nastava tehdy a jen tehdy, je-li ad = bc). Déle pi‘ed;;oklédém; Ze
znéte Gtyfi zékladni vykony podetni (s&itani, od&itini, nasobeni a déleni) pro racio-
nélni &isla a uspofadani t&chto &isel podle velikosti (jsou-li @, b dv& riizn4 racio-
nalni &sla, je vZdy jedno z nich men3i neZ druhé); dile Ze vite, Ze &sla racionalni

delime ve tfi skupiny: &isla kladn4, &islo nulu a &sla ziporna.!)
. ye n @ . L1 s
Vite, Ze soudet a + b, rozdil @ — b, soucin -ab a podil 3 dvou racionélnich &isel

a, b je opét racionélni &slo (pfi podilu musime ovSem predpoklidat, Ze b < 0;2)
déleni nulou vibec nezavadime; pro¢ tak Cinime, vite vlastné ze skoly, ale pozdéji si
o tom je3t& promluvime). Ze tomu tak jest, nahlédnete, vyjadtite-li racionélni &isla

a, b zlomky a =2, b = r-'(p, g, 1, s &sla celd) a potitate s nimi podle pravidel
q s
o poditani se zlomky; tak dostanete a + b, a — b,'bb,g opét ve tvaru zlomku,

M atd.
qs

napf.a + b =
1y Zlomek L4 (kde p, g jsou cel4 &isla a g neni nula) je kladny, jsou-li &isla p, ¢ ob& kladn4 nebo
q

obg zdporn4; zlomek je zdporny, je-li jedno z obou &isel p, g kladné, druhé ziporné; zlomek
je roven nule, je-lip=0. .
2) Znak a + b znamen4, e ¢islo a je rizné od &isla b, tj. Ze neni @ = 5.
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Pro tisporu mista piSi casto misto zlomkové cary délitko. Pritom jest oviem
nutno &asto pfidavat zavorky; napf. '
a

a:b=ﬁ, a:b+c=24+c¢. a:(b+c¢c)= s
b b. b+ c

a+ b

a+b:c=a+—lz, (a+b):c=
¢

atd. Neradim &tenati, aby si na tento zpilisob zvykal; uZivim ho pouze pro lsporu
mista.

Kdyby se matematika omezovala na ¢tyfi zakladni vykony peéetni, vystacili by
matematikové UipIn& s racionalnimi &isly; ale matematika zna éZ vyssi vykony, pfi
nichZ by omezeni na racionalni Cisla vedlo k nepfijemnostem. Takovym vykonem je
napf. odmociicvani: ptejme se napf. po cdmocning ze 2, tj. po Cisle x, jehcz étverec
neboli druhd mocnina se rovnd dvéma: x* = 2. Tvrdim, Zz neexistuje Zadné racio-
nalni dislo, jehoZ &tverec se rovna dvéma. Kdyby totiz takové racionalni cislo x

existovalo, dalo by se, jak vite, psat v tzv. zakladnim tvaru, tj. ve tvaru zlomku P
. q

2
kde p, q jsou nesoudélna cela &isla. PFitom by bylo p_z = 2, p* = 2q?, takZe by p*
q

bylo sudé¢ a tedy také p by bylo sudé.’) Tedy by bylo p = 2m, kde m je celé éislo.
takZe by bylo 4m? = 2q2, tedy 2m?* = g2, tak¥z by q? a tedy té% q bylo sudé. Cisla
p, q by tedy byla ob& suda, tj. délitelna dvéma, coZ neni moZao, nebot souasné maji
byt nesoudélna. Pfedpoklad, Ze existuje raciondlni &islo x, pro které je x? = 2, vede
tedy ke sporu.*) Kdybychom se tedy omezili jen na racionalni &isla, setkali bychom sc
JiZ pfi nejjednodussich ulohach, presahujicich Ctyfi zékladni vykony pcc:tni, s pod-
statnymi obtiZemi (napf. by neexistovalo &islo x, jehcZ &tverec se rovna dvéma;
k tomuto &islu vede viak velmi jednoduchi geometricka tloha, totiZ uloha, nalézt
délku uhlopficky ve &tverci). Z tohoto diivodu zavadime v matematice jesté dalsi
&isla, tzv. realna iracionalni ¢isla; Eisldm raciondlnim a realnym iracioralnim ¥ikame
dohromady ,,redlna &isla® a na pojmu rcalného &isla budou spcéivat uvahy této’
knihy.®) S realnymi iracionalnimi &isly jste se setkali také jiz ve $kole; ale jednak
3) ,,Cisla suda* jsou &isla tvaru 2m, kde m je libovolné &islo celé, tj. &isla 0, 2, — 2, 4, — 4, 6,

— 6, ...; ,Cisla lichd* jsou ¢isla tvaru 2m + 1, kde m je libovolné celé &islo, tj. Cisla 1, — 1,

3, — 3,5, — 5,... Je ziejmé, Ze Ctverec lichého ¢isla je liché &islo, a Ze Ctverec sudého &isla

. Mz

je sudé c&islo.

7) Diikaz, ktery jsme zde provedli, je typem tzv. ,,nepfimého dikazu*: abych dokazal n&jakou
vétu (zde vétu: neexistuje raciondlni ¢islo, jehoZ Ctverec se rovna dvéma), predpokladam, ze
tato véta je nespravni (v naSem pfipadé pfedpokladim, Ze existuje racionalni Cislo, jehoz
¢tverec se rovna dvéma) a ukazi, Ze tento piredpoklad vede ke sporu.

5) O tzv. &islech komplexnich, obsahujicich tzv. ,,imaginarni jednotku* i, promluvim aZ v posledni
kapitole této knihy.
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jste se pfitom musili spokojit nékolika naznaky, jednak ma teorie redlnych iracio-
nalnich ¢isel pro tkoly této knihy zasadni dileZitost; z téchto dvou divodi nebudu
predpokladat, Ze tuto teorii znate, nybrZ ji v této kapitole proberu. Tedy jest& jednou:

.nauka o raciondlnich Cislech, -tj. véty o jejich s¢itani, odgitini, nasobeni a déleni
a o jejich uspofadani podle velikosti, bude pro nés zdkladem, o n€mZ predpokladém,
Ze je vim znam, a na némZ budeme stavét.

K tomu vSak udinim jednu zasadni pozndmku. Spolehlivost matematickych vét
je ptedeviim diisiedkem metody, kterou se matematické véty dokazuji; matematika
vychazi z n&kolika malo jednoduchych a velmi pfijatelnych (nematematik by se snadno
dal svést k tomu, aby Fekl ,,samoziejmych*) v&t, které bez dikazu ptijimé; takovym
v&tam fikame axiomy. Z t&chto vét potom ryze deduktivnim usuzovanim (bez jakych-
koliv odkazi ke smyslovym zku§enostem) odvozuje véty dalsi; timto zpiisobem budeme
také v dalsi vystavbé v této knize postupovat. Oviem bylo by celkem malo platné,
kdybychom stavéli solidng prvni, druhé a dalsi poschodi a nestarali se o zaklady.
Témito zaklady pro nas jest, jak jsem pravé zdlraznil, nauka o racionélnich &islech.
Je nyni otazka, zda jste si tuto nauku osvojili zplisobem, ktery by snesl piisné, védecké
méfitko. A tu jist€ sami uzndte, Ze nikoliv; s n€kterymi ¢4stmi této nauky, napf.
s pfirozenymi &isly, jste se setkali jiZ v utlém véku; pozdsgji, na stfedni Skole, jste se

wewr

zab)"vali naukou o racionélnich éislech sice. védeétejm metodou ale jist'é by vase
‘eorii racionalnich &isel; neucxmm to vSak, a to z n€kolika dﬁvod_ﬁ. Predevsim je tato
teorie, .a¢ dosti jednoduchi, znané& abstraktni a ¢ini proto zaéété;énikovi Jisté obtiZe;
za druhé jsou to véci vam zndmé a tak vZité, Ze jist€ neni tfeba se obéavat, Ze byste se
v nich dopoustéli nesprivnosti. Za tfeti za4tednik nepochopi oby&ejng dosti vyznam
okolnosti, Ze se mu véci znamé odvodi piesnéj$im zplisobem; teprve aZ se pfi ziskavani
jinych, novych poznatkli seznimi se stupndm pfesnosti matematickych metod,

zatouZi po tom, upevnit si podobnym zplisobem téZ védomosti, ziskané ve, skole.

Z téchto divodi nebudu zde teorii racionalnich &isel odvozovat, nybrz budu predpo-
kladat, Ze ji znate a budu na ni bez rozpaki dale budovat.

Doporuguji vAm viak, abyste si pozdgji své v&domosti doplnili studiem teorie
racionalnich &isel. Jde pfi tom predné o teorii &isel celych (tj. napied o teorii Cisel
pfirozenych 1, 2, 3, ... a potom o rozsifeni této teorie i na&isla 0, —1, —2, —3,....);
za druhé jde o pi"echod od &isel celych k obecnym &islim raciondlnim (,,Jomenym*).

Odkazy na piislu$nou literaturu najde &tenaf ke konci § 6.

NeZ vSak pfistoupim k soustavnému vybudovani teorie realnych &isel, objasnim
vyznam nékterych nazvl a réeni, jichZ se v matematice &asto uZiva. Je-li 4 néjaky
vyrok, zna¢im symbolem non A logicky zépor tohoto vyroku. Je-li napf. 4 vyrok
,,koCka je savec*, je nonA vyrok ,,koCka neni savec®. Je-li A V)"rok ,,koCka neni
savec*, je non4 vyrok ,,koka je savec*. Nebo: je-li A vyrok ,islo 2 je ziporné®,
je nonA vyrok ,,Cislo 2 neni zdporné*. KaZdy vyrok toho druhu, jaké jsme uvedli
a jakymi se budeme zabyvat, je budto pravdivy nebo nepravdivy. Je-li vyrok 4 prav-

2 — Jarnik: Diferencidlni poZet I.
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divy, je vyrok non A4 nepravdivy; je-li vyrok A nepravdivy, je vyrok nonA pravdivy.
Ctenaf jisté vidi, které z uvedenych vyroki jsou pravdivé a které nepravdivé.
" Jsou-li ptedloZeny dva vyroky'4, B, jsou moZné tyto pfipady:®) I. 4 plati.
B plati. II. A plati, B neplati. III. A neplati, B plati. IV. 4 neplati, B neplati. Reknu-li.
Ze ,,plati budto 4 nebo B*, rozumim tim, Ze plati aspori jeden z téchto dvou vyroki
A, B, netvrdim tim viak, Ze by se vyroky 4, B navzijem vyludovaly. Jinak fedeno:
feknu-li, %e plati budto A nebo B, tvrdim tim, Ze z uvedenych &tyf pripadii nenastava
pripad IV. Napf. je spravna tato véta: ,,Kazdé celé ¢islo je budto sudé nebo nedélie
telné Etyfmi‘, nebot kazdé celé &islo, jeZ neni sudé, je liché a tedy nedélitelné Etyfmi.
Ovsem se ob€ moZnosti navzajem nevyluéuji, nebot &isla 2, —2, 6, —6; 10, —10, ...
jsou soudasn& sudé.a nedélitelna &tyfmi. Podobné pfi v&tsim podtu vyrokd; feknu-li
.»plati budto 4 nebo B nebo C*, znamena to, Ze plati aspori jedenz vyrokt 4, B, C.
Napf.: KaZdé racionélni €islo je budto vétsi neZ 5 nebo zdporné-nebo leZi mezi Cisly
—1,7 (to znamena oviem, Ze:je v&t3i neZ —1 a men3i neZ 7). Nebo: Kazdé racio-
nalni &slo je budto kladné nebo zaporné nebo nula. V poslednim piikladé se oviem’
tyto tfi pfipady navzijem vyluduji: &islo kladné neni ani zaporné ani nula, &islo za-
porné neni ani kladné ani nula, &islo nula neni ani kladné ani zaporné. Chceme-li tuto
okolnost zvlasté vyzmaéit, fekneme: ,,KaZ?dé racionalni &islo. je budto. kladné nebo
zaporné nebo nula a tyto t¥i pfipady se navzijem vyluduji® nebo.fekneme: ,,Je-li
déno libovolné racionalni &islo, nastavé jeden a jen jeden z t&chto pfipadi: budto
je toto &islo kladné nebo je zaporné nebo je nala“. Obecné: Feknu-li ,,Plati budto
A nebo B nebo C-a tyto tfi pfipady se navzdjem vylu€uji* nebo feknu-li ,,Plati jeden
a jen Jeden z vyroki A4, B, C*, rozumim.tim, Ze nastiva jeden z téchto tfi pfipadu
(jeZ se ovSem navzajem vyluduji): o) 4 plati, B neplati, C neplati. B). A. neplati, B
_plati, C neplati: y) 4 neplati, B neplati, C plati.®*)
Dal3i &asto uZivané réeni jest ,,Plati-li 4, plati B*“; to znamena, Ze ze ¢ty moz-
nosti I a% IV nenastava piipad II (4 plati, B neplati). Misto ,,plati-li 4, plati B
fikame té% ,,z A plyne B“ nebo ,,4 implikuje B*.

Poznamenavam, Ze vyrok-

(o) : »»Plati-li 4, plati B
znamena totéZ jako vyrok
B ..Budto neplati 4, nebo plati B*.

©) Rik4m krat&eji ,,plati — neplati* misto ,,je pravdivy — je nepravdivy‘.’

6al) V obecném jazyce se slov ,,budto-nebo** uziva v dvojim smyslu. Reknu-li ,»dnes vecer pljdu
budto do divadla nebo do biografu*, myslim pfitom zpravidla také na to, Ze se tyto dvé moz-
nosti navzijem vyluéuji. Reknu-li v8ak ,,ten student nic neumél — je budto lenoch nebo je
neschopny*‘, nechci tim rozhodng fici, Ze by se lenost a neschopnost navzajem vyluovaly.
Je dulezité, abychom se pfesné smiluvili, v kterém smyslu budeme v matematice réeni ,,plati
budto 4 nebo B“ uZivat. V matematice se ¢ast&ji vyskytuje ten pnpad Ze ndm nezileZi na
tom, zda se 4, B navzdjem vylu€uji. Proto budeme tohoto réeni uZivat ve smyslu | uvedenérr
v textu: plati aspori jeden z vyroku A, B.
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- Dikaz. Vyrok () znamena podle definice, Ze ze &yf moZnosti I a% IV nenastiva
_pfipad II. Naproti tomu vyrok (B) znamen4, Ze plati aspoii Jeden z vyrokid

('y) ,,A neplatl“, ,»B plati“

Prohlédnete-li si pfipady I aZ IV, vidite jhned: V pfi padech I, III, IV plati aspoii
jeden z vyroki (y), kdeZto v p¥ipadg II neplati Zadny z nich. Vyrok B tedy znamena.
%e nenast4va pfipad II, tj. vyrok (B) znamen4 totéz jako (a).

Véta
(*) LPlati-li A, plati B
znamena totéz jako véta ,,Plati-li non B, plati non A%, tj. totéZ jako véta
(**) ,,Neplati-li B, neplati A*.

Nebof je-li spravna véta (*) a neplati-li B, nemiiZe platit 4; nebof kdyby platilo 4,
platilo by B podle véty (*). Ze spravnosti vety (*). plyne tedy spravnost véty (**)
a obdobné sezna Ctenaf sam, Ze ze: spravnosti, véty (**) plyne spravnost vity (*).
Pfiklad: budiZ 4 trojuhelnik o stranich q, b, c, pfiemZ je c nejdelm strana. 7) Budiz
A vyrok " ,trojuhelnik 4 -je pravouhly e , B budiz vyrok e = a* +'b*“. Potom
vite, Ze plati implikace ,,Plati-li 4, plati B“ tj. slovy: ]e-h trOJuhelnik A ‘pravouhly,
Je c? = a* + b?; to je Pythagorova.véta. Tato vétaizhamen4 totéZ ]ako véta: ,,Neni-li
= a? + b2, neni trojuhelnik 4 pravouhly

Zdiraziiuji, Ze véta ,,platl-h Ay plat1 B“ a Véta ,,platl-h B; plati A* jsou dv&
véty podstatne rzné. Pnklad budiz 4 vyrok ,,tro_;uhelmk 4 je rovnostranny“ (t_].
viechny tfi jeho strany jsou ste_]ne) budiz B vyrok ,,tro_;uhelnik Aje rovnoramenny
(tj. aspoit dvé — ale moZna Ze i vsechny tfi — jeho strany jsou stejné) Potom véta
,,Plati-li 4, plati B“(tj. kaZdy rovnostranny trojuhelnik je rovnoramenny) je spravna,
kdeZto véta ,,Plati-li B plati A (tj. kaZdy rovnoramenny trojuhelnik je rovnostranny)
je nespravna. Jestlize viak pro dva vyroky A, B plati soucasné, Ze z A plyne B a Ze
z B plyne A, fikime struénéji ,,4 plati tehdy a jen tehdy, plati-li B* nebo ,,4 plati,
kdy? a jen kdyZ plati B*. Je-li napt. A vyrok ,,trojihelnik 4 je rovnostranny* a je-li
B vyrok ,.trojihelnik 4 je rovnouhly* (tj. viechny jeho thly jsou stejné), potom je,
jak vite, spravna véta ,,4 plati tehdy a jen tehdy, plati-li B (tj. trojihelnik je rovno-
stranny tehdy a jen tehdy, je-li rovnothly). Mame-li dok4zat vétu ,,4 plati tehdy
a jen tehdy, plati-li B, musime dokazat tyto dv& véty:

(**%) Plati-li 4, plati B; plati-li B, plati 4 .

Misto prvni véty stadi oviem dokazat téZ vétu ,,neplati-li B, neplati A* a misto druhé
sta¢i dokézat vétu ,,neplati-li 4, neplati B*“. Téchto moZnosti se vskutku &asto uZiva:.
tak napf. misto v&t (***) se Casto dokazuji tyto véty:

(****) Plati-li 4, plati B; neplati-li A, neplati B .

7) To necht znamena, ¥e 24dna ze stran a, b neni delf neZ c; miZe oviem popf. jedna (nebo-
i ob€) ze stran a, b byt rovna c.

28
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Véta ,,A plati tehdy a jen tehdy, plati-li B znadi, jak je patrné, Ze ze &tyf pfipadid
uvedenych na str. 18 nenastava pripad II ani II1, tj. Ze vyroky A4, B jsou budto oba
pravdivé nebo oba nepravdivé, Je zfejmé, Ze véta ,,A plati tehdy a jen tehdy, plati-li
B* znamena totéZ jako ,,B plati tehdy a jen tehdy, plati-li 4.

Poznamka 1. Misto véty ,,plati-li 4, plati B“ fika se n&kdy té% ,,4 je postalujici:
-podminka pro B (to znamena tedy: pravdivost vyroku 4 sta&i k tomu, aby pravdi-
vost vyroku B byla zaru&ena) nebo téZ ,,B je nutni podminka pro 4 (ma-li A byt
pravdivé, musi byt nutné B pravdivé — nebot kdyby B ncbylo pravdivé, nemohlo by
A byt pravdivé; oviem pravdivost vyroku B nezaru€uje jestd pravdivost vyroku A).
Véta ,,4 je nutnd a postacujici podminka pro B znamcena pak, Ze z B plyne 4 a sou-
casné z A plyne B; tj. tato véta znamena prosté: ,,4 plati tehdy a jen tehdy, plati-li
B*. Napf. rovnostrannost trojlihelnika je postadujici podminkou pro rovnoramen-
nost, rovnoramennost je nutnou podminkou pro rovnostrannost, rovnostrannost je
nutnou a postaujici podminkou pro rovnouhlost. My vSak budeme uZivat nazvi,
uvedenvch v této poznamce, pouze prileZitostné. '

Poznamka 2. Misto ,plati-li 4, plati B fikdme Casto prao vétsi zfetelnost
(hlavng jsou-li vyroky A4, B sloZité): ,,Pfedpokladejme, Ze plati A; potom plati B;
nebo: ,,Nechf plati A; potom plati B*; nebo: ,,BudiZ splnéno 4; potom plati B*
a podobné.

V matematice se &asto uZivd slova mnoZina. MnoZinou nazyvime souhrn
néjakych véci; jednotlivé véci, z nichZ se mnoZina sklada, nazyvame prvky dili ele-
menty té mnoZiny. Nebudu se poustét do podrobné diskuse pojmu mnoZiny; objas-
nim jej pouze na nékolika prikladech, jeZ &tenafi jisté postadi:

1) MnoZina M, vSech pfirozenych &isel; prvky této mnoZiny jsou jednotliva
pfirozena Cisla 1, 2, 3, ..., takZe napf. ¢islo 5 jest a Cislo % neni prvkem mnoZiny M,.
2) MnoZina M,, jejiZ prvky jsou &isla 3, 5, 18; tato mnoZina se sklada ze tfi

prvka. .

3) MnoZina M, viech kruZnic v roving; prvky jsou jednotlivé kruZnice v roving.
Napf. kruZnice o rovnici (x — 1)® + (y — 3)* = 16 je prvkem, kdeZto elipsa o rov-
nici x? + 2y? = 1 neni prvkem mnoZiny M;.?)

4) MaoZina M, vizch prvogisel vitSich neZ 6 a mensich neZ 27; prvky jsou &isla
7,11, 13, 17, 19, 23 — tedy celkem Sest prvki. ‘

5) MnoZina M viech racionalnich &isel, jeZ jsou kladna a sou¢asn€ mensi nez 1.
Napf. &isla —5, —1, 0 nejsou prvky mnoZiny Ms, jeZto nejsou kladnd; Cisla 10,
2, 1 nejsou prvky mnoZiny My, jeZto nejsou mensi neZ 1; zato &isla 3, 2, ;%’o jsou prvky

. mnoZiny M.

8) Timto ptikladem vlastnd pfcdbil;ém; dosud nepfedpokldddm nic jiného neZ znalost racio-
nélnich &isel, a k tomu, abychom mohli mluvit o k ruZnicich a elipsdch v tom smyslu, jenZ vim
je bZZny ze Skoly, musili bychom mit k dispozici také iraciondlni ¢isla. Mné€ vsak pfi tomto
ptikladg $lo jen o to, ukazat na pfikladg, Ze prv ky mnoZiny mohou byt nejen Cisla, nybrz
i docela jiné vé&ci.
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6) Je uZelné zavést pojem prdzdné mnoZiny, tj. mnoZiny, je% neobsahuje Z4dny
prvek. Definujme napf. Mg jakoZto mnoZinu viech prvodisel, jeZ jsou vét§i nez 7
a soucasné mensi neZ 11; neexistuje Zddné takové prvoéislo, takZe mnoZina Mg je
prazdni. MnoZinu, jeZ obsahuje aspoii jeden prvek, tj. jeZ neni prazdn4, nazyvame
neprdzdnou. Zavedeni pojmu prazdné mnoZiny je G&elné v soustavné teorii mnoZin;
pro tkoly této elementarni knihy nema viak tento pojem mnoho dileZitosti.

7) BudiZ M, mnoZina viech &isel raciondlnich, jeZ nejsou ani kladné ani za-
porni. Tato mnoZina obsahuje jediny prvek, totiZ &islo O.

Okolnost, Ze véc a je prvkem mnoZiny M, znaime znakem a € M; abychom
vyznalili, Ze a neni prvkem mnoZiny M, piSeme n€kdy a non € M. Napi.: 2e M,,
5e M,, 19 none M,,-—5non € M,. MnoZinu povaZujeme za danou, jsou-li dany
jeji prvky; dvé mnoZiny M, N povaZujeme za stejné, skladaji-li se z tych¥ prvkd,
a piSeme, abychom tuto okolnost vyznacili, M = N. To tedy znamena: kaZdy prvek
mnoZiny M patfi k mnoZin& N a kaZdy prvek mnoZiny N patfi k mnoZin&M. Znakem
M # N vyznalujeme okolnost, Ze neni M = N; to znamena tedy: budto existuje
prvek mnoZiny M, jenZ nepatii k N, nebo existuje prvek mnoZiny N, jenZ nepatii
k M. MnoZinu M nazyvame ¢dsti mnoZiny N, jestliZe kaZdy prvek mnoZiny M patif
k mnoZing N, tj. jestlize plati implikace: je-li a € M, je a € N, {j. jestliZe neexistuje
Zadny prvek mnoZiny M, ktery by nepatfil k N. Okolnost, Ze mnoZina M je &asti mno-
Ziny N, vyjadfujeme znakem M < N. Tedy nap¥. prazdni mnoZina je &asti kazdé
mnoZiny; nebo (viz hofejsi ptiklady): M, = M,, M,  M,; nenf viak M; c M,
ani Ms; < M,.- KaZda mnoZina M je podle definice €asti sebe samotné: =~
M < M. Rovnost M = N znamena patrng, Ze je soutasné M = N, N < M (tj. kazdy -
prvek z M patfi k N a kaZdy prvek z N patfi k M; timto zplidobem se nejlastéji
rovnost dvou mnoZin dokazuje). MnoZinu M nazyvame pravou &dsti mnoZiny N,
je-li M = N a soucasn& M = N; napf. mnoZina vSech sudych kladnych &isel 2, 4,
6, ... je pravou &asti mnoZiny viech &isel pfirozenych; prazdnad mnoZina je pravou
&asti kaZdé neprazdné mnoZiny atd.®) '

MnoZinu nazyviame konec¢nou, ma-li koneny pocet prvki; také prdzdnou mno-
Zinu po&itdme mezi konetné mnoZiny a fikame, Ze poéet jejich prvkd je roven nule.
Je vm zndmo, Ze prava &ast kone&né mnoZiny M je opét kone¢ni mnoZina a ma
men3i po&et prvki neZ mnoZina M.'°) Tak v piikladech na str. 20 aZ 21 jsou mnoZiny
M,, M,, Mg, M, konené a maji po fad& tento pocet prvkd: 3, 6, 0, 1. MnoZinu,
jeZ neni podlé nasi definice konedna, nazyvame nekoneénou. Ze mnoZina M je ne-
kone¢na, pozname &asto podle téchto vét: ' ’

9). Nekteti autofi pisi M S N, je-li M &asti N, a pisi M < N jen tehdy, je-li M pravou Esti N.
Misto non € se &asto piSe € nebo ¢.

10y yyznam réent: ,,MnoZina M se sklid4 z n prvkd* (nap¥. ,,mno¥ina; jejiz prvky jsou jedno
jablko, jest& jedno jablko, jedna hruska a jedna jahoda, se skldd4 ze &tyf prvki‘') je vim
bézny od détskych let. Pfi védeckém vybudovini matematiky potiebuje oviem tento pojem
revize; nékteré lit;rarni udaje viz ke konci § 6.
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- A) Md-li M nekoneénou &st N, je mno%ina M sama nekoneénd. Dikaz: kdyby
mnoZina M byla koneén4, byla by i kazda jeji ast, tedy i mnoZina N, kone¢na.

B) Necht md mnofina M tuto vlastnost: je-li n libovolné pFirozené {islo,
existuje mnoZina N = M, jeZ je konecnd a md prdvé n prvkii; potom je mnoZina M
nekoneénd. Diikaz (nepfimy): Pfedpokladejme, Ze mnoZina M je kone&na a budiz
m podet jejich prvkli. Zvolme n = m + 1; podle pfedpokladu existuje mnoZina
N = M, jeZ ma m + 1 prvki. Ale to neni moZné, jeZto kazda &ast mnoZiny M ma
nejvySe m prvki. Z véty B) dostavame napf. ihned, Ze mnoZina M, (viz str. 20) je
nekone€na; zvolim-li totiZ libovolné &islo pfirozené n, je mnoZina pfirozenych &isel
od 1 aZ do n Casti mnoZiny M, a ma n prvki. Podobné: mnoZina, jejiz prvky jsou
kruZnice o rovnicich

2+ yr=1%, X2+ p*=2%, ... ,x*+ y*=n?,
je Gasti mnoZiny My a ma n prvki (pfi€emZ za nmohu volit libovolné pfirozené &islo);
’ 1
n+ U
ma n prvki a je ¢asti mnoZiny Ms; tedy mnoZina M je nekonecna. Priklad na uZiti
véty A): mnoZina Mg viech racionalnich &isel je nekone€na; nebot nekone&na mno-
Zina M je Casti mnoZiny My.

tedy mnoZina M je nekone¢na. Dale: mnoZina, jejiZ prvky jsou &isla %, 31, ceo

§ 2. Aritmetika racionilnich Cisel. V § 1 jsem fekl, Ze nauku o racionalnich &islech
budu povaZovat za znamou. V tomto § 2 sestavim né&které zakladni véty z nauky
o racionélnich &islech, pfiemZ vsak nebudu vétSincu provadét dikazy, nebot pred-
pokladim, Ze tyto v&ci jiZ znime. Jeto se stavime na stanovisko, Ze dosud Zadna
jina neZ racionalni &isla neznime, budu v tomto paragrafu fikat pro zkriceni prosté
,,&islo* a budu tim rozumét ,,racionalni &islo*.

1. SCITANI (A ODCITANI)

Uspotadanou dvojici &isel [a, b] rozumim toto: je dano jisté &islo a jakoZto prvni
Clen a jisté &islo b jakoZto druhy €len té dvojice; dvé dvojice povaZuji za stejné tehdy
a jen tehdy, maji-li stejny prvni ¢len a stejny druhy &len; napf. je-li a % b, je [b, a]
jina dvojice neZ [a, b]. Oba Elenové dvojice smé&ji si byt rovni; [a, a] je také uspofa-
dan4 dvojice, jeji prvni ¢len je a, jeji druhy Elen je totéz Cislo a.

KaZdé usporadané dvojici &isel [a,b] pfifazujeme jistym zpisobem (ktery znate
ze $koly) urgité &islo, které nazyvame souctem &isla a a &isla b a znagime je znakem
a + b. Znate jist3 nazvy: s€itini, s&itanec. Pro tento vykon ,.sGitani® plati pak tyto
véty:

Vétal. ¢ + b = b + a (tzv. zdkon komutativni; dvojici [b, a] je ptifazenn
totéZ &islo jako dvojici [a, b], &ili: hodnota soudtu nezavisi na pofadi s¢itanch).
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Véta 2. (a + b) + ¢ = a + (b + ¢) (tzv. z&kon asociativni; doufém, Ze ze Skoly
.< vam b&%ny vyznam z4vorek. Leva strana zna&i: utvofim soudet t&ch élsel v zévorce
a k n¥mu ptidtu &slo c; poloZim-li tedy a + b = d, je leva strana rovnice d+c.
Podobné prava strana je soucet &islaa a&islaf = b + c. Véta 2 pak pravi, Zed + ¢ =

=a +f)
. Véta3.a+0= a (&islo se neméni, pfitteme-li k nému nulu).

Véta 4. Jsou-li a, b dvé libovolnd &isla, potom existuje jedno a jen jedno'')
cislo x, pro néZ plati rovnost b + x = a; toto ¢islo znadime znakem a — b (znite
nazvy: odgitani, rozdil (x), men3enec (a), mensitel (b)).

Poznamka 1. Kazdé usporadané dvo_|1c1 &isel [a, b] je pfifazeno jisté élslo
a —-b, podobng jako tomu bylo u séitani. Ale pro od¢itani neplati zdkon ,,komuta- -
tivni*, nebof jen ve vyjime&nych piipadech plati rovnost a — b = b —a (kdy to
plati?) a rovn&Z neplati zikon ,,asociativni*, nebot jen ve vyjime&nych pfipadech
plati rovnost (a — b) — ¢ = a — (b — ¢) (kdy to plati?). Tento pfiklad snad poudi
étenéfe, aby se na véty 1, 2 nedival jako na zbyte&né samozfejmosti: s¢itani je ,,komu-
tativni“ a ,,asociativni®, ale existuji jiné dileité vykony, které tyto vlastnosti nemaji.

Poznamka 2. PoldZime-li ve v&t€ 4 specialn& a =.0, dostavame, e pfi daném
b existuje jedno a jen jedno &islo x, pro néZ b + x = 0; je to &islo 0 — b, misto n€hoZ
pro zkréaceni piSeme oby&ejng — b; je tedy b + (— b) = 0 a podle véty 1 téz

(1) (-5 +b=0:

Rovnici (— b) +x =0 vyhovuje viak podle definice jediné &islo x = — (= b),*?)
podle rovnice (1) ji viak vyhovuje &islo b; obé tato &isla jsou tedy stejn, tj. — (-b) =

= b. Snad nemusim podotykat, Ze-&islo — b nemusi byt zaporné; napf. pro b =
= — 2 je — b=2. Podle vity 3 (pro a =0) je 0 + 0.= 0; rovnice 0 + x =0
ma tedy feSeni x = 0. Soucasn€ v3ak vime, Ze rovnice 0 + x = 0 ma jediné feSeni
x = — 0. Tedy obg feSeni jsou stejna, tj. — 0 ="0.

11. NASOBENI (A DELENI()

KaZdé uspotadané dvojici &isel [a b] pfifazujeme jistym zpisobem (ktery znite ze
3koly) urtité &islo, které nazyvame soucinem &isla a a &isla b a oznaCujeme je zna-
kem ab (nebo téZa. b, a x b). Znate nézvy: nasobeni, &initel. Plati pak tyto véty:

Véta 5. ab = ba (zikon komutativni).

Véta 6. (ab) ¢ = a(bc) (zékon asociativni; podrobng: poloZim-li ab = d, be = f,
je de¢ = af). -
) »Jen jedno** znamen4 ovSem, Ze neexistuji dvé rizna takova &isla. .
12y Obdirng: poloZme — b = a; rovnici (— b) + x = 0, tj. rovnici a + x = 0 vyhovuje jedno

a.jea jedno &islo, totiz x = — a = — (— b).
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Véta 7. (a + b)c = ac + bc (tzv. zékon distributivni, spojujici sgitdni s na-
sobenim).

Véta 8. a . 1 = a (viimn&te si podobné vlastnosti nuly u s¢itani, véta 3).

Véta 9. Soucin ab je tehdy a jen tehdy roven nule, je-li alesp\or‘z' jedno z Cisel
a, b rovno nule. Tedy obsirng: je-li a = 0, je ab = 0; je-li b = 0, je také ab = O;

je-li vSak a + O asoucasné b + 0, je ab + 0. Uvédomte si dobfe tuto dileZitou vétu,
kterou ze Skoly znate, které jste viak asi pfili§ asto neuZivali!

Véta 10. Jsou-li a, b dvé Cisla, pricemZ b £ 0, potom existuje jedno a jen
. o . , o o a, .
jedno éislo x, pro néZ plati rovnost bx = a; toto Cislo x znadime znakem B(pro

usporu mista piSeme n&kdy téZ a/b nebo a : b). Znéte nazvy: déleni, podil (x), délenec
(a), dlitel (b).

.Pozndmka 3. Ve véte 10, ktera obsahuje téz deﬁnici/podilu %, jsme predpokla-
dali b # 0; nezavadime tedy viibec znaky% — proc? Podil % byl pro b #* 0 defino-

van jako &islo x, vyhovujici rovnici bx = a. VSimnéme si nyni této rovnice prob = 0.
Potom ma rovnice tvar 0. x = a a leva strana této rovnice se rovna podle véty 9
nule pro kaZdé x. Je-li tedy a = 0, je rovnice 0.x = a splnéna pro kaZdé x, je-li
a % 0, neni rovnice 0 . x = a splnéna pro Zddné x; v Zddném z obou pfipadi nemame
< R . L xr o . e @
tedy nejmensiho voditka, které ¢islo x bychom méli definovat jako ,,podil 6 a proto
radgji tento podil — aspoil v této elementérni knize — vibec nedefinujeme; mohli
bychom jej sice definovat jak chceme (a v n&kterych specialnich partiich matematiky

se to n€kdy jevi Ggelnym), ale nemdhli bychom oéekévaf, Ze by podil % — at bychom

jej definovali jakkoliv: — mél ony rozumné vlastnosti, které od podilu odekavime.
Jesté jednou tedy zdiraziiuji: déleni nulou neni v této knize viibec definovano a je
tedy vylouceno z nasich uvah.

Poznamka 4. Véty 1 aZ 10 tvoii zaklad, z n€hoZ je moZno odvodit véty o Etyfech
zakladnich vykonech pocetnich, jak je znate ze $koly z algebry (napf. véty o vytykani
pied zavorku, véty o odstrafiovani zavorek, o upravé zlomkd atd.), pokud se v nich
netyskytuji pojmy kladny, z4porny, vétsi, mensi.'3) Nebudu tyto véci soustavn&

* odvozovat (jeZto je povaZuji za zndmé); n¥které viak prikladim jako cvideni.

Cviceni

1. Tato kniha neni utebnici algebry; proto se nesnaZim uvést zdkladnf véty tohoto para-
grafu na nejmensi polet. Zjistéte napf., Ze véta 9 je disledkem ostatnich uvedenych vét! Navod:

13) 0O téchto pojmech si promluvime za chvili.
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I Jest a+0=a, tedy a.a=al@a+0)=a.a+a.0. Ale rovnice a.a+ x =a.a ma
feSeni x = 0 (véta 3) a toto feleni je jediné (véta 4). Tedy:a.0 = 0. II. Je-li a =0, ab = 0,
existuje ¢ tak, e ca = 1 (véta 10); tedy (ca) b = c(ab) = c.0'=0, 1.5 =0, b = 0 (vita 8).
Tim je véta 9 doké4zana (je-li jeden &initel 0, je Soudin nula; je-li soudin nula a jeden Einitel rﬁzny
od nuly, je druhy &initel nula).

2. Jest (—a).c= — (ac), a.(— ¢) = — (ac), (— a).(— ¢) = ac. Nivod: ac + (— a) .
.c=(a+ (—a)c=0.c=0; ale rovnice ac + x = 0 mé jediné ¥fe$eni x = — (ac). Druhy
vzorec plyne pak z komutativniho zadkona, tfeti takto: (—a).(—c¢)= —(—a).0) =

— (— (ac)) = ac (nebot — (— b) = b).

3. a — b = a + (— b). Navod: staki dok4zat, %e b 4 (@ + (— b)) = a. Obdobn& dokaZte:

a ) .
B‘d.;(_le-hb#()).

4. Rovnice % =0 plati tehdy a jen tehdy, je-li @ = 0 (ndsobte ob& strany b; pfedpoklddam
oviem b =+ 0).

III. USPORADANI CISEL PODLE VELIKOSTI

Je vim zndm vztah mezi &isly, ktery vyznaCujeme znakem > a ¢teme slovy ,,vEtSi nez*
O tomto vztahu plati tyto véty:

Véta 11. Jsou-li a, b &isla, potom plati vZdy jeden a jen jeden z téchto tFi vztahii:
budto je a = b nebo a > b (&ti ,,a V&t neZ b*) nebo b > a

Véta 12. Je-lia > b, b > c, jea > c.

Véta13. Je-lia> b,jea+c> b + c.

Véta 14, Je-lia > b,c > 0, je ac > bc.

Véta 15. Ke ka¥dému &islu a existuje pfirozené éislo n, jeZ je vétsi neZ a.

Pro pohodli zavidime vedle znaku > je$t& znak <; misto'a >"b (,,a je vetsi
nez b*) pi§zme také b < a a &teme ,,b je mensi neZ a*. Cisla, jeZ jsou vét3i nez 0,
nazyvame kladnymi, &isla, jeZ jsou mensi neZ nula, nazyvame zdpornymi.

Véty 11 aZ 15 znate ze Skoly zrovna tak jako véty 1 aZ 10. Ale snad jste s nerov-
nostmi tak &asto nepcéitali jako s rovnostmi, a proto se u nich chvili zdr¥ime. Vzpo-
meiite si, jak jste si ve §kole znazoriiovali &isla na ose &iselné: zvolili jste si podatek
(Gili ,,bod 0%) a jednotku délky. Cislo 2 nap¥. bylo zndzorn&no ,,bodem 2, tj. bodem
vpravo od ,,bodu 0 ve vzdalenosti dvou jednotek; ¢&islo —2 bylo znazornéno
»bodem — 2% tj. bodem vlevo od ,,bodu 0% ve vzdalenosti dvou jednotek. JestliZe
,»bod a‘ (tj. bod, znazoriujici &islo a) leZi vlevo od ,,bodu b*, fikdme, Ze &islo a je
men3i neZ b nebo také Ze b je vét3i neZ a'?). Pfirozeng toto znizornéni, pokud spo-

14) Cisla kladn4 (tj. v&t3i neZ nula) se tedy zobrazuji vpravo, &sla zipornd (tj. mensi neZ nula)
vlevo od ,,bodu nula*.
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&iva na hrubém zrakovém nézoru, tj. pokud se na pfimku divim jako na &aru,
nakreslenou napf. podle pravitka tuZkou na papife, nemiiZe slouZit za podklad mate-
matickych diikazi; takova ¢ara je nesmirng sloZity tutvar, sloZeny ze zlomk tuhy
a pokaZdé v podrobnostech jiny;!®) ale ji zde nechci provadét diikazy vét 11 a% 15,
nybrZ checi pouze je vybavit z &asteéného zapomenuti, do kterého tyto véty u vas
moZna upadly proto, -Ze se jich 've Skole pfili§ ¢asto neuZiva. Soustavné pouceni
o té&hto vécech najdete napi. v knize akad. V1. Kofinka ,,Zaklady algebry* (1953,

2. vyd. 1956). Vezm&me n&kolik pfikladi: je 3 >2,2>03>-4,0> —-1,-3 >

> —5. Véty1lal12j Jsou vam jist& jasné; rovnez tak véta 15, ktera fika toto: mam-li

libovolné racionlni cxslo (p, q cela msla q * 0), existuje celé ‘kladné &islo n, jez
q

je v&ti nez 2'(takie ,,bod n* leZi vpravo od ,,bodu = ) Véta 13 fikéa toto: je-lia > b
q ) . : q )

a pri¢tu-li k ob¥ma &slim a, b toté% &islo (jakékoliv: kladné, zaporné nebo nulu),
zlstane nerovnost zachovéna. Napf. 3 > latedy3 +2>1+2,3 +(=7) > 1 +
+(=7); =2> =5 atedy (=2) + 6 > (=5) + 6, (=2) + (=3) > (=5) + (-3)
atd. Véta 14 fika: je-li @ > b a nasobime-li obg &isla,a, b tymZ kladnym &islem c,
ziistane nerovnost zachovana. Napk. jest 4 > 3 a tedy 4.2 > 3.2; jest 2> — 3
atedy 2.5> —3.5; jest 2> —4 a tedy (—2).3 > (—4).3 atd. Po t&chto
poznamkach jste se jist€ jiz spratelili s vétami 11 a% 15 a zaroveil jste si uvédomili,
Ze je skuteCn€ znate ze Skoly.

Véta 14 tika, Ze nerovnost mezi dvema Cisly zlistava zachovana, nasobime-li
obé Cisla tymZ kladnym c1slcm Jak je tomu, kdyZ nasobime zdpornym cislem?
O tom nas pouluje

Véta 16. Je-lia > b, ¢ < 0, je ac < bc. Tedy: ndsobime-li obé strany nerovnosti
tymZ zdpornym &islem, musime obrétit smysl nerovnosti. Napf. je 3 <'5 a tedy
3.(-2)>5.(-2)je2> —latedy2.(=3) < (-1).(=3);je =2 > —3 a tedy
(—2).(-5) < (—3).(—5). Dfive nez dokazi vétu 16, dok4Zi tuto pomocnou vétu:

Véta17. Je-lia > b, je —a < — b.

Dikaz. Z nerovnosti a > b.podle véty 13 plyne a + (— a) > b + (— a),
tj. 0> b + (— a). Odtud podle véty 13 opét (— b) + 0 > (= b) + (b + (— a)).
coz dava — b > 0 + (— a), tj. — b >. — a.2)

Specialni pfipad véty 17: Je-li a > 0, je — a < 0 (vyjde vlastné —a < — 0,
ale — 0 = 0 podle pozn. 2); je-li-b <0, je — b > 0.

Dikaz v&ty 16. Budiz a > b, ¢ < 0; podle véty 17 je — ¢ > — 0, ale — 0 =
= 0; tedy — ¢> 0. Podle véty 14 je tedy a.(—¢c) > b.(—¢), tj. (viz
15y O vyznamu zrakového ndzoru v matematice si povime pozdgji vice.

16y Myslenka diikazu je tato: snaZim se v nerovnosti a> b ,,pfevést” a na pravou stranu a b
na levou; k tomu cili pfi¢tu napfed — a, potom — b.
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cviteni 2) — (ac) > — (be), tedy (véta 17) — (— (ac)) < — (= (be)), 'tj.:(viz pozn. 2)
ac < be.

‘Poznamka 5. Nasobite-li obg strany n&jaké nerovnosti nulou, pfejde oviem
nerovnost v rovnost: je-lia' < b,jea.0="5.0=0.

Cviceni
5. Soucin dvou kladnych nebo dvou zdpornych Cisel je kladny, soucin kladného a iéporné.ho

Jje zaporny (nerovnost a> 0 nebo 0 > a ndsobite &islem b > 0 nebo b < 0).

6. Soutet dvou &isel kladnych je kladny (jelia > 0,5 > 0,jea + b > 0 + b = b > 0);'7)
soucet dvou zapornych je zdporny.

7._Cislo 1 je kladné (podle véty 15 ex1stu1e Cislon> 0; tedy n.1=n £ 0, kdezton.0=0,
tedy 1 # 0; 1-je tedy kladn4 nebo zdporna (véta 11). Kdyby bylo 1 < 0, bylo by n.1 < 0, tj.
n <0 — spor.) . /

1 1 1

8. Jeli ¢>0,je —> 0; jeli c<0,je— <0 (jec .— = 1; uzijte cvieni 5, 7 a véty 9).
c c C.

9. Jsou-li &isla-a, b obé kladnd nebo obé zéporna, Je 3 kladné; je-li jedno z &isel a, b kladné a

a
Jjedno zédporné, je 3 zaporné.

Z vét 1 aZ 15 da se odvodit ryze deduktivnim zptisobem — bez odkazi k jinym
vlastnostem racionalnich &isel — fada daliich v&t; souhrn vét, jeZ Ize takto odvodit
z vét 1 aZ 15, nazvu kratce ,,aritmetikou racionélnich &isel. Je to prosté'souhm vét
o sCitani, od¢itani, nasobeni a de€leni racionalnich Cisel a o nerovnostech mezi nimi,
tak jak jej znate ze Skoly. Tuto aritmetiku zde nebudu soustavng probirat (n&které
drobnosti jsme viak odvodili ve v&tach 16, 17 a ve cvifenich 1 aZ 9) nybrZ budu
pfedpokladat, Ze ji znate. Soustavny vyklad této arltmetlky je podan v knize
V1. Kofinka Zaklady algebry.

Ale o nekterych disledcich vet 1 aZz 15 si jestd promluvime, hlavng o téch, které
vam jsou méné b&Zné ze Skoly. Vedle znakii a = b, a > b, a < b zavadime jest&
znak a = b, ktery znamena ,,je budto a > b nebo a = b** neboli, coZ podle véty 11
znamena totéZ,-,,a neni mensi neZ b*“. Podobné bude znak a < b znamenat ,,_]C
budto a < b nebo a = b** neboli ,,neni a > b*‘. Napf.je3 = 2, — 2 = -3 -2
< 4,3 =3 a souasné 3 < 3. Soudasna platnost obou nerovnosti a = b, a < b
znamena, ¥e a neni ani mensi ani v&tsi neZ b, tj. %e je a = b. Casto se rovnost dvou
&isel a, b dokazuje pravé tim, Ze se napted dokae a = b a potom a < b.

Poznamka 6. Véty 12, 13, 14 1ze ovSem vyslovit téZ se znamenim < misto >
(nebot a < b znadi totéZ jako b > a). Tedy:je-lia < b,b < c,jea < c;je-lia < b,"

17) Tato tada vztaht inaéi oviem a4 b> 0+ b; 04 b = b; b> 0. Tohoto-zpiisobu psani
budeme &asto uzivat.
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.Jea +eo<b+cjelia<bec> 0 Jeac < be. Alevety 12,13, 14lzcroz§mi1ﬁa
ten pnpad ¥e nekterd' znameni > -nahradim znamenim 2. Napt.: Jeli a > b
‘b =c, _]e a>c nebot ‘jedli b > c, je to véta 12; je-li viak b.=c, znamena ne-
rovnost a > b totéz coa>c. Podobng se doki¥e: jellia= b, b>c, je.a>c.
A konecne Je-h a2b,b=cjea = c. Tutovétu Jsme totiZz prave dokézali ve viech
moinych ptipadech, s vyjlmkou pii padu a=>b,b=c;alev tomto pnpade jea=c,
tedy vskutku a = c. TakZe vcelku Izé naSe zobecnéni. vety 12 vyslovit takto: je-li
az= b b=cjea=c; pntom ve tfeti nerovnosti plati znameni = tehdy a jen tehdy,
]e-h a="bb=c

o Podobné si &tenaf san najde jak nutno zménit véty 13, 14, nahradim-li v pred-
,pokladech znameni > znamenim. 2. V daliim budu v&inou mluv1t jen o vétach se
znamenim > nebo <; prislu$né zmény pro znameni > ilebo < si &ten4f Jlsté sam
provede. .

Poznimka 7. Z véty 13 plyne ihned toto: nerovnost
(2 a+b>c
plati tehdy a jén tehdy, plati-li -nerovnost
3) a>c—'b

Nebof z nerovnosti (2) plyne (3) podle véty 13 (prlétu k ob&ma stranim nerovnosti
(2) &islo — b) a 'z nerovnosti (3) plyne podobné (2) (pfittu k ob&ma stranim nerov-
nosti &slo b). Podobné& véta ‘oviem plati se znamenim < misto >. Tento vysledek
vam Fik4, e v nerovnosti’ smxte pfevadét Cleny ,,z jedné strany na druhou* zrovna
tak jako Jste zvykh to émlt v rovnicich. )

z véty 14 plyne obdobne Je-h ¢ > 0, potom nerovnost -
4) ac>b

plati tehdy a jen tehdy, plati-li nerovnost.

©) a >§.

Je-li totiz ¢ > 0, je té% 1 > 0 (viz cviCeni 8) a nerovnost (5) plyne (podle véty 14)
c ; :
ze (4), nasobime-li &islem 1, a podobn& (4) plyne z (5), nasobime-li &slem c. Je'li
c

. 1 N :
viak ¢ < 0, je téz <0 (viz cviCeni 8) a v&ta 16 nam dava tento vysledek: Je-li
<0, tpotom. nerovh_ogt
' ac>b:
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vlati tehdy a jen tehdy, plati-li nerovnost

b
a<-—
c

{smysl nerovnosti se obrati). Podobn jako u rovnosti miZeme tedy také ob¥ strany
nerovnosti nisobit nebo délit libovolnym &islem ¢ riznym od nuly. Ale pozor:
je-li ¢ > 0, zlistane nerovnost zachovéna jeli ¢ < 0, obrdti se smysl nerovnosti.

Tato poznamka 7 dovoluje vém napf. fefit ,,nerovnosti (nebo soustavy nerov-
nosti) 1. stupng o jedné nezndmé* podobns jako jste Fesili rovnice 1. stupn& o jedné
nezndmé. Stadi vam zajisté n€kolik prikladd.

Ptiklad 1. Najdéte, pro které hodnoty x je spln¥na nerovnost
©) 2x —3<4x +17.
Tato nerovnost znamen4 totéZ jako kaZda ze tii nasledujicich nerovnosti:

— 2x — 3 < 7(,,pfevedu® 4x vlevo)
— 2x < 10 (,,pfevedu‘ — 3 vpravo)
x>—5 (nésoblm zépornym &islem — 3

Nerovnost (6) je spln&na tedy tehdy a jen tehdy, je-li x > — 5.
P¥iklad 2. Najdéte, pro které hodnoty x plati soustava nerovnosti
(7) 3x+2<2x—2_$_3x.+5.
To jsou dv& nerovnosti (viz pozn.'7)):
3x+2<2x—2, 2x—2=<3x+5.

Prvni nerovnost je splnéna (postupuji jiZ rychleji) tehdy a jen tehdy, je-li x < — 4,
druh4 tehdy a jen tehdy, je-li x = — 7; tedy soustava nerovnosti (7) plati tehdy ajen
tehdy,je-li —7<x < — 4 (znazornéte si tyto hodnoty x na ose &iselné).

Priklad 3. Najdéte, pro které hodnoty x plati nerovnost
(8) 2x—3<2x+1.

Tato nerovnost plati tehdy a jen tehdy, je-li x takové, Ze 0 < 4; ale tato nerovnost
plati, at je x jakékoliv. Tedy nerovnost (8) plati pro kazdé x (to vidite ostatn& ptimo:
prava strana nerovnosti je o 4 v&t3i neZ leva).

Pfiklad 4. Najdéte, pro které hodnoty x plati nerovnost
9) 2x —=3>2x+ 1.

B : ]
Tato nerovnost plati tehdy a jen tehdy, je-li x takové, Ze 0 > 4; ale tato nerovnost
neplati pro Z4dné x. Tedy ani nerovnost (9) neplati pro Zddné x. '
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Priklad 5. Najdéte, pro které hodnoty x plati soustava nerovnosti

(10) 2x —3<x+1<2x+2,
Ix—1<x-—-2<2x+1.

To jsou étyfi nerovnosti, které jsou spInény tehdy a jen tehdy, je-li soudasng

(11) x<4, x<-3,
(12) x=2 -1, x> -—3.

Nerovnosti (11) plati tehdy a jen tehdy, je-li x < — 3 (nebot potom je tim ‘spiSe
x < 4 atedy x < 4); nerovnosti (12) plati obdobn& tehdy a jen tehdy, je-li x = — 1
(nebot potom je tim spife x > — 3). Tedy soustava nerovnosti (10) plati tehdy a jen

tehdy, jei — 1 <x < — 3.

Piiklad 6. Najdéte, pro ktera x plati soustava nerovnosti

(13) 2x—3=<x+1=<2x+2,
Ix—-1<x—-2<2x—-2

Tyto nerovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li soudasnd x <4, » = — 1, x < — 4,
x > 0, tj. tehdy a jen tehdy, je-li0 < x < — % Ale Zadné takové x neexistuje; nebof
kdyby pro né&jaké x bylo x > 0, — % > x, bylo by podle véty 12: — % > 0, coZ neni
pravda. Soustava nerovnosti (13) feplati tedy pro Z4dnou hodnotu x.

Dokézali jsme, %e nerovnost a + b > c plati tehdy a jen tehdy, je-lia > ¢ — b.
PoloZime-li zde a = 0, dostavime: nerovnost b > c, tj. ¢ < b plati tehdy a jen
tehdy, je-li ¢ — b <0, tj. (viz vdtu 17) je-li — (c — b) = b — ¢ > 0. Cili: je-li
a—b>0,jea>b;jelia—b<0,jea<b;jelia—b=0, jeovSema=b.
Ktery ze vztahti a > b, a < b, a = b plati, miZeme tedy rozhodnout podle zna-
meni rozdilu @ — b. DokaZme je$t& n&které vity:

Vétal18. Je-lia<b,c<d jea+c<b+d (5,s¢itani* nerovnosti).®)

. Diikaz. Podlevéty13jea + ¢ < b + ¢, b + ¢ < b + d; podle véty 12 je tedy
1a+c<b+d

 Vétal9. Jelia<b, c>d (pozor! opagny smysl nerovnosti!), Jea—c<
< b — d (,,0d¢&itani* nerovnosti).

Dikaz Je a<b, —c< —d (véta 17); tedy (véta 18) a + (—¢c) < b +
+(—d.,ta—c<b—d

Véta 20. BudiZ 0 <a<b, 0<c<d; potom jest ac < bd. (,,Nasobeni‘
nerovnosti. Jest oviem ac = 0 podle cvieni 5 a véty 9.)

18) Umysln& uZivim na chvili zase znameni < misto >, aby si &tenaf na to zvykl.
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Dikaz. Cisla b, d jsou kladna. Je-li.c > 0 je podle véty 14 ac < bc, be < bd,
tedy podle vety 12 ac < bd. Je-li viak ¢ = 0, je ac = 0 aled > 0, takZe podle- véty
14 je bd > b0 = 0, tedy ac < bd.

‘Poznamka 8..Je-li nékteré z &isel a, b, ¢, d zdporné, jsou poméry sloZit&jsi;
viz jiZ rozdil mezi v&tou 14 a 16; srovnej dale cvieni 12.

Véta 21. Budte a, b 'kladnd éisla, a < b. Potom % <L
a.

.Dﬁkaz.Je.b—a>0;l_1=b_

a b ab

a y
> 0, nebot Citatel b — a i jmenovatel

abjsou kladna Cisla; tedy‘l—.> %
a -

Vita 22. Budte a, b, ¢, d kladnd &isla; je-li'a < b, ¢ > d (pozor na .opaén)':

smysl nerovnostit), jel <= (,,délem nerovnosti‘),
Cc

Ditkaz. Podle véty 21 je 1‘-'<"‘1—13 podle ciiteni 8 je L >0, tedy podle véty 20
c o e :

aleplygach
c d ¢ d

Cviceni

10. Jelia < b, ¢ = d, je& + ¢ < b + d. Znameni rovnosti'v pbs@ednim vztahu plati tehdy
a jen tehdy, jellia= b c=d.

1. Jeli 0=<a<bd, 0=c=d je ac < bd. Rovnost ac = bd plati tehdy a jen tehdy,
nastéva1h1edt_:nzt<_- topfipadi: )0 =a=5;2)0=c=d;3)a=b,c=d.

12, BudiZ a < b, ¢ < d. Jsou-li viechna &tyti &isla ‘a, b, ¢, d zdporn4, je ac> bd. Je-li
a<0<b, c>0,je ac'< bd; podobné, je-li c<0<d, a> 0, Je-li b <0, ¢c <0 < d nebo
d<0,a<0<b,jcac> bd. Je-lia <0 < b, ¢c <0 < d, mohou nastat viechny p¥ipady (pro
a=—-2b=1c¢=—1, d=1jeac> bd; proa=—1,b=2c=—1,d=1je ac < bd;
proa=.—1,b=1,c= — 1,d = 1jeac = bd). Podobn&jetomuvptipadda<b<0<e<d
a v pfipadé ¢ < d < 0 < a < b (sestrojte ptiklady). Nevysetfili jsme je§té piipady, kdy n&které
z¢isel a, b, c, d je rovno nule; tyto piipady jsou snadné.

: 1 1
13. BudiZ g < b. Jsou-li obé &isla g, b kladnd nebo ob& zdporni, je — > 3; jeliviak a <
- - a
1 1
<0<bje—<-—.
a b
Zavedeme nyni pojem prosté &ili absolutni hodnoty &sla a. Prostou_hodnotu

¢sla a znalime znakem |a| a .definujeme ji takto: je-li a > 0, klademe [a] = a;
jesli a <0, ‘klademe' |a] = — a; kone&n& klademe [0] = Q. Jezto 0 = — 0, plati
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rovnost |a] = a té% pro a = 0, tedy celkem pro viechna a = 0 a rovnost |[a] = — a
plati rovnéZ pro a = 0, tedy celkem pro.v§echn"aa < 0.Je-lia > 0, je oviem |a| > O
jelia <0,je —a>0a tedy opét |a] > 0. Prostd hodnota kaZdého &isla rizného
od nuly je tedy kladnd, prosti hodnota nuly je ovSem nula, Dile je a < |a| pro
kaZdé a; nebot pro a = 0 je a = |a|, tedy téZ a < [a]; proa <O je pak a < 0 <
< lal, te;iy a < |a|, tedy rovn&Z a < |a|. Pfiklady: 1| =1, 7] =2, |- 2| =2,

il =z
Véta 23, |a| = |— a].
Dikaz. Proa=0je —a £ 0,.tedy la| = a a rovn& |— a| = — (— a) = a;
proa<0je —a>0,tedy|a] = —aarovnéZ |—a| = — a.

Véta 24. |ab| = |a] . |b]. (Slovy: prosta hodnota soudinu se rovna soudinu
prostych hodnot obou, &initeld.)

Diikaz. Jsou moZné tyto tfi pfipady: 1. budtojea = 0, b = 0; 2. nebo jea 20,
b £ 0; 3. nebo nenastavé ani prvni pfipad (tj. aspori jedno z &isel a, b je ziporné)
ani druhy pfipad (tj. aspoii jedno z &isel a, b je kladné). V prvnim pfipadé je ab = 0;
tedy |ab] = ab = |a| . |b|. V druhém pfipad® je ab = 0; tedy |ab] = ab = (- a).
.(— b) = |a] . |b]. Ve tietim pfipadg je jedno z &isel a, b kladné a jedno ziporné;
vzhledem ke komutativnimu zikonu pro nisobeni (véta 5) sta&i vySetfovat pfipad
a>0, b <0.') Potom je ab <0 a tedy |ab] =-— (ab) = a.(— b) = |a] . |b].
Tim je rovnice |ab| = |a| . |b| dokazéna ve viech moZnych pfipadech.

Véta 25. Je-li b + 0, je 117

_\=_

b

Dikaz. Je b. % = 1, tedy podle véty 24 je

|b|.1= b.1=1atedyl=-—
b b b |b]
Véta 26. Je-li b + 0, je %I = %. (Slovy: prosta hodnota podilu se rovné podilu
prostych hodnot.)
Diikaz. Podle véty 24 a 25 mame
a 1 . 1 1 a
—=a.—=|al.—=]a|.—=u.
b b bl |b}

vvvvvv

Véta 27. |a + b| < |a| + |b].

19) Kdyby totiz bylo a < 0, b> 0, obrétili bychom prost pofadi &initeli.
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Diikaz. Budi pfedn$ a + b = 0; potom je |a + b| = a + b; je#to a < |al,

b < |bl,jea + b < |a| + |b] (viz'cvideni 10). Tim je dikaz v tomto ptipadé proveden..

BudiZ za drubé a +'b <0, tak¥e |a + b| = — (a + b) = (= a) + (— b). Je#to

—as|-al=lal, — b= |- b| =|b], vychazi (.—‘a)-+_(?r: b) < |a|:+ |b], &imZ
jedikaziv tomto piipad€ proveden.

.. Priklady: je |5 + 3] =.|8] = 8 a rovné%. ISI + ISI = 8; zde plat1 znameni rov-
nosti. Znameni nerovnosti plati napf. v tomto ptipadé: je |§ +(=3) = 2] =2,
ale |5| +]|-3]=5+3=8. ' ’

Véta obdobna k vété 27 plati pro rozdil:

(14) la — b = |a] — [b]-

(kdezto prosta hodnota soudtu je podle véty 27 nejvyse rovna souétu prostych hodnot
obou séitancd, je prostd hodnota rozdilu nejméné rovna rozdilu prosté- hodnoty
men3ence a mensitele). Diikaz nerovnosti (14): poloZme a — b= c,takiea = b + c;
podle véty 27 je tedy |a| = |b + ¢| < |b] + lel, ti. | = |a] = |b].
© Vedle.(14) plati ez : g ot
(19) la — b] 2 1b] = lal ;
nebot podle véty 23 a podle (14) je

Ia—bl—l—(a*b)l— |b— al| = |b] - |d] .

Leckdy je nutno feSit nerovnostl, v nichZ se vyskytuje absolutni hodnota; k ilu-
straci, Jak se pntom postupuje stadi zajisté tyto dva priklady: ’

. Ptiklad 7. Na]dete, pro ktera x plati nerovnostl.
(16) 3x—1<|x| <3x+1.:

Abychom -odstranili znameni prosté -hodnoty, u\)azme ie. pro x, '> 0 je Ix[ =X,
kdeZto pro x < 0 je |x] = — x. Hledejme tedy napred ‘pro kterd x 2 0 plati (16)
pro x = 0 jsou nerovnosti (16)

3x—1<x<3x+1-

aty plan tehdy a jen tchdy, jedi — 5 Lo x < 2, mezi hodnotam1 x=0 vyhovu_u.
tedy nerovnostem (16) ty ajenty hodnoty X, Kferéj jsou mensi ne¥ & - Za druhé hlcdame,
pro kterd x < 0 plati (16); pro x < 0 jsou nerovnosti (16)

3x—1'<—x,<3x+1

a ty jsou splnény tehdy a jen tehdy, jé i —i<x< 4, mezi hodnotami x<0
vyhovuji tedy nerovnostem (16) ty a jen ty -hodnoty X, jCZ jsou vétsn nez — 7 Nerov-
nosti (16) j jsou tedy splnény tehdy a jen tehdy, je-li —i<x<i

Priklad 8 Najdéte pro které x plat1 nerovnost
(17) xS x — 1),
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Postupuiji jiZ rychleji: pro x = 1 je nerovnost (17)
x<x-1
a ta neni splnéna nikdy; pro x < 0 je nerovnost (17)
—-x=1-x
a ta je spln&na vZdy; pro 0 < x < 1 je nerovnost (17)
x=<1-x

a ta je spln&na tehdy a jen tehdy, je-li x < % Celkovy vysledek tedy jest: nerovnost
(17) plati tehdy a jen tehdy, je-li x < L : .

Budte a, x dvé Cisla; geometricky ndzor nam ukazuje, %e &islo |x — a| (coz je
budto x — a nebo a — x) nam dava vzdalenost bodu x od bodu a, nakreslime-li
je na Ciselné ose. Nerovnost |x - a] < ¢ nam tedy fik4, Ze vzdalenost bodu x od
bodu a je mensi neZ ¢, tj. Ze a — & < x < a + & Tato nazorna wivaha neni oviem
Zadnym Fadnym matematickym dikazem; proto si nyni vysledek, k némuZ jsme na-
zorem dodli, fAdné dokéiZeme:

Véta 28. Budte a, x, & ¢isla; potom nerovnost
(18) Ix — a] < &(nebo, coZ je totéZ, [a — x| < &)
plati tehdy a jen tehdy, plati-li nerovnosti
(19) a—e<x<a-+e.

Diikaz. I. Necht plati (18). Potomjex —a < |x —a| <ga—x < |a — x| =
=|x —a| <e¢, tedy x < a + £ a souCasné a —x<e,tj.x>a—s,coi_]soune-
rovnosti (19). — II. Necht plati (19); potom je budto x — a = 0, a tedy |x — a| =
=x—a<¢g nebo je x —a<0atedy|x —a]l =a — x <e&. V obou pripadech
plati tedy (18). _

Vétu 28 jsem uvedl jenom proto, Ze se bude v pozdg&jsich ivahach ¢asto vyskyto-
vat. Jeji smysl je zndzornén na obr. 1.

NeZ ukonéim tento paragraf, zminim se n&kolika slovy o jedné velmi duleZité
metodé, tOtlZ o tak zvané uplné indukci. Tuto metodu znate ze Skoly, mimoto je

soustavné vylcZena v uvedené udebnici algebry od

T ] r akad. V1. Kofinka a v knize HruSové€ a PospiSi-
- € I € o lové, uvedenych na str. 50; proto si obSirny vyklad
Obr. 1. odpustim.

Jako .prvni pfiklad na dikaz uplnou indukci
uvedu ulohu specialniho razu, pro nis nepfili§ vyznamnou, kterd vSak je dosti
pouéné pro pouZivani uplné indukce.

Suda kladna &isla jsou 2,4, 6,...neboli 2.1,2.2,2. 3,2 . 4, ...; n-té sudé kladné
&slo (srovnano podle velikosti) je tedy 2n. Licha kladna &isla jsou 1, 3, 5, ..., takZe
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n-té hché Kladné &islo je 2n -1 (tj-o01 men§1 neZ: n-té sudé) Polo¥me si za kol
vypodist soudet prvnich n lichych kladnych &isel, tj. Gslol +3 45 +... + 2n — 1).
Jest1=1%,1+3=4=2%1+3+5=9=3% 1+3+5+7=16=4’.To
n4s vede k domnénce, %e pro ka?dé ptirozené n plati rovnice (kterou oznagime V(n)):

V(n): 1+3+5+..+@2n—1) =n.
DokaZme to. '

a) Pro n = 1 je rovnice ¥(n) sprévna, nebot 1 = 12, co# je rovnice ¥(1).

B) Je-li n n&jaké pfirozené &islo. a plati-li pro toto n rovnice ¥(n), dostévime
pro soucet-prvnich n + 1 lichych kladnych &isel hodnotu

A+3+5+...+@n—-1)+@2n+1)=n*+Q2n+1)=(n+1),

takZe je spravné i rovnice ¥(n + 1).

Z toho soudime: Rovnice V(n) je spravna pro n = 1 (podle a). JeZto je spravna
pro n = 1, je spravné i pro n = 2 (podle B), jeZto je spravné pro n = 2, je spravna
pro n = 3 (opét podle B); tedy je spravna (opét podle B) pro n = 4 atd.; tedy je
rovnice ¥(n) vskutku spravna pro kaZdé pfirozené n. Tim je rovnice ¥(n) dokazana
uplnou indukci pro vSechna pfirozena n. ‘

- Timto zpiisobem se metody lplné indukce €asto uZiva: Propo&tenim n&kolika
pfipadd vytusime, jak4 obecna zékonitost by mohla asi platit; nade? se snaZime tuto
zékonitost dokézat uplnou indukci.

Podany diikaz je typem ditkazu tplnou indukci; dikaz Gplnou indukci postu~
puje obecné podle tohoto schématu: M&me né&jaké tvrzeni V(n) (zavislé na hodnot&

&isla n) a n&jaké celé &islo k; pfedpokladeime, Ze plati toto:
" &) Tvrzeni V(k) je spravné.

B) Je-li spravné tvrzeni ¥(n), kde n je jisté &islo celé, n = k, je spravné i tvrzeni
V(n + 1). :

Potom je tvrzeni V(n) spravné pro kaZdé celé n, jeZ vyhovuje nerovnosti n = k.
(Podle ) je spravné tvrzeni V(k); podle B) je tedy spravné i tvrzeni V(k + 1); podle B)
je tedy spravné i tvrzeni V(k + 2); podle B) je tedy spravné i tvrzeni V(k + 3) atd.):

Podrobné lze se poudit o dikazu tiplnou indukci, jakoZ i o jeho vztahu k axio-
matice pfirozenych &isel napf. ve tfech knihdch uvedenych na pfedeslé strance;
v této knize budeme proto uvedené schéma dikazu plnou indukci povaZovat bez.
dalsich vykladi za zndmé a budeme ho &asto uZivat.

V poznamce 6 jsme poznali toto zobecnéni véty 12: BudiZ

(20) agsa;, a;=a

Potom je a; < a;; rovnost a; = a, plati pak tehdy a jen tehdy, je-li a; = a,,.
a, = a3. DokaZme tuto obecn&jsi vétu:

Véta 29. Budi# n celé ¢islo, n = 3; budi*
(21) @ S gy prok=1,2,...,n-1

3
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. \
(tj. budiZ a, < a;,a; < a5,...,0,-, g'a,). Potom jest a; < a,; rovnost a, = a,
plati tehdy a jen tehdy, je-li

(22) a,=dk+1pr0k.=,1,2,...,'fl—1.-

Dikaz. u) Pro n = 3 je tvrzeni vety 29 sprévne jakj jsme prave fekli.

B) Mysleme si, Ze tvrzeni véty 29 je spravné pro nejakou hodnotu n, napf. pro
n=1kdelje Jlsté celé &islo, I = 3. Tvrdim, Ze potom je tvrzeni véty 29 spravné
také pro nasledujici hodnotu n = - 1+ 1.

BudiZ tedy a, < a,, a, < a5,...,a,-y S q;, a; < ay4q. Jeito predpokladam .
6 tvrzeni véty 29 je spravné pro n = I, je a; < a,arovnost a, = g, plati tehdy a jen
tehdy, je-li ’ ‘

(23) as = a,, az = a'3, cony a',_l =4a;.

Podle o) plati tvrzenf véty 29 pron = 3;je#to a; < a, < a,44,je a; < a;4; arovnost
a; = a;,, plati tehdy a jen tehdy, je-li a; = a, (tj. plati-li (23)) a je-li sougasng
@y = ay4q; tj. Tovnost a; = a4 plati tehdy a jen tehdy, je-li a; = a,, a, = a,, ....
eees @y=y = @y, G = ay44. Tim je tvrzeni B) dokazano. Dokézali jsme tedy tato dvg
tvrzeni: o) tvrzeni véty 29 je spravné pro n = 3; B) je-li tvrzeni véty 29 spravné
pro jistou hodnotu n (n = 3, n celé), je toto tvrzeni spravné i pro nasledujici (tj.
o jedni¢ku vét§1) hodnotu n. Tim je viak véta 29 ,,uplnou.indukci® dokazana.
(Tvrzeni této véty plati podle &) pro.n = 3, tedy podle B) pro n = 4, tedy — opét
podle B) — pro n = 5, tedy — opét podle p) —-pro n = 6 atd.)

. Utiji je3t8 metody tiplné indukce k diikazu n&kolika vét o soudtech a soudinech.
Na str. 22 a¥ 25 jsme mluvili o soudtu a soudinu dvou &isel: a, + a5, a4 . a,. Soudet
a soudin tii &isel ay, a,, a3 definujeme, jak vite, jakoZto (a, + a;) + a3, (a,a,) a3
a znalime je, jak rovnéZ vite, symboly a; + a, + as, a1a2a3 Definovavse takto
soudet a soudin tfi éise} definujme dile soudet a soucin &ty¥ &isel jakozto (a; + a, +
+ as) + ay, (alaza,) a4, atd. Je vam zajisté jasny obecny vyznam symbold a, +
+a, + ... + a,, a,a, ... a, (soudet a soudin n c1sel) 29) kratgeji (a leckdy zfetelngji)

piSeme Z a,mistoa; +a, + ...+ a,a rovnei ]'[akmlsto a,a,...a,apodobné;
k 1 k=1

.napf. Z Ym = Y3 + Y4 + ¥s + ys. Abychom neméli nepfijemnych vyjimek, zava-
m=3 . . -
dime té% ,,soudet* a ,,soudin o jediném s¢itanci, resp. &initeli:
g I .4 4
Ya,=a, [[ar=a; (napr. Ya.= [la= a4) .
k=1 k=1 ) k=4 k=4
. . . n

.O téchto symbolech, jakoZ i o symbolech pro »»prézdny* soucet a soudin ( Y a=

k=n+1

: 2°)A Jde zde o tzv. ,,definici dplnou indukci®, jejiz hlub§f diskusi viz nap¥. v knize Hru$ovg,
str. 33—34 a Pospi3ilovg, str. 88—90.
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N

1 a= 1) je podrobné pojednéno v uvedené Ko¥inkové& alge"bi‘e Je nutno,

k=n+1
abyste se symboly = a IT dovedli spolehhve a rychle mampulovat' z citované knihy
se tomu naucdite.

Jako tfeti pfiklad nd dikaz uplnou 1ndukc1 dokaZme vétu:

Véta 30. Budiz n celé ¢islo, n > 1. Potom plati:
‘Jeli0<a;,<b prol=1,2,..,n,je

o5 fla<fin.

Dikaz provedeme podle schématu, uvedeného na str. 35. Tvrzeni V(n) (pHi
daném n) je nyni toto tvrzeni:

Jeli0 Sa, <bprol=1,2..,mje0 Ha, < Hb, “
=1

Napf. tvrzeni V(2) je toto: je-li 0 < a;, < b;, 0 < g; < by, je 0 < aya, <
< b,b,. Plati nyni pFedevsim: tvrzeni V(2) je spravné podle véty 20.

BudiZ nyni za druhé n celé, n = 2 a pfedpokladejme, Ze tvrzeni V(n) je spravné;
mame dokézat, Ze potom i tvrzeni V(n + 1) je spravné. BudiZ tedy 0 < a; < b;

pro I =1,2,...,n,n + 1. Podle tvrzeni ¥(n) je 0 < A < B, pifeme-li 4 = [] a;,
: =1

B = Hb,. Tedyje0 < A < B,0 < a,44 < b,4+; atedypodle véty20 0 < Aa, ;4 <

at+1 n+1

< Bb,,4, tj. 0 < H a, < H b,, takZe tvrzeni V(n + 1) je spravné. Podle indukd-

niho schématu je tedy tvrzem V(n) spravné pro kaZdé celé n = 2. Tim je véta 30
dokazana. -
Podobné odvodte z véty 18 vétu:

Véta 31. Budi# n celé &islo, n > 1; budi a<bprol=12,..., n;”) potont
Jje é:la, < lgn;b,.

Kone&né odvodte z vét 24, 27 tuto vétu:

Véta 32. Pro kaZdé ;elé n =1 je

n n n
H“k = 1—[ laxl , z a;
k=1 k=1 k=1

Z véty 9 odvodte tiplnou indukeci tuto vétu:

< Ylal.
k=1

21) Na rozdil od véty 30 neni zde nutno pfedpoklddat, e isla a; jsou = 0. Véta 29 platf ovienr
téZpron=2,véty30a3l téZpron=1.
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Véta 33. BudiZ n celé &islo, n = 1. Potom soucin [] a, je roven nule tehdy a jen
) k=1

tehdy, je-li aspori jedno z ¢isel ay, a,, ..., a, rovno nule. (Pfipad n = 1 je samo-
zfejmy, pro n = 2 je véta spravna podle véty 9.)

Cvicent
14. Nerovnost |x — a] < ¢ plati tehdy a jen tehdy, jeslia — ¢ < x <a + «.

1
15. Nerovnost xy < 1 plati tehdy a jen tehdy, je-li budto y = 0 nebo y> 0, x < — nebo
y
1
r<o, x>-.
16. Nerovnost |x] + |2 — x| < 2 neplati pro Zidné x.

17. Nerovnost |x| < |x — 1| + % plati tehdy a jen tehdy, je-li x < 2.

18. Nerovnost |a + b] < |a| + |b| plati tehdy a jen tehdy, je-li Jedno z cobou ¢isel a, b
kladné a druhé zaporné (ndvod: sledujte pozorné diikaz véty 27).

19. |a — b| < a| + |b]; |a — b] = |la] — 2]l |a + b] = [la] — |2]]..

. M n
20. BudiZ n celé &slo, n > 1; budiza; <b;prol=1,2,...,n. Potom je Y a; < . bj;
i1=1 1=1
znameni rovnosti plati zde tehdy a jen tehdy, je-lia; = b;prol=1,2,...,n
21. V druhém vzorci véty 32 plati znameni < tehdy a jen tehdy, je-li z &isel a4, a3, ..., a,
aspoil jedno kladné a aspoii jedno zAporné.

n n
22. BudiZ n celé ¢islo, n > 1; budiz 0 < q; < b; pro/ =1, 2,..., n. Potom je nal = nb,.
i=1 =1

‘Znamenf rovnosti v tomto vztahu plati tehdy a jen tehdy, je-li splnéna aspoii jedna z t&chto dvou
podminek: 1. budto existuje aspoil jedno I (1 <./ < n) tak, Ze je b; = 0 (a tedy ov§em téza ,= 0);
2. nebo je a; = by pro vsechna 1 (1 < I < n).

23. Jei_to umociiovéni s kladnym- celym mocnitelem neni nic jiného ne% opakované niso-
beni (a2 =a.a, a® =a. a, ...), plynou z vét 1 aZ 15 také zndmé vim véty o mocninéich s klad-
nym celym mocnitelem. Jako cvileni dokaZte binomickou poucku: BudiZ n celé kladné; definuj-

me (n) prok =0, 1,2, ..., n takto: (n) = 1,(n> = n,(”) = n.-D.(1=2...(—k+ 1
k 0 1 k 1.2.3...k

pro 2 < k < n. Potom je

Q) @+b'=d+ (") 1 4 (") @2 4 (") =Y (") ahk
1 2 : n x=o0 \k

Dikaz indukci: Pro n = 1 plati (24). Nechf plati (24) pro jistou hodnotu »; potom je (podle
(24) a podle distributivniho zdkona)

@+ bt = Z (:) Q" t1-kpk +,‘z (Z) Pt LA
=0

v druhém souctu polozme k£ + 1 = /, pi§me v3ak hned zase k misto /; dostaneme

{25) (a+b),+l=a,,+l'+b,,+1+z((n>+< i ))ann—kbk
k=1 \\k k—1
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takZe rovnice (25) je pravé ona rovnice, jeZ vznikne z (24), piSeme-li v (24) n + 1 misto .

Snadno zjistite, Ze

§ 3. Zavedeni iracionilnich ¢isel; ivod. Dosud mame pouze &isla racionalni; nasim
ukolem nyni je zavést néjakym zplisobem dalsi disla, tzv. &isla iracion4lni. Abychom
si ujasnili, jak asi mame pfitom postupovat, postavme se na ‘okamZik na zcela naivni
stanovisko. JiZ na str. 25 jsem pfipomnél, jak jste si ve Skole znézoriiovali redlné
&isla na tzv. ¢iselné ose. Vyznalme na této ose né&jaké iracionalni &islo, napf. ﬂ
Vidime, Ze &islo ﬁ,rozdéluje vSechna raciondlini ¢isla ve dv€ mnoZiny: v thnoZinu A
viech raciondlnich Cisel menSich neZ \/ 2 a v mno¥inu B visch racionélnich &sel
vétsich nez ﬁ A naopak nédm nézor ¥ika, Ze &islo ﬁ je témi dvéma mnoZinami
A, B tiplné uréeno: &islo ﬁ je pravé ono &islo, jez je vétsi neZ viechna &isla mnoZiny
A a menSi neZ vSechna ¢isla mnoZiny B; &islo ﬁ tvofi jakysi ,,fez*, ktery oddéluje
ty dv& mnoZiny A, B. Urit &slo /2 znamena tedy vlastn& toté2 jako dat ty dv& mno-
Ziny A, B.

Podobnou tvahu je moZno provést pro kazdé iracionalni &islo; oviem ma tato
tivaha dv& zasadni vady: pfedeviim jsme uZili nepfipustného zrakového nizoru a za
druhé jsme na &iselnou osu zakreslili iracionalni &islo (ﬁ nebo jiné &islo) a k tomu
nejsme dosud opravnéni, nebot &isla iracional-
ni dosud nemame, nybrZ naopak: pomoci toho,
co zname (tj. pomoci &isel racionalnich) chceme
teprve isla iracionalni zavést. Ale hned vidime
také vychodisko: ony dvé mnoZiny A4, B, o nichz Obr. 2.
jsme mluvili, sz skladaji z prvkit nam jiZ zna-
mych, totiz z racionalnich gisel; a proto pravé t&chto mnoZin u¥ijeme k definici ongch
&isel, jeZ chceme zavést, tj. k definici tzv.-,,realnych iracionalnich &isel*.

A . B

05 0 1132 2

Nazor nam Fika, Ze mnoZiny 4, B maji tyto vlastnosti: 1. Zadna z t&chto mnoZin
neni prazdna (tj. kazda z nich obsahuje aspoii jedno racionalni &slo). 2. KaZdé
racionélni &islo je prvkem jedné a jen jedné z obou mnoZin 4, B (tj. ob& mnoZiny
A, B dohromady obsahuji v§echna racionalni &isla, ale Zddné raciondlni &islo neleZi
soudasné v obou mnoZinich A, B). 3. Kterékoliv &slo mnoZiny. A je mensi neZ
kterékoliv &islo mnoZiny B (tj. je-li a € 4, be B, je a < b). Prozradim u% predem, Ze
kaZdou dvojici mnoZin racionalnich &isel A, B, jeZ ma tyto tfi vlastnosti, nazveme
fezem a Ze pomoci t&chto fezit budeme definovat iracionalni redlna &isla.

§ 4. Definice Fezu. Provedeme nyni v n€kolika nésledujicich paragrafech to, co jsme
v § 3 naznagili. Poznamenejme jenom pfedem, Ze uvahy § 3 nemaji, jak jsem jiZ
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zddraznil, Zadné prikazné ceny; slouZily jen k tomu, abyste poch opili, proé zavadime
iraciondlni Cisla pravé tim zpiisobem, jak to nyni ucinime. JeZto dosud mame jen
raciondlni Cisla, budeme pro zkraceni v § 4, 5, 6 misto ,,racionélni Cislo* fikat ,,Cislo**

Zacneme definici:

Definice 1. Dvojici A, B mnoZin ¢iselnych®?) nazveme Fezem, jsou-li splnény
tyto podminky: :

L Zddnd z obou mnozin A, B neni prdzdnd.
I1. Kazdé cislo leZi v jedné a jen jedné z mnoZin A, B.

III. Je-liaeA,beB,jea <b

MnozZinu A nazyvame dolni, mnoZinu B horni skupinou fezu. Rezy budeme znagit
malymi feckymi pismeny; chei-li vyznagit obé skupiny fezu, pisi (4/B); to znadi
fez s dolni skupinou A a s horni skupinou B. Dva fezy (4/B), (A’/B’) jsou si rovny,
je-li-A =A’, B= B'. Jsou-li si fezy «, o’ rovny; piSeme « = o'; nejsou-li si rovny,
piSeme a #+ o’.K tomu, aby fez (4/B) byl dan, sta&i dat napf. dolni skupinu A4;
nebot horni skupina B je podle podminky II z definice 1 prav€ mnoZina vSech &isel,
jeZ nepatfi do A; rovnost dvou fezil (4/B), (4'/B’) je tedy zarudena, je-li A = A'.
Podobné staéi k rovnosti fezii rovnost hornich skupin B = B’. OvSem: nemuZe kaZda
mnoZina &isel byt horni skupinou néjakého fezu; k tomu musi spliiovat jisté podminky,
jeZ nyni vyslovime:

Véta 34. Ciselnd mnoZina B je horni skupinou néjakého Fezu tehdy a jen tehdy.
spliiuje-li tyto podminky:

1) MnoZina B obsahuje aspori jedno Cislo, ale neobsahuje vsechna &isla.
2) Je-li be B, b’ > b, je také b’ e B.*%)

Diikaz. I. Nechf je B horni skupinou n&jakého fezu (A4/B); podle podminky II
z definice 1 se sklada mnoZina A pravé z téch &isel, jeZ nepatfi do B. Podle podminky
I z definice 1 je tedy splnéna podminka 1 z véty 34. Budiz déle b€ B, b’ > b; kdyby
nebylo b’ € B, bylo by b’ € A a podle podminky III z definice 1 by tedy bylo b’ < b,
ccZ neni mozné, jeZto b’ > b. Tedy je b’ € B a tedy podminka 2 z véty 34 je splnéna.

II. Necht né&jaka &iselnd mnoZina B spliiuje podminky 1, 2 véty 34. Oznalme
znakem A mnoZinu vsech Cisel, jeZ nepatfi do B; tvrdim, Ze (A/B) je fez. Podle de-
finice mnoZiny A4 je jasné, Ze mnoZiny A4, B spliiuji podminku II z definice 1. Z pod-
minky 1 véty 34 plyne, Ze mnoZiny A4, B spliiuji podminku I z definice 1. BudiZ ko-
neén a € A, be B. Potom neni a = b (nebot &islo a nemiZe patfit soudasné do
‘mnoZiny 4 i do mnoZiny B). Kdyby bylo a > b, potom by a patfilo podle podminky
2 véty 34 do mnoziny B (jezto b€ B), coZ je nemozné, jeZto a € A. Tedy neni ani

22) »MnoZina &iselnd* znali totéZ jako ,,mnoZina &isel, tj. mnoZina, jejiz prvky jsou &isla
(rozumi se, &isla raciondlni).

23) Slovy: patii-li néjaké &islo do B, patfi i kazdé vétsi ¢islo do mnoZiny B.
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a = b ani a > b, tj. jest a < b. Tedy: je-li,a € A, b € B, je a < b, takZe mnoZiny
A, B spliiuji téZ podminku III z definice 1. Dvojice A4, B tvofi tedy vskutku fez. Tim’
je véta 34 dokazana.

Véta obdobna vét& 34 plati téZ pro dolni skupinu fezu; pouze misto znameni >
je nutno v podmince 2 psat znameni < (provedte podrobng ditkaz!).

Priklady feza:

o) Do dolni skupiny dame &islo 2 a viechna &isla men3i neZ 2, do horni skupiny
vSechna ostatni &isla, tj. vechna &isla v&t§i neZ 2.

B) Do dolni skupiny dam v3echna &isla zapornd, do horni skupiny ddm nulu
a viechna Cisla kladna.

¥) Do horni skupiny B ddm v3echna kladna &isla, jejichZ Stverec je vEt3i neZ 2;
do dolni skupiny A dam vSechna ostatni &isla.”

Ze v ptikladech o), B) dostavam skutedn& fezy, je jasné. Abych dokézal, Ze také
dvojice mnoZin 4, B z pfikladu ) jei fezem, stali dokazat, ¢ mnoZina B 'splﬁuje
podminky 1, 2 z véty 34. (Nebof potom je B horni skupinou n&jakého fezu a dolnf
skupinou je potom mnoZina viech &isel nepatficich do B, tj. vskutku mnoZina,
kterou jsme v piiklad® y) oznagili pismenem A.) MnoZina B obsahuje aspoii jedno
&islo, napf. &islo 2 (nebot 2 > 0, 2% > 2), ale neobsahuje viechna &isla, napf. neobsa-
huje &islo 0 (nebof 0 neni kladna). MnoZina B tedy spliiuje podminku 1. Za druhé:
budiZ b &islo mnoZiny B a budiZ b’ > b. Potom je b > 0, b*> > 2. Tedy je téZ b’ > 0.
Podle véty 20 (ndsobim nerovnosti 0 < b < b, 0 < b < b’) je tedy b'> > b a tedy.
b'? > 2. Tedy b’ € B. MnoZina B tedy spliiuje té% podminku 2. Tim je dokézano,
%e mnoZiny A, B z ptikladu v) tvofi vskutku fez (4/B).

BudiZz M néjaka c&iselna mnoZina; existuje-li &islo g € M takové, Ze Zadny prvek
mnoZiny M neni vétSi neZ g, fikame, Ze mnoZina M obsahuje nejvétsi Cislo; &islo g
nazyvime pak nejvétsim &islem mnoZiny M. Podobn& mluvime o nejmensim &isle
mnoZiny M. Priklady: :

1) Budiz M mnoZina viech &isel x, jeZ spliiuji nerovnosti — 2 < x < 0; tato
mnoZina obsahuje nejvétsi i nejmensi &islo; a to &slo — 2 je nejmensim, &islo O:
nejvétsim &islem mnoZiny M (nebof: &slo — 2 patfi k mnoZin& M a Z¥adné &islo
mnoZiny M neni mensi neZ — 2; podobné€ 0 € M a Zadné &islo mnoZiny M neni vétsi:
nez 0).

2) Budiz M mnoZina viech kladnych &isel. Zadné &slo mnoZiny M neni ani
nejvétSim ani nejmensim Cislem mnoZiny M; nebot je-li a &islo mnoZiny M, tj. je-li
a > 0, je téZ vétsi &islo @ + 1 i men3i &slo 2a prvkem mnoZiny M. Tato mno¥ina M
neobsahuje tedy ani nejvét§iho ani nejmensiho disla.

BudiZ nyni @ = (4/B) libovolny fez; horni skupina neobsahuje nejvétsiho &isla,
nebot je-li be B, je (viz vétu 34) i v&t3i &islo b+ 1 &islem mnoZiny B; podobn&
dolni skupina neobsahuje nejmensiho &isla (nebot, je-li a € 4, je ia—1le A). Di-
leZit4 je vSak otdzka, zda mnoZina 4 obsahuje nejvétsi a mnoZina B nejmensi &islo.
Zde jsou myslitelné tyto &tyfi pfipady:
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1) MnoZina A obsahuje nejvétsi &islo, mnoZina B neobsahuje nejmensi &islo;
takovym feziim budeme fikat ,,fezy 1. druhu®.

~r w2

2) MnoZina A neobsahuje nejvétsi Cislo, mnoZina B obsahuje nejmensi Cislo
— ,,fez 2. druhu*.

3) MnoZina A4 neobsahuje nejvétsi &islo, mnoZina B neobsahuje nejmensi
&islo — ,,fez 3. druhu*‘.

4) MnoZina 4 obsahuje nejvétsi Cislo, mnoZina B obsahuje nejmensi &islo —
,,fez 4. druhu*.

~

Ale hned dokaZeme, Ze Zadny fez 4. druhu neexistuje. Mysleme si, Ze (4/B)
je fez 4. druhu; oznaéme znakem a nejvétsi islo mnoZiny A a znakem b nejmensi
&islo mnoZiny B. Podle definice fezu (definice 1, podminka III) je a < b, a tedy
téZa < 3(a + b) < b(podrobné:za < bplyneia < 3b,tedya = 3a + ja < 3a +
+ 3b a podobn& b = b + 1b > 1a + 1b). Cislo 5(a + b) je tedy v&tsi neZ nejv&tsi
&islo mnoZiny A a je mensi neZ nejmensi &islo mnoZiny B, takZe &islo % a + b) nemize
patfit ani do mnoZiny A ani do mnoZiny B;ale to je ve sporu s podminkou II definice 1.
Tedy fezy 4. druhu neexistuji.

Ze existuji fezy 1. a 2. druhu, ukazuji ptiklady o) (fez 1. druhu) a B) (fez 2. druhu).
Ostatné kaZdy fez 1. druhu vypada takto; je-li a nejvétsi ¢islo dolni skupiny, patfi
vSechna Cisla mensSi neZ a téZ do dolni skupiny (nebot’ kaZdé &islo horni skupiny je
vEtsi neZ a), kdeZto viechna &isla v&tsi neZ a patfi do horni skupiny (nebot nemohot
patfit do dolni skupiny, jsouce vétsi neZ jeji nejvetsi éislo). Naopak, je-li a libovolné
¢islo a dame-li do skupiny A ¢islo a a vSechna &isla menSi neZ a, do skupiny B pak
vSechna &isla vétSi neZ a, je (A/B) zfejmé fez 1. druhu. Z toho je vidét: prifadim-li
kaZdému &islu a fez (4/B), v némZ &islo a je nejvétsim &islem skupiny A — tento fez
budeme oznadovat znakem a* — jsou tim fezy 1. druhu vzijemné jednoznaéné
pfifazeny &islim (racionalnim).?*)
24y Dolni skupina fezu a* se tedy skldda ze vSech Cisel < a, horni skupina ze vSech Cisel > a.

Reknéme si trochu obsirnéji, co rozumime vzijemné jednoznaénym ptifazenim prvka dvou

mnoZin M, N. Tim rozumime toto: Kazdému prvku x mnoZiny M je néjakym zplisobem

pfifazen urcity prvek mnoZiny N, jejz nazveme obrazem prvku x; pfitom kazdy prvek mno-
ziny N je obrazem jednoho a jen jednoho prvku mnoziny M. (Tim je oviem téZ naopak kaz-
dému prvku y mnoZiny N pfifazen urlity prvek mnoZiny M, totiz onen jednoznalné

uréeny prvek x € M, jehoZ obrazem je pravé prvek y.)

Piiklad: BudiZ M mnoZina o tfech prvcich a, b, ¢; budiz N mnoZina o tfech prvcich

X, ¥, z. Vzijemné jednoznalné pfifazeni dostanu tieba tak, Ze prifadim prvku a prvek x,

prvku b prvek y, prvku ¢ prvek z. Jiné vzdjemné jednoznacné pfifazeni: prvkima, b, ¢

pfifadim po fadé prvky y, z, x. Je pravé Sest riznych takovych pfifazeni (sestrojte je!).

Jiny pfiklad: budiz M mnoZina vSech pfirozenych ¢isel, budiz N mnoZina viech sudych

kladnych &isel; kazdému prvku x € M pfifadme prvek 2x € N. NapiSeme-li pod kazdy prvek

mnoZiny M jeho obraz, vypada toto vzidjemné jednoznalné pfifazeni takto:
M: 1,2 3,4,..,15, ...
N: 2,4,6,8, ..., 30, ...
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Podobné si miZeme udinit pfehled o vSech fezech 2. druhu. Libovolny fez 2.
druhu dostaneme tak, Ze vezmeme libovolné ;acionélni ¢islo a, nadeZ ddme do dolni
skupiny vSechna &isla < a, do horni vSechna &isla = a. Oznacime-li tento fez zna- -
kem a**, jsou tim Fezy 2. druhu opét vzajemné jednozna&ng pfifazeny &islim (tacm-
nalnim). Je trochu nepohodlné, Ze kaZdému (racionalnimu) &islu a jsou p¥ifazeny
dva fezy, totiZ fez a* a fez a**. Proto budeme v dal§im vétSinou fezy 2. druhuze
svych tvah vyludovat.

Pfedepsat fez 1. nebo 2. druhu znamena vlastng toté% jako pfedepsat (racio-
nalni) &islo, toti% nejvétsi &islo dolni skupiny, popf. nejmensi &islo. horni skupiny.
NemiiZeme tedy od fezii 1. a 2. druhu olekévat nic v podstaté nového; jeZto fezy 4. -
druhu, jak vime, neexistuji, je pro nas velmi dileZita otazka, zda existuji fezy 3. druhu.
Mohli bychom sice odpov&d na tuto otdzku podat pozdéji, a to zpisobem velmi
jednoduchym, ale snad je uZite&né a pou&né odpovédét na ni ihned, i kdyZ nés to
bude stat trochu vice prace. Zde je odpoved:

Véta 35. Existuje aspori jeden ez 3. druhu.

Dukaz. BudiZ « = (4/B) fez, sestrojeny v pfiklad y) na str. 41. Sta&i dokazat;
Ze tento fez je 3. druhu. Mam tedy dokazat, Ze 1. Zddné Cislo mnoZiny B nenf jejim
nejmensim Cislem a dale, Ze 2. Zddné &islo mnoZiny A nenf jejim ne]vet.i‘tm cxslem.
Budiz tedy pfedng b libovolné &islo mnoZiny B. MnoZina B se.sklad4 z onéch disel x,.
pro n&%je x > 0,x? > 2.Jetedy b > 0, b*> > 2. Podafi-li se mn& dokazat, %¢ existuje
dislo ¢ tak, Ze plati ’ o )

* 0<c<b, (b-c)P>2,

bude tim tvrzeni 1 dokdzino; nebot podle (*) bude b — ¢ > 0, (b — c)z > 2 a-tedy
b — ce B a pfitom b — ¢ < b, tak¥e vskutku &slo b — libovolné to islo mnoZiny

B — neni nejmensim &islem mnoZiny B. Jde tedy o to, sestrojit &islo ¢ tak, aby platily.
A . :

nerovnosti (*). K tomu cili stadi volit ¢ = b” — 2; nebof jest b > 0, b? > 2, tedy

¢ > 0asoutasnd ¢ < g—g=—§< badile (b = c)’ = b — 2bc + ¢* > b* — 2bc =.

=b*—(*=-2)=2tj. (b—c)*>2 Tim je tvrzeni 1 dokAzino. Mame jeSts.
dokazat tvrzeni 2 tj. mame dokazat, ¥e ¥4dné &slo mncZiny 4 neni nejvétsim &islem
mnoZiny A (pamatujme, Ze A je mnoZina viech &isel, jeZ nepatfi do B). Budi% tedy
a€ A; je-li a < 1, neni a nejvétsim &islem mnoZiny 4, jeto té% 1€ A (nebof neni

Ctenafe jisté nemate okolnost, Ze ka%dé sudé kladné &islo zde vystupuje dvakréte, v mno-
Zin& M i v mnoZiné€ N.

V na¥em piipadg, uvedeném v textu, $lo o vzijemn® jednozna¥né pfifazenf fezi I. druhu
a racion4lnich &isel: Ka?dému Fezu 1. druhu je pfifazeno ono racionélni &slo, jeZ je nejvétsim
&islem jeho dolni skupiny.
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12 > 2). Zbyva vySettit pfipad, Ze a€ 4, a 2 1. BudiZ tedy takové &islo a dano;
dokéaZeme-li, Ze existuje Cislo d tak, Ze

£ d>0, (a+dpP<2,
(**) (a+4d)

bude tim dokazano, Ze &islo a neni nejvétsim &islem mnoZiny A (nebot a + d > a,

a + de A) a tim bude i naje tvrzeni 2 dokazano. JeZto a > 0 (dokonce a = 1),

a e 4, neni a®> > 2 (nebot potom by bylo a € B) a tedy je a*> < 2 (nebot vime, Ze
2

nemiiZe byt a? = 2, viz str. 16). Zvolme nyni d = 5 — al’ takZze d > 0;je#toa = 1,
a +

1

<
2a + 1

d*=d.d<d.j<datedy(a +d)’ =a® +2ad +d* <a® + 2ad +d = a* +
+ (2a + 1) d = a* + (2 — a?)'= 2; tedy vskutku plati (**) a véta 35 je tim Upln&
dokéazana.

je a=a.a=1.1=1,2—-a*<2—-1=1, a tedy d <

(M1

5 tedy

Aspoii jeden Fez 3. druhu tedy vskutku existuje; pozdé&ji si dokaZeme, Ze existuje
dokonce nekonegn& mnoho fezd 3. druhu (to jest, Ze mnoZina vSech fezii 3. druhu
je nekone&na).

'JiZ jsme fekli, Ze fezy 2. druhu budeme vyluCovat ze svych uvah; jak se odliSuji
od fezili 1. a 3. druhu? Zfejmé takto: horni skupina fezu 2. druhu obsahuje nejmensi
&islo, kdeZto horni skupina fezu 1. nebo 3. druhu neobsahuje nejmensi &islo.

§ 5. Usporadani fezii. Budeme nyni pro fezy definovat Ctyfi zdkladni vykony pocetni
(séité.ni, odg¢itani, nasobeni, dé€leni fezd) a uspofadani fezd podle velikosti, pfiGemZ
se omezime na fezy 1. a 3. druhu; vybudujeme pak .

: a & aritmetiku fezi obdobnou k aritmetice &isel racio-

: ; : nalnich. Zadneme s uspofaddanim fez. Budte
A B a = (4/B), o' = (A’/B’) fezy; nizor nam fikd
Obr. 3. (viz obr. 3), Ze bude asi pfirozené, nazvat fez o

vétSim neZ fez o, saha-li skupina A’ dale doprava
neZ skupina A, tj. existuje-li &islo, jeZ patfi do A/, ale nepatii do 4, tj. patfi do B.
-Definujme skutedné& takto vztah ,,v&tsi*: .

Definice 2. Budte o = (4/B), o' = (A'[B’) Fezy I. nebo 3. druhu. Existuje-li
dislo, jeZ patii do A’ a soudasné do B, Fikdme, Ze Fez o' je vétsi neZ o« a vyznacujeme
to znakem o > a.?%)

Pro zkriceni budeme misto o’ > « psat téZ o < o’ a fikat ,,a je men§ineZ a’*.

25) Uzivdm znaku >, aby nenastalo nedorozuméni s nerovnosti &isel; snad bych mél z téhoZ

duvodu zavést jiné slovo neZ ,,vétsi*, ale jisté nevznikne nedorozuméni, tim spiSe, Ze budu
vice uZivat znaku > neZ slova ,,v&tsi*.
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Tuto definici jsme zvolili zcela svobodng;?®) musime nyni oviem podrobn&
odvodit, které véty o zavedeném symbolu > plati.

Véta 11%.27) Jsou-li o = (A/B), o' = (A'|B’) Fezy 1. nebo 3. druhu, potom plati
vidy jeden a jen jeden z téchto tri vztahil: budto je o = o nebo je o' > o nebo je

o> o

Duakaz. Vzpomerime, Z¢ podle definice vztah o« > o znadi, Ze existuje &islo
z A', jez patii do B, tj. jeZ nepatii do A. Je-li « = o', potom je A = A’ a tedy ne-
existuje Cislo z A', jeZ by nepatfilo do 4, tj. neni &’ > «, ani neexistuje &islo z A4, jeZ
nepatii do A', tj. neni o > o', Je-li o’ > a, existuje &islo a’, jeZ patfi do A’ a soucasné
do B; kdyby bylo soucasné a > o, existovalo by &islo a, jeZ by patfilo do 4 a sou-
gasn& do B'. Jezto a by pattilo do 4 a a’ do B, bylo by (viz definici 1) a < a’; jeZto
by a patfilo do B’ a a’ do A’, bylo by soudasné a > a’; ale to neni mozno; tj. je-li
o' > a, nemiiZe byt soudasné e}c> o'. Tedy celkem: je-li « = o', nemiiZe byt ani
o > o ani o > a'; je-li o > o, nemiZe byt soudasné a > o'. To jest: ze tfi vztahi
a=a,a >a, o> a plati vidy nejuyse jeden. _

Ale jeden z t&chto vztaht vZdy plati; nebof budto je A = A’, a potom je & = a';
nebo je A = A’, a to znamena, Ze budto existuje &islo z A', jeZ nepatii do 4, takZe je
o' > a, nebo existuje &islo z A, jeZ nepatfi do A’, takZe o > o'. Tim je véta 11*
dokazana.

Véta 12*, Je-lia > o, o' > a", jea > a'.

Diikaz. BudiZ a = (4/B), ' = (4'/|B’), «" = (A"/B"); necht je a > o, o« > .
Potom existuje &islo a, jeZ patti do 4 a soudasné do B’, jakoZ i &islo a’, jeZ patfi do 4"
a soudasn& do B". JeZto a patii do horni a a’ do dolni skupiny fezu o/, je (podle
definice fezu) a > a’. Jeito a’ pat¥i do B”, patfi (podle vity 34) i vétsi &islo a do B”
Cislo a patfi tedy do A a soucasné do B”, tj. (podle definice 2) & > .

Véta 15*. Je-li a libovolny Fez 1. nebo 3. druhu, existuje pFirozené &islo n tak,
e n* > a.

Diikaz. BudiZ a = (4/B); existuje aspoii jedno &islo be B; podle vity 15
existuje tedy rfirozené &islo n tak, Ze n > b; tedy je také ne B. Cislo n patii do

26) Slovo ,,svobodné* nesmime zde pojimat jako vyraz libovile, nybrz spige ve smyslu Eng;l- _
sova vyroku o svobod¢ jakoZto poznané nutnosti. Nam nejde o to, abychom podali
jakoukoliv definici vztahu &’ >> &, nybrz takovou definici, kterd by pfesné& vyjadfovala
ten vztah mezi « a a’, ktery je naznacen na obr. 3, jak jsem jiZ fekl. Mohli bychom defino-
vat vztah o’ > « také jinak, jak by nds zrovna napadlo, a mohli bychom vybudovat pfi-
sludnou teorii tohoto vztahu. Tim bychom dostali teorii sice formaln& bezvadnou, ale prav-
dépodobné neplodnou; rozhodn& bychom'viak nedospéli k teorii odraZejici v abstraktnf
a piesné formé vztah naznaeny na obr. 3. Chceme-li podat definici odréZejici tento vztah,
musime nutné zvolit definici 2 (nebo, po pfipad&, néjakou definici s nf ekvivalentni).
Oznaduji tuto vétu &islem 11*, protoZe je obdobna vété 11 o uspoifadani &isel (racionil-
nich); podivejte se na vétu 11! o

27



dolni skupiny fezu n* (je jejim nejvétsim &islem). Existuje tedy &islo patfici do horni
skupiny fezu o 2 soudasné do dolni skupiny fezu n* (&islo n ma totiZ tyto vlastnosti).
Podle definice 2 je tedy n* > a.

~ Dilezit4 je okolnost, Ze mezi (racionalnimi) &isly a, b jsou tytéZz vztahy podle
velikosti jako mezi pfisluSnymi fezy 1. druhu a*, b*: jsou-li &isla a, b stejna, jsou
* 1 fezy a*, b* stejné; nejsou-li Cisla a, b stejna, odpovida vet51mu Cislu vétsi fez.
. Vyslovme to vétou: :

Véta 36. Budte a, b Cisla; je-li a = b, je a* = b¥*; je-li a > b, je a* > b*.

Dikaz. Prvni &st je zfejm4. Budiz tedy a > b. Potom ¢islo a patfi do dolni
skupiny ¥ezu a* (Ge nejvet51m gislem této skupiny), ale nepatfi do dolni skupiny

fezu b* (nebot je VEtSi neZ nqvetsn dislo této skupiny, tj. &islo b). Podle definice 2 je
“tedy vskutku a* > b*.

§ 6. C’tyh zékladni vykony potetni s Fezy. Zatneme s¢itinim:

. Véta 37. Budte a = (A/B), « - (4'|B) Fezy 1. mebo 3. druhu. Znakem D
oznaéme mnoZinu viech &isel, jeZ se daji psét ve tvaru b + b’, kde b je &islo mnoZiny
B, b’ ¢islo mnoZiny B'. MnoZina D je horni skupinou jistého fezu 1. nebo 3. druhu -
y = (C/D).
Definice 3. Tento Fez y nazyvdnie soultem Fezu o« a Fezu o' a znadime jej znakem
a®d . '
Diikaz. Mame dokazat, Ze mnoZina D je horni skupinou jistého fezu, tj. Ze
spliiuje podminky 1, 2 v8ty 34 a %e-tento ez neni druhého druhu, tj. Z¢ mnoZina D

“neobsahuje nejmensi &slo. Vezm¥me n&jaké &islo b € B a n&jaké &islo b’ € B’ (takova
-sla existujf, jeZto B, B’ nejsou prazdné, viz definici 1); &slo b + b’ patfi pak do D,

" takZe mnoZina D obsahuje aspoﬁ jedno &islo. Vezm&me n&jaké &islo a € 4 a n&jaké
&islo a’ e A’ (takova ¢&isla existuji, jefto A4,” A’ nejsou prazdné mnoZiny). KaZdé
&islo mnoZiny D ma tvar b + b’, kde be B, b’ e B, tak¥e b > a, b’ > a’ a tedy -
a+a <b+b;ésloa+ a’ je tedy mensi nez ka¥dé &islo mnoZiny D a tedy ne-
patii do D (tj. neni rovno Z4dnému &islu z D). Tedy mnoZina D neobsahuje viechna
&isla; podminka 1 vty 34 je tedy splngna. Budiz nynid € D, d’ >d.Jestd =b + b,
kde be B, b’ B'. Polozme d' — (b + b') = ¢, tak¥e ¢ > 0; je tedy b + ¢ > b;
jeZto be B, je (podle véty 34) téZ b + ceB;aled’ = (b '+ c) + b’, kde b + ce B,
é € B';tedyje’d € D.Tj.:je-lide D, d’ > d, je té% d’ € D, tak¥e té% podminka 2 véty

434 je splnéna. BudiZ kone¢n€ d libovolné &islo z D; tvrdim, Ze d neni nejmen$im
gislem z D. Lze totiZ psat d = b'+ b, kde be B, b’ € B, Je#to a = (A/B) neni fez
2. druhu, existuje &islo by € B tak, Ze by < b; &islo bo + b’ je menSi neZ d a patii
do D. Tim je diikaz proveden.

. DokéZeme nyni, Ze pro s€itani fezd, deﬁnované deﬁmm 3, plati tyto véty:

Vital*. o @ o' =o' @ a.
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Véta 2*. o)D" =a@ (¢ @ a").
VYéta3*. a @ 0* = a.

Véta 4*. Jsou-li a, o dva libovolné ¥ Fezy 1. nebo 3. druhu, potom existuje jeden’
a jen jeden Fez £ 1. nebo 3. druhu, -pro nejz plati rovnost o’ @ & = a.

Véta 13*, Je-li o > o, jea@a” >ao @a.

K dikazu tichto péti vét zavedme oznateni a = (A/B), o = (4'/B), o«" =
= (A"|B").

Dikaz v&ty 1*. Horni skupina fezu o @ o’ je mnoZina viech &isel tvaru b + b,
kde b e B, b’ € B’; horni skupina fezu ¢’ @ « je mnoZina viech &isel tvaru b’ + b,
kde be B, b’ € B'. Ale tyto dvé mnoZiny jsou stejné nebot podle véty 1 plati pro-
libovolna &isla b, b’ rovnost b + b’ = b’ + b. Tedy fezy a @ o, a @ a .jsou si
rovny (nebot maji touZ horni skupmu)

‘Dtikaz v&ty 2* je obdobny. Horni skupina fezu (¢ @ a’) ® a” je mnoZina
vech ¢&isel tvaru ,,Eislo horni skupiny fezu o @ o’ plus &islo horni skupihy fezu o™,
tj. mnoZina vech &isel tvaru (b + b’) + b", kde be B, . b’ € B', b" e B". Obdobn&
horni skupina fezu « @ (¢’ @ «”) je mnoZina vSech &isel tvaru b + (b' + b"), kde
beB, b’ € B, b" € B". Op&t ob& mnoZiny jsou stejné (podle véty 2).

Dukaz véty 3*. BudiZ D horni skupina fezu a @ 0*. Horni skupina fezu 0*
se sk1ada ze viech &isel kladnych (v&tSich neZ 0). Tvrdim, Ze D = B. BudiZ d libovolné
&isloz D;tedy d = b + p, kde b e B, p > 0. Podle véty 34 plati, Ze té% d € B (nebof
d > b, be B). BudiZ za druhé b.libovolné &islo z B; jeZto « neni 2. druhu, existuje
&slo by € B tak, Ze by < b; tedy b — by > 0, b = by + (b — by), tj. b je tvaru
,,¢islo z B plus &islo kladné*, tedy b e D (nebot' ,,oislo kladné* znamena totéZ jako
,,Cislo horni skupiny fezu 0**). Tedy: kaZdy prvek z D patti do B a kaZdy prvek z B
patifido D, tedy D = Batedyia @ 0* = a.

- NeZ postoupime dale, dokaZeme tuto

pomocnou vétu: BudiZ (A/B) libovolny Fez, h libovolné kladné &islo. Potom
existuji &isla a, b tak, 2eae A, be B, b — a = h.

Diikaz. Zvolme &islo ao € A'a &islo by € B (takova &isla existuji). Jest ag < by.
Podle véty 15 existuje pfirozené éislé n tak, Ze n > P%ﬂ,.tedy nh > by — a,,
ag + nh > by .

JeZto by € B, je téZ a, + nh € B. Vytvoime &isla
(26) ag, ap + h, ap + 2h, ..., ao.+ nh ;

" prvni z t&chto &isel patii do A, posledni do B. Vezméme v fadé‘(26) posledni &islo,
které jesté patii do A; budiZ to &islo a, + lh, kde ljecelé, ] 20,1 <n (pro l=n
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bychom uZ dostali &islo z B). Nasledujici &islo v Fad& (26), totiz ao + (I + 1) h, uz
patii do B. PiSeme-li a = ay + lh, b =a, + (I + 1) I, je skutednd ae A, be B,
b—a=h ' -

Dukaz véty 13* Budiz « > o'; existuje tedy jisté &islo a, tak, Fea, € A, a, € B.
JeZto o’ neni druhého druliu, existuje ¢islo ay < ag tak, Ze a, € B'; jest oviem a, € A.
PoloZme ao — a; = h;jest I > 0 a tedy existuji podic pomocné véty dvé &isla ag, by
tak, 7e¢ age A", bgeB", by — ag=h. lest a5 + ap = (bg — h) + (a, + h) =
= by + ay. Jeito bye B", a, € B’, patii a, + by = a¢ + ag do horni skupiny
fezu o’ @ a". Je-li d l)bo‘.olné dislo horni skupiny fezu a @ o, je d = b + b”, kde
beB,b"e€B";tedyje b > a, (jeito ag€ A), b" > ag (jezto age A") atedy d > ao +
+ ag. Cislo a, + ag jetedy mensi nez kazdé &islo horni skupiny fezu « @ ", nepatfi
tedy do této horni skupiny a patii tedy do dolni skupmy rezu o® a. Tedy existuje
Sislo (totiz ao + ag), jez patfi do horni skupiny fezu o’ @ «” a soudasng do dolni

skupiny fezu & @ a”. Podle definice 2 je tedy a @ o” > o’ @ o”.

Ditkaz véty 4*. Jsou-li £,  dva rizné fezy 1. nebo 3. druhu (tj. £ + 7), je
a' @ ¢+ o' @ n; nebot podle véty 11* je budto & > 5 a potom podle vét 13%, 1*
E@a' >n@a,tj.a' ®E> o @ n, nebon > &apotomobdobnéa’ @ n>a’ @ E.
NemiiZe se tedy fez o’ @ & pro dva rzné fezy (1. nebo 3. druhu) & rovnat témuZ
fezu o; tedy existuje nejuyse jeden fez £ (1. nebo 3. druhu), pro ktery plati rovnost

(27) ad@DE=uqa,

a k dikazu v&ty 4* stai tedy jeden takovy fez (1. nebo 3. druhu) sestrojit. Budiz Y
mnoZina viech &sel tvaru b — a’, kde b e B, a’ € A". Jeito existuje &islo b € B jakoZ
i &islo a’ € A’, neni mnoZina Y prazdna. Za druhé: existuje &islo a, € 4, jakoZ i &islo
by € B'. Pro kazdé &islo b e B a kaZzdé Cislo a’ € A’ je ag < b, by > a’ a tedy aq —
— by < b — a’ (véta 19), takZe &islo ay — by je mensi neZ kazdé &islo mnoZiny Y
a tedy nepatfi do mncZiny Y. Tedy mnoZina Y spliiuje podminku I véty 34 (obsa-
huje aspoii jedno ¢&islo, ale neobsahuje viechna &isla). Budiz dale ye Y, y' > y;
tvrdim, Ze potom té% y’ € Y. Nebot jest y = b — o', kde be B, a’ € A'; jest b + y' —
- y >b,tedy téZ b + y' — yeB;jest viak y' =y + (y —=y)=(b+y —y) -

,kde b+ y"— yeB, a’e A, tedy y’' € Y. Mnozina Y spliiuje tedy téZ pod-
mmku 2 véty 34. Kone€né tvrdim, Zc mnoZina Y neobsahuje nejmensiho cisla.
Nebot budiz ye Y, tedy y ='b — a’, be B, a’ € A’; jekto « neni 2. druhu, existuje
b, < btak,Ze b, € B. Cislo y, = b, — a’ je vskutku measi neZ y a patfi do mnoZiny
Y. Tedy je Y horni skupinou jistého fezu ¢ = (X/Y) a tento fez je 1. nebo 3. druhu.
UkéZeme jests, Ze tento fez ¢ spliuje rovnici (27). Herni skupinu fezu o’ @ & oznadme
znakem D; stadi dokazat, 22 D = B. MacZina D je mncZina viech &isel, jeZ se daji
psat ve tvaru b’ + y, kde b’ € B, y € Y, tj. mnc Zina viech &sel tvaru

(28) d=b+(b-a), kde b'eB'. beB, a'eA.
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BudiZ nyni d € D, takZe d lze psat ve tvaru'(28); jest b’ > a’, tedy d > b; je¥to
be B, je také d € B: kaZdé ¢&islo.z D patfi do B. BudiZ naopak b € B; jeito « neni
druhého druhu, existuje &islo b,. tak, Ze b, < b, b, € B; poloZmc b — b, = h,
takZe h > 0. Podle pomocné v&ty existuji &isla a’ € 4', b’ € B tak, Ze b’ — a’ = I
Tedy je '
=b,+h=by+ (b =a)=b +(b,—a),
kde
beB', b,eB, aeA,

takZe b € D. KaZdé ¢islo z B tedy patri do D. Tim je rovnost B = D dokazéna, a tim
i véta 4%, '
Je opét dileZité, Ze se fezy 1. druhu scitaji jako pFislusna (racionélni) Cisla:

~ Véta 38. a* ® b* = (a + b)*. (Slovy: soudet fezd 1. druhu, pfifazenych &slim
a, b, je fez pfifazeny soudtu &isel a, b.)

Dukaz. Horniskupina jakéhokoliv fezu c* je mnoZina vSech &isel vétsich neZ c.
BudiZ M horni skupina fezu a* @ b*, tj. mnoZina vSech &isel tvarua’ + b, kde a’;> a,
b’ > b; budiZ N horni skupina fezu (@ + b)*, tj. mnoZina viech &isel vétsich nea + b.
Sta¢i dokazat, 2¢ M = N. Budi? pfedeviim me M; tedy m =a' + b’, a’ > a;
b > b, tedy m > a + b, tedy m e N. BudiZ za druhé ne N; tedy n > a + b; po-
lozme}(n — (a + b)) = c,tak¥ec > 0,n = (a + ¢) + (b + c). PoloZim-lia’ = a +
+ce, b =b+c,jea >a, b >b, n=a + b, tedy neM. Tedy je-hmeM
jemeN;jelineN, je ne M. Tedy vskutku M = N.

Mluvili jsme dosud o uspofadani fezd, o jejich s¢itani (a vlastng také o jejich
odg&itani: fez £ z vty 4* je totiZ definovan obdobné, jako se definuje rozdil x = a — b
disel a, b rovnici b + x = a). Jesté ndm zbyva definovat.soudin a ® «’ dvou fezi
1. nebo 3. druhu a odvodit pfisluiné véty obsahujici soudin fezi. Nebudu se tim jiz
zabyvat: na uspofadani a s&itini fezil jiZ étena¥ zajisté poznal, jakym zplisobem se
zde postupuje, a je snad ochoten vé&fit, Ze podobnym zpisobem je moZno pokra&ovat
také pfi nasobeni, a proto nebudu rozsah tohoto paragrafu rozsifovat podrobnym
vykladem o definici nasobeni fezd ani o dikazy pfisluinych,vét. Ostatn& &tenaf,
ktery se chce presv&dtit, jak lze teorii nasobeni fezl vskutku vybudovat (a opravdovy
matematik nebude véfit Zddnému vyroku autority, nybrZ se presvédéi sam o jeho
spravnosti), miiZe postupovat dvojim zpisobem: budto rozfesi cvieni umistdna na
konci tohoto paragrafu a tim obdrZi pravé onu &st aritmetiky fezi, kterou jsem zde
vynechal — to je nejcenné&j§i zpisob, protoZe pfitom vnikne samostatnou praci do
podstaty teorie, kterou zde vykladam; nebo, netroufa-li si na feSeni t&chto cvi€eni,
miiZe si schizejici €ast aritmetiky fezi doplnit z né€které knihy jednajici o tomto
predmétu. Vice nebo mén& podrobnou teorii redlnych &isel najde Ctenat ve vétsing
solidn& zaloZznych knih o diferencidlnim poétu. Upozoriiuji napf. na pékny vyklad
v knize Fichtengolcové (I. M. ®uxrenroms, Kypc mmbpdepennuansroro
M MHTETpaNbHOTO Hcuucnenns), sv. 1 (OT'U3, Moskva-Leningrad 1948) na str.

- Jarnik: Diferencidlni poZet I.
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11-49. Upozdrﬁﬁji pouze Ctenafe, Ze Fichtengolc nevyluduje fezy 2. druhu; nybrz
1. druhu. Systematicky vyklad teorie redlnych ¢&isel obsahuje kniha O. ‘Perron,
Irrationalzahlen, 2. vyd. (Berlin 1939), str. 1—35. Perron vyluduje fezy 2. druhu.

DluZim viak &tenafi jest€ n&kolik slov o literatufe k teorii &isel pfirozenych
(1 2,3,...), &sel celych a &isel racionalnich. Prechod od &isel celych k- &islim racio- |
nalnim a teorie racionélnich &sel jsou vyloZeny v knize V1. Kofinka Zaklady algebry
(Praha 1953, 2. vyd. 1956). Tato kniha neobsahuje viak teorii &isel pfirozenych ani
teorii &isel celych (obor &isel celych® vznik4 z oboru &isel pfirozenych pfidanim &isel
0,— 1, — 2,....). Mame viak nyniv Ceské literatufe dvé knihy obsahujici systema-
tickou teorii &isel pfirozenych, celych, racionalnich a redlnych, v nichZ teorie redlnych
¢isel je vybudovana na pojmu fezu. Jsou to kmny K. Hrusa, Elementarm aritme-
tika (Praha 1953) a B. Pospi§il, Nekonetiro v matematice (Praha 1949 — hlavng
druha &ast této knihy). Ob& knihy spoéivaji na mnoZinovém zakladg; v obou je
proto moZno.se poucit.o piesném smyslu vjrokﬁ jako ,,mnoZina je kone€na‘,
,,mnoZina se skladi z n prvk“‘ apod. (viz str. 21— —22). Kniha Hru3ova je psina
obsirngji a obsahuje také teorii &isel komplexmch a pocatky teorie Cisel hyperkom-
plexnich. Velmi originalni knizka Pospiilova (tento vymkajlci matematik zemfel za
okupace na nasledky v&zn&ni v r. 1944 ve véku 32 let) je psana mnohem zhu$téngji.
'V obou knihach se &tenaf dov1 mnoho zapmaveho z obecné teorie mnczin. Podoty-
kam, Ze oba auton vylucu_u v teorii realnych &isel fezy 1. druhu

Koneéné existuje kniha, ktera si za jediny cil klade pravé uplny vyklad nauky
o &islech pfirozenych, potom racionilnich, dale reilnych a koneén& komplexnich.
Je to knizka E.Landau, Grundlagen der Analysis (Lipsko 1930) Landau. vyluculc _
fezy 1. druhu. -

: Landauova kniZka je psina jeho znimym struénym ,telegrafickym* slohem.
V &eské literatufe mame viak pozoruhodnou knihu, kterd vénuje velkou pozornost
pravé tomu, aby &tenafe postupné pfivedla k onomu zplisobu mysleni, ktery je charak-
teristicky pro dne$ni matematiku. Je to kniha zesnulého akad. Ed. Cecha ,,Cisla
a pccetni vykeny* (1954) Teorie celych, racionalnich a redlnych d&isel se tykaji -
jeji prvni t¥i kapitoly. Na rozdil od ostatnich knih zde uvedenych nebuduje Cech teorii -
redlnych &isel na zdkladé Dedekindovy teorie -fezd, nybrZ pomcci poslcupnosti
racionélnich &isel pcdle G. Cantcra. Kdo ma hlubsi zijem o zakladni otdzky mate-
matiky, rozhodné by se mél s Cantorovou teorii nékdy seznamit.

Shriime vysledky paragrafii S a 6. Pfitom slovem ,,fez rozumim zde stale fez 1.
"nebo 3. druhu. Definovali jsme uspofadani fezt (tj. vyznam vztahu o’ > ), soudet
fezli « ® o’ a soudin fezit « @ o’ (posledni definici jsme si odpustili) a dokazali jsme,
Ze pro tyto vykony plati véty 1* aZ 15*, zcela obdobné vétam 1 aZ 15 pro Cisla (zase
jsme si odpustili v&ty cbsahujici soudin, takZe jsme podrobn& dckazali pouze véty
J1R 2% 3¥ 4% 11%) 12%) 13%; 15%; véty 4* a 10* dovoluji defincvat rezdil a podil
fezt). Koneéné jsme zjistili, Ze pcgitani fezy 1. druhu se v podstaté shoduje s pcéita-
nim piisludnymi (racionlnimi) &isly: je-lia = b, je a* = b*;je-li a > b, je a* > b¥;
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dale je a* @ b* = (a + b)*, a* ® b* = (ab)* (ditkaz posledni rovnice jsme si opét |
odpustili).

Oviem dCtenéf, ktery provedl cvieni, umisténad na konci tohoto paragrafu, si
neodpustil nic:

Cviceni

V téchto cvidénich znameéns slovo Fez vZdy fez 1. nebo 3. drubu; mali feck4 pismena znadi
fezy, mald latinskd znadi Cisla. _

1. Budi¥ & = (4/B) > 0*; budiz k> 1. Potom existuji @, b tak, ¢ a> 0, ac A4, beB,
b:a = k.?®) Néavod: existuje ap> 0, a, € 4; dile existuje by € B. Binomick4 véta déva (pro
celé n =.1) =0+ (k -1))"> n(k — 1); odtud na;dete Ze existuje ;n tak, e apgk” > b,
tedy agk” € B. Je-li agk! posledni z gisel ay, aok, agk?, ..., aok", jez patfi k 4, stati ‘polozit
a='agk!, b'=apk'*! = ka.

2. Ona‘¥4st aritmetiky, jez ‘plyne z vét 1, 2,3,4,11,12,13; 15 (bcz pouziti _unych vét o ra-
ciondlnich &islech),: plati téZ pro fezy; n€které véty toho druhu jsme pro racionalnf &sla jiz odvo-

- dili; budeme jich nyni u¥ivat té% profezy. Rez &£z véty 4* oznatima © «’; misto 0* © «’ budetme

psét Oul.

3.'BudiZ & = (A/B) > 0% o= (A’/B’) > 0, Budd D mnoZina viech &isel tvaru b¥,
kde b e B, b’ € B'. Potom je D horm skupmou jistého fézu (C/D) >- 0*, Deﬁnujeme pak souém
Tovnici « @ o’. = (C/D). .

“4. 'V ostatnich pnpadech deﬁnujeme
9 e ®0* =0* ®o¢ = 0* pro hbovolnéa :
30) (ONR¥ =aR(©Oa)=00@Ra), (EN)® (ea') =a®a

proa > 0% o’ > 0%.

5. -DokaZte véty 5%, 6*, 7*, 8*, 9* (tj. v&ty o Fezech, obdobné v&tim 5 aZ 9 pro &fsla). Ndvod:
véty 5*, 6* plynou snadno pro « > 0%, &’ > 0*; v ostatnich pﬁpadech uZiji vzorcu (29), (30):
Véta 7%, ti. (2 @) @a” = @a” @’ @a” plyne pro & > 0%, o’ > 0%, «” > 0* takto:*)
Mim dokézat, Ze mnozma cxsel tvaru

3n (b+b)b",beB, b eB, b €B. .
je taZ jako mnozina viech &isel tvaru

(32) | byBy + BB, bieB, b eBTb]e B, bieB.
KaZzdé ¢islo (31) ma tvar '(32). Naopak, je-li b5 = b{, mé (32) tvar

coZ je tvar (31); obdobng pio b5 < b. Ostatm piipady podle (29), (30). Véta 8* je snadné pro
& > 0% ostatni pfipady podle (29), (30). V&ta 9* plyne ihned z ¢viteni 3, 4.”

6. Dokazte vétu 14*: je-lix > o/, a” 3> 0%, jex @ a” > o' ® &”. N4vod: z vét dosud odvo-

zenych snadno najdete, Ze jde o nerovnost (x © &) ® &” > 0*, kde & O’ > 0*, jeZ viak plyne
z cvi€eni 3.

29) Srovnej podobnou pomocnou vétu pi‘ed dikazem véty 13*.
) Pilistile « = (4/B), o’ = (4'|B), " = (4"/B").
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7. Ysou-li &, " fezy, o’ = 0%, existuje jeden a jen jeden fez & tak, %e o’ ® & = . Ndvod:
je-licc > 0%, &’ > 0%, budiZ Y mnoZina viech Cisel b:a’, kde be B,a’> 0, a’ € A’; fez & potom
bude definovén rovnici £ ="(X/Y). Rovnici &’ ® £§ =« dokaZete tak, ¥e ukdZete, e mnoZina

-viech &isel '

&
-—.b(beB, VcP, adecd, a>0)
a

[=2

je totoZna s mnozino B; k dikazu uijte evideni 1.39)

Ostatni pfipady podic {29), (30). Jednoznadnost plyne uZitim véty 14*, podobné jako iedno-
gnacnost v 4* plynula z 13%, | )

8. Jest (— 0)* = O ¢* @ @ b* = (ab)*.

B

§ 7. Reilna &isla. Teorie fezi, vybudovani v paragrafech 4, 5, 6, dovoluje nam jiZ
velmi jednoduse zavést ,,iracionalni reilna &isla*."Mame dosud tyto véci k disposici:
predné racionalni &isla, za druhé fezy 1. druhu, za tfeti fezy 3. druhu. Pro racionalni
-¢isla mame definovan vyznam symboli >, +, . (krét), a vime, Ze pro tyto symboly
plati véty 1-a% 15. Obdobn& mame pro fezy 1. a 3. druhu definovin vyznam symboli’
>, @, @ a vime, Ze pro tyto symboly plati véty 1* aZ '15*, \ipln& analogické vétam
1—15, jeZ plati pro racionalni &isla. Nyni ddme feziim 3. druhu nové jméno: fez 3.
druhu budeme také nazyvat ,redlnym iracionalnim &islem*; ¢&isla “raciondlni
a realna iracionilni budeme dohromady nazyvat ,,realnymi &isly*“. To je vSech-
no' ovSem jen nové pojmenavani; hlavni véc teprve pfijde. Reilni ¢&isla budeme
nyni bez rozdilu ozna¥ovat pismeny kterékoliv abecedy (latinské, fecké, malé,
velké, jak se ndm to bude zrovna hodit).3!) Rezy 1. a 3. druhu pfifadime nyni
vzijemné jednoznalné. redlnym Cislim tim, Ze kaZdému redlnému ¢&islu a pfi-
fadime jisty fez 1. nebo 3. druhu a* timto zpisobem: je-li « racionalni &islo, bude a*,
tak jako dosud, znadit onen fez 1. druhu, v némZ &islo o je pravé nejvétsim &islem
dolni skupiny; je-li v§ak « iracionalni &islo, tj. fez 3. druhu, poloZime oa* = o (tj. .

~

.fez o pifadime sam sobg). Tim jsou vskutku fezy 1. a 3. druhu vzijemné jednoznaéné

v

pfifazeny redlnym &islim: a to fezy 1. druhu jsou pfifazeny vzajemné jednozna&n&
&islim racionalnim (jak jsme podrobng vyloZili na str. 42), fezy 3. druhu jsou pak

41

vzajemné& jednoznadn& pfifazeny redlnym &islim iracionalnim (a to nejjednodussim
mo¥nym zpiisobem: kaZdy fez 3. druhu (= iracionalni realné &slo) je pfifazen sam
sob&).32) Zs vzajemné jednozna&nosti pfifazeni je patrné: jsou-li &, B dvé realna
&isla, potom rovnost & = f plati tehdy a jen tehdy, plati-li mezi pfislusnymi fezy

rwr

rovnost a* = B*. Pro raciondlni &isla o, f zndme vyznam vzorce o > f§; vime také,
e nerovnost o« > f (kde a, B jsou raciondlni &isla) plati tehdy a jen tehdy, je-li

3°) Hlavni krok je tento: je-li b; € B, existuje b < b; (b € B). Tedy existuji a’ =0, b(d € 4,
b e€B’)tak, e by :b=1>b":a',nakez by =b. b : 4. '

31 Poznamenejme, Ze skute€né, podle véty 35, existuje aspoii jedno redlné iraciondlni &islo
(tj. fez 3. druhu). Tim, Ze jsme k raciondlnim Cislim pfidali je$té redlnd iraciondlni ¢isla, do-
stali jsme tedy vskutku néco nového.

32) Kazdy tez 1. nebo 3. druhu lze tedy psat ve tvaru «*, kde « je pravé ono (jednozna&né uréené)
redlné &islo «, jemuz je dany Yez pfitazen.
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a* > B*. (ProtoZe jsem viak tuto.vétu nikdé v tomto tvaru nevysloyil, doka¥me si ji:
budte «, p racionélni &isla; je-li a.> B, je podle véty 36 a* > f*. Nechf za druhé neni
o > fB; potom podle véty 11 je budto « = f nebo B > a, tedy podle véty 36 je budto
a* = [* nebo f* > a*, a tedy podle véty 11* neni a* > p*. Tim j¢ n&% vyrok doka- .
zan: je-li « > B, je a* > B*; neni-lia > B, neni a* > B*.) Tedy jedt& jednou: vyznam
vzorce a > f byl definovan dosud pouze pro raciondlni «, § a to tak, Ze nerovnost
a > f plati tehdy a jen tehdy, plati-li a* > f* (tj. « > B-znamena totéZ co «* > f* —
oviem pro racionalni «, f). Rozsifime nyni smysl vzorce @ > B na libovolna redlna
(racionalni nebo iracionélni) &isla a, B touto definici: vzorec « > B nechf znamena
totéZ co a* > B*. (Je-li n&které z &isel a, B iraciondlni, dostal vztah « > B touto
definici teprve smysl; jsou-li «, f racionélni, mél vztah a > f smysl jiz dfive; ale
zjistili jsme toto: vztah @ > B ve ,,starém* smyslu (pro.racionélni o, f) znamena
totéZ co a* > f*, tj. totéZ co « > B v ,,novém* smyslu, takZe nova definice je ve
shodg se starou; kdyby tomu tak nebylo, musili bychom pfi nové definici zavést
n&jaky jiny znak neZ >, abychom se vyhnuli nedorozuméni. Tuto celkem samozfej-
mou poznamku jsem proto tak obSirn€ vypsal, protoZe v podsthté totéZ se bude -
opakovat pfi séitini a nasobeni; tam ovSem uZ tutopoznémku' opakovat nebudu.)

Pfistupme nyni ke s¢itini. Jscu-ii a, B racionalni &isla, je definovan jistym zpi-
sobem ,,souet” « + B. Podle véty 38 je pak a* @ p* = (« + p)*, takZe soudet
a + B (pro raciondlni a, P) 1ze nalézt takto: vytvofim soudet fezdl a*, B*; to je jisty
fez y*, tj. a* @ B* = y*; Cislo k tomuto fezu pfisluiné, tj. &islo 9, je pravé soucet
o + P. Roziitime nyni definici souétu a + B na libovolna reilné &isla «, B takto:
soudet fezli a* @ P* je jisty fez y*; prislusné &islo y nazyvame soudtem &isla a a &isla B
a znadime je « + B. Tim mame definovan soucet « + B pro libovolnd reéln&
o, B a v pfipadé racionalnich «, f je tato nova definice ve shodé se starou (podle
véty 38). '

Podobng nésobeni: podle jedné véty (jejiz ditkaz jsme si odpustili)*®) plati pro
racionalni &sla a, f rovnice a* @ p* = (xff)*. Definici soudinu rozsifime na libovolna
redlna &sla «, B takto: sestrojme soudin fezl o* @ B*; to je jisty fez y*. Cislo y nazy-
vame soudinem &isla o a ¢isla § a znagime je aff nebo a . B. _

Tim jsme definovali smysl vzorce a > B, jakoZ i soudet a +,f a soudin aff pro
libovolna realné ¢isla «, f; pro raciondlni «, f jsou tyto nové definice ekvivalentni

‘se starymi. . »

V § 2 jsem zopakoval véty 1 aZ 15; tyto véty plati, jak vime, jestliZe slovo ,,Eislo*
znamen4 ,,racionalni &slo*. UkaZeme ted, Ze véty 1 a¥ 15 plati obecn&ji pro redlna
&isla, tj. Ze plati téZ tehdy, jestliZe v nich slovo ,,&islo* znamena ,,redlné ¢islo*.

DokaZme tieba v&tu 1. Budte a, b realna &isla; sestrojme a* @ b* = c*, b* @
@ a* = d*. Podle naji definice soudtu realnych &selje ¢ = a + b, d = b + a. Alepodle
véty 1* je c* = d*, atedyi c=d (nebot c* = d* plati tehdy a jen tehdy, je-li ¢ = d)
a tedy vskutkua + b= b + a.

33) Viz viak cviteni 8 k § 6.
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. Doka¥me obdobng vétu. 11; Budte a, b reélné éiSla;'podlé véty 11* plati jeden
a jen jeden ze vztahd a* = b*, a* > b*, b* pe a*. Ale prvni vztah znamena totéZ
Jako a = b, druhy totéZ jako-a > b, tfeti totéz _]ako b > a. Ze tii poslednich vztahk
plati tedy. vskutku jeden a jen jeden.

Doka¥me jesté vétu 4. Rovnice b +- X = a (kde a, b x jsou redlna &isla) znamena
totéz (podle definice soudtu) jako b* @ x* = a*. Pfi danych &islech a, b, tj. pfti da-
" nych fezech a*, b*, existuje podle véty 4* jeden a jen jeden fez x*, pro néjZ je b* @
@ x* = a*, tj. existuje jedno a jen jedno reéalné &islo x, pronéZzje b + x = a.

Podobnym zpﬁso’bein bychom mohli dokéazat téZ ostatni z vét 1 aZ 15 pro.redlna
&sla; .véc je tak jednoduché (proto viak. téZ trochu nudnd), Ze ji mohu prenechat
&tenéfi.>*) .

§ 8. MnoZiny realnych ¢isel. — Véta o supremu a infimu (Cili o horni a dolni hranici).
V § 4 a% 7 jsme zavedli do svych @vah &isla realn4.- Cisla racionalni jsou specidlnim
pfipadem realnych &isel; Cisla redlna, jeZ nejsou racionélni, jsme nazvali redlnymi
iracionalnimi &isly; ‘zjistili jsme, %e aspoii jedno takové iracionalni &islo existuje.
" Dale jsme zjistili toto: véty 1 aZ 15 plati i pro &isla realna, tj. plati i tehdy, jestliZe
_v nich slovem ,,&islo* rozumime ,,redlné &islo* (a ne jenom ,,racionalni Cislo®, jak
jsme to &inili v § 2):

Pro reélna &isla zavadime ovSem také ona oznadeni, jeZ jsme v § 2 zavedli
specialné pro racionalni ¢isla; tak misto a > b piSéme téZ b < a a Cteme ,,a je vEtsi
neZ b* nebo ,,b je mensi neZ a*“. Rovn&Z zavadime znak a = b (nebo b < a) pro
,,a > b nebo a = b*. Déle zna€ime znakem a — b ¢islo x spliiuyjici rovnici b 4+ x =

= a, znakem % nebo a : b (pro b # 0) &islo x spliiujici rovnici bx = a; misto 0 — a

piSeme — a, konecné zavadime prostou. Cili absolutni hadnctu Cisla a, totiZ [a| = a
pro a>0,lal=—aproa<0,|0 = 0. Cisla v&tsi nez nula- opét nazyvame klad-
nymi, &sla mensi neZ nula zipornymi. Casto uZivame jeité téchto pojmenovani:
&isla kladnd a nulu (tj. &sla = 0) nazyvame nezdpornymi, &isla zaporna a nulu
(tj. &isla < 0) nekladnymi.

Cisla realna jste zvykli znazoriiovat si na tzv. &iselné ose; nékolik slov jsem jiZ
o tom fekl na str. 25, ostatn€ véc je vim b&Zna ze §koly. Budeme pfileZitostné uZivat
geometrického ndzvoslovi souvisiciho s timto znizornénim: misto ,,mncZina vSech
realnych &isel* budeme leckdy fikat ,,&iselna osa“, misto ,,realné &islo a‘ budeme
tikat ,,bod a*; misto ,,&islo a je vétsi (men§i) neZ b* budeme fikat ,,bod a leZi vpravo
(vlevo) od bodu b* apod. Zdﬁrazmh jsme ovSem jiZ jednou, Ze zrakoveho nazoru
34) Cely vtip je v tom: véty 1*—15* (obdobné vétam 1—15) obsahuji znaky (s fezy) tvaru

A) a% =B% a*>=p% a* DB, a*@p*.

‘Snadno se v kazdém jednotlivém pfipadé presvédlite (u vét 1, 11, 4 jsme to provedli), Ze

tyto véty zistanou v platnosti, piSete-li misto fezl a*, f*, ... reélné Cisla ~, ﬂ_, ... a misto
znaki (A)znaky o = B, « > B, « + B, «f. Tim obdrZite véty 1—15 pro reiln4 &isla.
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na pfimku nesmime uixvat _]ako prostfedku k dﬁkazﬁm uZivame-li- geometrickéh'o
nazvoslovi, _]ako ,,diselnd osa®, ,,bod na &iselné ose*, neni to nic jiného neZ jiné
pojmenovani pro ,,mnoZinu vSech realnych msel“, ,,realné &islo apod.- Casto je
viak geometrické nazvoslovi prece uZiteéné: leckdy ma cenu heuristickou, tj napovida
nam, kterou cestou se mame brat (vxz napf. nazorové tivahy v § 3 a na za&tku
§ 5) jindy je cennou pomiickou pro,zapamatovani dikazu nebo véty.

V dalSich uivahich budeme aZ do konce kap. XIV pracovat jen s realnymi Cisly;
proto slovem ,,&slo* budeme v celé této knize (s vyjimkou kapitoly XV) nadale
rozumét &islo redlné (,,mnoZina &iselnd* bude znamenat vidy_‘mnoiinu‘ realnych
disel, tj. mnoZinu, jejiz prvky jsou realna &isla); pijde-li o n&jaky speciélni druh
&isel (tfeba o racionalni, iracionélni, kladna, cela &isla apod. ); vytknu vidy vyslovng
tuto okolnost. BudiZ nyni M mnoZina &iselna (tj. mnoZina, jejiZ prvky jsou reilna
01sla) MnoZina M se nazyva shora omezenou (nebo 1éZ shora ohranii}'enou), existuje-li _
relné &islo k takové, Ze Zadné Cislo mnoZiny M neni vétSi neZ k (Jlnak feCeno: kazdé
¢&islo 'x mnoZiny M spliiuje nerovnost x < k; nazorné fe€eno: Zadné &islo mnoZiny
M neleZi ,,vpravo* od k). Kazdé &slo k majici tuto vlastnost budeme nazyvat ,,horni
zavorou mnoZiny M“. MnoZina M je tedy shora omezena, ma-li alcspon jednu horri
zavoru. Jakmile ma mnoZina M jednu hotni z&voru, m4 jich oviem nekone&n& mnoho:
nebot je-li &islo k horni zavorou, je i kaZdé &slo v&tsi ne¥ k horni zévorou.

Je-li napf. M; mnoZina v3ech &isel x spliujicich nerovnosti 1 < x < 3, je M,
shora omezena: nebof napf. &islo 10 je jeji horni zavorou, a rovnéZ &islo 7 nebo %
nebo 3. Ale Zadné &islo k mensi neZ 3 neni horni zdvorou mnoZiny M, ; nebof je-li
k < 3, existuje v mnoZin& M, &slo v&ti ne% k (napt. &islo 3). Cislo 3 je tedy jest&
horni zavorou, ale ¥4dné &islo mensi neZ 3 neni horni zivorou mnoZiny M, tj.
&islo 3 je nejmensi ze vech hornich zavor mnoZiny M. . '

Vezméme jiny pfiklad. Budiz M, mno¥ina viech &sel x spliiujicich nerovnost
x < 2. Také tato mnoZina je shora omezena, nebof napf. &islo 2 (a tedy také kaZdé
&islo v&t3i neZ 2) je jeji horni zavorou. Ale Z4dné &islo. k men3i neZ 2 neni horni
zdvorou mnoZiny M,. Dikaz: Je-li k <2, je k < 3(k + 2) < 2; 35) to znamena:
&islo 3(k + 2) patii do M, a ptitom je v&tsi neZ k; tedy &islo k neni horni zavorou
mnoZiny M,. Tedy: &islo 2 je nejmensi ze viech hornich zavor mnoZiny M,. -

Vezméme jesté jeden pfiklad trochu jiného razu. BudiZ M; mnoZina vSech &isel

tvaru 1l — 1, kde n probiha viechna pfirozen4 &isla (n = 1,2, 3,. ) MnoZina M,
n. N

je'shora omezena, nebot napf. &islo 1 (a tedy i kazdé gislo vatsi nez 1) je jeji horni

zavorou, Tvrdim: Zadné &islo k mensi neZ 1 nenf horni zavorou mnoZiny M;. Dikaz:

Jeli k <1 (atedy 1 — k > 0), existuje ptirozené &islo n tak, Ze 1 <1-k (stadi
: n ;

totiZ _vzi@ n>

, nadeZ podle véty 21 je 1 <1 — k). Zvolime-li n timto zpi-
n . .

35) Vzpomeiime si, %e jsme na str. 42 dokézali: je-li a < b, je a < 1@+ b) <b.
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sobem, je k < 1 — —. Cislo 1 — — patfi ovi¢m do mnoZiny M,; tedy existuje v M,
n n

¢islo vét§i neZ k, takZe k neni horni zavorou, ceZ jsme méli dokdzat. Tedy: Cislo 1 je

nejmenyi ze viech hornich zdvor mnoZiny M. (Viz obr. 4.)
Jako priklad mnoZiny, ktera neni shora cmezend, vezméme mnoZinu viech
piirozenych ¢isel. kterou oznatme MM, Je-li & libovoln? rediné islo, existuje priro-
zend &islo u (4. Sislo z M), ktued je v nez k (vita 15).

1 25 v f xr , .. . R .

H ;g Tedy Zadné Cislo 4 neni horni zavorou muoZiny A4y, tj.
[ 4 £ 1 v P ,
T mnoZzina M, neni shora omezena.

Obr. 4. Viechny tii piiklady shora omezenych mnoZin

maji cosi spoleéného: Mezi vSemi hornimi zivorami
mnoZiny M, byla jedna ze viech nejmensi, tj. (podle nézvoslovi zavedainého na
str. 41) mnoZina vSech hornich zdvor mnoZiny M, obsahuje nejmensi ¢islo. A touZ
vlastnost mély mnoZiny M,, M;. To neni nahoda. Plati totiZ obecns tato velmi
duleZita véta, kterou za chvili dokaZeme:

Véta 39. BudiZ M neprdzdnd, shora omezend mnoZina Ciselnd. Potom mezi
vSemi hornimi zdvorami mnoZfiny M existuje jedna, kterd je ze vSech nejmensi.

(Tj. mnoZina v8ech hornich zavor mnoZiny M obsahuje nejmen3i &islo.) Této vits se
tika véta o supremu nebo také véta o horni hranici.

Da se vyslovit také takto:

Véta 39 (véta o supremu Cili o horni hranici). BudiZ M neprdzdnd shora omezend
mnoZina Ciselind. Potom existuje jedno a jen jedno ¢islo G majici tyto dvé vlastnosti:

1) Zddné ¢islo mnoZiny M neni vétsi nez G.

2) Je-li G’ libovolné éislo mensi neZ G, existuje aspori jedno éislo mnoZiny M,
jeZ je vétsi nez G'.

Definice 4. Tomuto &islu G Fikdme supremum mnoZiny M (znatka sup M)
nebo téZ horni hranice mnoZiny M.

Je ihned vidét, Ze ob& znéni véty 39 fikaji totéZ. Nebof vlastnost 1 (z druhého
znéni) Fika, Ze &islo G je horni zavorou mnoZiny M, a vlastnost 2 (z druhého zn&ni)
fik4, Ze Zadné &islo mensi neZ G neni horni zavorou, tj. Ze G je nejmensi ze vsech
hornich zdvor mnoZiny M. Druhé znéni véty 39 tedy fika pravé toto: Je-li M neprazd-
na a shora omezena, existuje mezi vSemi jejimi hornimi zdvorami jedna a jen jedna,
jez je ze v8ech nejmensi. '

Ze jen jedna z t&ch hornich zavor mizZe byt ze viech nejmensi (tj. Ze jen jedno
&islo maze mit soudasn& vlastnosti 1, 2), je jasné. MiZeme to viak také dokazat
pfimo (neodvoldvajice se na prvni znéni véty 39) takto: Kdyby existovala dv& rizna
¢isla majici vlastnosti 1, 2, oznaCme mensi z nich G, vétsi G,. JeZto Cislo G; ma mit
vlastnost 1, neexistovalo by v M Zadné &islo vétSi neZ G,. Ale jeZto &islo G, ma mit
vlastnost 2 a jeZzto G; < G,, musilo by v M existovat ¢islo vétsi nez G; — a to je spor
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. Abychom tedy dokazali vétu 39 (budeme to providét pro jeji druhé znéni),
stali dokazat, Ze existuje aspori jedno &islo G majici vlastnosti 1, 2; ¥e nemii¥e existovat
vice neZ jedno takové &islo, jsme jiZ zjistili. ,

Napfed viak zavedeme pojem mnoZiny zdola omezené. Gselna mnoZina M
se nazyva zdola omezenou (nebo téZ zdola ohranicenou), existuje-li redlné &islo k
takové, ¥e Z4adné &islo mnoZiny M -neni mensi neZ k ( jinak fedeno: kaZdé &islo x
mnoZiny M spliiuje nerovnost x. = k; nazorné fedeno: ¥4dné &islo mnoZiny M:
neleZ ,,vlevo* od k). Kadé &islo k majici tuto vlastnost. budeme nazyvat ,_,dolni
zavorou mnoZiny M*. MnoZina M je tedy zdola omezena; mé-li aspoii jedhu dolni
zévoru. A obdobné jako pro horni zavory plati zde tato dileZita

Véta 40. BudiZ M neprdzdnd, zdola omezend mnozina &iselnd. Potom mezi
v§emi dolnimi zdvorami mnoZiny M existujé jedna, kterd je ze viech nejvétsi.
Této véte se fika véta o infimu nebo také véta o dolni hranici.

Piiklady: BudiZ M5 mnoZina viech &isel x splitujicich nerovnosti S<x = 10;
budiZ M mncZina vSech &sel x spliiujicich nerovnost x > — 2; budi¥ M, mnoZina.
viech zapornych &isel. Potom 'nejvét"' dolni zavora mnoZiny M je &islo 5, nejv&tsi
dolni zavora mncZiny My je &islo — 2; mnoZina M, pak nem4 viibec dolni zévory,
tj. neni zdola omezena.

Podotkné€me jesté: Je-li mnoZina M zdola i shora omezen4, fikime kratce Ze je
omezend (nebo také ohraniéend). Tak z uvedenych mnoZin. M, a% M, jsou omezené
mnoZiny M,, M;; M.

Podobné jako vétu 39 je'moino i v&tu 40 vyslovit jeSte v jiném tvaru:

Véta 40 (véta o infimu Cili o dolni hranici). Budi! M neprdzdnd.zdola omezend
mnoZina &iselnd. Potom existuje jedno a jen jedno éislo g, jeZ md tyto dvé vlastnosti:

1) Zddné &islo mnoZiny M neni mensi ne? g.
2) Je-li g’ libovolné isla vétst ne? g, existuje aspori jedno ¢islo mnoZiny M
JjeZ je men$i nez g

Definice 5. Tom_uta Cislu g Fikdme inﬁmum mnoZiny M (znaéka inf M) nebo

také dolni hranice mno%iny M.

~ Podobné jako.u véty 39 snadno dokdZeme, ¥e existuje nejvyse jedno &islo g
majici'vlastnosti 1 a 2. K dikazu véiy 40 sta&i tedy opét dokazat, Ze existuje aspoit
jedno ¢islo g majici vlastnosu la2.

V dal§im budeme vychéazet téméef vzdy z druhého znéni vét 39, 40;

Nez se pustime do dikazu vét 39, 40, ukaZme jesté, Ze véta 39 je jednoduchym
disledkem véty 40. Predpokladejme tedy na- okamiik, %e véta 40 uZ byla dokézana,
a budi? dana shora omezena neprazdni &iselnd mnoZina M, -takZe existuje &islo k&
takové, Ze pro ka?dé x € M je x < k. Zavedme novou mnoZinu N takto: x patfi do
N tehdy a jen tehdy, kdyZ — x patfi do M (obsahuje-li tedy M napf. ‘prka/ 2,0,
— 17, 5, obsahuje N prvky — 2,0, 7, — 5). Je-li xe N, je — xe M, tedy — x < k,
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tedy x = — k; Zadné &islo z N tedy neni menSi neZ &islo. — k, takZe mnoZina N je
zdola omezend a neprazdna. Podle véty 40 existuje tedy €islo g s t€mito vlastnostmi:
1. Jeli xe N, je x = g. 2. Je-li g’ > g, existuje aspoii jedno x €N tak, Ze x < g'.
Polozme G = — g; tvrdim, Ze ¢islo G ma vlastnosti 1, 2 z véty 39. Pfedné: budiz
xeM;potomje —xeN, tedy —x =g, tedyx < — g, tj. x £ G, tj. &islo Gma
vlastnost 1. BudiZ za druhé G’ < G, takie — G’ > — G, tj. — G’ > g; podle 2.
vlastnosti &isla g existuje &slo y € N tak, e y < — G'. Cislo — y potom patti do M
aje — y > G'; tedy &islo G mé i vlastnost 2. Tim je véta 39 dokazdna, oviem za
predpokladu, Ze byla jiZ dok4zéna véta 40.

Zbyva nam tedy dokazat vétu 40. K tomu cili musimé sdhnout k teorii fezi,
atok§4,5,7; étenaf, ktery tyto paragrafy nestudoval, musi tedy zatim nasledujici
dikaz vynechat. Budeme vSak potfebovat z ni dosti mélo; z § 4 definici fezd, vétu 34
a rozliSeni fezh 2. druhu od fezdl 1.-a 3. druhu; z §5 pouze definici 2 a vétu 11%;
z § 7 pouze tolik: kazdému &islu (reélnému) x jsme pfifadili jisty fez 1. nebo 3. druhu
x* tak, Ze toto pfifazeni je vzjemné jednozna&né; pfitom rovnost x = y znamena
totéZ co rovnost x* = y* (nasledkem vzdjemné jednoznéé’nosti) a nerovnost x > y
znamena totéZz co x* > y*.

Dikaz véty 40. BudiZ M neprizdna zdola omezena mnoZina &iselnd; k budiZ
gislo, které je mensi neZ viechna &isla mnoZiny M (takové k existuje: stadi vzit ng-
jakou dolni zdvoru I mneZiny M a poloZit k = I — 1; pro viechna x € M je potom
k < I £ x). BudiZ MM mnoZina fezd (1. a 3. druhu) takto definovana: fez x* je prvkem
mnoZiny M tehdy a jen tehdy, je-li &islo x prvkem mnoZiny M. MnoZina I je ne-
prazdna. A

Definujme nyni mnoZinu B racionalnich &isel takto: racionalni &islo r patfi do
B tehdy a jen tehdy, leZi-li r v horni skupin& n&kterého (alespoii jednoho) fezu z M.
MnoZina B obsahuje aspori jedno raciondlni ¢islo; nebot mnoZina M obsahuje aspoii
jeden fez, horni skupina tohoto fezu obsahuje aspoii jedno racionalni islo a toto
gislo — podle definice mnoZiny B — patfi do B. Vezm&me za druhé n&jaké (racio-
nalni) &islo ¢ z dolni skupiny fezu k*. Kdyby toto &islo ¢ patfilo do horni skupiny
nékteré¢ho fezu x* € M, bylo by (podle definice 2) k* > x*. Je-li viak x* e M, je
xeM, tedy x > k, tedy x* > k*; nemiZe viak (podle vity 11*) byt soudasn& k* >
> x*, x* > k*. Tedy &islo t nemlZe patfit do horni skupiny Zadného fezu x* e M,
tedy (podle definice mnoZiny B) &islo ¢ nepatfi‘do_ B. Tedy mnoZina B neobsahuje
vSechna raciondlni ¢&isla. BudiZ dale b n&jaké &islo z B a budiZ b’ > b; &islo b patii
do horni skupiny né&jakého fezu x* e IM; podle véty 34 patii do této horni skupiny
téZ vétsi Cislo b’; podle definice mnoZiny B je tedy b’ € B. Tedy: je-li be B, b’ > b,
je téZ b’ € B. MnotZina B tedy vyhovuje podminkam véty 34 a tedy je B horni skupinou
jistého fezu (A/B). Je-li be B, leZi b v horni skuping jistého fezu x* € M; budiz
tieba x* = (X/ Y), takZe b e Y. Jezto x* neni fez druhého druhu, existuje v Y &islo
b’ < b; &islo b’ patii tedy téZ do B. Tedy d&islo b, libovolné to &islo mnoZiny B, neni
nejmensim &islem mnoZiny B, takZe fez (A/B) je Fezem 1. nebo 3. druhu (nikoliv
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2. druhu). Existuje tedy (podle § 7) jisté &islo g tak, Ze g* = (A/B). Tvrdim nyni, Ze
¢islo g md vlastnosti 1 a 2 z véty'40. BudiZ pfedeviim x € M, tedy x* € M. BudiZ
x* = (X/Y). Kdyby bylo g > x, bylo by g* > x*, tj. existovalo by (podle definice 2)
dislo z patfici do Y a sou€asné do 4. Z okolnosti, Ze z € Y, kde Y je horni skupina
fezu x* e M, by plynulo, Ze z € B. Ale to je nemoZné, nebot &islo z nemiZe patit
do A a soudasné do B (nebot (A/B) je fez!). NemiiZe tedy byt g > x. Tedy: je li
x € M, neni &islo x mens3i neZ g, takZe ¢islo g md vlastnost I z véty 40. BudiZ za druhé
g’ libovolné &islo vétsi neZ g; tvrdim, Ze v mnoZin& M leZi ¢islo mensi neZ g'. Je totiZ.
g’ > g, atedy g"* > g*. Pii-li g'* = (4'/B’), existuje jisté &slo ¢, které patfi do A’
a soudasné do B. Je¥to t € B, patfi &islo t do horni skupiny jistého fezu x* e M, tj.
pisi-li x* = (X/Y), je te Y. Tedy &islo ¢ patfi’do A’ a sou€asn& do Y; tedy (podle
definice 2) g™* > x*, tj. g’ > x; ale x* € M, tedy x € M, takZe v M existuje &islo x,
jeZ je mensi nez g'. Tedy &islo g md i vlastnost 2 z véty 40. Tim je véta 40 uplné do-
kazana.

Jak vidé&t, neni jeji dikaz pfili§ obtizny; radim viak &tenafi, aby si tento diikaz
dokonale promyslil; ugini-li to, uvidi, jak jé tento dikaz vlastn& jednoduchy a pfi-
rozeny. E
Nez postoupime dale, pfipojim je§té poznamku k nazvoslovi. Budeme se
v této knize disledné pfidrZovat ndzvii: supremum, infimum, shora a zdola omezeny.
Nazvy: horni hranice, dolni hranice, shora a zdola ohranieny jsem uvedl jen proto,
protoZe jich mnozi autofi uZivaji. Nazev ,,horni a dolni zdvora*, ktery jsem zde zaved],
neni obvykly a nezni p¥ili§ p&kng&; misto n&ho je moZno uZit té% ndzvu ,,horni a dolni
odhad* (&islo k je ,,hornim odhadem* mnoZiny M, jestlize Zddné &islo mnoZiny M
neni v&tsi neZ k).

Diikazem vét 39 a 40 jsme dobudovali zéklad, na n&mZ budou spo&ivat tivahy
této knihy. K tomu, aby &tenaf rozumél dal§im vykladim, stadi, jestliZe si z toho,
co jsme od podatku § 3 a% do tohoto okamZiku vyloZili, zapamatuje toto: Obor
racionalnich &sel jsme rozsitili o dalsi &sla, tzv. re4lna &sla iraciondlni; &islim
raciondlnim a realnym iraciondlnim dohromady fikame ,,redlnad &isla‘“; protoZe
v dal§im budeme aZ do konce kapitoly XIV operovat jen s redlnymi &isly, budeme
misto ,,redlné &islo* fikat strudnéji ,,¢islo*, misto ,,redlné iracionalni &islo* budeme
fikat ,,iracionalni &islo*. Pro tato realna &isla plati véty 1 a% 15, uvedené v § 2, a véty
39, 40. JeZto plati véty 1 aZ 15, plati ovSem i vSechny véty, které z té€chto vét plynou;
tj. nauka, kterou jsme nazvali ,,aritmetikou racionalnich &isel*, plati i pro ¢&isla
redln4;>®) &ast této aritmetiky jsme odvodili v § 2. Rekl jsem jiZ na str. 27, Ze tuto
aritmetiku, z v&t3i ¢asti vim b&Znou, nebudu soustavné probirat. Pfipojim vSak nyni
jestg n&kolik poznamek o mocninich s celym mocnitelem. Je-li a libovolné &islo,
definujeme: a°® = 1,*7) a' = a, a> = a.a,a® = a®. a, obecn& (pro celé kladné n)

36y Mezi tyto véty, plynouci z vét 1—15, nepatii rozvoj redlnych &isel v nekonedné desetinné
zlomky; t€émi se budeme zabyvat pozdéji (viz kap. 1V, §95).

37) Definujeme tedy té2 0° = 1; n&ktefi autoti znak 0° nedefinuji, ale pro nae wi¢ely je vyhodné,
definovat 0° < 1, jak jsme uginili.
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a" =a""1'.a. Je-li a 0, klademe déle a™" = L pro celé kladné n (symbol 0°"
a'l

pro celé kladné n nedefinujeme). Umociiovani s celym mocnitelem (kladnym, zapor-
nym nebo rovnym nule) se nam tedy jevi jako opakované nésobeni, popf. déleni.
Véty o té€chto mocninach, jeZ znate ze Skoly, patfi téZ do souhrnu vét, jeZ Ize odvodit
z vét 1 aZ 15; nebudu je zde proto soustavné probirat. Znate napf. vzorce
all
1" = 1, a*a™ = an+m’ =z = a""", a"b" = (ab)",
am

2 (@ o

Tyto vzorce plati pro libovolna a, b a pro libovolna celd &isla n, m; vyjimku tvofijen
ty pripady, kdy se v t&chto vzorcich vyskytne n&jaky symbol nemajici smyslu, tj. budto

(33)

zlomek tvaru g nebo vyraz 0~% (k > 0) (tyto vyjimky mohou nastat jen tehdy, je-li

n&které z &isel a, b rovno nule — promyslete si tyto vyjime&né pfipady). Rovn&Z vam
znam4 binomicka poudka

(4 (@+by= (g) a + (;’) a1b + (:) a2 ...+ (Z) b

(platna pro libovolna a, b a pro celé kladné n) plyne z v&t 1 aZ 15; viz cviCeni 23 k § 2.
Témito b&Znymi vEcmi se nebudu zdrZovat.*®) Ale odvodim nekolik drobnosti
o nerovnostech, které vam snad nejsou dosti béZné.

Véta 41. Budiz n celé kladné, 0 < a < b. Potom je a" < b".

Dikaz Jelli0 < a, < b,prol =1,2,..., n, je (podle véty 30) a, . a; ... a, <
< by . b, ... b,. Klademe-li zde vSechna a; rovna &islu a, vSechna b, rovna ¢islu b,
mame ihned a" < b".

Véta 42. Budte n, m celd ¢isla,*’) n > m, a > 1. Potom je a" > a™

Dikaz. n — m je celé kladné; podle véty 41 je tedy 1"™™ < a" ™™, tj. a" ™™ > 1.-
Nasobim-li obé strany kladnym &islem a™, dostavam a" > a™.
38) Pripomefime jenom tofo oznadeni, kterého budeme &asto uZivat: pro ptirozené n> 1 kla-

deme n!=1.2.3 ...(n — 1).n (¢ti n faktorial); mimoto definujeme 1! = 1, 0! = 1. Pii
této umluvé jest oviem '

1
Ve " proceldkmjeli 0k <n.
k)~ k= o

n
Misto (k) se &asto pife CX.

39) Nemusi byt kladn4.
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Dodaitek. Je-li n celé zdporné, 0 <-a < b, je a*"> b" (naopak ne% ve v&tg 41),
Nebot podle vity 41 je (jeZto —n je celé kladné) 0 < a™" < b™" a tedy podle véty 21

.1
je—

> b—l_;, tj. a" > b". Obdobné: jsou-li n, m celd ¢isla, n>m, 0 <a <1,

n m
je a" < a™ (opét naopak neZ ve vét& 42). Nebot LI 1, (1) > (l) (podle véty 42),
a ‘\a a

-L > l, an>a".
a am

Poznamenejme, Ze pro libovolné a a pro celé n je |a"| = |a|"; vyjimku tvofi
pfipad a = 0, n < 0; potom rovnice nema smyslu. Pro n =0 je to samoziejmé
(obg strany jsou 1). Pro n > 0 plyne tato rovnost z véty 32 pro a; = a, =... =
=a,=a.Jelikonetn& n < 0,a % 0, je — n >0, tedy |a™"| = |a| ™" tedy (]_eito
1} '

X

= i‘pro x * 0)
Ix|

< | o L1
la="  la™"  -la]™"

= la]".

Odvodim je3té dvé pomocné véty, které budu za chvili potfebovat.

1. pomocna véta. Budi? n celé kladné, budiZ a > 0. Budi? x takové kladné
&islo, Ze X" < a. Potom existuje ¢islo y tak, Zejey > x, y" < a.

Dikaz. Polozme £ = A, tak¥e A > 1. Dokazi, Ze existuje &islo h tak, Ze
x" :

(39) h>0, (L+hy<A4.

Tim bude véta dokazana: nebof poloZime-li y = x(1 + h), bude y > ;c, Y= X1+
+.h)" < Ax" = a.

UvaZme nyni: pro0 < h < 1je podle dodatku k v&tam 41,42: h* < hprok = 2,
3,...,n, takZe podle (34) jest

(1+h)n=1+('1’)h+('Z')hz'+...+<:) L

(36)

Ale vzorec (34) proa = b = 1 dava

(©) () @) () ===



62 ' KAP. P

takZe podle (36) jest

(37 (1+hy<1+2"%h pro 0<h<1l.
Existuje-li tedy h tak, aby bylo0 < h < 1,1 + 2"h < A, budou pro tuto hodnotu i
podle (37) vztahy (35) splnény; takové h viak skutedné existuje, napf. h = %_—2:

(nebot'A>1,takZe0<h<1,adélc1+2"h=1+/—4—:1—l<1+A—1=A>.

2. pomocnd véta.. BudiZ n celé¢ kladné, budiz a > 0. BudiZ x takové kladné
(islo, Ze X" > a. Potom existuje ¢islo z tak, fe je0 < z < x, z" > a.

Duakaz. Je:st1 > 0, 1 > 0, (l) < l Podle 1. pomccené véty existuje tedy
X a X a

éislo y > ]— tak, Ze y" < i; poloiime-lil =2zjez>0,z ="1 <x, 2" = l > a.
x a y y

Jak jsme jiZ fekli, budou naSim zakladem jednak aritmetika realnych Cisel spo--
Sivajici na v&tach 1 aZ 15 (jejiz obsah vam je b&Zny), jednak véty o supremu a infimu
(ij. véty 39, 40). Tyto véty maji zakladni ddleZitost, jak v nasledujicim uvidime;
doporucuji ¢tenafi, aby si v nasledujicim vZdy uvédomil, ve kterych diikazech se
vét 39, 40 pfimo nebo nepfimo uZiva; tak si nejlépe ujasni jejich dileZitost. Vlastng
jsme iracionalni ¢isla zavadéli jen proto, abychom dostali véty 39 a 40; ukaZeme za
chvili, Ze v oboru raciondlnich &isel (tedy bez rozsifeni tohoto oboru o &isla iracio-
nélni) by vty 39, 40 byly nespravné.

Abych vsak &tenafi ihned aspoii na jednom duleZitém pfikladé ukazal dileZitost
vét 39, 40, dokaZi zakladni vétu o odmocninach. JiZ na str. 16 jsme zjistili, Ze neexistuje
racionalni &islo x, vyhevujici rovnici x2 = 2; nyni viak dok4Zeme, Ze existuje realné
(a tedy ovSem iracionalni) €islo x, vyhovujici této rovnici. Obecnéji dokaZeme tuto
vétu:

Véta 43. BudiZ a > 0, n > 0, n celé. Potom existuje jedno a jen jedno kladné
¢islo x spliiujici rovnici x = a. Toto Cislo nazyvdme n-tou odmocninou éisla a a zna-

vy s I ’ - v v s v v Ve — v
¢ime je \/a. Misto f/a piSeme obycejné struénéji \/a. Jest ovsem {/5 = a.

Dikaz. Pfipad n = 1 je samozfejmy, nebot rovnice x! = g znameni totéz
jako x = a. Pfedpokladejme tedy, Zz n > 1.

DokéZeme napied, Ze asponi jedno takové kladné Cislo x existuje.

1) Predpokladejme napfed, Ze a > 1. Znakem M ozname mnoZinu viech
&sel y, ktera vyhovuji nerovnostem y > 0, y" > a. Cislo a patii do mnoZiny M:
nebot podle véty 42 jest a" > a' = a. MnoZina M je tedy neprazdna a zdola omezena
(nebot vsechna ¢&isla z M jsou > 0). PolcZme x = inf M. Tvrdim: je-li y > x, je y" >
> a. BudiZ y > x; potom — jeZto &islo x md vlastnost 2 z véty 40 — existuje &islo
ze M tak, Ze z < y; tedy z > 0, z" > a; podle véty 41 je tedy y" > z" > a, takZe
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tvrzeni je dokdzano. Kdyby bylo x < 1, bylo by 1".> a, tj. 1 > a, coi-x{eni pravdag
tedy je x = 1. Kdyby bylo x" < a, existovalo by podle l.ipomocné_ véty Cislo y > x
tak, Ze by bylo y" < a; ale to neni moZné, nebot pro y > x je y* > a. Tedy neni
x" < a. Kdyby bylo x" > a, existovalo by podle.2. pomaociné véty &islo z tak, Ze by
bylo 0 < z < x, z" > a. Tedy by bylo ze M; ale to neni moZné, nebot z < x,
a ¢islo x je infimum mnoZiny M. Tedy neni x” > a. JeZto reni ani x* > a ani x" < a,
je nutn& x" = a a tim je existence kladného &sla x, vyhovujiciho této-rovnici, pro
‘a > 1"dokézéna. » _

2) Ptedpokladejme za druhé, Ze a = 1. Potom gislo x = 1 zfejm& vyhovuje
rovnici x" = a. . '

3) Pfedpokladejme za tfeti, 2¢ 0 <.a < 1. Potom je—l— > 1; .podle pfipadu .1)
a

existuje tedy kladné Cislo y tak, Ze y" = —1-, poloZim-li x =’ -1—, jex>0,x"= (l> =
a y y

= g, ¢im% je existence kladného ¢&isla x, vyhovujiciho rovnici x" = a,dokézéna

-1
yll
i v tomto pfipadé.

DokaZme nyni, Ze existuje jen jedno kladné &slo x, pro néZ je x" = a. Necht
existuji dv& riizna takova &isla; oznadme mens$i z nich x, véts$i y,takZe 0 <'x < y,
x" = y" = a; ale to je ve sporu s vétou 41, podle které je x* < y".

Poznamka 1 (k v&t& 43). Podle nai definice znaku "/aje napt. \/4 = 2 (a niko-
liv —2), 1/33—1 = 3 atd. Pfipomeiime: pro sudé n je (= x)" = x", ppo liché n je
(= x)" = — x". Z toho ihned plyne (jak vite uZ ze $koly):

1) BudiZ a > 0; potom rovnice x" = a m4, je-li n sudé, dvé fefeni, a to x = Vc—x
(kladné fedeni) a x = — V a (zaporné feseni). Je-li viak n liché, ma rovnice X" = a
jediné feSeni, a to kladné: x = {/;.

2) BudiZ a = 0; rovnice x" = 0 mé jediné feSeni x = O; rozsifujeme proto
deﬁnici:/'a téZ na pfipada = 0, kladoucei/ﬁ = 0.

3) Budiz a < 0; rovnice X" = a nema pro sudé n ¥adné feSeni (nebot x" = 0

atedy x" # a pro kazdé x); je-li viak n liché, je (— x)" = — x" a tedy rovnice X" = a
znamena toté% jako (— x)" = — a, a tato rovnice (jefto — a > 0, n liché) m4 podle
pfipadu 1) pravé jedno fefeni,ato —x="/—a, tj. x = — YV — a. RozSifujeme

proto definici Q/E téz na pfipad a < 0, n liché, kladouce v tomto pfipadé {/E =
= —"/—a;napt. /- 15 = ::’/15.

Vcelku zavadime tedy {/ a (n celé, n > 0) v t&chto pfipadech: 1. pro a > 0
vétou 43; 2. pro a = 0 definici 2/—= 0; 3. pro a < 0 a n liché (ne pro n sudé!)
definici {/71- = — 3/ — a. V ostatnich pfipadech symbol {/ a v této knize nedefinu-
jeme. ' '
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Rovnice x" = a ma tato feSeni: pro liché n jediné feSeni x = ’\'/ a; pro sudé n
dvé feSeni x= 7/a,x = —7/a pro a > 0, jediné fefeni x = 2/0 = 0 pro a = O,
Zadné feSeni pro a < 0. Tyto poznamky jsou spravné ovSem pouze v ¢boru &isel
realnych; vite snad z algebry (a ukaZeme to v kap. XV, § 3, cvid. 5), Ze rovnice x" =.a,
rozsifime-li obor realnych &isel na obor &isel komplexnich, ma v oboru &sel kom-
plexnich pravé n riznych kofend, je-li a + 0 — ale my se zde komplexnimi ¢&isly
nezabyvame.

Poznamka 2. Ve vété 35 jsme dosti naméahav& dokazali, Ze existuje fez 3. druhu,
tj. iracionalni ¢islo. Z véty 43 plyne tento vysledek okamZité; podle véty 43 existuje
realné cislo \/ 2, jeho¥ &tverec se rovna dvéma. Ale podle uvahy, provedené v § 1,
neni &islo \/5 racionalni; tedy je iracionalni.

DokaZme jeSté nékolik drobnosti 0 odmocninach, které budeme za chvili po-
tfebovat; pro jednoduchost se omezime na oAmocniny nezépornych éisel (o zdpornych
Lislech viz: cvideni 4).

Véta 44. Budte x, y nezdpornd &isla, n celé kladné &islo. Potom je (/—x; =
=%y

Dikaz. Je-li x = 0 nebo y = 0, je téZ xy = 0; tedy VE =0, {/;1/;= 0.
Jeli viak x > 0, y > 0, je té% 2/x > 0, 2/y > 0, tedy 3/x%/y > 0. Dile je (3/x.
ALy = /%) C/y) = x. y. Tedy je 3/x%/y kladné &islo, jehoZ n-ti mocnina
je xy. Ale podle véty 43 existuje jen jedno Cislo, jeZ ma tyto dvé vlastnosti, totiZ

&islo i/ﬂ Tedy je {/;Q/; = Vx_y
1_ 1

Poznamka 3. Je-li n celé kladné, x > 0, ]e\/— \/_
x

z vty 44 \/E J: \/ 1_ =1, takie\/— = \/ . Je-li n celé kladné,
x x

_ I N S R LU R

x>0y>01eny \/y \Iebct\/ \/ \/ \/y = %

Véta 45. BudiZ n celé kladné; budte x, y nezdpornd Cisla. Potom plati: je-li

x <y, jex"<y" ’{/’I <{/;;je-li x =Y, jex" =" {/E:{/;; jerlix >y, je

x" >y, (/} > V; (Jinak FeGeno: mezi Eisly x", y* a rovnéz mezi Cisly V;, {/ y

je totéZ poradi podle velikosti jako mezi Cisly x, y — ovSem, pokud-jsoux, y neza-
porna, n celé kladné.)

.Proy =l plyne totiZ
X

.—-1><

Diikaz. Pfipad x ="y je samoziejmy; pfipad x > y plyne z pfipadu x < y,
vyménim-li pismena x, y. BudiZ tedy 0 < x < y. Podle véty 41 je x" < y". Kdyby

bylo 2/x =1/, bylo by (/)" = (3/)", i. x = y. Kdyby bylo2/x > /v, bylo by
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podle véty 41 ({'/E)" > ({/;)", tj. x > y. Neni tedy ani (/— = U}—: ani 2/; > %
tedy je_f/; < (’/;
Cviceni
Ve viech t&chto cvienich je n celé kladné &islo, k celé ¢islo.
LJelix> Ljex"> 1, 3fx> Ljelio S x <ljex"< 1, 3/x < 1.
. '{/;E = ("/x)* pro x > 0; je-li kK = 0, plati rovnice i pro x = 0.

3. Pro k>0, x=0je/%/x = "&/x.

4. Je-li n liché, je ve vété 44, v pcznamce 3, ve vét€ 45 a v cviCeni 2 dovoleno pfipustit
i zaporn4 ¢&isla x, y. Podobné ve cviCeni 3, je-li nk liché.

5. Je-li x> 0 iraciondlni, je téZ "\/} iraciondlni.
6. Je-li x raciondlni kladné, Ize — jak vite — psét

pi'p3: ... pyr
qi"qz .. gbs

kde pyy Pay «ees Prs 15 432, -5 9 jSOU navzdjem riznd prvolisla, ay; ..., a,, by, ..., by jsou celd -
kladn4 &isla;*®) pritom muze byt té% r = 0, tj. &isla py, ..., p, schdzeji, to znamens4, Ze Citatel je 1;
obdobn& muzZe byt s = 0, tj. jmenovatel muZe byt 1. DokaZte: &islo '{/; je racionalni tehdy a jen
tehdy, jsou-li viechna &isla ay, ..., a,, by, ..., by délitelna Cislem n.

7. Je-li x ptirozené ¢islo, je ’{/; budto ptirozené nebo iracion4lni &islo.
8. Je-li x> 0, x = 1, je mezi &isly
Ux Az 4z
nejvyse kone&ny pocet raciondlnich &isel.
9. Budiz q &islo raciondlni, b &islo iracionélni; potom jsou &isla a + b, a — b iracionélni.
Je-lia 0, jsop téz Cisla ab, %’ g iraciondlni. (N4avod: kdyby bylo a 4 b raciondlni, bylo by
téZ b = (a + b) — a racionélni; podobné dale.)

DokaZme jesté dvé jednoduché véty o realnych &islech.

Véta 46. BudiZ x libovolné redlné ¢islo. Potom existuje jedno a jen jedno celé
Gislo n tak, Ze platin £ x <n + 1.

Toto ¢islo n se znacl asto znakem [x]; pfiklady: [2] =2, [2] =2,[5]1=0,
[]=0[-3=-3[-3=-3

Dikaz. Pcdle véty 15 existuji cela kladna &isla h, k tak, e h > — x, k > x,
tedy — h < x < k. Cislo k + h = p je celé kladné, k = — h + p. V fadé celych
Cisel

~h, —h+1, —h+2,..,—h+p

40y vyyjadFite x ve tvaru x = y : z, kde », z jsou nesoudéIn4 ptirozen4 &isla, a potom rozlozite
&isla y, z v prvocinitele, coZ je moZno, jak vite, jednim a jen jednim zplsobem. -

5§ — Jarnik* Diferencia!ni pocet I.
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je prvni &slo < x (dokonce < x), posledni je > x. Vezm&me v této Fad& posledni
cislo, které je =< x, a oznacme je znakem n; nasledujici &islo, totiz n + 1, bude jiz
> x a tim je dokazana existence celého &isla n, pro néZ plati n < x < n + 1. Jiné
celé &islo neZ n, které by splitovalo obdobné nerovnosti, neexistuje; nebot je-li také
m celé Cislo, m + n, je budto m < n, a tedy n — m cel¢ kladné, n —m =1, m +
4+ 1 = n,tedy m + 1 £ x a nerovinost x < m + 1 neplati; nebo je m > n a tedy
m — ncelé kladné, m —n =1, m = n + 1, tedy m > x, a tedy nerovnost m < x
neplati.

Véta 47. Budte a, b dvé redlnd éisla, a < b. Potom existuje nekone¢né mnoho
raciondlnich &isel x, pro né? je a < x < b, jakoZ i nekonecné mnoho iraciondlnich
Cisel y, pro né# a < y < b.*)

Ditkaz. Oznaéme znakem M mnoZinu viech racionalnich &isel x, pro né% je
a < x < b,znakem N pak mnoZinu vsech iracionalnich &isel y, pronéZa < y < b.
Podle véty B) na str. 22 stadi dokazat: je-li n libovolné prirozené &islo, obsahuje
mnoZfina M, jakoZ i mnoZina N konecnou dst, majici prdvé n proka.

BudiZ tedy n pfirozené &islo. Podle véty 15 existuje pfirozené &islo m tak, Ze

n . n

, . —<b-—a.
b—a m

m >

PoloZme k = [am], takZe je k celé, k < am < k + 1, tj.

£§a<£€—t—l, atedyk+n§a—!-—'-l—<a+(b—a)=b.
m m m m
Cisla
(38) k + 1, k + 2’.“’k+ n
m m m

jsou racionalni &isla v&t3i neZ a (nebot (k + 1) : m > a)amensi neZ b(nebot (k + n) :
:m < b). Cisla (38) tvofi tedy vskutku kone&nou &ist mnoZiny M majici pravé n
prvki.

Vime, Ze &slo /2 je iracionalni; je#to a < b, je a — \/2 < b — /2. Podle
toho, co jsme pravé dokazali, existuje n racionalnich &isel x; < x, < ... < x, tak,
Ze je a —\/§< x, < b—-\/i pro r=1,2,...,n. Je tedy x, +\/-2-<x2 +
+\/§ < ... < x,,+\/§apro r=12,...,njea <x,+\/5 < b. Mimoto jsou
&isla x; + /2, x5 + /2, ..., X, + /2 iracionalni (viz cvi¢eni 9). Tato &isla tvofi tedy
vskutku koneénou &st mncZiny N majici pravé n prvki.

Obsah véty 47 se vyjadiuje téZ struéné slovy: mnoZina vSech racionalnich &isel
a rovnéZ mnoZina vSech iraciondlnich Cisel je hustd na ose &iselné. V geometrickém
nazvoslovi miZeme vétu 47 vyjadrit také takto: mezi dvéma riznymi (jakkoliv blizko
41) Vyrok ,.existuje nekone¢né mnoho Cisel s vlastnosti ¥ znamend oviem: mnoZina onéch

&isel, jeZ maji vlastnost ¥, je nekoneCnA.
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sobg poloZenymi) body &iselné osy leZi nekone&n& mnoho &isel racionalnich a rovnéZ
nekone&n& mnoho &isel iracionélnich. (Jsou-li dina dv& rizn4 &sla — mensi z nich
oznacme tfeba a, v&t§i b, potom fikdme, Ze &islo x leZi meziaa b, je-lia < x < b.)
Popularng fefeno: mnoZinu viech racionalnich ¢&isel, nakreslenou sebe jemnéjSimi
prostiedky, nedovedli bychom Ziadnym sebe ostfeﬁim drobnohledem rozeznat od
celé osy C&iselné, atkoliv v té mnoZin& schédzeji viechna iraciondlni &sla, jejichZ
mnozina dokonce rovn& by se nedala rozeznat od celé osy &iselné. Tento — celkem
naivni — pfiklad snad stadi k tomu, aby upozornil étenafe, Ze by se mohl.dopustit
svrchované hrubych chyb, kdyby matematické diikazy zakladal na zrakovém na-
zoru. -

§ 9. Poznamky k vétim o infimu a supremu. Poznamenal jsem jiZ, Ze tyto véty nejsou
spravné v oboru &isel racionélnich; dokaZme to pro vétu 40 (o infimu — dikaz pro
vétu 39 by byl zcela obdobny). Mam tedy dckazat, Ze véta 40 je nesprivna, jestlize
v ni viude slovem ,,&islo rozumim ,,¢islo racionalni‘ (a slovy ,,mnoZina Ciselna‘*
oviem mnoZinu racionalnich &isel). Abychom. to dokazali, vySetfujme libovolny fez
3. druhu (4/B) (vime, Ze takovy fez existuje). Za mnoZinu M véty 40 vezm&me nyni
mnoZinu B. MnoZina B neni prazdna a je zdola omezena: nebotf vezmu-li libovolné
&islo a € A (takové &islo existuje, jeZto 4 neni prazdné), jsou viechna &isla mnoZiny
B vétsi neZ a. Tvrdim nyni, Ze Z4dné raciondIni ¢islo g nema vlastnosti 1 a 2 z véty 40
(kdeZ oviem mnoZinou M je nyni mnoZina B). KaZdé racionélni &slo g patfi totiz
do A nebo do B. Je-li g € B, existuje &islo x e Btak, Ze x < g (jeito B neobsahu-
je nejmensiho éisla); tedy &islo g nema vlastnost 1. Je-li viak g € A, existuje &islo
g’ € A tak, Ze g’ > g (nebof 4 neobsahuje nejvétsiho &isla). Potom viak viechna
racionélni &isla mensi neZ g’ patfi téZ do A a tedy nepatii do B. Tedy: ackoliv je
g’ > g, neexistuje pfece Zadné &islo mnoZiny B, mensi neZ g’, takZe &islo g nema
vlastnost 2. Tedy ?4dné racionalni &islo nema soudasn& vlastnosti 1 i 2 z v&ty 40.

Druhé poznamka se tyée zavedeni iraciondlnich &isel fezy. Vysli jsme z oboru
racionalnich &isel, definovali jsme fezy (jakoZto dvojice mnoZin raciondlnich &isel-
majici jisté vlastnosti I, II, III, viz definici 1); zjistili jsme, Ze tyto fezy jsou trojiho
druhu; déle jsme zjistili, Ze fezy 1. druhu a rovnéZ fezy 2. druhu jsou jistym velmi
jednoduchym zplisobem vzijemné jednoznaéné pfifazeny raciondlnim &islim,
tak¥e nam neposkytuji vlastn& nic nového. Néco podstatn& nového nam poskytuji
pouze fezy 3. druhu — ty jsme nazvali iracionalnimi realnymi &isly a o tato iracic-
nalni &isla jsme roziifili obor racionalnich &isel; tim jsme dostali obor &isel redlnych.
(Diilezita je okolnost, Ze fezy 3. druhu skutedng existuji — jinak by-cela teorie Fezit
byla zbyte&na.)

Je nyni nasnad¢€ tato myslenka: to, co jsme délali v oboru racionalnich &isel,
provedme nyni v oboru redlnych &isel; snad dosp&jeme k dalsimu roziifeni oboru
realnych &isel? Ale ukaZeme, Ze timto zplisobem k ZAdnému dalS§imu roziifeni oboru.
redlnych &isel nedospéjeme. Provedme to. ,,Rezem v oboru realnych &isel* nazveme:
nyni kaZdou dvojici mnoZin 4, B redinych &isel, jeZ ma tyto vlastnosti: I. Zadna.

5
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z mnoZin A, B neni prazdna. II. KaZdé realné Cislo leZi v jedné a jen jedné z mnoZin
A, B.1ll. Jeliae A, be B, je a < b. Tyto fezy — podobné jako v § 4 — délime na
fezy 1., 2., 3., 4. druhu; stejn€ jako tam dokaZeme, Ze fezy 4. druhu neexistuji. Rezy
1. druhu jsou (podobng jako v § 4) vzajemn& jednoznadn& pfifazeny relnym &islim
(kaZdy fez 1. druhu v oboru redlnych &isel se dostane takto: vezme se libovolné
realné &islo a, nadeZ se &islo a a vSechna Cisla mensi neZ a daji do dolni skupiny,
viechna &isla vét3i neZ a do horni skupiny) a totéZ plati o fezech 2. druhu. Rezy 1..a 2.
dryhu ndm tedy nedavaji nic podstatné nového: dat takovy fez znamena vlastné
totéZ jako dat reélné &islo (totiZ nejvétsi &islo jeho dolni skupiny, popf. nejmensi
&islo jeho horni skupiny). A nyni si dokaZeme: kaZdy Fez v oboru redlnych &isel je
1. nebo 2. druhu. Dikaz: BudiZ (A/B) fez v oboru reélnych &isel; mnoZina B je
neprazdna. Vezmu-li dile libovolné &islo a € 4 (takové &islo existuje, jeZto A neni
prazdna), jsou viechna &isla mnoZiny B v&tsi neZ a, takZe mnoZina B je zdola omezena.
Pisme x = inf B. Cislo x ma podle véty 40 tyto vlastnosti: 1. Zadné &islo mnoZiny B
neni < x. 2. Je-li y > x, existuje v mnoZin€ B &islo mensi neZ y.

Je budto x € A nebo x € B. Je-li x € B, je podle vlastnosti 1 islo x nejmensim
&islem mnoZiny B a tedy fez (A4/B) je 2. druhu. Vyetfujme je3t& piipad x € 4. Budiz
y > x; podle vlastnosti 2 existuje v mnoZin€ B ¢islo z < y. Jeito ze B, y > z, je
podle podminky III pro fezy.téZ y € B. V pfipadé x € A tedy plati: je-li y > x, je
y € B a tedy neni y € A4, tj. Zddné Cislo vétSi neZ x nepatfi do A4, &islo x vSak patfi
do 4; tj. &islo x je nejvétsim &islem skupiny A, tj. fez (4/B) je 1. druhu. Tim je diikaz
proveden.

Podle véty, kterou jsme pravé dokazali — a ktera pochazi od Dedekinda —
neexistuji fezy- v oboru realnych ¢&isel, které by byly 3. druhu. Nema tedy smyslu,
sledovat dale teorii fezd v oboru realnych ¢isel — nedostali bychom nic nového.

Dedekindovu vétu jsme dostali jako disledek véty o infimu (v&ta 40). Mohli
jsme sledovat téZ opa&ny postup: véta Dadekindova da se totiZ téZ dokazat pfimo
(bez pouZiti vity o infimu) a véta o infimu plyne potom jako snadny disledek véty
Dedekindovy. Za zéaklad teorie redlnych &isel vzali jsme — vedle vét 1 aZ 15 — vétu
o infimu (v&ta o supremu, jak jsme vidéli, je jednoduchym diisledkem véty o infimu);
misto véty o infimu mohli jsme vzit — podle toho, co jsem Fekl — za zaklad vétu
Dedekindovu, jak to mnozi autofi ¢ini. Zvolil jsem vétu o infimu, protoZ: je snad
pro zadateSnika nazorngjsi a protoZ: v dal3ich tivahach se uZiva vétdinou pfimo této
véty.

Cviceni

Provedme to, co jsem pravé naznagil: z teorie ezl odvodme vétu Dedekindovu a z ni pak
vétu 40. )

1. Budte ¥, P dv& mnoziny fezl (slovo ,,fez‘ znamend fez 1. nebo 3. druhu ve smyslu
§ 4, tedy v oboru raciondlnich &isel), je maji tyto vlastnosti: I. Ani ¥ ani 9 neni prazdna. II.
KaZdy fez patii do jedné a jen jedné z obou mnozin X, Y. IIL. Je-lié € X, c Y, je & <#. Tvrdim:
existuje fez 4 tak, Ze kazdy fez > 4 patfi do 9, kazdy fez <A do ¥. (Tedy: budto je A € X a tedy
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-je A nejvétsi ze viech fezti mnoziny % nébo je A € a tedy je A nejmen3f ze viech fezd mnoziny
9.) Ndvod: Rez A = (R/S) definujme takto: &islo x patii do S tehdy a jen tehdy, existuje-li fezn =
= (X]Y) €D tak, ¥e x € Y. Je-li « = (A4/B) > A, existuje &islo x.tak, ¢ x€ 4, x€ S, tj. xe€ Y
pro jisty fez 7 = (X/Y) € D; tedy « > 7, takZe (podle III) o €9. Jeli viak o = (4/B) <A,
existuje &islo x tak, Ze x € B, x € R, tj. x € X pro kaZdy fezn = (X/Y) €D; tedy o« < pro kazdé
neW, tedyanone, xcX.
2. Piejdete-li od fezi k reé.lnym &islim podle vzoru § 7, dostanete z cviéeni 1 ihned vétu
Dedekindovu.
3. Z véty Dedekindovy odvodte vétu 40. Névod: budi? M néprazdn4, zdola omezen4 mno--
%ina redlnych &isel. Rez (4/B) (v oboru redlnych &isel) definujme takto: do A ddm vechna &isla,
jeZ jsou mensi neZ viechna &isla z M, do B d4m ostatnf &isla. Podle Dedekindovy véty existuje
¢islo g, jeZ je budto nejvétiim Cislem mnoZiny A nebo nejmen3im &islem mnoZiny B; snadno
ukdZete, Ze Cislo g ma vlastnosti 1, 2 z véty 40.

§ 10. Dalsi poznamky k v&tim o supremu a infimu.. Zavedeme napfed.dvé oznaleni,
jichZ budeme v dalsxch kapitolach uZivat. Je-li n pfirozené &islo a ]SOll-ll déna reilnd
dsla

(39) g, Gz, .ees Gy

(jez nemusi byt rizn), oznadujeme znakem Max (ay, @y, ..., a,) ,,nejvét3i z &isel
(39)“. Podrobng feteno: znak Max (ay, a3, .. ,a) znamend ono &islo ¢, jeZ ma
tyto dv& vlastnosti: &islo ¢ je rovno nékterému z &fsel (39) ale Zadné z &isel (39) neni
vét8i neZ t. Napf. pro n = 4, a;=2,a,=—3, a3—2 a4—-01e Max (2, - 3,
2, 0) = 2. Podobng definujeme ,,nejmensi z &sel (39)“ t] ono &islo v, jeZ ma tyto dvé
vastnosti: &slo v se rovnd. nékterému z &isel (39), ale #4dné z &isel (39) nenf men3i
ne% v; znak Min (ay, a,, ..., a,). Piklady: Min (2, = 3,2,0) = — 3,Max (2, — 3) =
=2,Min(2, — 5) = — 5, Max(5,5,5) = Min (5,5, 5) = 5.*%) Pio ka¥dé x je
déle |x|] = Max (x, —x) (nebofpronO_]e —-xSx—le aprox<0_;ex<
< -x=I[x]). .

Ciselna mnoZina M se nazyva, Jak vime, shora omezenou, exlstuje-h élslo k tak,
%e viechna &sla mnoZiny M jsou < k.**) Tak jsme definovali pojem mnoZiny shora-
omezene v § 8. Tuto definici lze viak vyslov1t také takto: Ciselnd mnoZina M se
nazyva shora omezenou, jestliZe existuje &islo I tak, e v§echna ¢sla mnoZiny M jsou
< I. Vskutku: JestliZe viechna Cisla mnoZiny M jsou < I, jsou tato &isla také < I;
za druhé, jestliZe viechna &sla mnoZiny M jsou < k, jsou tato &sla < I, zvolime-li
za | kterékoliv &islo v&t$i ne k (napf. I = k + 1). Smysl této poznadmky-je v tom, Ze
v definici mnoZiny shora omezené miZeme psit znak < misto <.Podobn4 poznimka
plati o mnoZinich zdola omezenych. Viz k tomu cvideni na koncitohoto para-
grafu.

42y Naie definice m4 smysl té% pro n = 1; jest oviem Max (a1) = Min (g,) = a,.

‘3) Tomuto vyroku je tfeba rozumét ve smyslu implikace: ,,je-li x € M, je x < k*, tj. ,.nee)ustuje
islo x € M, pro néZ by bylo x > k*‘. Tedy také prdzdni mnoZina je shora omezena. V tomto
smyslu je tfeba rozumét ka¥dému vyroku tohoto tvaru ,,ka?dy prvek mnoZiny M m4 vlast-
nost V** — tento vyrok znamend implikaci ,,je-li x € M, m& x vlastnost ¥ &ili ,,neexistuje
prvek mnoX'ny M nemajici vlastnost V.
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Véta 48. BudiZ M neprdzdnd ¢iselnd mnoZina. JestliZe existuje éislo k tak,
Ze pro vSechna x e M je x < k, je mnoZina M shora omezend a plati sup M < k;
JestliZe existuje Cislo 1 tak, Ze pro vSechna xe M je x = 1, je mnoZina M zdola
omezend a plati inf M = 1. '

Dikaz. Necht pro vSechna x € M je x < k; mnoZina M je potom zfejmé shora
omezena; oznaCme G = sup M, takZe G ma vlastnosti 1, 2 z véty 39. Kdyby bylo
k < G, existovalo by podle vlastnosti 2 z véty 39 &islo x e M tak, Ze x > k; ale
takové Cislo neexistuje, tedy neni k < G, tedy je G < k. Podobné se dokaZe druha
dast véty.

Véta 49. BudiZ M neprdzdnd &dst Ciselné mnoZiny N; je-li N shora omezend,
Jje téZ M shora omezend a plati sup M < sup N; je-li N zdola omezend, je té? M
zdola omezend a plati inf M = inf N.

Dikaz. BudiZ M neprazdna, M < N, N shora omezena. Pro viechna d&isla x
z N, a tim spiSe pro vSechna &isla x z M, plati nerovnost x < sup N. Podle véty 48
je tedy M shora omezena a je sup M < sup N. Druha &ast véty se dokaZe obdobné.

O &iselné mnoZiné M fikame, Ze obsahuje nejvétsi &islo, existuje-li &islo ge M
tak, Ze Zadné &islo z M neni vétsi neZ g; Cislo g dazyvame pak nejvétsim Cislem mno-
Ziny M. Obdobné: existuje-li &islo »r € M tak, Ze Zadné &islo z M neni menSi neZ r,
nazyvame toto &islo r nejmensim &islem mnoZiny M a o mnoZiné M fikame, Ze obsa-
huje nejmensi &islo. (Zopakoval jsem pojmy z druhé poloviny str. 41.)

Ziejm& kaZda &iselnd mnoZina kone¢na**) a neprazdna obsahuje nejvétsi i nej-
mensi &islo; mnoZina nekoneéna miZe, ale nemusi obsahovat nejvétsi i nejmensi
dislo. Priklady: M, budiZ mnoZina viech nezapornych &isel; M, budiZ mnoZina viech
&isel x, pro néZ plati 0 < x < 1; M, budiZ obdobné& definovana nerovnostmi 0 < x <
< 1; M, nerovnostmi 0 < x < 1; Ms nerovnostmi 0 < x <1. Vsechny tyto
mnoZiny jsou nekonetné; M, obsahuje nejmensi &islo (0), neobsahuje nejvatsi (je-li
x € M,. patfii v&t3i &islo x + 1 do M,); M, obsahuje nejmens3i i nejv&tsi &islo (0 a 1);
M obsahuje nejmensi &islo (0), ale neobsahuje nejvétsi (je-li x € M3, tedy 0 < x < 1,
jetéZ0 < i(x + 1) < 1, tedy i i(x + 1) € M5, takZe &islo x neni nejvétsim &islem
mno¥iny Mj, nebof 3(x + 1) > x); M, obsahuje nejvétsi &islo (1), ale neobsahuje
nejmensi; Mg neobsahuje ani nejmensi ani nejvétsi ¢islo.

Plati v&ta: Obsahuje-li &iselnd mnoZina M nejvétsi &islo, je M shora omezend
a jeji supremum se rovnd tomuto nejvétsimu cislu. Dikaz: BudiZ g toto nejvetsi
&islo; je-li x e M, je x £ q; tedy M je shora omezena a ¢&islo ¢ ma vlastnost 1 z véty
39; je-li G’ < g, existuje'aspoii jedno Cislo mnoZiny M (totiZ pravé &islo q), jeZ je
vétsi neZ G'. Cislo g ma tedy také vlastnost 2 z véty 39; tedy sup M = q.

44) Prosim &tenafe, aby nepletl pojmy ,,mnoZina kone&na® (tj. s kone&nym poctem prvki)
a ,,mnoZina omezena‘. Kazdd konefnd mnoZina Ciselnd je oviem omezend; nekonecnad
mnoZina &iselnd nemusi byt omezend (pfiklad: mnozina vSech redlnych &isel), ale také
miZe byt omezena (pfiklad: mnoZina vSech &isel x vyhovujicich nerovnostem 0 < x < 1).
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Obsahuje-li tedy &iselna mnoZina M nejvétsi &islo, je &islo sup M prvkem mno-
#iny M. Naopak: neobsahuje-li &iselnd mnoZina M nejvétiiho &isla, potom &islo
sup M — existuje-li vilbec*’) — nembZe patfit k mnoZin& M (nebof Zadné &islo
z M neni vét3i neZ sup M; kdyby tedy sup M patfilo do M, bylo by sup M nejvétSim
&islem mnoZiny M). Obdobné poznamky plati oviem pro inf M a pro nejmensi &islo
mnoZiny M. Pfiklady (viz pfedeSlou stranku): inf M, = nejmeniimu &islu z M, = 0;
sup M, neexistuje (M, neni shora omezen4). inf M, = nejmensimu &islu z M, = 0;
sup M, = nejvét§imu &islu z M, = 1. inf M; = nejmenSimu &islu z M; = 0;
sup M3 = 1 nepatfi k mnoZin& M, (M, neobsahuje nejvétsiho &isla). Proberte je3ts
My, M.

MnoZinu &iselnou jsme nazvali omezenou, je-li zdola i shora omezena. Je-li
tedy M neprazdna omezena mnoZina &iselnd, existuje sup M 1'inf M; plati pak toto:
jest inf M < sup M a znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, obsahuje-li M
Jjediny prvek. (Dikaz: obsahuje-li M jediny prvek x, je zfejm& x = sup M = inf M;
obsahuje-li M aspoii dva réizné prvky X,y (x < y), je infM < x < y < sup M.)
DokaZme jesté: '

Véta 50. Ciselnd mno¥ina M je omezend tehdy a jen tehdy, existuje-li &islo k
tak, %e pro vSechna x € M jest |x]| £ k. ‘

Dikaz. Jestlife pro viechna x € M plati nerovnost |x| < k, plati (podle véty
28 pro a = 0)*¢) nerovnost — k < x < k, takZe M je omezen4. Jestlife naopak je
mnoZina M omezena (shora i zdola), existuji &isla ky, k, tak, Ze pro viechna x € M
je ky < x £ k,. PoloZme k = Max (lk,, |k,|). JeZto pro kaZdé y je y < |y|, mame
pro kazdé x € M nerovnosti x < |k,] S karovnds — x < — k; S |- k4| = |k | £
< k; tedy |x| = Max(x, — x) < k.

Pozniamka 1. Podobng jako pfed vétou 48 mohli bychom oviem téZ ve v&té 50
psat |x| < k misto |x] < k; provedte to.

Cvileni

1. Viimnéte si v&ty 39 (v prvnim znéni). V ni se pifedpokladalo, Z¢ M byla shora omezeni
aneprdzdnd. RozvaZte si toto: Neni-li M shora omezenda, nema nejmensi horni zdvoru — poné&vadz
vitbec nem4 horni z4voru. Je-li za druhé M prazdn4, potom kadé redlné &islo je jeji horni zdvorou,
a tedy opét neexistuje nejmensi ze vSech hornich zévor.

2. Je-li M &iselnd mnoZina a jsou-li viechna ¢isla z M mensi neZ jisté &islo k, nazveme na
okamzik Cislo k-,,hornf zdvorou mnoziny M v uZ§im smyslu‘* (jen pro potieby tohoto a nisledu-
Jjiciho cviteni). Rozdil proti horni zdvofe je jen ten, Ze misto < poZadujeme <. Podle textu pfed
vétou 48 je Ciselnd mnoZzina shora omezené tehdy a jen tehdy, ma-li aspoii jednu horni zdvoru
v uZ8im smyslu. Ale pro horni zdvoru v uziim smyslu neplati véta obdobnd prvnimu znéni véty
39. Dikaz: Budiz M mnoZina viech &isel x < 2. KaZdé ¢islo > 2 je horni zdvorou mnoZiny M

45) Tj. je-li mnoZina M neprizdnd a shora omezen4.
46) Lépe feteno: podle cviteni 14 na str. 38 pro a = 0 (nebof v tomto cviteni jde o nerovnost =<,
kdeZto ve v&t€ 28 o nerovnost <).
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v uZ§im smyslu, ale &islo 2 nikoliv. Proto neexistuje nejmensi ze vSech hornich zévor v uZ$im
smyslu mnoziny M.*7)

3. BudiZ M &iselnd mnoZina. Kdy existuje horni zdvora v uZ§im smyslu mnoziny M, jeZz
je nejmensi ze viech hornich zavor v u%im smyslu mnoziny M? Odpovéd: Tehdy a jen tehdy,
jestliZe M je shora omezend, neprazdna a neobsahuje nejvétsi &islo. (Navod: Jde hlavné o to, kdy
nejmensi horni zdvora je horni zdvorou v uZ§im slova smyslu.) Cviceni 2 a 3 ukazuji, e pojem
horni zavory v uz§im smyslu nema velkou cenu. Uvedl jsem tato cvieni jen proto, abych upozornil
na mozZnost chyby, které se zaCiteCnik snadno dopusti (zdména < za =).

47) Podobné je tomu s druhym znénim v&ty 39. Prvni vlastnost &isla G lze vyslovit také takto:

Pro kazdé ¢islo x mnoZiny M je x =< G. NapiSete-li zde < misto =, dostanete misto véty 39
nespravaou veétu,
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