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§1 S 105

Kapitola II1

OBECNA MOCNINA A LOGARITMUS

§ 1. Obecna mocnina. Mocninu x* jsme dosud definovali pouze pro celistvy mocnitel z.
Rozsifime nyni definici symbolu x* na libovolny ,,mocnitel* z, ale omezime se pfitom
hlavné na kladny ,,zaklad* x. Za¢néme s raciondlnim z. KaZdé racionalni &islo z

se d4 psat ve tvaru zlomku z = Z, kde p, q jsou cela &isla, g > 0. Podle zkuSenosti

hs

ze Skoly oBekavate asi, Ze budeme definovat x* pro racionalni z = = vyrazem

(1) 1/xp
(ve v&t& 43 jsme definovali g-tou odmocninu kladného &isla pro kaZdé celé kladné g).
To skute&ng udinime, ale napfed se musime zbavit dvou pochybnosti:

L)

A) KaZdé racionélni &islo z lze vyjadtit nekonené mnoha zpdsoby ve tvaru
zlomku

P nap‘r’.-1=g=§=...,5=—=—=—=...,
2 4 6 .

q
-2 _=-4_=6_ .
3 ; 5 o) s

musime dokézat, Ze vyraz (1) ma vzdy touZ hodnotu, af si &islo z vyjadfime jakymkoliv

zplisobem ve tvaru 14 (¢ > 0), tj. mame dokazat: je-li x > 0, a jsou-li 2, T dvé rizna
q q s

vyjadteni &isla z, tj. jeliz = £ = Z(p, q, 1, s cels, g > 0, s > 0), je
q S

@ =27
DokaZme to. PoloZme 4/ X =u, 4 xr = v, tedy xP=ul, x" =0, xP° = (xP)’ =
= (W) = u®, x" = (x')? = (v)? = v*%L Ale ps = gr, tak¥e

(3) u? = " = xP%;

mimoto oviem u > 0, v > 0. JeZto sq > 0, miZeme uZit véty 43 a dostdvame vskutku
podle(Q)u =v = ‘{'/ x#s, &imZ je rovnice (2) dokazéana.
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B) Je-li z celé, byla mocnina x* definovéna jiZ dfive; je nutno proto ukazat,
Ze nova definice je v pfipadé celého z ve shodé se starou. Ale to je zfejmé; nebof

jelizcelé, jez = ~:—(volim p = z,q = 1) aje vskutku
{/ XF = x*.
Vysledek shrneme v tuto vétu:

Véta 67. BudiZ x > 0, z raciondlni, z = B(p, q celd, g > 0). Potom ¢islo (1)
q

zdvisi pouze na x, z (tj. nezévisi na tom, jakym zpisobem vyjad¥ime ¢islo z ve tvaru

E) . Je-li specidlné z celé ¢islo, je vyraz (1) roven x*.
q

Tato véta nas nyni opraviiuje k definici:

zlomku

Definice 9. BudiZ x > 0, z raciondlnf; potom x* definujeme rovnici
() x* = {xr,

kde p, q jsou celd ¢isla takovd, e q > 0, z = B Poznamenejme: je-li specialné
q
1 . N - — - e, . .
z = —(q celé kladné), je x'/? = 1/x1 = 2/x. Odvodime si zdkladni vlastnosti mocniny
q

YZ.

Véta 68. Budte x, y kladnd, m, n raciondlni &isla. Potom je

A)1"=1, x" > 0.

- n n n lll 1

X
x™ _ 1
C) X" = xm+n; = xm n’ X "= —
. n n
X X

D) Je-lix <y,n>0,jex" < y".
E) Je-li x > 1, m > n, je x™ > x".

Dikaz. Vime, Ze véta je spravna pro celd m, n (viz vzorce (33) v kap. I a véty
41, 42). Budte nyni m, n racionalni a piSme je ve tvaru zlomkd, jeZ uvedeme na spo-
le¢ného jmenovatele:

. n="% (p, g, r cela, q > 0).
q
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K bodu A): Jest 1" = {/17 = /1 = 1, x" = §/x» > 0 (viz vétu 43).

K bodu B): x"y" = ¢/xp{/yr = 4/xry? (podle véty 44); 4/xpyr = 1/(xy) =
= (xy)". Tim je prvni rovnice B) dokézéna; z ni plyne druh4, nebof x". 2) =
X

= (x . X) = y"; dosadime-li sem. y = 1, dostaneme tfeti rovnici B) (nebof 1I"=1
. X

podle A).

K bodu C): x"x" = §/xr4/xp ={/xr, xp =4/xr+p = xC"+ PV = x™*"; druh4 rov-
nice C) plyne odtud takto: x*.x™ " = x"*™~" = x™ a odtud plyne tfeti rovnice,
volim-li m =0 (x° = 1).

K bodu D): Jelli0 < x <y, n>0,jep> 0apodle véty 45 je x* <.y’; v€ta 45
déva pak ¢/ xp < 4/yp, &im¥ je D) dokézano.

K bodu E): Je-li x > 1, m > n, je podle D): x ™" > 1™~ = 1, a tedy podle C):

x_" > 1, x™ > x" (nebof x* > 0).
x

Symbol x* jsme nyni — pfi kladném x — definovali pro vSechna racionalni z;
zbyva jestE uloha definovat x* pro viechna reélna (tedy téZ iracionélni) z. Pfirozen&
se naskyta tato myslenka: zvolme posloupnost racionalnich &isel z4, z,, ... konver-
gujici k z: lim z, = z (podle véty 66 vime, Ze takova posloupnost — a to dokonce
neklesajici — existuje); limitu posloupnosti x*!, x*,... oznaéme pak x*. Oviem,
abychom k tomu byli opravn&ni, musime napfed ukazat, Ze ta limita lim x* existuje,

n—+o0
déle, Ze nezavisi na tom, kterou posloupnost zy, z,, ... racionalnich &isel, konvergu-
jici k z, jsme zvolili a kone¢né, Ze v pfipadé racionélniho &isla z je tato limita rovna
Lislu x?, definovanému v definici 9. To vSechno obsahuje nasledujici véta:

Véta 69. Budiz z libovolné &islo, x libovolné &islo kladné. Potom plati:
A) Je-li zy,z,,... libovolnd posloupnost raciondlnich Cisel, pro kterou je
Iim z, = z, potom existuje limita
8- 00
lim x* = a ;

n— o0

toto &islo « je kladné a zdvisi pouze na x, z (tj. nezdvisi na tom, kterou posloupnost
racionalnich &isel, konvergujici k z, jsme si vybrali).

B) Je-li z raciondlni, je o = x*.

A% tuto vétu dokdZeme, budeme opravnéni k této definici:

Definice 10. Cislo a z véty 69 oznalujeme znakem x=.
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Dikaz v&ty.69. 1) Budiz pfedeviim x > 1. Podle véty 66 existuje neklesajici
posloupnost racionalnich &isel

Q) 1SSy s

tak, Ze lim y, = z; podle _dodafku k vété 63 je tedy y, < z pro viechna n.

Podle vty 15 existuje raciondlni (dokonce pfirozené) &islo , jeZ je v&tsi neZ z;
tedy y, < t pro viechna n. Podle véty 68 A), E) a podle (5) je tedy

x’ < x*prokardén, 0 < ¥*+=<x2Zx* < ...
posloupnost '

(6) x1, x2, x¥3, ...

je tedy neklesajici a shora omezena a tedy ma podle véty 63 jistou vlastni limitu «;
podle dodatku k vet€ 63 je « = x* pro kaZdé n, tedy napf. « = x** > 0. Tedy

)] lim ¥ =a>0.

n—»w
Abychom dokazali tvrzeni A) pro x > 1, sta&i, dokaZeme-li jest& toto: je-li
(8) 121, Zgyeee
libovoln4 posloupnost raciondlnich &isel (obecné jin ne (5)) majici limitu z, je rovn&%

©) - lim x* = a.

n—o

BudiZ tedy (8) posloupnost racionalnich &isel, pro kterou lim z, = z. Podle véty 68 je

(10) X" = x¥nx*nTIn

podafi-li se nam dokazat, Ze

(11) lim x> =1,

bude podle (11), (10), (7) .

lim x** = lim x** . lim x* " = a.1 = a,
&im¥ bude (9) dokézano.
Zbyva tedy dokazat rovnici (11). Jest lim (z, — y,) = z — z = 0. Vime dile
(viz ptikl. 4 v § 2, kap. II), Ze

/"'=1im—117‘=1.

lim x™ = lim7/x = 1 a tedy téZ lim x~*

m-» oo m-ow . m- m- o X
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Je-li tedy dano libovolné kladné &islo ¢, existuje k nému pfirozené &islo m tak, Ze
(12) l—e<x™m<xtm<1 4+l

zvolme takové m. Jeito lim (z, — y,) = O, existuje &islo n, tak, Ze pro viechna

n-o
n > ngje
1 . 1 1
Izn_.VnI<'—: g —-——<z,=<—.
m m m
Potom viak podle véty 68 E) je
x—1/m < xZn—yn < xllm
a tedy podle (12) tim spise
13 . l—eg<x™m<l+e t. |xX =1 <e.

Tedy: ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje &islo ng tak, Ze pro kaZdé n > n, plati
(13). Tim je viak dokézéna rovnice (11) a tedy i tvrzeni A) v pfipadé x > 1.
2) Pro x = 1 je tvrzeni A) samozfejmé; nebot podle véty 68 A) je vidy 17 = 1,
tedy i lim 1°" = 1, take a = 1.
R0

3) BudiZ za tfeti 0 < x < 1; poloZme y = l, takZe y > 1. Je-li (8) libovolna
x

posloupnost racionalnich &isel, majici limitu z, existuje pedle pfipadu 1) limita

(14) lim y» = >0,
nezavisla na volb& posloupnosti (8). Je¥to podle vity 68 B) je x*» = (—1-) " , je
y yZn
podle (14)
lim x*™ = 1 >0,
n- oo ﬂ

nezavisle na volb& posloupnosti (8).

4) Zbyva jedté dokazat tvrzeni B) vity 69. Budiz tedy z &islo raciondlni. Potom
1ze za posloupnost z,, z,, ... vzit posloupnost z, z, z, ..., takZe vskutku ¢ = lim x* =
n—*o
= x%. Tim je véta 69 tiplné dokazana.
1) Obgirné: existuji &isla my, m, tak, Ze pro kazdé m > my je |x}/™ — 1| <ea pro kazdé m > m,
je |x~1/m — 1| < & mimoto podle véty 68, E: x~1/m < x!/™; z toho plyne (12), zvollm-ll
piirozené Cislo m vétsi nez Max (my, my,).
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Tedy jesté jednou: je-li x kladné, z libovolné, zvolme libovolnou posloupnost
racionalnich &isel z, z,, ..., majici limitu z (takové posloupnosti existuji). Potom
existuje kladna vlastni limita

lim x*

n—*o

(nezavisla na volb& posloupnosti z,, z,, ...); tuto limitu ozna¥me x*. Tim je x* pri
X > 0 definovano pro viechna redlna z a pro racionélni z je tato definice podle véty
69 B) shodna se star3i definici 9.

DokaZme nyni tyto vlastnosti symbolu x*:

Véta 70. Budte x, y kladnd, m, n redlnd &isla. Potom je
A)1"=1, x">0.

n n 1 n 1
B) x'y" = (xy)'; (Z) =2 (‘) =
X x x X
C) xmxn=xm+n; _x____xm—n;.x—n=_1_.
x'l - x’l
D) Jelix<y, n>0, je x"<y".
E) Jellix>1, m>n, je x">x".
Diikaz. Podle véty 68 vime, Ze véta je spravna pro raciondlni m, n; toho budeme
v dikazu neustale uZivat. Budte nyni m, n dv& libovolna realna &isla a budte m,,

my,...; Ny, Ny, ... dv& posloupnosti racionalnich &isel takové, Ze lim.m, = m,
k=oc ’
lim n, = n(takové posloupnosti existuji podle vty 66).
k=0
K bodu A): Podle definice 10 je 1" = lim 1™ = lim 1 = 1;2) Ze x" > 0, bylo

k=0

dokazano ve vété 69.

K bodu B): x"y" = lim x™ . lim ™ = lim x"™y™ = lim (xy)™ = (xy)" (zde uZi-
vam po fadg: definice 10, vzorci (31) z kap. II, véty 68 B, a opét definice 10). Tim je
dokazan prvni vzorec B), druhy plyne z prvniho takto:

(-

a odtud dostaneme tieti vzorec B), poloZime-li y = 1 (takZe téZ y" = 1 podle A).
K bodu C): Jest lim (m; + n,) = m + n, tedy

k-
xm*" = lim x™*t™ = lim x™ , x"™ = lim x™ lim x™ = x™ . x";

odtud plyne druha rovnice C): x". x™™" = x"*™~" = x™ a odtud zase tfeti rovnice
«C), poloZim-li m = 0.

2) Nebot 1™ = 1 podle véty 68, A.
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K bodu D): BudiZ0 < x < y, n > 0. Zvolme racionalni &islo r tak,2¢e0 < r < n
(takové &islo existuje podle véty 47). JeZto lim n, = n > r, existuje podle poznamky 3

k=

v kap. 11, § 2 dislo k, tak, Ze pro kazdé k > k, je n, > r. JeZto AN 1, je podle véty
x

SORORCH

pro viechna k > k,. Tedy je podle poznamky 4 v kap. II, § 2
n i r
(& === ()
X k=0 \X X

(X) > 1, l;>1, yt>x",
X

68 E)

a tedy tim spise

x
&im# je D) dokéazano.
* K bodu E): Je-li x > 1, m > n, je m — n> 0 a tedy podle D) x" ™" > 1"™* = |,

Z > 1, x"> x", &m? je E) dokézéno.
X

Dodatek 1. Prvni rovnice B) a prvni rovnice C) se daji zobecnit takto:

m2 m
.

XM = xm1+m1+...+ml¢_

(15) X]XG oo xp = (%1% .. X5 X™x

Diikaz se vede oviem tplnou indukci; provedme jej pro druhy vzorec (u prvniho je
ditkaz obdobny). Tento vzorec je spravny pro k = 2 podle véty 70 C); je-li tento
vzorec spravny pro jistou hodnotu k = I (I = 2), je

X™Mx™ L XM = (XML X™) X =

= xm1+mz+...+m .

xMi+t = x(m1+mz+...+m1)+ml+| s

takZe je vzorec spravny i pro k = I + 1. Tim je tplnou indukci dokazan obecng.
Vsimnéme si jednoho zvlastniho pfipadu: PoloZime-li my = m, = ... = my, = m,
dostavame pro celé k > 1
(xm)k =x". x"...x" = xm+m+...+m = xmk .
N— p—

[ ——
k tiniteld k stitanch

Vzorec
(16) ()t = 2

plati tedy pro kaZdé celé k > 1. Ale pro k = 0 a k = 1 plati také, nebot (x™)° =
=1=x%=x""9 (x")! = x™ = x™-!. Dile plati vzorec (16) i pro celé zéporné k,
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nebot potom je — k > 0 a tedy podle (16) (x")™* = x™ ("% = x=m 4 p¥echo-
dem k pievracenym hodnotam (podle véty 70 C), 3. vzorec)

Vzorec (16) jsme tedy dokazali pfi x > 0 pro kazdé m a kazdé celé k. Pozdgji (véta
72) dokéaZeme jej pro zcela libovolné k.

Dodatek 2. Je-li0 < x < y, n <0, je — n > 0 a tedy podle véty 70 D) x™" <

1 £ Y ‘ox ‘i1
<y "t i" < —, x" > )", pravé naopak neZ ve v€t& 70 D). Podobné: je-li 0 < x <
X y

<1, m>n, je:l > 1 a tedy podle véty 70 E): <-1-) > (l) ; L > i, x™ < X",
x X x/ x™ x"
.pravé naopak neZ ve vété 70 E). '

DokaZme nyni tuto vétu:

Véta 71. BudiZ x > 0, lim z, = z; potom je lim x** = x=.
n— o0 B0
Poznamka. Jsou-li z, raciondlni &isla, je tvrzeni véty 71 spravné podle véty 69
a definice 10; ve v&te 71 viak neni vysloven pfedpoklad, Ze z, jsou racionélni; musime
tedy dokézat tvrzeni pro libovoln4 z, (racionélni nebo iracionélni).

Diikaz. 1. Pro x = 1 je véta spravna, nebot

lIim1*=1lm1l=1=1%.

n—aw n—-w

2. BudiZ x > 1. Zvolme, pro kaZdé pfirozené n, racionalni ¢islo y, tak, Ze

(17) z,,—-£<y,,§z,,
n

(to 1ze podle véty 47). Potom lim (z,, - 1) = lim z, = z; podle véty 61 je tedy
n-w h n— o
téZ lim y, = z. JeZto &isla y, jsou racionalri, je podle véty 69 a definice 10

n—>oo

(18) lim ¥’ = x*.

n—> oo
Jest x*» = x”" . x™77"; staci tedy dokazat, Ze

(19) lim x*™» ™ =1 ;
nebot potom bude podle (18), (19)

lim x* = lim x* . lim x** ™" = x*.1 = x%.

n- o
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Vzorec (19) dokaZeme viak takto: podle (17) je
0= Zn — I < }'
n

a tedy (podle véty 70 E)

x0 < x™n < xUm,
ale
limx°=1lm1=1, limx"=Ilim%/x=1

n—*o n=© n—* o n—>o©

(podle ptikl. 4 v kap. II, § 2); podle véty 61 plati tedy téZ (19).

3. Budiz 0 < x < 1; poloZme y = —, takze y > 1. Podle pfipadu 2 je lim y*

n- o

= y* a tedy vskutku

.z . 1\ .1 1 1\*
Iimx™=lim(~=}) =lim —=—=(~) = x=.
n—oo n-+oo y n—o0 y"' yz y
Véta 72. Je-li x > 0, je
(20) (xm)n = xmn .
Dikaz. 1) BudiZ pfedeviim n celé; potom vzorec (20) plati podle dodatku 1

k v&t& 70 (viz vzorec (16)).

2) BudiZ n racionalni, tedy n = L4 (p, q cela, g > 0). PoloZme pro vétsi zfetel-
q
nost x™ = y, y" = z, takZe z = (x™)". Jest
(21) z =y =yl = \/yp = /(xM)p =1/xmp,
podle pfipadu 1). PolcZme déile u.= x™; podle p¥ipadu 1) (jeZto g je celé) jest u? =
= (x™)? = x™ = x™ (nebct nq = p); zaroveti u > 0, a tedy u = 4/xmp. Tedy je
(podle (21)) u = z, tj. x™ = (x™)", jak jsme m&li dokézat.

3) BudiZ koneta& n libovolné &islo; existuje posloupnost racionalnich &isel
ny, na, n3, ... tak, Ze lim n, = n. Podle pfipadu 2) (jeZto m, je racionélni) je (x™)™ =

k=
= x""*, Je také lim mn, = mn, a tedy podle véty 71
k=

(x™" = lim (x™)™ = lim x™ = x™
k= k=

Tim je véta 72 upln& dokazana.
V definicich 9, 10 jsme definovali x* pro libovolna z pfi kladném x. P¥i zdporném;
x a necelém z nebudeme x* zde viibec definovat (k ucelné definici bychom potfebo-

— Jarnik: Diferencidlni potet I.



114 KAP.IIl

vali prostfedky, které nemame dosud k dispozici). Je viak udelné definovat x* pro
= 0 a pro kladna z, a to touto definici:

(22) ' 0°=0 pro z>0,

To smime, nebof pro celd kladna z je skutené 0° = 0.0...0 = 0 a pro neceld
kladna z nebylo 0% dosud definovéno, takZe je miZeme definovat jak chcemc.") Pro

= 0 jsme definovali jiZ dfive 0° = 1; pro z < 0 nebudeme 07 vibec definovat;
nebylo by to udelné. )

Co si musi &tenaf bezpodmine&né zapamatovat z toho, co jsme dosud v kap. II1
fekli? Pfedeviim pro x > 0 definici x* pro racionalni z (definice 9, opfena o vétu 67)
a definici x* pro libovoln4 z (definice 10, opfena o vétu 69); k tomu definici symbolu
07. Déle v&tu 71, jakoZ i véty o pogitani s mecninami, tj. vétu 70, vzorce (15), 2. do-
datek k vété 70 a vétu 72. S témito vétami musi ¢tenadf hbité a bez obtiZi zachazet;
véta 72 a tvrzeni A), B), C) z véty 70 jsou ostatn& b&Zné ze koly; tvrzeni D), E)
si snad nejsnaze zapamatuje pod hesly: mocnina s kladnym mocnitelem se zve&tsi,
zv&tsi-li se zaklad (pfi zaporném mocniteli je tomu naopak); mocnina se zdkladem
vétsim nef 1 se zvétdi, zv&tsi-li se mocnitel (pfi kladném zikladu mensim ne% 1 je
tomu naopak).*)

Cviceni
1. Je-li « > 0, je limn® = + oo; je-li « < 0, je lim n* = 0. Ndvod pro &> 0: zvolme

1 .
celé k > 0 tak, Ze 7 <o Potom je (cviceni 7, kap. II, § 4) lim n1/¥ = + oo, n > nl/k Prox < 0

pfejdéte k pfevracenym hodnotim.

2, Je-li lim z, = + oo, lima&, = &, je lim z%» = + o pro & > 0, lim zj» = 0 pro « < 0.
Naévod: je-liax > 0 jea, > 3o pro velké n; uZijte cvu‘ﬁem 1.

3. Je-li z, >0, limz, =0, limax, =, je limz% = 0 pro a>0 lim z{» = + o pro

1
o« < 0. Ndvod: lim — = 4 oo; uZijte cviteni 2.
. zll
4. Je-li lima, = + o, je limx** = + o pro x > 1,limx"»=0pro 0 < x < 1 (uiute
zndmé hodnoty lim x*, kap. 11, § 3, pnkl 8).

k= +ow

5. Je-li lima, = — oo, je lim ;c"ﬂ =0prox> 1,limx** =+ 0o pro0 <x <1,
3) Ostatné bychom k nasi definici (22) mohli pfijit také tak, Ze bychom definice 9, 10 roziiili
také na x = 0 (pti kladném z). Nebot je-li z= 2 > 0 (p, q celd, g > 0 a tedy téz p > 0),
’ q

je0?P.=0 a podle poznémky 1k vété43j Je tedy "\/ 0P = 'V 0=0; poloilm-lx tedy 0P/1 = 4 /0P
~ vyjde vskutku 0’ = 0 pro racnonélni z>0. Pro libovolné z > 0 definujme 0* = lim 0"'
n—ao
kde z, jsou racnonalm, limz, = z. Jeito 2z > 0, je od jistého n polinaje téz z, > 0, tedv
0%» = 0 atedy 0? = 1lim 0 = 0, ¢mz j jsme piivedeni k definici (22).
“4) Uzivam nazvoslovi béZného ze $koly: v ,,mocnin&‘* x* je x ,,zdklad“, z ,,mocnitel** &ili ,,expo-
nent*. '
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§ 2. Logaritmus. Nase teorie mocniny vede nis snadno k pojmu logaritmu, se kterym
Jste se uZ setkali ve S§kole. Tam jste postupovali takto: vezmeme kladné &islo x a
hledame ¢&islo y tak, aby bylo 10” = x; &islo y pak nazyvime logaritmem (Briggso-
vym nebo dekadickym) &isla x. Tento pojem logaritmu postavime nyni na solidni
zaklad. Pfedeviim musime dokAazat, Ze ke kaZdému x > O skutedn€ existuje jedno
a jen jedno &islo y tak, Ze 10” = x; za druhé je vyskyt &isla 10 v rovnici 10” = x
jen ndhodny (souvisi s desetinnou soustavou) a proto se budeme obecngji zabyvat
rovnici @” = x, kde a je libovolné kladné &islo, rizné od 1 (pro& vyluujeme hodnotu
a = 1, fekneme si za chvili). Viechno, co jsem ted slibil, je obsaZeno v této v&ts:

Véta 73. BudiZ x > 0; budi? a > 0, a + 1. Potom existuje jedno a jen jedno
Sislo y, pro néZ plati rovnost
(23) - @ =x.

Definice 11. Toto éislo y oznaé’ujemé log, x a nazyvdme je ,,logaritmus ¢&isla x
pFi zdkladu a*.

Dikaz. BudiZ x > 0, a > 0, a # 1. Napfed dokéZeme, Ze existuje aspoii jedno
&islo y tak, Ze plati (23).

1) BudiZ pfedng a > 1. Podle ptikladu 8 v kap. II,.§ 3jelim a@" = + oo, a tedy

L ind ]

existuje jistd pfirozené &islo n, tak, Ze a™ > x. Za druhé je 0 < 1 < 1, tedy je podle
a

téhoZ prikladu lim a™" = lim k = lim (l) = 0, a tedy existuje pfirozené &slo n,
n—+o n=o a® n—o0 \A .

tak, Ze a™"* < x. Ozna&me znakem M mnoZinu oné&ch &isel z, pro né% je

(24) a<x.

Mno%ina M neni prdzdnd, nebot &slo — n, patfi do M. Za druhé je mnoZina M
Shora omezend, a to z tohoto diivodu: je-li z > ny, je a* > a™ > x, takZe &islo z
nepatfi do M; vechna &isla mnoZiny M jsou tedy < n,. Oznaéme znakem y supre-
mum mnoZiny M. Je-li z > y, je a*> = x: nebof je-li z > y, nepatii z do M a tedy
neplati (24). BudiZ za druhé z < y; podle 2. vlastnosti suprema (z véty 39) existuje
potom v M &islo u, jeZ je vétSineZ z; jeZtou € M, je a* < x;jeitoz < u,jea” < a' <

. 1
< x. Tedy: Je-li z < y, je a® < x. Sestrojme tyto dvé posloupnosti: t, =y — —,
n

v,=y+ -1-; jest lim ¢, = lim v, = y, a tedy podle véty 71

hn n—- o n-»o

(25) lim a™ = lim a” = @”.

n—+o n— o
Dale je t, < y, v, > ¥ a tedy, jak jsme prave dokazali,

a"<x, a"=x

5
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pro viechna n. Podle poznamky 4 k vt 60 (kap. 11, § 2) je tedy

(26) lima™<x, lima™>x.

"+ n—o0

Podle (25) je tedy a” < x a soucasné a” = X, tedy @’ = x. Tedy existuje vskutku
dislo y, pro n&Z plati (23).

2) BudiZ za druhé 0 < a < 1 a poloZme b = l, takZe b > 1. Podle pfipadu 1)
a .

e e . 1 sy
existuje ¢islo y tak, Ze b = —; potom je vSak
x

, {1y 1
a =|- =—=X,
b 14

" tak¥e vskutku plati rovnice (23).

3) Kdyby pro ngkterou dvojici &isel a, x (x > 0, a > 0, a + 1) existovalo vice
neZ jedno &islo y, splitujici rovnici (23), existovala by dv& &isla yq, y, (yy < y,) tak,
e by bylo a”* = @’ = x. Aleto je nemoZno; nebof z nercvncesti y; < y, plyne (pcdle
véty 70 a dodatku 2 k této vét&) pro a > 1 nerovnost a”* < a”’?, pro 0 < a < 1 rak
nerovnost @’* > a’?, takZe v 24dném pfipad& nemiiZz byt a** = a2

Poznamka 1. Hodnotu a = 1 jsme z véty 73 vyloudili. To bylo nutno, nebot
pro a = 1 by véta 73 byla nespravna, a to z tohoto divodu: jest vidy 1” = 1, takZe
rovnice 1> = x neni pro x % 1 splnéna pro Zddné y. kde?to pro x = 1 je splnéna
nejen pro jedno y, nybrZ viibec pro kaZdé y.

DokaZeme nyni zékladni vlastnosti logaritmu:

Véta 74. BudiZ n libovolné, x > 0,y > 0;a > 0,a + 1; b > 0, b + 1. Potom
plati:

A) log,a =1, log,1=0.

B) log, xy = log, x + log, y; log, LA log, y — log, x;
X

log,,l = — log, x; log,x" = nlog, x.
x

C) log, x = izz":; logy, x = — log, x.

D) Jellia>1, x <y, je log,x <log,y.

Diikaz. Podle véty 73 a definice 11 znamena rovnice ¢ = log, x totéZ co a® = x.

K bodu A): a! = a, tedy log,a = 1; a° =1, tedy log,1 = 0.
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K bodu B) a D): pro zkréceni poloZme ¢ = log, X, 7 = log, », tak¥e a® =x,
a" = y. Jest (viz vétu 70, 72) xy = a**", LA a"",-l- =a% x*=(d = g™
x x .
. : 1
atedylog,xy =¢& + g (= log, x + log, y), log,X =n—¢ log,— = — & log, x"=
. x x
= n¢, &mz B) je dokazano.
BudiZ nyni a > 1, x < y. Kdyby bylo & = 5, bylo by a* = a", tj. x = y. Kdyby

bylo & > 7, bylo by (véta 70 E) a* > a”, tj. x > y. Tedy neni ani ¢ = g ani £ > 1,
tedy je & < n, tj. log, x < log, y, &imZ je D) dokazéno.

K bodu C): PoloZme pro zkriceni log, x = ¢, takZe b® = x. Podle B) je tedy
log, x = log, b® = @ log, b = log,xlog, b; »

délim-li &islem log, b, dostanu prvni rovnici C) (Eislem log, b smim délit: kdyby

bylo log, b = 0, bylo by a® = b, tj. b = 1, coZ neni pravda, tedy je log, b =% 0).

Druhou rovnici C) dostanu z prvni, kladu-li v ni b = ! (nagez podle B), A) je
a

log,b =log,a™' = —1.log,a = —1).

Z véty 74 plyne okamZité
Véta 75. BudiZ a > 1. Potom jelog, x > Oprox >'1,log,x <0pro0 < x < 1.

Dikaz. Pro x > 1 je podle véty 74 D), A) log, x > log,1 = 0apro0 < x < 1
obdobné log, x < log,1 = 0.

Poznamka 2 (k vétim 74, 75). Z B) plyne specialn& (pro libovolné re4lné n)
log, a" = n, coZ je ostatn& okamZit& patrno z definice. Z C) je vid&t: znam-li Iogaritmy
pfi zakladu a, dovedu pogitat logaritmy pro libovolny jiny zaklad b; napf. z b&Znych
logaritmickych tabulek (pro zaklad 10) miZeme s pfisluSnou pfesnosti vypodist

log,, 257 apod. Druhy. vzorec C) ukazuje: logaritmy o zékladu 1 dostanu zlogaritmi
a

o zakladu a prosté zménou znameni. Proto se v dal§im miiZeme cmezit na logaritmy
o zakladu v&t§im neZ 1. Druha rovnice C) ukazuje rovnéZ, Ze by se v pfipadé0 < a <
< 1 musil obratit smysl ptislusnych nerovnosti ve vét& 74 D) a ve vét& 75.

Cvideni

Zvlastni dileZitost bude mit pro nis logaritmus o zékladu e, tedy log, x. V kap. 11, § 4,
pfikl. 4 jsme dokaézali, Ze pro kazdé x > 0 existuje vlastni limita lim n("\/x — 1); dokaZeme,

R—*a

Ze je
@n lim n(\/x — 1) =log,x pro x>0.

n-* o
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BudiZ x > 0; poloZme z = log, x, takZe x = e*. Abychom dokézali rovnici (27), staén dokdzat
pro kaZdé redlné z rovnici

(28) lim #(3/e* — 1) = z.

| Sndl ]

<

To ulinime v ¥ad& cviteni.
1. (28) plati pro z = 0 a pro z = 1 (viz kap. II, § 4, cviéeni 10).
2. Pro libovolna &fsla y, z je

tim #(3/e?*% — 1) = limn(3/e? — 1) + lim n(3/e* — 1) .
(Névod: n(Ve’—'” - 1) = V; . n(Ve—‘ - l) + n(Ve_’_ - 1); jest lim V5 = 1.)

3. Z 2 plyne lim n(V; - l) =gq lim n(Ve_z - 1) pro celé kladné g; z toho plyne, Ze (28)
plati pro kaZdé celé kladné z (uZijme vysledku cvileni 1).

4. Pro racionﬂni kladné z = s(p, q pfirozend) plati (28). Ndvod: podle cviteni 3 je

i /70 — 1) = tim o3/ — 1) = 2.

5. Jest lim n(\"/ e % — l) = — lim n(:/ e_z - 1); z toho plyne (28) pro kaZdé raciondlni’
Z 0 (v cvieni 2 poloZte y = — z2).
6. BudiZ 2 libovolné; podle véty 66 existuji raciondlni Cisla u; S u, S uy < ... tak, Ze.

lim u, =: z. UZijete-li této véty na Cislo — z, vidite, Ze existuji raciondlni &isla vy = v, 2 vy =..

tak, %e limv, = z. Jest n(:/e"k - l) = n(Ve_’ - 1) = n(VE - 1) az toho podle cviéeni 5
4 <limn (V:’ - 1) = v, pro kaZdé ptirozené k, odkud rovnice (28) pro libovolné z.
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