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Kapitola IV

NEKONECNE RADY

§ 1. Konvergence a divergence nekoneéné fady. Nekonecnou fadou nazyvame symbol

(l) a1+az+aj+...,

@© @® ® i

misto n&hoZ zavadime téZ symbol Y a, (nebo Y a, nebo Y a, atd.; jakym pismenem
n=1 k=1 t=1

oznalujeme index, ,,podle n&hoZ se s&ita“, na tom nezaleZi). Reélna &isla a,, a,, ..

nazyvime ,,Cleny fady“, a to &len a, ,,n-tym Elenem*. Rada (1) je déna, je-li dana

posloupnost jejich ¢lent -

(2) Ay, Q32, A3y ...

Je-li d4na fada (1), dovedeme sestrojit soudet jejich prvnich dvou, tii, &tyf, ... lend,
tj. dovedeme sestrojit posloupnost sy, s,, 53, ... takto definovanou:

. (3) S =4y, S;=a,+a, S3=4a; +a, + as,...;

&slo s, = ay + a; + ... + a, se nazyva n-tym &asteCnym soudtem fady (1). Zava-
dime pak tuto definici: '

Definice 12. Je-li posloupnost (3) konvergentni, tj. existuje-li vlastni limita
lim s, = s,') fikdme, Ze Fada (1) je konvergentni (nebo Ze konverguje) a &islo s nazy-
vdme souctem rady (1).2).Je-li posloupnost (3) divergentni, F{kdme také o Fadé (1),
Ze je divergentni. V pFipadé divergence jsou moZné tyto tfi pFipady: je-li lim s, =
= + o0, Fikdme, e Fada (1) diverguje k + oo; je-li lims, = — oo, Fikdme, %e Fada
(1) diverguje k — oo: neexistuje-li lim s, (vlastnf ani nevlastni), Fikdme, %e fada (1)
osciluje.

Poznamka 1. Jeli fada (1) konvergentni, bude symbol a; + a, + ...

(-]
nebo Y, a, zna&it nejenom fadu (1), nybrZ i hodnotu jejiho soudtu; diverguje-li fada
n=1 .

(1) k + oo (nebo k — ), bude uvedeny symbol znatit té% symbol + oo nebo — co.

1y Kde je v této kapitole vynechdn znak n — oo, jest jej vZdy takto doplnit (tedy vidy n — oo
a nikoliv k — o nebo pod.). '

2) Definice je velmi ndzorn4, fekneme-li ji trochu populdrn&: bliZi-li se &4stedny soudet a; +
+ a; + ... + a,'s rostoucim n neomezené jistému &fslu s, fikdme, Ze &islo s je soudtem celé
nekonetné fady a; + a, +....
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Napf. rovnice a; + a, + ... = 3 bude znamenat ,,fada (1) je k6nvergentni a ma

@ Lo o] 0 2]

soudet 3%;-nebo rovnice Y a, — Y. b, = Y ¢, Y d, + A znadi: uvedené &tyfi
n=1 n=1 n=1 n=1

fady jsou konvergentni a soucet prvni fady, zmen3eny o soucet druhé fady, rovna se

Cislu A zvét§enému o soudin soucti tieti a ¢tvrté fady.
Piiklad 1. Radg
) a+aq+ aq® +ag® + ...
(n-ty €len je aq"~ ') kikame ,,geometricka fada*; &islo g se nazyva jejim ,,kvocientem*‘.
Jeji n-ty Casteény soudet s, dostaneme z identity
1-g"=(1-q)(1+q+a*+...+q"),
odkud pro g # 1 plyne

1—-¢g a a
5 s,=a s | .
©) o 1-. 1.,

Je-li |[q] < 1, je podle kap. II, § 2, pfikl. 3 lim g" = 0, takZe podle (5) je lims, =

=—2  Rada (4) je tedy pro |g] < 1 konvergentni a ma soudet

1-g¢ 1-g
Priklad 2. —1—+—!—+L+...=1 n-ty élenje——l—— .
1.2 2.3 3.4 n(n + 1)
° . 1 1 1 v v v ’ 4 : 1
Dikaz: jest ———— = — — —— takZe n-ty CasteCny soulet jes, = (l - 5) +

nn+1) n n+1

+(%—§)+(%-—%)+...+(1 —l>+<l— 1):1— 11, tedy

n—1 n n n+1 n +
lims, = 1.

Priklad 3. Rada 1 + 1 + 1+ ... diverguje k + oo, fada (— 1) + (= 1) +
+ (— 1) + ... diverguje k — o.

Diikaz: n-ty ¢asteény soudet prvni fady je roven n a ma tedy limitu + oo,
u druhé fady je roven — n a ma tedy limitu — co.

Pfiklad 4. Rada 1+ (= 1)+ 1+ (=1) + 1+ (=1)+... (nty &en je
(— 1)"**) osciluje. Caste&né soudty tvofi totiz posloupnost 1, 0, 1, 0, 1, 0, ..., jez
nema limitu (ani nevlastni) — to se pozna tfeba z toho, Ze obsahuje dv& vybrané
posloupnosti 1,1, 1,...; 0,0, 0, ..., jeZ maji rizné limity.

Podle toho, co jsme fekli o pojmu nekoneéné fady, je vidét, Ze vlastn€ neni
podstatného logického rozdilu mezi nekoneénou fadou a posloupnosti: dat fadu (1)
znamena, dat jeji &leny a,, a,, ..., tj. dat posloupnost (2). Rozdil mezi posloupnosti
atadouse jevi teprve'vtom, co s nimi déldme: vteorii posloupnosti se zajimame hlav
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né o to, co se déje s n-tym &lenem a, té posloupnosti, kdyZ n roste nade viechny
meze; v teorij fad se nezajimame tolik o jednotlivé Cleny a,, nybrZ o souéty a; + a, +
+ ... + a,.

Soudet nekonecné fady a, + a, + ... jevi se podle definice 12 pfirozenou ana-
logii k sou¢tu konecného poétu &isel a, + a, + ... + a,. D4 se proto ofekavat,
Ze mnohé véty, zndmé pro konedné souéty, budou platit i pro soudty nekonecnych
fad. Ale n&které z nich neplati; vezméme si priklad: '

P¥iklad 5. Rada

(6) A+ (=) + @+ (=1) + 1+ (= 1)+ ...

(prvni &len je 1 + (— 1), druhy rovn&% 1 + (— 1) atd.) ma viechny &leny rovné
nule, tedy téZ vSechny &astedné soudty rovny nule; tedy je konvergentni a ma soudet 0.
Vynechim-li zavorky, dostanu fadu 1 + (— 1) + 1 + (— 1) + ... (prvni &len je 1,
druhy — 1 atd.) z pfikl. 4, jeZ je divergentni. Zadny podobny zjev nenachdzime
u soudtu koneéného poctu s¢itanci. Zato vSak plati véta:

Véta 76. Budif a; + a; + ... =s (s smf byt popF. 16 + oo nebo — o).
Budi? k; < k, < k3 < ... rostouci posloupnost pFirozenych Cisel; potom je téz

(7) (al +a, + ... +a,‘|)+(akl+1+ak‘+z+ "'+ak3)+
+ (a,‘l.u + akz+2 +-... + ak3) +...=35.

Poznamka 2. Prvni &len fady (7) je &islo ay + a, + ... + a;,, druhyjea 4, +
+ @42 + ... + a, atd. Sloudim-li tedy v fad¥, jeZ méa urdity soudet (tfeba téz.
+ oo nebo — ), vZdy n&kolik po sob& jdoucich &leni v jediny &len, dostanu novou
fadu, jeZ ma tyZ soucet jako fada plvodni.

Dikaz. Kladu-li s,=a; +a, + ... +a, jelims,=s. C_ésteéné soudty

fady (7) jsou zfejmé s, , Si,, S, ... @ tvofi tedy posloupnost vybranou; tedy je téZ
(viz vétu 62 a ptiklad 4 v kap. II, § 3) lim 5, = s, tj. Fada (7) ma soudet s.

n-w

0 00
Véta 77. Budte ) a, =s, Y, b, =t konvergentni Fady. Budte c, A, B é&isla.
n=1 n=1 ’
Potom je

-] ]
Y ca,=cs, Y (Aa, + Bb,) = As + Bt.
n=1 n=1 ,

Dukaz. Klademe-li a4 + ...+ a,=3s, by +...+ b, =1, maji posledni
dvé& fady n-ty &asteény soudet cs,, popfip. 4s, + Bt,. Podle (31) (kap. II) je lim cs, =
= cs, lim (4s, + Bt,) = As + Bt.

Je3té dvé pozndmky k oznaleni. Pfedng: fada (1) zatinala indexem 1; fada

. (-
miZe viak zaginat téZ libovolnym jinym celym indexem; napf. ) a, &ili a_; +
1=-3
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+a_,+a_,+a,+a; +a,+ ... je rovnéZ nekonend fada; prvni &len je
@

a_s, druhy a_,, &trnicty a,, atd. Podobn& Y, a, = a, + a5 + ag + ... Zadruhé:
k=4

jako v konednych soudtech, piSeme i v nekone&nych fadach &asto — a misto
+(— a); napt. fadu s&leny 1, — 2, 3, — 4, ... bychom méli psat vlastn& 1 + (— 2) +
+ 3+ (—4) + ...; misto toho piSeme struén&ji 1 —2 + 3 — 4 + ...; omyl ne-
miZe vzniknout.

Poznamka 3. V souétu kone€ného poctu scitanci smime vynechat s¢itance
rovné nule; soudet se tim nezméni. V podstaté totéZ, jak ukaZeme, plati u nekonec-
nych fad. Ma-li predné fada viibec jen koneény pocet ¢leni riiznych od nuly, lze ji
psat ve tvaru a; + a, + ... +a, + 04 0 + 0 + ...; tato fada je zfejm€ konver-
gentni a ma soudet a; + a, + ... + a,. Ma-li za druhé fada nekone¢n€ mnoho &lent
riiznych od nuly a vyne_hdm-li (n&které nebo viechny) nulové &leny, dostanu opgt
nekonecnou fadu; napf. z fady

(8) 0+0+c +c;+0+0+0+c3+0+cy + ...

dostanu fadu

) cit+eytes+eg+ ...

poloZim-li s, = ¢, + ¢, + ... + ¢,, ma fada (9) &astedné soutty

{10) S1s 525 835 545 ++r s

kdeZto fada (8) ma &astetné soudty

(11) 0, 0, S5, S35 S35 S2, S35 S35 535 S45 -

Cely. rozdil mezi (10) a (11) je ten — vedle dvou nul v (11) — Ze se v (11) n&kte¥i
&lenové posloupnosti (10) n&kolikrate opakuji. Podle ptikl. 6 v kap. II, § 3 maji tedy
posloupnosti (10), (11) tytéZ vlastnosti, pokud se tyée existence a hodnoty limity.
Rady (8), (9) tedy budto obg osciluji nebo maji obg tyz soudet (ktery miiZe oviem byt

téZ + oo nebo — o). Tohoto vynechavani nebo ptidavini nulovych &lendt budeme
Casto bez dalsich poznamek uZivat.

-]

@
Véta 78. Budiz k pFirozené ¢islo. Potom Fady Y, a,, Y, a,budto obé konver-
n=1 n=k+1

guji nebo obé diverguji k + oo nebo obé diverguji k — oo nebo obé osciluji. JestliZe
konverguji, plati rovnice

o0 -3}
(12) YSa=ai+a+...+ta+ Y a,.

n=1 n=k+1

Rovnice (12) je velmi nézorna: soudet konvergentni fady a; + a, + ... se dostane
tak, Ze se seite prvnich k &lentt ay, ..., ; a k tomuto souctu se pficte ,,zbytek fady

po k-tém &lenu®, tj. soudet fady az4 1 + A2 + ...
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Dikaz. Poloime s, = a, + a, + ... +. a,; fadu ay4y + a3+, + ... miZeme
podle poznidmky 3 psit téZ ve tvaru O + O + ... + 0 + ay4q + G4 + ... (pFiddm
k nulovych &lend); je-li o, n-ty Sastedny soudet této fady, je 6, = gy + Gpiz + ...

.. +-a, pron > k, tedy

s,=(ay +...+a)+0, 0,=5,—(a; +... + q) ~

pro n > k. Odtud vSak tvrzeni véty podle znamych vét o limitdch okamfZité plyne
(viz (31) v kap. II a cvieni 6, 8 v kap. II, § 3).

Poznimka 4. Z véty 78 ihned plyne: pfididm-li, odstranim-li nebo zmé&nim-li
v nekoneéné fad€ koneény podet €lenti, nezméni se chovani fady; pouze v pfipadé
konvergence se zméni hodnota sou¢tu samozfejmym zpisobem. Napf.: fady

ay +'azj+ a3’+ as + as +'a5 + “.,b1‘+ b2‘+ as + ae + ...

maji tyZ zbytek Z a,. Ob& fady jsou konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li tento ,,zby-

tek* konvergentm je-li soudet prvni fady s, souéet druhé ¢, dostaneme mezi s, ¢ tento
vztah (podle véty 78)

© ©
s=ay+a, +a;+as + Zam t=b1+b2+zaﬂ’
n=5 n=5

t =39S +'b1 +'b2 —-a1 —:az —'a3 —'a4.

V praxi je éasto diileZita tato snadna véta:

Véta79. Budte a;, + a; +... =5, by + b, + ... = t dvé konvergentni Fady;
budif a, < b, pro kaZdé n. Potom je s < t; jestlife aspori pro jednu hodnotu n je
a, < b,, je dokonce s < t. :

Dikaz. PoloZme s, =a; + ...+ a,, t,=by + ... + b,; tedy je s5,= ¢,
tedy téZlim s, < lim ¢,, tj. s < t. Je-li a, = b, pro vSechna n, je oviem s = t. Existu-

je-li vSak pfirozené' k tak, Ze a, < by, je pfedné a; + ... + a; < b1 .+ by
a za druhé — podle toho, co jsme pravé dokazali — je Z a, Z b,; podle
n=k+1 n =k+1
véty 78 je viak s =(as + ... + a) + Z ay, t = (by + ... + b)) + Z b,
n=k+1 n=k+1

atedys<t.

Véta 80. Je-li fada a, + a, + a3 + ... konvergentni, je lim a, = 0.

n—* oo
Dikaz. Kladu-li a; + a, + ... + a, = s,, existuje vlastni limita lims, = s.
Ale a, = s, — 5,_;, tedy lima, = lim s, — lims,_; =s — s = 0.

P¥iklad 6. V piikl. 1 jsme dokazali konvergenci geometrické fady 1 + g + g% +
. pro |q| < 1 (vezmu pkipad a = 1, z n&hoZ obecny pfipad ihned plyne). Vy-
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Setfeme ostatni pfipady: BudiZ pfedn€ g = 1; potom je q" = 1 pro kaZdé prirozené k,
s,=14+qg+...+q" ' 2n, tedylims, =+ 00,1 +q+ g> + ... = + o0. Bu-
diZ za druhé q £ — 1. Potom je |¢"] = 1 pro kaZdé pfirozené k, tedy neni limita
n-tého &lenu rovna nule, takZe fada diverguje. MiiZe snad mit soudet + oo nebo

— o0 ? Nikoliv, nebof podle (5) je s, = - 11. Pro n sudé je ¢" = 1,tedys, <0
q —

(jmenovatel g — 1 je zaporny); pro n liché je g" < — 1, tedy s, > 0. Zfejmé tedy
nemtZe byt lims, = + oo anilim s, = — o0. Geometricka fada tedy prog £ — 1
osciluje.

Pfiklad 7. Je-li lim a, = 0, nemusi proto jesté fada a, + a, + ... byt kon-
vergentni. Vezméme fadu 1 + % + % + ... (tzv. fada harmonickd, n-ty ¢len je l)
: n

1
n—1
Posloupnost s, s,, ... mé tedy limitu, budto vlastni nebo + oo (podle véty 63).
Vybrana posloupnost s,, 5,2, 533, - -5 Saa, ... ma tedy touZ limitu. Je vSak s, = % = %
Szz=52+%+%252 2. 122,' 523=522+%+%+%+‘;‘gslz+4.%g—:‘

1 + 1
2" +1 2"4 2 2t
za &islem s,a, je roven 2"*! — 2" = 2" a kaidy z nich je aspoii roven 27*"!.
Tedy syn+1 = spn 4+ 2".27""! = 5,n + 1. Odtud postupné (Gplnou indukci)

Zdejes,=1+2+... +

1 1
+—=S,,_1+—->S,,_l, tedy sl<52<53<.
n : n

cbecng syn+1 =50 + 7+ Poget stitanci, stojicich zde.

2 3
SZ’%E: SZ’;E"-HSZ 2

N
-

Sz

v
NI::

raje vybrand posloupnost a tedy i cela posloupnost sy, s,,... ma limitu + oco.

. . .1
Tedy: harmonickdFada'1 + % + % + % + ...diverguje k + oo, a¢koliv jelim — = 0.
n

Cviceni

1 1
1. Rad —t+——F—t+—F——F7=+—— 5 +... diverguje k + on.
aa‘/_+\/o \/2+\/1 \/3+\/2 \/4+\/3 iverguje o
\/;;— Jn — 1 a zjistite 5, = \/;
NN

2. Budiz z libovolné, ale ne celé zdporné; budiZ k pfirozené &islo. Polozme

Ndvod: pifte ————

1
a"_(z+n)(z+n+l)(z+n+2)...(z+n+k)'

Potom je
1

kz+1DE+2...z+ k)

a1+a2+...=
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Névod: piste

1 1
°"=1?((z+n)(z+n+1) v Grn+k—1

1
TG@+tnt D+t .. (z+n+k))‘

3. K fadé
M a; +ay;+ay+...
Jjsme sestrojili posloupnost &dste&nych soultd sy, s3,... (5, = a; + a5 + ... + a,). Naopak:

ke kaZ?dé posloupnosti sy, s, ... 1ze sestrojit fadu (1) tak, Ze sy, 55, ... je prdvé posloupnost
Laste¢nych souttd fady (1). Navod: a; = 54, @y = 55 — 51, @3 = 53 — S35 ...

§ 2. Rady s nezipornymi ¢€leny. Tak nazyvame fady a, + a, + a; + ..., v nichZ je
a, 2 0 pro kazdé n. Pro takovou fadu je s, = a, + a, + ... + a, =5, + a, 2
= s,-1, takZe posloupnost s,, s,, ... je neklesajici. JeZto soucet fady byl definovan
_jako limita posloupnosti s,, s,, ..., plyne z v&ty 63 ihned

Véta 81. Budiz ay + a, + ... Fada s nezdpornymi cleny. Je-li posloupnost
81, 82,... (S, = ay + a; + ... + a,) shora omezend, je Fada konvergentni a md

.Soulet sup s,; neni-li posloupnost s,, s,, ... shora omezend, diverguje Fada k + co.
n=1,2,..

U fad s nezapornymi €leny je tedy rozhodovéni o konvergenci podstatng zjed-
nodusSeno: staci zjistit, zda posloupnost ¢asteCnych souctl je shora omezena. Odtud
plyne ihned tato zakladni véta: '

Véta 82. Budte
(13) a, +a, +asz + ...,
(14) by + by + by + ...

dvé Fady s nezdpornymi Cleny. Necht existuje pFirozené éislo k tak, e pron = k
Jjea, < b,. Potom plati: I. Je-li Fada (14) konvergentni, je i Fada (13).konvergentni.
11. Je-li Fada (13) divergentni, je té# fada (14) divergentni.

Ditkaz. I. BudiZ (14) konvgrgentni; podle véty 78 konverguje tedy téZ fada
by + byyy + bysy + ...; jeji Eastedné soudty jsou tedy podle vity 81 vesmé&s mensi
neZ jisté &islo K; tim spiSe jsou aste&né soudty fady a, + az4q + G445 + ... mensi
neZ K; tedy je tato fada podle vty 81 konvergentni; podle véty 78 konverguje tedy
té%fada a; + a, + ... I BudiZ (13) divergentni. Kdyby (14) konvergovala, konver-
govala by té% (13) (podle I), coZ je spor.

1 1 1

vr 1 . .
Ptiklad 1. Rada 1 + > + P + yr + i + ... je konvergentni.
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9 1 1 1
Dikaz. Rada — + — + — .. je konvergentni (§ 1, pfikl. 2). Je
1.2 2.3 3.4 ! g (1p )
1 1
< < .
(n+1)* nn+1)
Tedy je téz radal + ! + 1 + ... konvergentni
v 22 32 4 S
1 1 1 . . .
Ptiklad 2. BudiZ « < 1; potom je rada —+ > + 3—¢ + ... divergentni; nebot

L

nﬂ

>

S |-

a harmonicka fada (§ 1, pfikl. 7) diverguje.

Vyznam véty 82,1 je zfejmé tento: vime-li o n&jaké fad€ A, + A4, + ... (4, = 0),
Ze konverguje, je tim zaruCena téZ konvergence kazdé fady a, + a, + ..., pro kterou
je 0= a, < A, (stad&i dokonce, plati-li posledni nerovnost pro dostateéné
velka n) Podobny je vyznam tvrzeni II. Vime napf., Ze fada q + ¢% + q + ... je
konvergentni pro 0 < g < 1; odtud plyne ihned tato véta:

Véta 83. Budiz
(15) a, +a, + ...
Fada s nezdpornymi cleny.
__I. Existuje-li ¢islo q <1 a prFirozené Cislo k tak, Ze pro vSechna n = k je
%/ a, < q, je fada (15) konvergentni.
11. Plati-li nerovnost %/a, = 1 pro nekone¢né mnoho hodnot n, je ¥ada (15)

divergentni.

Dikaz. I. Z nerovnosti 2/a, < q plyne a, < q" a fada q + g% + q> +.
je konvergentni. II. Plati-li nerovnost \/ a, = 1 atedy a, = 1 pro nekoneéné mnoho
n, neni lim a, = 0 a z véty 80 plyne divergence.

Poznamka 1. V &asti I je ovSem podstatné, Ze Cislo g nezavisi na n, tj. ¢islo ¢
, ’ wvr ~ v v oMiwr ¥ v v k /T k+t k+2
ma byt mensi neZ 1 a sou¢asné vétsi neZ vfechna Cisla \/a,‘, \/akﬂ, \/ak”,
Vsimnéte si, Ze diikaz Casti II nespocival na vété 82. VEété 83 se fikava ,,Cauchyovo
kriterium‘ pro konvergenci, popf. divergenci fady (15).

Z véty 83 plyne toto ,,limitni Cauchyovo kriterium®:

Véta 84. Budiz (15) Fada s nezdpornymi ¢leny. Potom plati: je-li lim {/z_zj, <1,
je Fada konvergentni; je-li lim /a, > 1 (popf. = + ), je fada divergentni.

Dikaz. PoloZme lim VE,-, = |. BudiZ pfedn€ I < 1, takZe lze zvolit Cislo g
tak, Ze | < g < 1. Podle poznamky 3 v kap. II, § 2 existuje pfirozené k tak, Ze pro
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.2k je {/Zz_,, < g; véta 83 dava pak konvergenci. Obdobn&: je-li 1> 1 (popf.
l=+ oo), existuje pfirozené k tak, Ze pro n = k je V a, = 1, z &ehoZ plyne diver-
gence.

Poznamka 2. Véta 84 selhava, jestliZe limita lim %/ a, neexistuje nebo je rovna 1.

Pohodlnéjsi neZ véta 82 byva Casto nasledujici véta, a& vypada na pohled slo-

Zit&ji:

Véta 85. Budte (13), (14) dvé Fady s kladnymi ¢leny (tj. a, > 0, b, > 0 pro
kaZdé n). Necht existuje ddle pFirozené &islo k tak, Ze je

(16) Int1 < ?’I')Llpro kazdé n = k.
an n

Potom plati: I. Je-li (14) konvergentni, je (13) konvergentni. II. Je-li (13) diver-
gentni, je (14) divergentni.

Dikaz. L. Z (16) plyne pro n > k

an @n  Gn-1 k1 b, by-y bi+1

— b"
Kl = . eee '——,
Ay  Qp-q1 Gp-2 ag by_1 bn-2 by by

tj. a, £ %’—‘ b, pro n > k (posledni nerovnost plati dokonce té% pro n = k). Konver-
k

guje-li fada (14), konverguje téz fadai—" b+ %p, 4.+ %b, + ... (véta 77)
k k k
a podle véty 82 tedy téZ fada a, + a, + as + ... IL. Diverguje-li fada (13), nemiZe
fada (14) konvergovat; nebot kdyby (14) konvergovala, konvergovala by téz (13)
podle bodu 1. '
Uziji-li specidlng konvergentni fady ¢ + q*> + ¢> + ... (0 < g < 1; podil dvou
po sobé nasledujicich &lent je q) a divergentni fady 1 + 1+ 1 + 1 + ... (podil
dvou po sobg nasledujicich &lent je 1), dostavam tuto vétu (tzv. d’ Alembertovo kri-
terium):

Véta 86. Budiz
(17) a, +a; +a;+ ...
Fada s kladnymi éleny.
I. Existuje-li &islo q < 1 a pFirozené &islo k tak, %e pro vSechna n = k je

dntt q, je Fada (17) konvergentni.

II. Existuje-li pfirozené éislo k tak, %e pro vSechna n = k je Sat1 2 1, je fada
n

(17) divergentni.
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Zcela podobng, jako z véty 83 plyne véta 84, plyne z véty 86 tato véta (tzv.
limitni d’Alembertovo kritérium):

Véta 87. Budiz (17) Fada s kladnymi cleny; je-li lim Gntt 1, je Fada konver-
n
’ . <12 an+l v s v . ’
gentni, je-li lim —**2 > 1 (popf. + ), je Fada divergentni.
a

Piiklad 3. Budiz x > 0. Sestrojme fadu

N2 2 12 © 12
(18) SN C I G o +..=3 (m)” .
21 41 6! »=1 (2n)!
Podil (n + 1)-vého a n-tého &lenu je
. 2
(19) (1.2...n.(n+1)) ot L22..2n
1.2...2n(2n + 1)(2n + 2) (1.2..0)?

_ (+1Px  _ xn+1
@n+1)@2n+2) 4 n+%'

Limita tchoto vyrazu pro n — oo je %x; z toho plyne konvergence pro 0 < x < 4,
divergence pro x > 4; pro x = 4 nedava véta 87 Z4dné rozhodnuti, ale z véty 86
rlyne divergence, nebot vyraz (19) je pro x = 4 vétsi neZ 1.

Poznamka 3. Podobng jako v tomto pfikladé je tomu &asto. Obecné lze ¥ici,
Ze véta 87 byva asto pohodlngjsi, véta 86 vSak vydatngjsi, takZe dovoluje leckdy
rozhodnout i tam, kde véta 87 selZe.

Ptiklad 4. Sestrojme fadu 1%.x + 2*.x% + 3*. x> + ..., kde « je libovolné,
x kladné. Zde jde o limitu podilu

(20) (n ot 1T (1 4 l>¢x.

n*x" n

Snadno ukéZeme, Ze lim (1 + l) = 1. Nebof lim ( 1+ —1-> = 1; pro kazdé pfiro-

n— o n \ n

. . 1\ . DA 1
zené k je tedy lim (1 + =) =1, lim(1 + — = ——— =1, tedy

k
n n lim (1 + 1)
n

. 1\?
lim (1 + —) = 1 prokaZdécelé B = 0. Volme nyni cela &isla B, y tak,Ze f < a < v,
n :

o 1\ 1\¢ 4
takZe (1 + ;;) < (1 + —) < (1 + l), zde maji ob& ,kfidla* limitu 1; podle
n n
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véty 61 je tedy vskutku lim (1 + 1) = 1. Limita vyrazu (20) je tedy x; odtud kon-
- h J

vergence pro0 < x < i, divergence pro x > 1. Pfipad x = 1 vyfeSime v § 3, pfikl. 1.
Priklad 5 (k vétim 82, 79). Budiz '
(21) a1+a2+a3+...=s

konvergentni fada s nezipornymi ¢leny. BudiZ k; < k; < k3 < ... libovolna
rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Potom fada

(22) a, +a,+a,+..=t
je také konvergentni.

Dikaz. Ony &leny fady (21), jeZ jsou v fad& (22) vynechany, nahradme nulami;
tim dostaneme fadu tvaru

(23) 0+0+...+0+a, +0+...+0+a,+0+ ... +0+a,+

(nékteré skupiny nul mohou oviem schazet), kterd mé podle pozndmky 3 v § 1 tytéz
vlastnosti jako fada (22). JeZto a, 2 0, plyne konvergence fady (23) z konvergence
fady (21) a z vty 82. Z vty 79 plyne déle: jest ¢ < s; rovnice ¢ = s plati tehdy
a jen tehdy, neschazi-li v fadg (22) Zadny kladny &len fady (21).

Poznamka 4. Rady, které obsahuji pouze kone&ny polet zapornych &lent,
1ze vy§eti"bvat téZ metodami tohoto paragrafu; u takovych fad existuje totiZ pfiro-
zené &islo k tak, Ze fada a, + ay4q + ay42 + ... ma vesmés nezdporné Eleny;
véta 78 dovoluje pak prejit k fadé a; + a, + ... Rady s nekladnymi &leny (a, =0)
lze téZ vySetfovat metodami tohoto paragrafu; stadi nésobit vSechny ¢&leny &islem
¢ = — 1 a uzit véty 77.

Cvideni
V t&chto cvienich (neni-li jinak poznamendno) uZijte véty 87; selZe-li, uZijte véty 86.

-

x"
1. Rada Z — je konvergentni pro kaZdé x> 0.

n=1 N
a0
2. Rada Y. n"x" je divergentni pro kazdé x> 0.
n=1
> nlx"
3. Rada ) o~ divergentni pro x = e (uiijtc toho, Ze
n=1
1\ . 1\
1+4-) <elim{l4+-] =e).
n n
v @n
4. Rada Z i_- x" je konvergentni pro 0 < x < 4, divergentni prox = 1 (pro X = %

9 — Jarnik: Diferegcidlni potet I.
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. a n+ 1 n
je podil 2L roven 2 a je v&tsi ne obdobny podil
a, n+1 n

N u fady harmonicke; uZijte véty

85; véta 87 ani 86 nevede prox = 1 k cili).

+ ... je konvergentni pro 0 < x < 1, divergentni pro x = 1

35T
(pro x = 1 uvaite :3 + 3 + 1 + 1 + ... je divergentni, podle véty 82 je tedy divergentni fada
1+31431+3+.00)

_§ 3. Rady, u nichZ |a,| = |a,| = |as] = ... Z fad tohoto typu jsou dileZité tyto dva
pfipady: A) Vsechny &leny jsou kladné. B) Znameni se pravideln& stfidaji.

Véta 88. Budiz a, = a,., >0 pro kaidé n (tj. a; 2 a, 2 a; = ... > 0).

Potom Fada a, + a, + ... konverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li fFada
(24) Z 2"02;..
n=1

Poznamka 1. Na vété je zajimavé to, Ze o konvergenci fady a, + a, + ...
rozhoduji — ovSem za vytéenych pfedpokladid — pouze Cleny a,, ay, ag, ag, ass, - .-
Véta by se dala zna¢né& zobecnit.

Ditkaz. Posloupnost sy, sy, 83, ... (S, = a; + a; + ... + a,) je rostouci a ma
tedy limitu (vlastni nebo + o0). TouZ limitu ma vybrana posloupnost

(25) S35 S22, 823, S24y ..
Jest

Sagn — Sgn—1 = Qanotpg + Aoty + .00 + Qgn g

zde je podet s¢itancii 2"~ ! a ka¥dy séitanec je £ a,n_: a soudasné = a,., takZe

(26) 2"—’(12"_1 > Szn - szn..l g 2"_102,. = ’%. Z"az.. .

I. Je-li fada (24) konvergentni, je podle véty 82 a podle (26) konvergentni fada,
jejiz n-ty &len je syny1 — Sym, tj. fada

(522 = 53) + (523 — 532) + (534 — 5p3) + ... 5

n-ty &aste€ny soudet této fady: je syny1 — S5, tedy existuje vlastni limita lim (syn41 —
— 5,), tedy téZ1im ;041 = lim (Spny1— 55) + 5, a tedy téZ vlastni lim 50 = lim $yn 4.
n-* o0 «n—*00
a

II. Je-li fada (24) a tedy té2 fada ) % . 2"a,.divergentni, je podle véty 82 a podle

n=1
(26) divergentni téz fada, jejiz n-ty €len je 5,0 — sza_1, tj. Fada (s, — 1) + (532 — s2)+
+ (523 — $22) + ...; n-ty Castedny soudet této fady je s;n —. 5y, tedy lim (550 — ;) =
= + o0, a tedy zfejmé téZ lim s;n = + o©.
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Priklad 1. VySetfujme fadu 1% + 2* + 3% + ... Je-li @ > 0, je n* < (n + 1)*
a véty 88 nelze uZit; v tomto piipadé vSak je n” = 1, tedy neni lim n* = 0 a fada

diverguje. Jestlize je @ < 0, je n* = (n + 1)* > 0 a véty. 88 Ize uzit. Jde o fadu

Z 2 (2 = Z (2! *9)* (geometrické fada o kvocientu 2! *%). Tedy: konvergence pro

2”‘ < 1,t. pro a < — 1, divergence pro 2!** > 1, tj.a = — 1 (v1z§2 ptikl. 4).
Pfipadu B) se tyka tato véta:

Véta 89. Pro v§echna n budi? a, = a,,; > 0. Potem je Fada
(27) ay — 8 + a3 — ag + ... (n-ty élen (— 1)**1a,)

konvergentni tehdy a jen tehdy. je-li lim a, = 0. Pro scudet s této Fady plati pak
a;«—a, £s =< ay.

Dikaz. Neni-li lima, = 0, nemaZe fada (27) konvergovat (v&ta 80). Budiz
tedy lim a, = 0; poloZme s, = a; — a, + a3 — ... + (— 1)**1aq,; tedy

(28) S2n+2 = Sap + G2n+1 — A2a42 = S24>

S2n+1 = Szp—1 — Q2n T Q2441 S S2a-1

(nebot a,, 2 aze4y = Azp4,). Odtud

(29) 5585, S¢S =...;

(30) S IZS3 S5 =S = ..

Dale je

(31) Sap = S2p-1 — A2 = =< ,2l—l >

takZe posloupnost (29) je neklesapcn a shora omezend (nebof s,, < 52,3 < 5y),

existuje tedy vlastni lim s,, = s. Podle (31) je téZ lim s;,—, = lim 55, + lim a,, = s.
n—awo . n—>o00 n— n—>w

Ke kazdému ¢ > 0 existuji tedy pfirozena &isla my, n, tak, Ze je [s,, — 5| < &
pron = ny, |sy,_; —s| < & pro n = n,. Kladme my = Max (2ny, 2n, — 1). Je-li m
piirozené &islo, m = myg, je budto m sudé, tedy m = 2n =2n,, tedy n = ny, tedy|s,, — s| =

= |s;n — 5| < & nebo je m liché, ttedy m = 2n — 1 = 2n, — 1, tedy n = n,, tedy
opét s, — S| = |s3,—; — S| < &. Tedy: ke, kaidému € > 0 existuje m, tak, Ze pro
viechna pfirozend m = my je |s, — sl < ¢. Tedy vskutku lim s, = s5..Z (29), (30)

n—c0

a z disledki vét 63, 64 pak plyne a; — az =8$,<8,8, =5 5.

Piiklad 2. Rada 1% — 22 4+ 3* — 4* 4+ ... je divergentni pro « = 0, nebof
n* 2 1 a tedy neni lim (— 1)"*15* = 0. Ale pro & < 0 je konvergentni, nebof potom
jen® > (n+ 1)*>0, lim n® = 0. Specidlné fada 1 — 3 +3-31+1 214 .
je konvergentni; jeji soucet je > % a souasné < 1.

9*
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Cviceni

1. Jeli fada a; + a, + ... konvergentni, je lima, = 0. Je-li mimoto a, =2a,,;> 0
pro kazdé n, je dokonce lim na, = 0. Navod: z véty 88 a 80 dostanete lim 2™a,m = 0 a tedy téZ
m-= o
lim 2"'+1a m=0. Je-li déno n> 2, najdeme prirozené m tak, Ze 2™ < n < 2™*1, natez
m-w
na, <2™*1g,m.

@
2. Jeli 0 < < B, je fada ), (— I)**

1 (n+ 1)
n=1 nf

a
1
konvergentni. Navod: vyraz (1 + —) .
. n
1 v '
. F se zmen$i, zv&t¥im-li z; a jeho limita je nula.

3. Jelli0<a< ﬂ,jei‘ada Z (=t

P )ﬂ konvergentni (Ze ¢leny této Fady jsou v pros-

té hodnoté mensi neZz u fady cvu‘.cm 2, neni nic platno, jeZto nejde o fady s nezapornymi cleny)
a

n
Navod: lim EW = 0 je snadné. Je3t& jde o to, dokazat, Ze aspoii pro dosti velkd 7 je
n
LN CE VR GRS A : et ’
G+ 1P 2 T n n+1) °
. ... P 4 o . . P _q .
Zvolme racionilni &isla i (p, q, r ptirozena) tak, Zeax < - < — < f; stadi dokazat
ror

1 plr 1 qr 1\? 1 q
14- <{1 - , ti. (14— 1 .

Binomick4 poutka di .

1\ 1Y 4 q 1 p [P\ 1
(l+n+1)_(l+7:) —n+1+(2 xR T T A\ R

Snadno zjistite, Ze tento vyraz, niasobeny &islem n, ma limitu ¢ — p > 0; tedy je tento vyraz pro
velkd n kladny a véta 89, aplikovand na zbytek vySetfované Fady, dava jeji konvergenci.

§ 4. Absolutni konvergence. Véta 90. Je-li Fada

(32) lag| + laz| + las| + ...
konvergentni, je i Fada

(33) a; +a,+a;+..
konvergentni.

Poznimka 1. Obrétit se véta neda: fada 1 —  + 3 — & + ... je konvergentni,
adfadal+ 3+ 3 + 5 + .. je divergentni.
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Dikaz. Rada (32) budiZ konvergentni. Sestrojme fady
(34) by + b, + ...,
(35) ¢+ e+

takto: Je-li a, < 0, poloZme b, = 0; je-li a, = 0, polozime ib, = a, = |a,], tak¥e
vzdy je

(36) : 0< b, <a,l.

Obdobné: je-li a, = 0, poloZme c, = 0; je-li a, <O, poloZime ¢, = — a, = |a,],
takZe vidy je

(37) 0=c, < la,l 3) ' !

Podle (36), (37) plyne z véty 82 a z konvergeénce Fady (32), Ze fady (34), (35) jsou kon-
vergentni; budte o, t jejich soudty. Pro kaZdé n je a, = b, — c,, nebot pro a, <O
jeb,=0,¢c,= —a,aproa, =0jeb, = a, c, = 0. Podle v&ty 77 plyne tedy kon-
vergence fady

M8

)
5 a, -
‘n=1

Definice 13. O Fadé (33) Fikdme, ¥e je absolutné konvergentni, konverguje-li
fada (32) (nade# ovsem, podle véty 90, konverguje té# fada (33)). Konverguje-li
Fada (33) a Fada (32) diverguje, fikdme, Ze Fada (33) je neabsolutné (nebo té% rela-
tivné) konvergentn.

(b —c) =0 — 1%
n=1

Nekoneéné fady se tedy déli podle tohoto schématu:

konvergentni { absolutnég

neabsolutn&
Rady
divergujici k + oo
divergentni divergujicik — oo
oscilujici.

Poznamka 2. Vynechani, pfidani nebo zmé&néni kone&ného poétu &lendt nema
vlivu na konvergenci fady (32), tedy ani na absolutni konvergenci fady (33).

Pozndmka 3. Absolutng konvergentni fady maji mnohé dile¥ité vlastnosti,
kterymi se budeme zabyvat vét§inou aZ v 2. svazku tohoto dila. Uvedme aspoit
zb&Zn& jednu z nich (pfesnou formulaci a diikaz odkladdm a% do 2. svazku). Soudet

3) Slovy: fada (34) vzniki z (33) tim, ¥e zdporné &leny nahradime nulami; ¥fada (35) vznika

z (33) tim, Ze nezéporné Cleny nahradime nulami a u zdpornych zmé&nime znameni.
@

4) Podobn& vychizf Z laal = Z b, +e)=90c+7.
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koneéného poltu Cisel se nemé€ni pferovnanim séitancli; napf. a + b = b + a,
a+b+c+d=d+ c+ a+ b. Podobné je tomu u fad absolutné konvergent-
nich: pferovnam-li ¢leny absolutné konvergentni fady, obdrZim opét fadu absolutné
konvergentni o témZ soudtu. Naopak: soucet neabsolutné konvergentni fady lze
vhodnym pferovnanim zménit.

Kriterii, obsaZenych ve vé&tach 83, 84, 86, 87, lze uZit i na fady s libovolnymi
(kladnymi i zipornymi) ¢leny, a to v tomto tvaru:

s vr

Véta 91. Existuje-li éislo q < 1 a pFirozené &islo k tak, e pron = k je \/la,,l <

< g, je fada (33) absolutné konvergentni.®) Plati-li nerovnost 3/|a,| = 1 (1j. la,| =
2 1) pro nekonecné mnoho hodnot n, je Fada (33) divergentni.®)

Véta 92. Existuje-li ¢islo ¢ < 1 a pfirozené éislo k tak, Ze pron = k ]e <

a"
< q,7) je Fada (33) absolutné konvergentni.®) Existuje-li viak pFirozené ¢islo k
tak, Ze pron = k je "“! 1,") je fada (33) divergentni.®)

a-

Odtud plyne b&Znym limitnim pfechodem (viz diikaz véty 84):

Véta 93. Je-li lim \/la] < 1 nebo lim|%*1] < 1, je Fada (33) absolutné kon-

n
vergentni; je-li jedna z téchto limit vét5i neZ 1 (popf. = + ), je Fada (33)-
divergentni. '

Pcznamka 4. Véty 91, 92, 93 dovoluji nékdy rozhodnout budto o absolutni
konvergenci nebo o divergenci fady; pro vysetiovani neabsolutni konvergence se
tyto véty nehcdi.

.. x x* X . . ,
Priklad 1. Rada—l— + -—2— + —3— + ... Je absolutné konvergentni pro x = 0.

. |Qn+1 x4 n n . . . .
Pro x & 0 je|—| = .—| = ——Ix|; limita tohoto vyrazu je |x|. Tedy
a, n+1 x" n+1 .
mame absolutni konvergenci pro |x| < 1, divergenci pro |x| > 1. Pro x = 1 dostava-
me divergentni fadu 1 + % + % + ..., pro x = — 1 neabsolutné konvergentni fadu
11,1
—1+3-3+5—-..

3) Nebof fada (32) je konvergentni podle véty 83.

6) Nebot neni lim a, = 0. .

7) V této nerovnosti je — jak jsem jiZ jednou (kap. II, pozn.!2)) zdaraznil — implicitné obsazeno,
Ze a, + 0 pro n = k; nebo( kdyby bylo a, = 0, nemél by zlomek 4,4 : @, smysl a uvedena
nerovnost by nemohla platit.

8) Nebof fada |a;] + |a; 4] + --. je konvergentni podle véty 86.

9) Nebof pro n = k je potom |a,} = |a,]| > 0, takZe nemiie byt lim a, = 0.
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Cviceni

1. VySetiete absolutni konvergenci, neabsolutni konvergenci a divergenci fad, vyietfova-
nych v cvitenich k § 2, a to pro viechna x (i zdpornd). V cvieni 1 dostanete absolutni konvergenci
pro viechna x, v cvi¢eni 2 dostanete divergenci pro viechna x = 0, v cvieni 3 absolutni konver-
genci pro |x| < e, divergenci pro |x] = e, v cvideni 5 absolutni konvergenci pro |x| < 1, di-
vergenci pro |x| 2 1. V cvieni 4 obdrZite absolutni konvergenci pro |x| < 4, divergenci pro |x]| >
>4 aprox=3

2. Pro x = — } je fada z cviCeni 4, § 2 obtiZn&j3i. Dostanete fadu

3 n1.3.5..0@n—1)
,.;1(— Yt

2k

- .2
Prosté hodnoty ¢&lent ubyvaji, Ize tedy uZit vty 89. Snadno zjistite, Ze pro k > 0 je <

k
< A/ P (umocnéte a odstraiite jmenovatele). Tedy

JE SNy N Y L A S
"o 2n 2r3t4 g nt+1’

limita tohoto vyrazu je nula a fada pro x = — } konverguje a to neabsolutn& (pro&?).

N

§ 5. Nekonetné desetinné zlomky. Zpisob, jak se vyjadfuji celd &isla v desitkové
soustavé a rovnéZ teorie tzv. koneCnych desetinnych zlomkt, napf. 3,257 = :1%%,

patfi do nauky o racionélnich &islech, jejiz znalost jsem pfedpokladal. Zato tzv.

nekoneér{)" desetinny zlomek znamend soucet nekone€né rady (napf. 3,14159 ... =

=3+ L + 4 + ——1— + —5— + i + ) Je vidét, Ze teorie nekoneénych de-
10 10* 10° 10* 10°

setinnych zlomk pat¥i do teorie nekone&nych ¥ad, tj. spoéiva na pojmu limity; jehoZ

piesnou teorii jste ve Skole neprobirali. Proto musim teorii nekoneénych desetinnych

zlomki teprve vybudovat, chci-li ji dile s plnym opravnénim pouZivat; to ucinim

v tomto paragrafu.

Nekoneénym desetinnym zlomkem budu nazyvat kaZdou fadu tvaru

as a as
Pt + —_— —_—

38 -
(38) 10 10 10°

kde a, jsou cel4 &isla, 0 < a, £ 9. Cislo a,, se nazyva n-tym desetinnym cislem nebo
n-tou decimdlou zlomku. Je-li s soudet fady (38), fikame, Zz zlomek (38) ma hodnotu s
niebo Ze vyjadtuje Cislo s. Dva zlomky povaZujeme za stejné tehdy a jen tehdy, maji-li
stejné decimaly (miiZe se ovSem stét, jak uvidime, Ze dva riizné zlomky'®) mohou

10y Tj. dva zlomky, jez se li§i aspoii v jedné decimale.
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mit stejnou hodnotu). Radu (38) vyjadfujeme také strudn&j$im znakem 0, a,a,asy ...
Hlavni vysledky teorie nekonecnych desetinnych zlomki jsou shrnuty v této vété:

Véta 94. I. KaZdy nekonecny desetinny zlomek 0,a,a,a5 ... = s je konvergentni{
Fada a jest 0 £ s < 1. Rovnost s = 0 plati tehdy a jen tehdy, je-li a, = 0 pro
vSechna n; rovnost s = 1 plati tehdy a jen tehdy, je-li a, = 9 pro vSechna n.

II. Dva rizné nekoneéné desetinné zlomky maji tehdy a jen tehdy touZ hod-
notu, md-li jeden z nich tvar 0,a,a, ... a;_14,0000... (k > 0, a; > 0, samé nuly za
a;) a druhy tvar 0,a;a,...a,_1 (ay — 1)9999... (samé devitky za decimdlou
a — 1).

III. KaZdé cislo s, vyhovujici podmince 0 £ s < 1, lze vyjddFit jednim a jen
Jjednim zlomkem 0,a,a,a; ... takovym, Ze pro nekoneéné mnoho hodnot n je a, + 9
(naopak, hodnota s kaZdého takového zlomku vyhovuje podle I nerovnostem 0 < s <
<1).

.9 9 9
Dikaz. Podle § 1, prikl. 1 (soudet geometrické fady) je — + — + — +
prikl. 1 (soucet g ¢ fady) Je 10t + 15 ¥ 100
9 1
= o = 1. Odtud, z vét 82, 79 a z nerovnosti 0 < g, <9 plyne
1 — —
10
tvrzeni I. Budte nyni
ag alz b] b2
s=—L 424 . t=—L4+ 2
10t 10? 10t 107
dva rizné zlomky; budiZ k nejmensi pfirozené &islo, pro néZ je a, # b,; volme ozna-
. - b b
Seni tak, ke t=-2L 4 92 4 4 k=t Dk 4 Okey ,
Ceni tak, Ze b, < a,, takZe t Tof + o 01 ToF + T + ... Jest
a a
39 s —L 4.4+ =
(39) - 10t 10*
a znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li ay+1 = dx42 = ... = 0 (véta 79).
Podobné je (jezto by < a, — 1)
al ak—l ak - 1 9 9 9
(40) = W+ SRy o + TR + s T
- G 11
10t 7 10% 10¢ 10

(setteme posledni geometrickou fadu) a znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy,
jeli by=ay — 1, byyy = by = ... = 9. Z (39), (40) plyne, Ze t < s; znameni
rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li b, =a, — 1, 0, = ag42 = ... =0, by =
= by4, = ... =9. Tim je bod II dokézdn. Abychom dokazali bod III, vySetfujme
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. libovolné &islo s, vyhovujici nerovnostem 0 < s < 1. Sestrojim nyni posloupnos
celych ¢isel ay, a,, as, ... tak, Ze pro kazdé n je

(41) 0ss— 2% _ 4o

K tomu cili zvolime ptedng celé &islo a, tak, aby bylo 0 < s — il% <t t.a s

< 10s < ay + 1, tj. poloZime a; = [10s] (viz v8tu 46). JeZto 0 < 10s < 10, je
0 < ay £ 9. Predpokladejme, Ze cela &isla ay, ..., a,_, byla jiZ sestrojena; sestrojime
nyni celé &islo, a, tak, aby platilo (41),’ tj. tak, aby bylo a, < 10" — 10" !q, — ...
... —10a,-4 < a, + 1; tj. zvolime

(42) a, = [10"s — 10"~ 1q, — ... — 10a,_,] .

Tvrdim, Ze je 0 < a, < 9 pro kaZdé n. Pro n = 1 jsme to pfed-okamZikem dokazali;
pro n > 1 to dokdZeme takto: napiSeme-li nerovnost (41) s hodnotou n — 1 misto
n, dostaneme

0<s— 91 _ Gn-1 1

T L T IR T

t.
0<10"s —10""'a; — ... — 10a,_, < 10,
takZe podle (42) je vskutku 0 < a, < 9. Podle (41) je pak
. [a a a a a a
43 s=Ilm(—++-2 4.+ 2)="L+"2+ 2+
() m,(ml 10? 1) 10t 10° 10

Tvrdim kone¢nég, Ze pro nekoneéné mnoho hodnot n je a, < 9. Kdyby totiZ existo-
valo pfirozené &islo k takové, Ze

Ap+1 = ak+2.= A+3 = oo0 = 9,
bylo by podle (43)
S T N AR S
10! 10 10%*t  10%*2 10*

coZ je ve sporu s nerovnostmi (41). Tim je dokézano, Ze &islo s Ize vyjadfit nekoned-
nym desetinnym zlomkem 0,a,a,a; ..., v némZ pro nekoneéné mnoho hodnot n
je a, & 9. Ze nemohou dva riizné takové zlomky vyjadfovat totéZ &slo s, plyné
z bodu II.

Poznamka 1. Omezime-li se na nekoneéné desetinné zlomky, v nichZ je nekone&n&
mnoho decimal riznych od 9, vidime: kaZdy takovy zlomek vyjadfuje &islo s, pro n&z
je 0 < s < 1; naopak lze kazdé takové &islo s vyjadfit jednim a jen jednim takovym
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zlomkem s = 0,a,a, ... (a, <9 pro nekonetnd mnoho n). Podle (41) dopustime
se chyby men3ineZ 10~%, nahradime-li &islo s kone¢nym desetinnym zlomkem 0,a,a, ...
e R &) Libovolné ne-
‘ 102 10*
zaporné &islo x vyjadfujeme pak takto: najdeme &islo [x] a poloZime x — [x] = s,
takZe 0 < s <1, x = [x] + s, nadeZ &islo s vyjadiime nekoneénym desetinnym
zlomkem. Vysledek potom piSeme dohromady zptsobem vam béZnym; napf. misto
256 + 0,137... piSeme 256,137...

Zlomek 0,a,a,da; ... nazyvame periodickym, existuji-li celd &isla k 20, r> 0
tak, Ze pron > kjea,,, = a,, takZe zlomek ma tento tvar

P ” v a
eeo Gy (tento zlomek znamena oviem &islo — +

5 =0,01a; ... G+ 10443 oo Qe rOrr1Tk42 o+ By r O+ 10k42 - Dhtp oo-
Cislo s je racionalii, nebot

a a
L+t
0

Apsq Apyr 1 1 1 11)
+ + ...+ g1+ —+ + + ...
(10k+1 10k+r) ( 10" 102r 103r )

Ly Ly o1
10" 107 oL

10"

S =

a éislo

je racionalni. Vétu Ize obratit:

Véta 95. Zlomek 0,a,a,a5 ... vyjadfuje raciondlni ¢islo tehdy a jen tehdy,
Jje-li periodicky. )

Diikaz. I. Je-li zlomek periodicky, je jeho hodnota racionalni &islo, jak jsme
pravé ukazali.

'II. Budiz nyni s racionalni &islo, s = 0, a,a,4a; ...; mame dokazat, Ze zlomek
je periodicky. Jsou-li v§echna a, od jistého mista pcéinaje rovna 9, je zlomek perio-
dicky. Predpokladejme tedy, Ze pro nekoneéné mnoho njea, < 9. Potomje0 < s <

<1, tedy s = B, p,qcela, g > 0,0 < p < q. PoloZime-li s, = 0,a,a, ... a,, je
q

a tedy

(44) 0s—s5,<—.

11y Sloutil jsem vidy r &lent jedné ,,periody™ v jeden &len, co? smime podle véty 76.
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Za druhé je 10". s, celé islo, tedy
(45) 10°(s — s,) = 10" 2 — 1075, = &=,
q q

Sn
q

2,...,q9 — 1. Mezi q + 1 Cisly ¢y, €3, ..., Cg41
=¢; (k <1). PoloZme I — k =r, tedy r > 0,

kde ¢, je celé &islo; podle (44) je 0 < -2 < 1, takZe pro ka%dé n je &islo c,, definované

rovnici (45), jednim z g &sel 0, 1,
jsou tedy aspoii dvé stejna, tieba ¢,
Cx = Cp4,. Podle (45) je

S _ 10%s — 5) = A+1 , Gk+z | Ok+3
10 10? 103

ceey

Cx Ci+r Ai4r+1 Ar+r+ Qi 4r+3
A= 2 10 (s — Siy,) = + 2
a4 4q (5 = 5e4) 10 102 10°

Zde mame dva rozvoje disla f’—‘, v nichZ nekoneéné mnoho decimél je riznych od 9;
q .

podle véty 94 jsou tedy oba zlomky totoZné, tj. ayiy = Grsrr1s k2 = Qisrt2»

dy43 = dxsp+3, ObeCNE a, = a,,, pro n > k, coZ jsme méli dokazat.

Cvideni
1. Periodicky zlomek s, napsany na pfedeslé strince, mé tzv. ,,pfedperiodu® a,a, ... ax

a ,,periodu’ @y 410,45 ... a; 4,5 n€kdy se to vyznaluje tak, Ze pifeme

5=0,a1ay...0a, 1345 - A4,

(muZe byt téZ k = 0, tj. pfedperioda mi¥e schizet). Napt. zlomek ¢ = 0,23785785785 ... s pfed-
periodou 23 a periodou 785 piSeme také ¢ = 0,23785. DokalZte, Ze hodnotu periodického zlomku

A
s miZeme vypocitat takto: NapiSeme zlomek B’ kde B je ce]é &islo napsané v desitkové soustavé

tak, Ze napfed pfijde r devitek a potom & nul. Citatel 4 dostanu tak, ¥e napisi &islo aa; ...
v Oyy, (tioay 10K gy (10F*72 4 g, .10 + a;4,) a od ného odettu &islo
aya, ... a;. Napt.

_ 23785 — 23 _ 23762

© 99900 99900

MuZe se stit, Ze pfedperiodu a periodu napifi ,,zbyteéné‘‘ dlouhou — z neobratnosti, nebo
moZn4 i z vdZnéj§iho divodu. Napf. mohu psit

237857857 — 237

t= 857 = ;
0,237851 999999000

vysledek je oviem tyZ jako dfive.
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2. Cislo 10 bychom mohli nahradit libovoln)"m celym ¢&islem g > 1 a vySetfovat obecné

ssnekoneéné zlomky o zdkladu g%, tj. fady tvaru Z — (a celd, 0 = a, =g — 1). Provedte Gvahy

n=1
tohoto paragrafu pro tento obecny piipad.

3. Pii zékladu 5 je \/ 7=2+4 = + + ... (Cislo 7 by se oviem psalo v soustavé
o zdkladu S ve tvaru 1.5 + 2).

4. Pri zékladu 2 lze &islo  rozvinout v ﬁeriodick}" zlomek s tfi¢lennou periodou

5 1.4+0.2+1 1 o_+ + L 9 + - o+1_L
7 1.44+1.2+41 4 28T T

§ 6. Zavéretné poznamky. Dosud jsme vySetfovali hlavng konvergenci nekoneiné
fady. Zjistime-li, Ze fada

(46) a; +a; +az+ ...

konverguje, naskytd se daldi tikol: statiovit soudet s této Fady. Ale co to vlastng

1 1
znamena, stanovit soucet fady (46)‘7 Napt. jsme zjistili, Ze fada 15 + — + L -+

2.3 3.4

L . . i, 1 1 1 . .1
+ ... ma soucet 1, nebo Ze geometrickd rada - 3 + - + — +...masoudet % V téchto

33

pfipadech — a viibec obecné v t&ch pripadech, kdy nam vyjde soudet fady roven
racionalnimu ¢islu — miZeme zajisté fici, Ze jsme soulet fady stanovili. Ale tyto
pfipady jsou velmi fidké: u vétSiny fad, s nimiZ se setkavame, je soucet iracionalni
nebo aspon nedovedeme zjistit, zda je racionalni ¢i iracionalni. V takovych ptipadech
se miZeme na tlohu ,,stanovit soudet s Fady (46) divat dvojim zplisobem. Predné
se miZeme snaZzit vyjadrit Cislo s Cisly, ktera uZ odjinud povaZujeme za znama;
napf. v kapitole XII zjistime, Ze je

(47) e=1.+_1.+.l+—1—+...+_+ ...... 12)
1n o2t 3t

Divame-li se na &islo e jako na &islo dostate¢né znamé, miiZzeme Fici, Ze rovnici (47)
. ‘. 1 1 " . o .
je stanoven soucet fady 1 + m + 2 + ... Je viak vhodno uvéZit toto: €islo e jsme
v kap. II, § 4, ptikl. 1 definovali jistou limitou, totiZ
1 n
(48) e = lim (1 + —-) ;
n—oo n

12) Kdo propocital cvieni 11 v kap. II, § 4, zn4 jiZ tento vysledek.
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~

soudet nekonetné fady je pak limitou &asteénych soudtd, takZe rovnici (47) lze pst
v tomto tvaru:

n
(49) 1im<1+1>=1im(1+i+l+i+...+i).
n—o h n- 1! 2! 3! n!
V podstaté tedy rovnice (47) nefika nic jiného, neZ Ze dva urité limitni vyrazy si
jsou rovny; divam-li se v (49) na levou stranu jako na ,,znamou®, je ji ,,stanovena‘
limita vpravo; divaim-li se na pravou stranu jako na zndmou, je rovnici (49) stano-
vena jeji leva strana. '

Za druhé se miZeme snaZit stanovit rozvoj soudtu s fady (46) v nekoneny
desetinny zlomek; podafi-li se to, dostaneme soudet fady (46) vyjadfeny op&t nekone&-
nou fadou, totiZ desetinnym zlomkem; tato nova fada ma viak tu dleZitou vlastnost,
Ze nas bezprostfedné poucuje o velikosti Cisla s; zarazim-li desetinny zlomek u k-té
decimaly, dostanu &islo s s chybou mensi nez 107%. Obydejné oviem nedovedeme
stanovit najednou viechny decimaly &isla s (nebyva oby&ejng patrna Z4dna jednoducha
zakonitost mezi jednotlivymi decimalami) a potom si klademe ukol ;takto: nalézt
¢islo s s presnosti, kterou pravé potfebujeme, a to s ndmahou co nejmensi; tomuto
ukolu fikame ,,numerické s&itani fad“. Obycejné postupujeme takto: rozdélime
fadu (46) na ,,zagatek* a ,,zbytek*:

0

S=S,+ Ty, Ss,=a,+ay+..+a,r,= Y a,.
m=n+1

Jest lim r, = lim (s — s,) = 0. Chci-li tedy nalézt s s chybou tfeba mensi nez 107%,
zvolim n tak velké, Ze |r,| < 107, nadeZ vypottu s,; &islo s, dava pak hledané &islo s
s chybou mensi nez 107X, '

Piiklad 1. V fadg (47) je

S SEN R S S
T+ ) (m+2r (m+3r 7

Tt

1 1 1
=(n+1)!(1+n+2+(n+2)(n+3)+"')'

Tedy (soudet geometrické Fady)

1 1 1
0<r,y < 1+ + +...) = _
i (n+1)!( n+1 (n+1)? )

1 n+1 1

=(n +0!° n 7 n.ml’
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Jeito faktoriily rostou velmi rychle, dostavame pro vi hodnoty # velmi malou

hodnotu r,,,. Napt. 14! > §.10°, 14. 14! > 10'* Tedy &islo 1 + % + 517+

e —1% dava &islo e s chybou mensi neZ 107'2; propo&téte to; vyjde pro e pfi-
‘blizna hodnota 2,71828182845...
Piiklad 2. V kap.v XII, § 4 zjistime, Ze

(50) log.2=1-3+3-3+1-Lt4+ ..,

Qire

zde je

, 1 1 1 1
"____(_1)1 —_— + - + ...
‘\n+1 n+2 n+3 n+4
Podle véty 89 je |r,| < ——1—1 Abychom méli podle této nerovnosti zarucen napf.
n+ -

vztah |r,| < 107¢ (coZ neni pfili§ velikd pfesnost), musili bychom zvolit n tak,
aby n + 1 = 108, tj. aspoii n = 999999. To by byla ohromna prace. Rada 1 — % +
+ % - —,'; + ... se tedy — -alespoii v tomto tvaru — k numerickému poditani &isla

log, 2 nehodi. Vkap. XII si odvodime jiné, pohodInégjsi fady k vypoctu tchcto &isla.
Cviceni
. 1 1 1
1. Budiz s = (—1’—)5 + 2—2—')—5 + (—3—')—2— + ... Snadno dostaneme

1 1 1 1
0<n < A1 )=
LN ( T tar, T ) K + DIk
na priklad pro k =5 vyjde rs < 1.1075, Odtud s = 1,27958 ...

1 1 1
2. Budiz s = 1—3- + 55 + -3—5 + . + ;5 + ... (konvergence plyne z pfikl. 1, § 3). Zde je

-

Z 1 tedy (prop > 2)
r, = — 3 p
r m=p+1 m3
51 —_——<r, < —
G ,,.=§+1 m(m + 1) (m + 2) 4 ,,,=Zp+1 (m—1)mm+ 1)

Klademe-li vpravo m = p + n, probihd n &isla 1, 2, 3, ... a mdme fadu

-]

1 1
’ = 1, cviteni 2).
ngl(P—1+”)(P—l+n+l)(P—l+n+2) 2p(p+])(§ cviceni 2)
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Podobné vypoclteme levou stranu v (51) a mdme

1 1

52 _— _—
(52) DG+ P 2+

Chceme-li napf. mit podle nerovnosti (52) zaruceno, Ze r, < — musime volit aspofi p =

1
2.108°

1 1 1
cisel — o méné neZ polovinu jejich rozdilu - =
20+ 2+ D +2 ¥ 2p(p + 1)

1 1
T2p+1D(p+2 pP+DG+2)

1
Cislem el + =3

1 1
. Nahradim-li tedy¢islo s = — -+ ... + — +r nikoliv
1 P r

1 l 1 1
>3 + ...+ p3 . nybrZ Cislem — 3 Sttt e + —;(—p —:—_,—) dupustim se ..nyby
1

mensi nez . Napft. pro p = 100 bude chyba mensi nez
2r+ D+ TP Y 2

vyhodnéjii vysledek nez diive, ale pfesto by vypoc&et timto zplisobem byl jesté pfili§ namahavy.

o To je jiZz zna¢né
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