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§1 145

Kapitola V

SPOJITOST A LIMITA FUNKCi

Tato kapitola je vénovana pojmu funkce a zakladnim vlastnostem funkei.

§ 1. Pojem funkce. Ctenafi je asi ze Skoly b&Zny pojem ',,funkce“: »Y je funkci x*,
.,y Zavisi na x*“ a podobné. Precizovani tohoto pojmu Je vénovan tento paragraf;
napfed vSak uvedu nékolik pfikladi.

Piiklad 1. NdpiSme rovnici y = 2x; zvolime-li libovolné ¢islo x, je touto rovnici
uréeno &islo y, jeZ tuto rovnici spliiuje, a to rovna se toto &islo dvojnasobku zvoleného
¢isla x. Kazdé hodnoté x je tedy rovnici y = 2x pfifazena zcela urcita hodnota
y; misto toho fikame, %e y je funkci x. Cislo x neni zde urdité
¢islo, napf. 2 nebo — 5, nybrZ je to tzv.,,proménna*; x se miZe y
ménit, miZe nabyvat jakychkoliv hodnot. Oviem také y se méni,
kdyZ se méni x: ale jakmile hodnota x je dana, je tim uZ pfi-
slu§na hodnota y ur&ena (y zavisi na x); napf. pro x = 2 je
y=4,prox = —5jey= — 10 atd.; proto nazyvame téZ x
nezivisle proménnou, y zavisle proménnou. OvSem y neni
v naSem ptipad& nic jiného, neZli jiné oznadeni pro 2x. Misto
..y je funkci x*“ nebo ,,y je funkci proménné x*“ fikame proto
také ,,2x je funkci x*“. Vztah mezi x a y je moZno graficky —x
znazornit: v roviné opatfené dvéma pravodhlymi osami x, y Obr.
sestrojime mnozinu vSech bodl, jejichz soufadnice spliiuji
rovnici y = 2x. Jinymi slovy: ke kaZdé hodnoté x sestrojime bod, jehoZ prvni
soufadnici neboli abscisou je pravé ono &islo x a druhou soufadnici neboli ordinatou
je prislusné &islo y, tj. &islo 2x; viz obr. 5. Rika se téZ ise¢ka misto abscisa, pofad-
nice misto ordinata, ale nechci uZivat slova usecka ve dvojim vyznamu.

Lo,

Sl T

2x

V nasledujicich pfikladech budu jiZ mluvit strucnéji.

Pfiklad 2. Rovnice y = x? pfifazuje kaZdé hodnot& x urgitou hodnotu y.
Hodneta y uréend touto rovnici je funkci promé&nné x (nebo jinak fedeno: x2 je funkci
x). Grafické znazorn&ni (neboli graf) této funkce je vam b&Zné (parabola, viz obr. 6).

Pifiklad 3. Rovnice y = |x| rovnéZ definuje y jakoZto funkci proménné x.
Graf této funkce dostanete okamZit§, uvaZite-li, Ze rovnice y = |x| prox = 0
znamena y = x, kdeZto pro x < 0 znamena y = — x (viz obr. 7).

10 — Jarnik: Diferenciilni poZst I.
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Piiklad 4. Rovnice

(1) y=\/‘3—x2

pfifazuje kazdé hodnotg x, pro kterou vyraz 3 — x* neni zporny, urditou (jedinou)
nezédpernou hodnotu y.') Je-li oviem vyraz 3 — x?_ pro n&aké x zdporny, neni
rovnici (1) takové hodnoté x pfifazena Z4dna hodnota y (nebof imaginarni &isla

y

y=x?

y=Ixi

Obr. 6. Obr. 7.

jsme dosud nezavedli). Ony hodnoty x, pro n&z vyraz 3 — x? neni zaporny, jscu
pravé ony hodnoty x, pro n& je x> < 3, tj. |x| < /3, tj.

(2) _ -J3<x<./3.

Také zde fikame, e y je funkci proménné x (nebo — coZ je totéz — Ze /3 — x2
je funkci proménné x); oviem nezavisle proménna x nesmi zde nabyvat viech hodnot,
nybrZ pouze hodnot, vyhovujicich nercvnostem (2); na ose &iselné vypliuji tyto
hodnoty tiseku, jejiz krajni body jsou — /3, /3. Graf funkce /3 — x2 je vim znam:
¢islo y uréené rovnici (1) je ono nezaporné Cislo y, pro

___ n&je y*=3 — x? &ili x* + y* = 3. Grafem nasi
y=3-x* funkce je tedy pln& vytaZend pclokruZnice ra cobr. &;
dolni (¢arkovana) polokruZnice (véetné bodiix = + /3,

x = 0) je znazorn¥nim funkce — /3 — x2. MricZina
\ 3 o hodnot x, pro které je funkce \/3 — x2 definovana, je
\ ) dana ,,iseckou* (2).-Takové mncZiny se casto vysky-
N _¥==3-¥* tuji a proto pro né& zavidime zvlastni cznaderi a po-
jmenovani takto: Budte a, b dvé Cisla, a < b. MnoZi-
Obr. 8. nu vsech &isel x, vyhovujicich nerovnostem a < x < b,

znadime znakem <{a, b) a nazyvime ji uzavFe-

nym intervalem; mnoZinu vSech &isel x vyhovujicich nerovnostem a < x < b zna-
¢ime znakem (a, b) a nazyvame ji otevFenym intervalem; podobn& znak <a, b) popf.
(a, b) znadi mnoZinu vSech &isel x vyhovujicich nerovnostem a < x < b popf.

y

1y Pamatujme, e jsme (pro a = 0) definovali \/; jako nezdporné &islo, jehoZ &tverec se rovni
gislu a. Napt. \/0 = 0, /4 = 2 (a nikoliv /4 = — 2).
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a < x'< b (nazev: polouzaviené intervaly). Na ose &iselné jevi se kaZdy z tichto
intervalii jako useka o krajnich bodech a, b; rozdil mezi jednotlivymi druhy inter-
vald je jen v tom, Ze k intervalu {a, b) oba krajni body patii, k intervalu (a, b)
nepatfi, k intervalu {a, b) patfi z obou krajnich bodd j jen levy (&ili ,,pocatecm“)
k intervalu (a, b) jen pravy (&ili ,,koncovy*).

Vedle t&chto intervald, jeZ jsou omezené mnoZiny (infimum takového intervalu
je a, supremum b), zaviddime té% neomezené intervaly?) takto:

(a, + ) x>a
{a, + ) zna&i mnoZinu viech &sel x x2a
(— o0, b) spliiujicich nerovnost x<b
(= oo, b) x=<bh.

Konedn& (— o, + o) bude znamenat mneZinu viech redlnych &isel viibec. Také
intervaly (a, + o), (— o, b), (— ©, + o) nazyvime otevienymi. Oznadeni jed-
notlivych druhi intervald je tak nazorné, Ze je jisté€ nemoZno je zapomenout. Uvedme,
Ze se v literatufe pro uzavieny interval

4 <a, b) uZiva Cast¥ji znaku [a, b]. Nezavedl
jsem tento znak, protoZe pozdéji budu
znaku [a, b] u¥ivat pro bod v roving o sou-
fadnicich a, b.

y
X
¥
Obr. 9. Obr. 10.

Pfiklad 5. Rovnice y = 1 (Gili yx = 1) piifazuje kaZdému x # 0 urditou
x
hodnotu y, kdeZto hodnoté x = 0 Z4dnd hodnota y neni pfifazena. Jinak feCeno:

funkce I je definovana pro viechna x # 0. Graf: rovnoosa hyperbola (viz obr. 9).
X

P¥iklad 6. Podobns je tomu u funkce iz (viz obr. 10).
X
Piiklad 7. Je-li x £ 0, budiZ y = 2 + x; je-li x > 0, budiZ y = 1. Také timto

pfedpisem je kaZdé hodnot€ x pfifazeno jisté y; toto y je funkci x, graf této funkce

2y Rikd se té2 n&kdy: kone&né a nekonetné intervaly. Nezavadim tyto nizvy, protoZe i ,.konetny**
(tj. omezeny) interval je nekonend mnoZina.

10*
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je dan na obr. 11 (bod [0, 2] je vyznaden teCkou, jeZto by jinak z obrazku nebylo
vidét, zda hodnot& x = 0 pfislusi hodnota y = 1 & y = 2; podobn& na obr. 12).

Priklad 8. PoloZme y = [:'c]‘pro kazdé x (viz v&tu 46). Tim je definovano y
jako funkce x pro vSechna x; napf. pro x =2 je y = 2, pro x = 2,1 je y = 2, pro
x=—3jey=—3,prox= —27jey = — 3 atd. (viz obr. 12).

4

y=Ix]

S T
/ —

Obr. 11. Obr. 12.

Piiklad 9. Je-li x rac1ona1m, budiZ y = 1; je-li x iracionélni, budiz y = — 1.
Tim je opét definovano y jakoZto funkce proménné x, a to pro viechna x. ,,Graf*
této funkce da se slovy popsat velmi snadno: sklada se z onéch boda pfimky y = 1,
jeZ maji racionalni abscisu a z onéch bod pfimky y = — 1, jeZ maji iraciondlni
abscisu. OvSem zrakovy ndzor pii tomto ,,grafickém znazornéni*‘ selhava, jeZto
racionalni i iracionalni &isla leZi hust& na ose &iselné (viz v&tu 47). Tak napf. prox =5
je y = 1, kdeZto pro nesmirné blizkou hodnotu x = 5 + /2.1071° je y = — 1;
podobné pro x = \/,i jey = — 1, kdeito pro x = 1,414 je y = 1.

Po téchto pfikladech milZeme jiZ zajisté pfistoupit k definici:

Definice 14. BudiZ M néjakd mnoZina redlnych éisel. Jestlize kaZdému Cislu x
mnoZiny M je pFifazeno urdité &islo y, Fikdme, Ze y je funkci x; mnoZinu M nazy-
vdme oborem této funkce.

Cislo y pfitazené &islu x znatime pak asto znakem f(x) a mluvime o ,,funkei f*
nebo o ,,funkei f(x)“. Pro libovolné x mnoZiny M znadi potom f(x) pravé onu hod-
notu, ktera je pfifazena onomu ¢&islu x. Napf. f(3) znadi onu hodnotu y, ktera je
piifazena hodnotg 3, f(u) znac“:i onu hodnotu y, ktera je pfifazena hodnot& u, atd.
Tak v piikl. 2 jest f(x) = x?, tedy f(l) =1, f(3) =3%=09, f(1) = ¢ atd.
Nebo znagi-li f(x) funkei z pfikladu 7, je f(2) f(lO) =1,f0)=2f(-2)=0,
S=1)=1. ,

Grafem funkce f(x) (jejiz obor je mnoZina M) rozumime mnoZinu viech bodi
v roving, jeZ maji tvar [x, f(x)], kdeZz x € M. Grafické znazornéni funkce f dostanu
tedy takto: ke kaZzdému x € M sestrojim bod [x, y], jehoZ abscisa je pravé ono
&islo x a jehoZ ordinata je pravé hodnota y, pfifazena oné hodnot& x (tj. hodnota
f(x)). Jest& jinak YeCeno: graf funkce f je mnoZina viech bodd [x, y], jeZ vylovuiji
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X6

rovnici y = f(x).%) Pfitom ,,bodem [x, y] v rovin* rozumim prost& uspotadanou
dvojici &sel x, y a slovem ,,rovina* rozumim mnoZinu viech takovych dvojic. Cislo
x se téZ nazyva abscisou, &islo y ordindtou bodu [x, y]. Tyto pojmy neobsahuji
tedy Zadnych nejasnosti. Je vidét, Ze graf funkci f Gplné uréuje, a to timto zplisobem-
je-li x n&jaké &islo, potom budto neexistuje v grafu Zadny bod [x, y] majici pravé
tuto abscisu x, a to znamena, Ze &islo x nepatfi k oboru funkce f; nebo existuje v grafu
pravé jeden bod [x, y] majici tuto abscisu x, a to znamena, Ze &islo x patfi k oboru
funkce f a ordindta y nam déava pravé hodnotu f (x)

,,Graf* neboli ,,grafické znazornéni* funkce f (x) nam tuto funkci pfesné popi-
suje. Provedeme-li toto znazornéni zhruba tuzkou na papife tim, Ze né€kolik bodd
sestrojime a spojime je od ruky nebo podle kfivitka, dostdvame oviem jen priblizny*)
popis funkce f(x), ktery viak byva velmi uZite¢ny pro prvni orientaci o prib&hu

definovanou pro vSechna x. Zde

funkce. Provedme to pro funkci f(x) = N 5»
x

miZeme vypodlty omezit na hodnoty x = 0, nebot nahradim-li hodnotu x hodnotou
— x, zméni f(x) zfejm& své znaménko (graf této funkce je tedy soumérny vzhledem
k pcéatku soufadnic: patfi-li k n&mu bod [x, y], patii k n&mu i bod [ - x, — y]).
Sestrojme tabulku

x 0
fixy 0

a nakresleme piisluiné body (prosim &tenéfe, aby se mnou tyto konstrukce provadél).
Pro v&t3i zfetelnost obrazku volim méfitko na ose y dvojndsobné. JeZto z obrazku
neni dosud dosti jasno, jak vypad4 prabéh

mezi hodnotami x = 0ax = 2, sestrojme je$té

f3) =2 f(3) = 5. Uvadi-li nas snad jesté

prili§ rychly vzrist funkce mezi 0 a % do 5 ., .3 2.4
rozpakii, sestrojme jesté f() = 15. Spojenim 01 2 3 4 5~
pfislusnych bodi a pouZitim zminéné sou-
mérnosti dostaneme obr. 13. MiZeme oce-
kavat, Ze ndm tento obrazek da aspoii hru- Obr. 13.

bou orientaci o priib&hu nasi funkce. Ctenaf

ugini dobfe, jestlize si — alespoii z poCatku, neZ se s v&tSim podtem funkci divérné
seznami — u kaZdé funkce, kterou vysetfuje, pfislusny graf aspoii zhruba naértne.s)
Pozdgji ziskame ovSem dalsi prostfedky, které nam podstatné zdokonali primitivni

uld| N
Blof

4
4
17

N |
olw «

y

-1

3) Nékdy se proto také Fikava, e graf funkce f(x) je ,,é4ra o rovnici y = f(x)“. Vidéli jsme vSak
v piikl. 9 a uvidime jesté zietelngji v prikl. 10, 11, Ze graf funkce f maZe byt zcela cdli¥ny od
toho, co si v obecném Zivoté pod slovem ,,édra* pfedstavujeme.

4) Samoziejmé: kazdy obrazek sestrojeny hmotnymi prostiedky (tuZkou, perem, rydlem) je jen
pFibliznou realizaci piislusnych matematickych vztaht, i kdyZ jeho zdkladem jsou piesné

s geometrické konstrukce, jako napf. na obr. 5, 7, 8, 11, 12.

) U né&kterych funkci ptili§ slozité povahy miZe oviem tento pokus selhat; viz pfikl. 9.
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& ,
zpisob, jak provadét pfibliZné grafické zobrazeni, ktery jsme zde na jednom ptikladé
ukazali.

K pojmu funkce pfipojuji jesté tyto poznamky: ‘

Nikde v definici funkce nestoji, Ze by dvéma riiznym hodnotidm x musily byt
vidy pfifazeny také dvé rizné hodnoty y. V pfikl. 1 sice tomu tak jest, ale tieba
v piikl. 2 je hodnotim x a — x pfifazena t4aZ hodnota y, totiZ x; nebo v piikl. 7 je
dokonce viem kladnym hodnotdm x pfifazena tiZ hodnota y, totiz 1. Jestlize funkce
J(x) ma pro viechna x jistéhd intervalu stejnou hodnotu, ¥ikame, Ze funkce f(x) je
v onom intervalu konstantni. Tak funkce z p¥ikl. 7 je konstantni v intervalu (0, + o0);
funkce z prikl. 8 je konstantni v intervalu’ <0, 1), déle v intervalu <1, 2) a obecng&
v ka¥dém intervalu {n, n + 1), kde n je libovolné celé &slo. Je-li funkce konstantni
v intervalu (— oo, + ) (tj. je-li definovana®) pro viechna x a ma pro viechna x
stejnou hodnotu c), nazyvame ji kratce konstantou; jeji graf je zfejm& pfimka y = c.

Zavisle a nezavisle prom&nnou nemusime oviem vZdy zna&it pismeny y, x, nybr
miZeme je zna&it libovolnymi pismeny latinské, fecké nebo jiné abecedy (nebo tieba
i zvlastnimi k tomu cili vymy3lenymi znaky). Byva viak zvykem uZivat pro proménné
poslednich pismen, pro konstanty prvnich pismen abecedy.

Oznatim-li v n&jaké ivaze n&jakou funkci znakem f(x) (tfeba f(x) = x? + 1),
je nutno, nema4-li vzniknout omyl, oznadovat v celé této ivaze znakem f stale touZ
funkci; vyskytuje-li se v téZe tivaze nékolik riznych funkci, znaéim je riznymi pis-
meny nebo je odliSuji indexy, napk. f(x), F(x), g(x), (%), f1(x), f2(x), @(u), ...

Obor funkci, vysetfovanych v pfikladech 1 aZ 9, byl tento: v prikl. 1, 2, 3, 7, 8,
9 interval (— oo, + oo); v ptikl. 4 interval { — \/ 3, \/ 3), v piikl. 5, 6 mnoZina viech
Cisel riznych od nuly. Budeme — aspoii v této knize — vétSinou vySetfovat funkce,
jejichZ obor je tohoto nebo podobného razu; ale podle definice miZe byt obor funkce
libovoln4 mnoZina &iselnd. Uvedme aspoii dva pfiklady funkci, jejichZ obor je
mnoZina zcela jiného razu neZ v piikl. 1 azZ 9.

P¥iklad 10. Je-li x pfirozené (tj. celé kladné) &islo, budiz T(x) po&et kladnych
déliteld &sla x; tedy napt. T(1) = 1, T(6) = 4 (delitelé: 1, 2, 3, 6). Pro ostatni x
symbol T(x) vibec nedefinujme. Zde je tedy T funkce, jejimZ oborem je mnoZina
viech pfirozenych &isel: _ '

3 1,2,3,4,...

Graf této funkce se sklada z osamélych bodu a vypada tedy docela jinak neZ v pkikl.
1 a% 9; viz obr. 14.7) Hodnoty funkce T(x) pro n&kolik nejmensich hodnot mnoZiny
(3) jsou dany v nésledujici tabulce; propoctéte ji kousek dale!

6) Rikdme ovSem, e funkce f je definovina v bod& x, m4-li symbol £(x) smysl, tj. pat¥i-li bod x
do oboru funkce f. Podobn& budeme fikat, Ze funkce f je definovdna v mnoZiné P, je-li defi-
novana v kazdém bod& mnoZiny P, tj. je-li mnoZina P &4sti oboru funkce f.

7) Ostatn¥ pojem ,,funkce v oboru (3)* je vlastné totoZny s pojmem ,,posloupnost*; nebof d4t
funkci f v oboru (3) znali pfifadit kaZdému pfirozenému &islu # redlné &islo f(n); &islo f(n) |
miZeme pojimat budto jako hodnotu funkce f v bod& n, nebo jako n-ty &len posloupnosti
), £, £3), ...
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x |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13- 14" 15.16
Tx)[1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4 4 5

Dit funkci f znamen4: 1) dat obor M té funkce a 2) pfifadit ka¥dému x oboru
M jisté &islo f(x). Dv& funkce f, g povaZujeme proto za stejné, maji-li ty? obor M
a je-li pro kazdé x oboru M spln&na rovnost f(x) = g(x). Jinak FeSeno: dv& funkce
povaZujeme za stejné, maji-li stejny graf (neboli grafické znazorngni).

Ptiklad 11. Oborem funkce f budiZ mnoZina viech ¢&isel riznych od nuly; pro
kaZdé x + 0 polozme f(x) = l Oborem funkce g budiZ mnoZina viech kladnych
x

&isel; pro ka¥dé x > 0 poloZme g(x) = 1 Oborem funkce h budiZ mnoZina viech
X .

Tod y

5 . 2

s .

; . . . . . . 1 .

1 L] x * b L] x

0 5 0 15 o 1 2 3 4 [
Obr. 14. Obr. 15.

pfirozenych &isel; pro kaZdé pfirozené x poloZme h(x) = 1 A& jsme ve viech tfech

pfipadech vZili téhoZ vyrazu l, jsou f, g, h t¥i rizné funkce. Graf ‘flinkce f je hyper-
x

bola z obr. 9, graf funkce g je prava vétev této hyperboly, graf funkce h je din na
obr. 15.

Poznamka 1. Podotykdm hned z pocatku: Komu by se tato poznamka zdéla
t&Zce srozumitelnou, miZe ji vynechat. Definice 14, jak jsme ji vyslovili a na pfikla-
dech objasnili, je jisté ¢tenafi srozumitelna; vzhledem k zakladnimu vyznamu pojmu
,»funkece* podam vsak nyni je§t€ jednu formu této definice. Pfitom se budu opirat
0 pojmy ,,mnoZina‘“ a ,,uspofddana dvojice“. BudiZ dina funkce v oboru M. Po-
dotkli jsme jiZ na str. 149, Ze tato funkce jest Gplné popsana svym grafem. Tento graf
(neboli grafické znazornéni) je mnoZina viech uspofadanych dvojic [x, f(x)] pro
vSechna x patfici k mnoZiné M.

MiiZeme tedy funkci f definovat pfimo jako tuto mnoZinu dvojic; vyslovime
proto definici funkce takto:

Definice 14a. Funkci f rozumime mnoZinu usporddanych dvojic redlnych ¢isel
[x, y], jeZ md tuto vlastnost: Ke kazdému &islu x, existuje nejvyse jedno (tj. budto
¥ddné nebo prdvé jedno) &islo y takové, Ze dvojice [xo, y] patit k mnoZiné f. Toto
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¢éislo y nazyvdme pak hodnotou funkce f v bodé x, a znacime je znakem f(x,). Ona
&isla x, k nim? existuje &islo y tak, Ze dvojice [x, y] patfi k mnoZiné f, tvori jistou
mnoZinu M redlnych Cisel, kterou nazyvdme oborem funkce f.

Vidite, Ze tato definice je v podstaté shodna s definici 14: KaZdému ¢islu x
mnoZiny M je pfifazeno jisté Cislo f(x), totiz pravé ono (jediné) &islo y, pro n&z
dvojice [x, y] patfi k mnoZing f; jestliZe v§ak &islo x nepatii k mnoZin& M, neni mu
timto zplisobem pfifazeno Zadné &islo y.

§ 2. Funkce racionilni, exponenciilni, logaritmickd; mocnina s libovolnym mocni-
telem. Celistvou raciondlni funkci proménné x nazyvame kaZdou funkci, kterou lze
pro vSechna x psat ve tvaru

n
4 apx" + ax" '+ ..+ a,x+a, &) ax""*;
k=0

pfitom je n celé nezaporné é&islo, &isla dy, ay, ..., a, jsou konstanty, tzv. soudinitelé
nebo koeficienty. Vyraz tvaru (4) se nazyva mnohocllenem Cili polynomem. Mezi
mnohodleny vyskytuje se také tzv. mnohoélen nulovy, jehcZ vsichni soudinitelé jsou
rovni nule; jeho hodnota je oviem rovna nule pro kaZdé x. Neni-li vyraz (4) nulovym
mnohcélenem, je v ném aspoii jeden soudinitel riizny od nuly; nejvyssi mocnina x,
u niz stoji soudinitel riizny od nuly, udava tzv. stuperi mnohcdélenu. Je-li tedy a, # O,
je vyraz (4) mnohcglenem-n-tého stupng; je-li napf. ay = a; =0, a, + 0, je (4)
mnohoClenem stupné n — 2. Tak napf. x* + x4+ 3, x3 + \/3 X, %x —§ ,x, 5 7
jsou mnoho¢leny po fadé druhého, tfetiho, prvniho, prvniho, nultého, nultého
stupn&.®) Kazdy mnohotlen, s vyjimkou mnoho&lenu nulového, ma tedy urdity
stupefi; mnoho&leny stupné nultého jsou konstanty riizné od nuly. Nasobime-li
mnohodlen stupné m mnohod¢lenem stupné n, dostavidme ziejmé& mnohodglen stupné
m + n. Racionalni celistvcu funkci jsme nazvali kaZdou funkeci, kterou pro viechna x
1ze psét ve tvaru mnohoclenu. Tedy také napf. funkce -

x* + 2x? + 1
WP +2-1)(/F*+2+1)

je racionalni celistva funkce, aCkoliv to na ni neni na prvni pohled vidét; nebof
pro vSechna x jest '

f) =

_ (x2+1)(x*>+1) _

/&) x2+2-1

+1.

BudiZ nyni P(x) = aox" + a;x"~! + ... + a,_;x + a, mnoho&len n-tého stup-
ng, takZe a, =+ 0. Tvrdim, Ze existuje nejuyse n hodnot x, pro néz P(x) = 0 (takové
hodnoty nazyvime ,,kofeny rovnice P(x) = 0%). Diikaz provedeme uplnou indukci.

8) Cleny s nulovymi soutiniteli &asto vynechivame; tak napf. misto #+0.x2+ \/-3 X+ 0
piseme x> + \/ 3. x, &m# se hodnota vyrazu nezméni.
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I. Pro n = 0 je tvrzeni sprvné, nebot v tomto pfipad¥ je P(x) konstanta od nuly
rizna a tedy rovnice P(x) = 0 neni splnéna pro Z4dné x (&ili po&et kofend je nula).
II. BudiZ n — 1 = 0 a pfedpokladejme, Ze tvrzeni je spravaé pro mnohoéleny stupné
n — 1; mame dokazat, Ze je spravné i pro mnohodleny P(x) =agx" + a;x"" ! +
+ ...+ a, (aoA=l= 0) stupn& n. Budto neexistuje viibec #4dna hodnota x, pro kterou
P(x).= 0, a potom je tvrzeni pro tento mnohoclen P(x) spravné; nebo existuje jista
hodnota’ &, pro kterou je P(«) = aoo” + a,&""! + ... + a, = 0; potom je pro
kaZdé x

) P(x) = P(x) — P(a) = ao(x" — o) + ay(x""! — 1) +

+ oo+ Ay y(x — a).

Vzpometime si (a pfesvédite se), Ze pro kaZdé celé k > 1 je x* — o* = (x — @) .
(G 4 axt T 4+ L+ xaT2 + ofT1); pouziji-li tohoto. rozkladu v rovnici (5),
dostanu (pro viechna x) :

© P() = (x = @) (2™ +.dp™ ..+ dyos),

kde d, ..., d,_, jsou jisté konstanty. Vyraz P(x) se rovna nule tehdy a jen tehdy,
je-li budto x — &« = O (tj. x = «) nebo je-li

apx" ' +dix"*+...+d-y=0.

Tato rovnice (jejiz leva strana je mnoho¢len stupng n — 1) je splnéna podle pied-
pokladu nejvyie pro n — 1 hodnot x. Tedy rovnice P(x) = 0 je skute¢n& splnéna
nejvyse pro n hodnot x, jak jsme méli dok4zat.®)

Z véty pravé dokéazané plyne ihned tato véta, které pozdéji asto pouZijeme:

Véta 96. Jsou-li P(x), Q(x) dva mnohoc¢leny a plati-li rovnost P(x) = Q(x)
pro nekone¢né mnoho x, ma mnohoc¢len Q(x) pFi kaZdé mocniné x stejného souci-
nitele jako mnohoclen P(x).'°)

Dukaz. BudiZz

P(x) = aox" + a;x" "' + ... + a,; Q(x) = box" + byx""* +... + b, (&islo n si
miZeme myslit u obou mnchodtent stejné; kdyby napt. bylo P(x) = aox* + a;x* +
+ ... + a4 Q(x) = cox® + ¢;x + ¢, psali bychom prost& Q(x) =0.x* + 0.
.x* + ¢ox? + ¢;x + ¢;). Necht rovnice P(x) = Q(x), &ili rovnice

(1) (ag — bo)x* + (a; — b)) x" ' + ... + (@y—y — by—y) x+ (a, — b,) =0

je splnéna pro nekoneéné mnoho hodnot x. Kdyby né&které z, &isel a, — b, bylo
riizné od nuly, byla by leva strana rovnice (7) mnohoglenem, ktery ma jisty stupefi

9) Z algebry vite moZni podstatné vice: pripoustime-li také imagindrni &sla a pogitime-li

kazdy kofen rovnice s jistou vhodnou ,,ndsobnosti‘, m4 rovnice P(x) = 0 presné n koient.

10y 7 tcho specialng plyne, e mnohotleny P(x), Q(x) maji budto stejny stupeii nebo jsou oba
,,nulové mnohocleny*.
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m < n, a tedy by podle véty pravé dokazané méla rovnice (7) nejvySe m kotend,
coZ je proti pfedpokladu. Tedy je nutnéa, — b, = Oprok = 0,1, ..., néiliay = b,,
a, = by, ..., a, = b, coZ je pravé nase tvrzeni.

Funkce raciondlni celistvé jsou, jak z pfedeslého patrno, ony funkce, jeZ lze
z konstant a z proménné x vytvofit opétovnym séitinim, od¢itanim a nasobenim.
Funkce, které Ize z prcménné x a z konstant vytvofit opétovnym s¢itdnim, odcitanim,
nasobenim a délenim, nazyvaji se funkce raciondlni. JeZto soulet, rozdil, soudin
a podil zlomkt dovedete podle vzorcid

a+c=ad-_l;bc ac _ac .

P R . s

¢ _gdx o¢ a.c
b~ d bd bd b b d

TR

(platnych, nevyskytne-li se v Z4dném jmenovateli nula) vyjadfit jedingm zlomkem,
je patrno, Ze Ize kaZdou racionélni funkci psat ve tvaru

®) Px)

' Q(x)
kde P(x), Q(x) jsou mnoho&leny. Racionalni funkce (8) je oviem definovana jen pro
ta x, pro n&z je Q(x) # 0. Celistvé racionalni funkce jsou specialni p¥ipady funkci
racionalnich; dostaneme je, stoji-li ve zlomku (8) ve jmenovateli jedni¢ka. Pfiklady
racionalnich funkci:

FHx+1 o x—1, ex*+1 1, V2. Ll ¥+ 1
2+1 7 x+1 xX¥*=2x  x’ x*’ x )

X

Snadno ukaZete, Ze Zadina z téchto Sesti funkci neni celistvd racionalni funkce; ba
dokonce: v #adném (sebe mensim) intervalu neni Z4dna z t&chto funkci rovna celistvé
i . y y CxP x4+ 1
racionalr:i funkci. DokaZme to tfeba pro funkci = IK{dyby tato funkce byla
xX° +
pro vechna x jistého intervalu rovra n&jakému mnohodlenu agx” + ax""' + ...
... + a,, potom by pro viechna x tohoto intervalu — a tedy pro nekonecné mnoho

x — platila rovnice
9) ¥+ x+1=0x+1)(ax" + a;x"" ' + ... + a,).
Podle véty 96 by musil soudin mnohcélenit vpravo v rovnici (9) byt mnohoglenem 3.

stupng, takZe mnohcélen aogx” + a;x"~! + ... -+ a, by musil byt 1. stupng, takZe
roviice (9) by byla

X+ x+ 1= (x2+ 1) (apx + ay).
Prava strana je aox® + a;x* + aox + a,; podle véty 96 by kazdy soudinitel tohoto
mnchoélenu musil byt roven ,,stejnolehlému‘* soudiniteli mnohoclenu x* + x + 1,
tj. musilo by byt a, = 1, a;, = 0, a; = 1, a; = 1; ale zdc jc druha rovnice ve sporu
s ¢tvrtou.
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K dalSim dileZitym funkcim vede nas mocnina a”. Volime-li zde n pevné, a pro-
ménné, dostdvame funkci x” (n-t4 mocnina promé&nné x). Je-li n celé, je oviem x"
funkce racionélni. Je-li n necelé kladné, je x" definovano v intervalu <0, + ), tj.
pro x 2 0 (viz definici 10 a dodatek 0" = 0 na str. 114); je-li n necelé zaporné, je x"
definovano v intervalu (0, + ), tj. pro x > 0.

Volime-li ve vyrazu a" zéklad a pevny, n proménné, dospivame k funkci a*,
tzv. exponencidlni funkci o zdkladu a. Omezime se jenom na kladny ziklad a.
Potom funkce a* je definovina pro viechna x. Pipad a = 1 je trividlni (nebot
1* = 1 pro kaZdé x). Pfipad 0 < a < 1 se snadno pfevede na pfipad a > 1, uZije-

a a*
funkci o zakladu 1 : a. Na obr. 16 je vyse leZici ¢ara grafickym znazorn&nim funkce
(3)*. NejdileZit&jsi exponencialni funkei, jak sezname, je funkce -0 zikladu e, tj.
funkce e*. Této funkci budeme Fikat prosté
,,exponencialni funkce*, bez pfidavku ,,0 zakla-
du e*.

Je-li konen€ a >0, a + 1, je definovan
log, x pro kaZdé kladné x;'') pfi pevném a
{(a>0, a=*1) je log, x funkci prom&nné x,
definovanou v intervalu (0, + oo) — je to tazv.

wewe

. 1IN,
me-li rovnice (— = —, ktera vaZe exponencialni funkci o zakladu a s exponencialni

z téchto funkci — aspofi pfi obecnych ivahéach
— je funkce logaritmické o zakladu e (tzv. pFiro-
zeny logaritmus); p¥i ni vynechdvaime oznaleni
zakladu a piSeme krdtce 1g x misto log, x. Obr. 16.
Casto se pro ptirozeny logaritmus &isla x

uZiva znaku In x, n&kdy téZ log nat x (logarithmus naturalis). Pozdéji se nau¢ime po-
&itat prirozené logaritmy; z nich potom miZzme pocitat logaritmy o libovolném za-
kladu podle vzorce log, x = Igx :1g b (viz v&tu 74, bod C, kde klademe a = e).
Podrobngji je o vypo&tu dekadickych logaritmi (tj. logaritmii o zékladu 10) pojed-
nano v kap. XII, § 4.

Poznamka 1. Kde se naopak uZiva logaritmi k numerickym vypodtim, je
nejdtleZitéjsi dekadicky logaritmus a proto v takovych pfipadech uZivame zkrace-
ného oznadeni log x pro log;, x (tak jste tomu zvykli ze §koly).

Abychom dostali graf funkce log, x, uvaZme toto: rovnice y = log, x znamena
totéZz co x = a’. Body [x, y], vyhovujici rovnici y = log, x (¢ili rovnici x = @),
dostanou se tedy z bodd vyhovujicich rovnici y = a* tim, Ze vyménime x s y. Tedy
se graf funkce y = log, x dostane tak, Ze sestrojime k ,,Cafe* y = a* ¢aru soumérnd
sdruZenou vzhledem k p¥imce y = x. Viz obr. 16, kde vySe leZici kfivka jey = (%)",
nize lezici je x = (3) &li y = logz x.

11y Viz kap. III, § 2.
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Cviceni
1. DokaZte, Ze 24dnd z funkci
2 _
x—1 ex” + 1 1 2
> 3 L. o - Ls > X + -
x+1 x° — 2x x x

neni v 24dném (sebe mensim) intervalu rovna celistvé racionalni funkci (uZijte véty 96).

X1 T 1, L()=2 f3(x) 2=
(] , =2 x) =

x—1 P x 2 3 x—1

2. Poloite f;(x) = x + 15 f,(x) =

2
—1 .
ol ] pro x = 1, f, neni definovdna v bodé& 1. Mezi t€mito funkcemi

pro-

x# LM = L) = ——
jsou t¥i navzijem riizné, totiZ fy, f3, f4; kdeZto J, je taZ funkce jako f;.

x 1\ x
3. Graf funkce <1> tj. ,,¢ara* y = (—) (pro a > 0) vznikd z &4ry y = a* pieklopenim
a a

podle osy y.
4. ,,Céra* y = log, jaX(@ >0, a % 1) vznikd z&ry y = log, x pfeklopenim podle osy x.

§ 3. Funkce monoténni. — Definice 15. Funkce f (x) budi? definovdna v intervalu J
(J miZe byt jakykoliv interval: omezeny nebo neomezeny, uzavieny, otevieny nebo
polouzavieny). JgstliZe pro kaZdd dvé &isla x4, x, intervalu J, spliiujici nerovnost
Xy < X, plati nerovnost f(x,) < f(x,), Fikdme, Ze funkce f(x) je rostouci v intervalu
J. JestliZe naopak pro kaZdd dvé éisla x,, x, intervalu J, spliiujici nerovnost x; < x,,
plati nerovnost f(%,) > f(x,), Fikdme, Ze funkce f(x) je klesajici v J.

Smysl definice je tak jednoduchy a jasny, Ze jej nelze zapomenout: u funkce
rostouci v J se hodnota funkce zvétsi, zvétsim-li x (pokud x ziistava stle v intervalu

J); u funkce klesajici v J se hodnota funkce zmensi, zv&tsim-li &islo x.

Ptiklad 1. Funkce x" je pfi n > 0 rostouci v intervalu <0, + o). Dikaz:
jsou-li x4, x, dvé Cisla intervalu <0, + ), X; < X, je budto 0 < x, < x, nebo
0 = x; < x,. V prvnim pfipadé je podle véty 70 D) x] < x3, v druhém podle véty
70 A) x] = 0 < x3, tedy rovn&Z x] < x3. '

Piiklad 2. Funkce x" je pro n < 0 klesajici v intervalu (0, + ). Diikaz:
je-li 0 < x; < x,, je podle dodatku 2 k vété 70 xj < xj.

Piiklad 3. Funkce a* je v intervalu (— oo, + o) pii @ > 1 rostouci, pfi 0 <
< a < 1 Kklesajici; podobn& funkce lcg,x v intervalu (0, + o0). Dukaz: plyne
z véty 70, z dodatku 2 k této v§té,z véty 74 a z poznamky 2 k v€tam 74, 75.

Piiklad 4. Funkce x* je v intervalu (— oo, 0) klesajici, v intervalu <0, + o)
rostouci. Diikaz: Ze je rostouci v intervalu <0, + o), vime z ptikl. 1. Budte nyni
X; < X, dvé &isla intervalu (— o0, 0, tj. x; < x, < 0. Potom je — x; > — X3 2 0
a podle pfikl. 1 je (— x;)? > (— x,)% tj. x} > x3. Tim je dikaz proveden. Priib&h
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funkce x? je tedy tento (viz obr. 6): roste-li x, potom x? zpo&atku (pokud x je zaporné)
kles4, aZ pro x = 0 nabude x? své nejmensi hodnoty 0. Roste-li x dale, roste také x2.

Podobng jako u monoténnich posloupnosti (viz kap. II, §4) zavedeme i zde dva
pojmy pcnékud obecné&jsi:

Definice 16. JestliZe v definici funkce rostouci v intervalu J nahradime nerovnost
J(xy) < f(x;) nerovnosti f(x,) < f(x,), dostdvdme definici funkce neklesajici v J. -
JestliZe obdobné v definici funkce klesajici v J nahradime nerovnost f(x;) > f(x;)
nerovnosti f(x,) 2 f(x,), dostdvdme definici funkce nerostouci v J. (Vyslovte tyto
definice podrobng!)

Funkce rostouci, nerostouci, klesajici, neklesajici v J zahrnujeme spoleénym
nazvem ,,funkce monoténni v J*. KaZd4 funkce rostouci v J je tim spiSe neklesajici
v J, ale ne naopak; funkcim rostoucim a klesajicim se dava nékdy spoleény nazev:
funkce ryze monotonni. Je jasné, Ze funkce, jeZ neni rostouci v J, nemusi byt jesté
proto nerostouci v J; napf. funkce x? neni v intervalu (— 1, + 1) ani rostouci,
.ani nerostouci, ani klesajici, ani neklesajici. )

Pfiklad S. Je-li funkce rostouci v J, je oviem téZ rostouci v kaZzdém intervalu,
jenZ je &asti intervalu J (podobn& pro funkce klesajici, nerostouci, neklesajict).

Ptiklad 6. Je-li f(x) rostouci v J, je c. f(x) téZ rostouci v J, kdyZ c je kladni
konstanta, kdeZto c.f(x) je klesajici v J, kdy? ¢ je ziporna konstanta. Dikaz:
z nerovnosti f(x,) < f(x;) plyne cf(x,) < cf(x,) pro ¢ >0, ale cf(x;) > cf(x,)
pro ¢ < 0 (podobng pro ostatni typy monoténnich funkci).

Ptiklad 7. Funkce [x] je neklesajici v intervalu (— oo, + o). Ditkaz: BudiZ
Xy < Xy [x,] je nejvétsi celé &islo < x,; dale [x,] < x, < x,, takZe [x,] je n&jaké
celé &islo < x,. Tedy vskutku [x,] < [x,]. Ale funkce [x] neni rostouci v Zidném
intervalu. Dtkaz: V kaZdém intervalu J existuji dvé &isla x; < x, tak, Ze v intervalu
<%y, X, neleZi z4dné celé &islo. Potom je patrn& [x,] = [x,] (provedte podrobng

dikaz!) a tedy funkce [x] neni v intervalu J rostouci: nebot existuji dv& &isla x; < x,
intervalu J, pro n&Z neplati nerovnost [x,] < [x,].

Cvicent
1. Je-li n sudé kladné, je funkce x" klesajici v intervalu (— o, 0> a rostouci v intervalu
<0, + o). Je-li n liché kladné, je x" rostouci v (— 0, + ).

2. Je-li n sudé zdporné, je x" rostouci v (— o, 0) a klesajici v (0, + ); je-li n liché zdporné,
Je x" klesajici v intervalu (— c, 0) i v.intervalu (0, + ) (ne oviem v intervalu (— o, + )).

3. Je-li n liché kladné, je "\/;c rostouci v (— o, + o0).

4. Je-li a < b < c a je-li f rostouci v intervalu (a, b) i v intervalu <b, c), je rostouci téz
v intervalu (a, ¢).

5. Je-lia < b < c a je-li f rostouci v intetvalu (a, b) i v intervalu (b, ¢), nemusi byt f
Tostouci v intrvalu (g, c) (pfiklad: f(x) = xproa < x £ b, f(x) = x — 1pro b < x < o).
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§ 4. Spojitost. Ctenaf jist& spojuje jistou, aspoit neurtitou pfedstavu se slovy ,,&ira
y= f(x) probiha spojité‘. Napf. u éary nakreslené na obr. 17 je &tenaf asi ochoten.
Fici, Ze tato €ara probiha pro hodnotu x = d nespojité, pro kaZdou jinou hodnotu x
spojité. Tuto neurditou pfedstavu musime ovSem nahradit pfesné definovanym po-
jmem. Slovy, Z¢ ,,8ara y = f(x)-probiha spojit€ v bodg c*, budeme rozumét asi toto:
jestliZe, vychézejice od hednoty x = ¢, zm&nime (zmensime ncbo zvétiime) velmi
maélo hodnotu x, zméni se velmi malo také ordinata bodu na &afe (t) hodnota f(x)
se bude velmi malo li§it od hodnoty f(c)).!?) Zde oviem jet& musime precizovat
vyrok ,,velmi mélo*“ a tomu budeme ro-

zumét takto: je-li pfedepsino jakékoliv 4 yAi
kladné ¢islo &, je moZno sestrojit okolo — e —————— |
J S
y ' -{”2 ' J:_J_F/(C)
|
L o /)1
|
P T L
| i ¥
e ) ﬁy\”x’ Hel 1|
| e 1
: 1 fdh ! 16> by x
h | ¢ : / gla, |c
I J X 6| &
c X d
A
Obr. 17. Obr. 18.

bodu c interval (¢ — &, ¢ + 8) (5 > 0) tak, Ze pro viechny hodnoty x intervalu
(c — 8, ¢ + 6) bude se f(x) od f(c) lisit 0 mén& neZ &, tj. bude platit nerovnost
If(x) = f(c)l <&, &li nerovnosti f(c) — & < f(x) < f(c) + & Viz obr. 18; zde je
napfed zvoleno kladné islo ¢; a k nému nalezena &isla a,, b, tak, Ze pro vSechna x
intervalu (ay, by) je

(10) fle) — & < f(x) < f(c)+ ¢ -

Zvciim-li za 6, mendi z &isel ¢ — a4, by — ¢ (zde je to &islo ¢ — a;), bude nerovnost
(10) platit pro vSechna x intervalu (¢ — &y, ¢ + 6,;). Za druhé je zvoleno druhé,

mensi kladné &islo ¢, a k nému sestrojera prisluina a,, b,, 8,. Cislo & obecné bude
zavislé na e: ¢im mensi je ¢, tim asi mensi bude nutno zvelit §; na obr. 18 jisté dcbie
vidite, jak bystc musili volit 8, kdybystc za ¢ vclili jesté dalsi, mensi a mensi kladna
gisla. Podstatné ovizm je, Zc se ke kaZdému (sebe men3imu) kladnému &islu ¢ take-
vé kladné 8 da nalézt. Nyni je snad jiZ &tenaf dostatednd pfipraven na definici spoji--
tosti:

Definice 17. Rikdme, Ze funkce f(x) je spojitd v bodé c, jestlize ke kaZdému
kladnému é&islu € existuje kladné &islo 6 tak, Ze nerovnost
(11) 1f(x) = fc)l <&

12y Je vidét, e v bodé d funkce f(x) tuto vlastnost nema: voiim-li x velmi blizko bodu d vlevo.
~d d, bude se hodnota f(x) znacné lisit od hodnoty f(d).
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Jje splnéna pro vSechny hodnoty x, pro néz je
(12) Ix — ¢ < 6.%3)

_ Tato definice zfejmé& vyjadfuje pravé tu vlastnost funkce f(x), o niZ jsme piedtim
v tomto odstavci mluvili; pouze misto réeni ,,éara y = f(x) probiha spojit& v bod& ¢
jsme zavedli obvyklejsi réeni ,,funkce f(x) je spojita v bod& c. Viechno, co jsem
fekl — leckdy ne zcela pfesné — v tomto § 4 pfed definici 17, miZe Etenaf zase zapo-
menout; slouZilo to jen k tomu, aby &tendf pochopil smysl a obsah definice 17.
K této definici (jeZ mé zakladni diileZitost) ptipojim nékolik poznimek:

1) Je-li funkce f(x) spojita v bod& ¢ podle definice 17, zvolme n&jaké kladné ¢
a najdéme k nému pfisluiné 6 > 0. Pro viechna x intervalu (¢ — J, ¢ + 6) plati pak
nerovnost (11); tedy musi mit symbol f(x) pro vSechna x intervalu (¢ =6, c+9)
smysl, nebot jinak bychcm nemohli Fici, Ze plati nerovnost (11). Tedy: je-li funkce
f(x) spojitd v bodé ¢, je jisté definovdna vjlstem otevieném intervalu, obsahujtczm
bod c.

~ 2) V definici 17 poZadujeme splnéni nerovnosti (11) pro viechna x, spliiujici
nerovnost (12), tj. pro viechna x intervalu (¢ — 6, ¢ + 9). Nerovnost (11) je viak
sama sebou splnéna pro hodnotu x = ¢ (je-li oviem f(c) definovano), nebot |f(c) —
— f(¢)l =0 < &. Misto abychom poZadovali spln&ni nerovnosti (11) pro vSechna x
intervalu (c — 8, ¢ + §), stadi, poZadujeme-li jeji spln&ni pouze pro ona x tohoto
intervalu, jeZ jsou riznd od c, tj. pro vechna x, jeZ vyhovuji nerovnostem

(13) O<|x—c|<d.

Tedy: smysl definice 17 se nezméni, nahradim-li v ni nerovnost (12) nerovnostmi (13).

3) Spojitost funkce f(x) v bodé ¢ je tzv. lokdlni vlastnost funkce f(x). To zna-
mena, Ze zavisi jenom na priibéhu funkce f(x) v nejbliz§im cksli bodu c. Pfesné
fedeno: zvolme jakykoliv interval (a, b) cbsahujici bod ¢ (tedy ¢ < ¢ < b; rezdil b —
— a smi byt jakékoliv kladné &islo, tfeba 107°, 107'°° nebo je3té mensi). Budte

f(x), g(x) dw funkce, které pro vSechna x intervalu (a, b) spliiuji rovnost f (x) =

= g(x) (mimo interval (a, b) mohou se funkce f(x), g(x) od sebe libovolng lisit). Pak
tvrdim? je-li funkce f(x) spojitd v bodé c, je té# funkce g(x) spojitd v bodé c. Nebot
je-li funkee f(x) spojitd v bodé c, 1ze ke kaZzdému ¢ > 0 nalézt 6 > 0 tak, Ze ,,nerov-
nost

(11) If(x) = fle)l <&

plati pro viechna x intervalu (¢ — 5, ¢ + 8)*; tento vyrok (uvedeny v uvozovkach)
zistane ovSem spravny, zmensim-li J; volme tedy ‘hned 6 tak malé, aby interval
(¢ = 6, ¢ + &) byl &sti intervalu (a, b). Potom pro vicchna x intervalu (¢ — o,

13) Tyto hodnoty x jsou pravé viechny hodnoty x z intervalu (¢ — 6, ¢ + 9).
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¢ + 6) bude piatit rovnost g(x) = f(x), a tedy — vzhledem k (11) — nerovnost
lg(x) — g(c)| < &, takZe funkce g(x) je vskutku spojitd v bodg c.

Priklad 1. Funkce x* je spojitd v kaZdém bodé. Dikaz: BudiZ dano libovolné
islo c. Méme dokazat toto: je-li dano libovolné Cislo & > 0, existuje €islo 6 > 0
tak, Ze nerovnost |x* — ¢?| < ¢ plati pro viechna x intervalu (¢ — 4, ¢ + 9). Ted:
budiZ c, ¢ dino, hleddme pfislusné 6. Je-li & libovolné kladné &islo, plati pro viechna
x intervalu (¢ — 8, ¢ + &) toto:

|x —c]<$é;
Ix +¢] =|(x —¢) + 2| £ 2lc| + |x —¢c] <2lc|] +6;
(19) Ix* = =|x—c|.|x+¢c| <5.(Q2c|] +9).-

Nasi snahou je nyni nalézt 6 > 0 tak, aby bylo
(15) 5.2l +8) = e

potom totiZ bude podle (14) vskutku {x*> — ¢?| < & pro viechna x intervalu (¢ — 8,
¢ + 8). Omezme se na hodnoty ¢ < 1, takZe bude 2|c| + 6 < 2|c| + 1; bude-li
mimoto je3t& . (2|c| + 1) < ¢, bude jist& nerovnost (15) spln&na. Stadi tedy, zvoli-

me-li
6=Min(1,—°2—).
2le} + 1

Jak je patrno, neni tento diikaz .piili§ jednoduchy (podal jsem jej oviem dosti
rozvlaéng), ag §lo o velmi jednoduchou funkci x2. Proto uvedeme nyni dvé& jedno-
duché obecné véty, které nam dovoluji v mnohych pfipadech vySetfeni spojitosti
velmi zjednodusit.

Véta 97. Funkce f(x), g(x) budte spojité v bodé c. Potom také funkce |f(x)|,
J(x) + g(x), £(x) = g(x), f(x) g(x) jsou spojité v bodé c. Je-li nadto té g(c) + 0,
je te’z’funkcef(—x spojitd v bodé c.

g(x

Diikaz véty 97 bych sice mohl provést jiZ ted, ale radé&ji jej na chvili odloZim;
za chvili dojdu totiZ jesté k n&kolika vétdm podobnym, které pak odbudu viechny
najednou; prozatim prosim, aby mné& &tenaf na chvili véfil, Ze tato véta je spravna.
Smysl symboli f(x) + g(x) atd. je jisté jasny; napf. f(x) + g(x) je funkce, jeZ je
definovana pravé v téch bodech, kde obé funkce f(x), g(x) jsou definoviny; jeji
hodnota v kazdém takovém bodé je rdvna souétu hednot f(x), g(x). U podilu oviem
jesté pristupuje podminka g(x) + 0. Napf. je-li f(x) = /1 — x? (obor funkce:

. P
interval (— 1, + 1)), g(x) = x2 (obor funkce: interval (— 0, + oo))» Je%
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funkce, jejiz obor je mnoZina vsech x, pro néZ plati 0 < [x] < 1; ovSem je fE )
g(x

_Jiw
xz

Ptiklad 2. Raciondlni funkce % (kde P(x), Q(x) jsou mnohocleny) je spojitd
x

v kaZdém bodé, v ném? je jmenovatel Q riizny od nuly. Dikaz provedeme v nékolika
krocich: I. Konstanta je funkce spojitd v kaZdém bodg& c. Nebot je-li f(x) = a pro
kaZdé x, mame pfi libovolném ¢ a libovolném kladném & > 0 nerovnost |f(x) —
—f(¢)l = la — a] =0 < ¢ pro kaZdé x, takZe za 6 mohu vzit libovolné kladné
&islo. Tedy je vskutku f(x) spojita v libovolném bodé c. II. x je funkce spojita v kaZ-
dém bod€. Abychom to dokazali, poloZme f(x) = x a budiZ ¢ libovolné &islo. Mame
ukazat, Ze ke kazdému & > O existuje 6 > O tak, Ze nerovnost |f(x) — f(c)| < &
plati pro vSechna x, pro néZ je |[x — ¢| < 4. V tomto pfipadé lze poloZit 6 = ¢;
nebot f(x) — f(c) = x — ¢, takZe plati: je-li |x — ¢| < & =g, je |f(x) — f(c)| <e.
Tim je spojitost x v kaZdém bodé ¢ dokazéana. III. Z téchto dvou vysledki plyne
opétovnym pouZitim véty 97: Funkce x? = x.x, x> = x?.x,... jsou spojité
v kazdém bod¢ a tedy kaZdy mnohoclen je spojity v kazdém bodé; tedy konecné
podil dvou mnohoclent je spojity v kazdém bodé, v némZ je jmenovatel riizny od
nuly.

Ptiklad 3. Je-lia > 0, a % 1, je funkce log, x spojitd v kaZdém bodé ¢ > 0.
Diikaz: V tomto i v nasledujicim pfikladé méjte stile na paméti, Ze pro a > 1 jsou
funkce 4%, log, x rostouci (v intervalu (— oo, + o), resp. v intervalu (0, + oo);
viz piiklad 3 v § 3).

I. BudiZ pfedeviim a = e (takZe jde o funkci Ig x) vime, Ze e > 1. BudiZ¢ > 0,
&€ > 0. Zvolme dve &isla vy, v, tak, Ze

(16) Igv, =1gc—eg, lgv,=1gc+e, tj. v, =ce™®, v, =ce.

Jest v; < ¢ < v;. Zvolme kladné &islo 6 tak, aby interval (c — 8, ¢ + &) byl &asti
intervalu (vy, v,). Pro viechna x mtervalu (c — 8, c+0) jepak v, < x <v,a tedy
podle (16)
Igc—e=1gv, <lgx <lgv, =1gc+e¢,
ti.
llgx —1gc| <e,
¢imZ je spojitost funkce 1g x v bodé ¢ dokazéna.

II. BudiZ nyni a libovolné (ale oviem a > 0, a + 1). Potom jest podle véty

74, bod C
log, x = ]ﬁ
Ig a’

11 —- Jarnik: Diferencidlnl poZet I.
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takZe spojitost funkce log, x plyne z pfipadu I a z v&ty 97 (nebof g a je konstanta
riizna od nuly).

Ptiklad 4. Je-li a > 0, je funkce a* spojitd v kaZdém bodé. Diikaz: 1. Pro
a = 1 je v&c samoziejma, nebet 1¥ = 1 je konstanta. II. BudiZ a > 1. BudiZ c libo-
volné, ¢ > 0; hleddme piislusné 6. Zvolme v, tak, Ze

(17) a” =a+¢, tj. vy, =log,(a°+¢).
Dale volme v, takto: je-li ¢ < a“, volme v, tak, Ze
(18) a =a—¢, tji. v, =log,(a°—¢);

je-li &€ 2 af, nemiZeme v, tak volit (nebof je vidy a” > 0, kdezto a° — ¢ < 0);
v tomto pfipad& volme n&jaké v, < ¢, tfeba v, = ¢ — 1, takZe

(19) a">0za°—¢, v, <c.
V obou pfipadech je podle (17), (18), (19)
(20) ‘ a‘—s<a”‘<a‘<a"—a‘ +.&.

Tedy je v, < ¢ (Jmak by bylo v, 2 ¢, a” 2 a°), ¢ < v, (jinak by bylo ¢ 2 V2,

a® 2 a™). Lze tedy volit kladné &slo §. tak, Ze interval (¢ =8, ¢+ 9) je &sti in-
tervalu (v, v,). Pro ka?dé x intervalu (¢ — &, ¢ + &) je v; < x < v, a tedy podle
(20) a° — e S @™ < a* < a” =a° + ¢, tedy |a* — a°| <e, &mZ je spojitost do-
kézina. III. Budiz0 < a < 1; p_i)lQinie b= i > 1, tak¥e a* = -;—x; spojitost fun-
kce a* v kaZdém bodg plyne z pfipadu II a z véty 97.

Druh& obecnd véta o spojitosti funkci bude se tykat tzv. funkci sloZenych.
Budte f, ¢ dv& funkce. KaZdé hodnot& x (pro kterou funkce ¢ je definovana) pfi-
_ fadme hodnctu y rovnici y = ¢(x); této hodnot& y p¥ifadme hodnotu. z = f(y)
(pokud oviem je f(y) pro tuto hodnotu y definovéna). Tim jevi se ndm z jakoZto
funkce x; ka¥dému (pfipustnému) x je p¥ifazeno z timto pfedpisem: sestrojim napfed
y = ¢(x) a potom z = f(y) (pFipustné hodnoty x.jsou oviem ty, pro které symboly
@(x), f(v) maji smysl). Napf. je-li y = 3 — x2, z = ./, jevi se z jakc#to funkce x,
atoz=,/3-x%jeli y=x* z=(y +1)% je z=(x* + 1) jeli y=2x,
z = ¢, je z = e**. Obecng: je-li y = ¢(x), z = f(y), miZeme téZ psat z = f(@(x)),
nebot tato rovnice znamena vskutku: z je hodnotou funkce f v bod& ¢(x), tj. z je
hodnota f(y), kdeZ y znagi hodnotu ¢(x). Funkcim danym v tomto tvaru fikame
»funkce sloZené*“. Podotykam, Ze se tento nazev tyka pouze zpiisobu vyjddreni
funkce, nikoliv jeji podstaty; napf. budi¥ z = x? + 1; chceme-li, miiZeme psat z
ve tvaru funkce sloZené: z = y + 1, y = x2. Ale s mnohymi funkcemi s: nejpohodl-
néji pracuje, jsou-li dany ve tvaru ,,sloZené funkce*; proto se slcZenymi funkcemi
zabyvame. Vyskytuji se ovSem té% funkce vicenasobné sloZené, napt. u = f(o(¥(x)));
to znali: je-li x déno, je pfisluiné u dano takto (maji-li viechny napsané
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symboly smysl): y = Y(x), z = ¢(y), u = f(z). O spojitosti sloZenych funkci
plati tato véta:

Véta 98. BudiZ ¢(x) funkce spojitd v bedé c; budiZ ddle f(y) funkce spojitd
v bodé d, kde d = ¢(c). Potom funkce f(¢(x)) je spojitd v bodé c.

Dikaz. BudiZ ¢ > 0. Mame zjistit, Ze existuje &islo > 0 tak, Ze nerovnost

@1 1f(e(x)) = flo()l < e

plati pro viechna x, pro néZ je [x — ¢| < é. Pcdle definice &isla d Ize nerovnost (21)
psat ve tvaru

(22) If(e(x)) — f) <e.
JeZto funkce f je spojita v bodé d, existuje kladné &islo i tak, Ze nerovnost
(23) Ify) —f@dI <e

plati pro viechna y, pro n&Zje [y — d| < n. JeZto dale funkce ¢(x) je spojita v bod& c,
existuje ke kladnému ¢islu #, které jsm: pravé cbdrZeli, kladné &islo o tak, Ze pro
viechna x, spliiujici nerovnost |x — ¢| < &, plati nerovnost

(24) lo(x) — o(c)l <n &li |p(x)—dl<n.

BudiZ nyni x libovolné Cislo, pro néZ plati nerovnost |x — ¢| < d; pro zkrceni
polczme y = ¢(x). Potom plati (24), tj. |y — d| < ; tedy plati (23), tj. |f(y) — f(d)] <
< ¢ &ili |f(o(x)) — f(d)] < &; tedy plati (22) a véta je tim dok4zéna.

Poznamka. Opétcvnym uZitim této véty dostavame obdobné véty pro funkce
vicenasobné slcZené. Napt. budi h(x) spcjita v bedé ¢y, g(x) spojitd v bodg ¢, =
= h(c,), f(x) spojita v bod& c; = g(c,); potom je funkce f(g(h(x))) spcjité v bedé c,.
Diikaz: poloZme ¢(x) = g(h(x)); podle véty 98 je funkce ¢(x) spcjith v bod ¢,;
dale je ¢(c,) = g(h(cy)) = g(cz) = c5 a funkce f je spcjitd v bodé& c;. Podle véty 98
je funkce f{p(x)) = f(g(h(x))) vskutku spojitd v bcdg ¢,. '

Piiklad 5. Funkce lg(x2 + 1) je spojitd v kazdém bodé. Dikaz: PclcZme
z=Igy, y=x*+1, &li z=1g(x* + 1). Zde je y spojitou funkci x v kaZdém
bodg c; pFislusn4 hodnota d = ¢ + 1 je kladnd, takZe z je spojitou funkci y v bod& d
(viz ptiklad 3). Tedy je vskutku podle véty 98 z spcjitou funkci x v kaZdém bodg c.

Ptiklad 6. Funkce x* je spojitd v kazdém bodé ¢ > 0. Dikaz: x* = ('*)* =
= ¢*'%* Polcime z = &, y = x Ig x, takZe z = x*. Podle pfikl. 3, 2 a podle véty 97
je funkce x Ig x spcjita v kaZdém bodg& ¢ > 0, funkcee €” je pak spojita (podle piikl. 4)
vibec v kazdém bodg. Z toho plyne podle véty 98, Ze z je spojitou funkci x v kazdém
bodé ¢ > 0.

Ptiklad 7. Funkce x" je pfi celém n raciondlni funkce proménné x a tedy je
podle pfikl. 2 pfi n = 0 spojita v kaZdém bodé, pfi n < 0 v kaZzdém bcdé& ¢ & 0.

e
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Vy3ettime jesté funkci x” pfi necelém n (a oviem jen pro kladna x). Tvrdim: funkce
X" je spojitd v kaZdém bodé ¢ > 0. Dukaz: PoloZme z = ¢’, y = nlgx, takZe z =
= ¢"® = (¢'®*)" = x"; dlkaz se dokondi jako v pFikl. 6.

x2

Pfiklad 8. Funkce ;T—l-je spojitd v kazdém bodé. Dikaz: PoloZme u =
e —

_z—1

2z — 1 »
y je = 0, tedy prisluni hodnota z je = e° = 1; z je spojitou funkci y v kazdém
bodg; koneéné u je spojitou funkci z v kaZdém bodé, vyjma v bod¢ z = % Ale nase
»prislu§na* hodnota z je jist&¢ = 1, takZe ta vyjimednd hodnota ;— nevadi, tedy je
‘u vskutku spojitou funkci x v kazdém bodg.

Podivejme se na funkci /3 — x* z § 1, prikl. 4. Tato funkce je definovana
v intervalu {— \/ 3, \/ 3) a neni definovana v Z4dném bod& mimo tento interval.
V kazdém bodg intervalu otevFeného (— \/ 3, \/ 3) je tato funkce spojita, coZ plyne
takto: budiZ [¢| < \/5; piSme z = \/}, y = 3 — x?; y je spojitou funkci x v bod& c;
prislusna hodnota y je d = 3 — ¢? > 0; tedy podle prikl. 7 je z spojitou funkci y
v bodé d; podle véty 98 je tedy z spojitou funkci x v bodé c. V bodé \/ 3 oviem
nemiiZeme o spojitosti funkce \/ 3 — x2 mluvit, protoZe vpravo od bodu \/3 funkce
viibec neni definovana. Ale z obr. 8 tuime, Ze jakousi ,,spojitost* funkce \/ 3 _x2
v bodé \/ 3 pfece jeité bude mit; abychom tento pFipad a podobné pripady mohli
pohodIné vystihnout, zavadime vedle pojmu spojitosti je§té€ pojem spojitosti zprava
a spojitosti zleva takto:

,z = ¢, y = x*. Funkce x? je spojitd v kazdém bodg; prislusna hodnota

Definice 18. Rikdme, %e funkce f(x) je spojitd zprava v bodé c, jestliZe ke kaZ-
dému kladnému ¢islu e existuje kladné &islo 6 tak, Zenerovnost|f(x) — f(c)| < & plati
pro vSechna x, jeZ spliiuji nerovnosti ¢ < x < ¢ + . Rikdme, ?e funkce f(x) je spojitd
zleva v bodé c, jestliZe ke kasdému kladnému &islu ¢ existuje kladné &islo 0 tak, Ze
nerovnost | f(x) — f(c)| < ¢ plati pro viechna x, jeZ spliiuji nerovnostic — 6 < x <
<c.

Vidime, Ze definice spojitosti zprava se zcela podoba definici spojitosti; jediny
rozdil je v tom, Ze si pfi spojitosti zprava v bodé& ¢ viibec nev§imame on&ch hodnot x,
jeZ leZi vlevo od c. Podobné si pfi spojitosti zleva v bodé ¢ neviimame onech hodnot x,
jeZ lezi vpravo od c¢. K definici 18 lze pfipojit poznadmky zcela podobné tém, které
jsme pfipojili k definici 17; proto je vyslovim uZ zcela stru¢né:

1) Je-li funkce spojita zprava (popf. zleva) v bodg c, je jist& definovana v jistém
intervalu ¢, b), kde b je jisté &islo v&tsi neZ c (popf. v jistém intervalu (a, c), kde a je
jisté &islo mensi neZ c).

2) Jezto nerovnost |f(x) — f(c)| < ¢ je (pti kladném ¢) jist& spln&na pro x = ¢,
1ze v definici 18 nahradit nerovnosti ¢ £ x < ¢ + 6 nerovnostmi c < x < c + &
‘anerovnostic — & < x < ¢ nerovnostmic — 6 < x < c.
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3) Také spojitost zprava a zleva v bod& ¢ je lokélni vlastnosti funkce f(x)
(ba dokonce je§té o n&co ,,lokaln&jsi* nez spojitost): plati-li rovnost f(x) = g(x)
pro viechna x intervalu {c, b), kde b je jisté &islo v&t3i neZ c a je-li funkce f(x) spojita
zprava v bodg c, je téZ funkce g(x) spojita zprava v bod& c. Podobné pro spojitost
zleva, pouze je nutno interval {c, b) nahradit intervalem (a, c), kde a < c.

Témet samoziejma je véta:

Véta 99. Funkce f(x) je spojitd v bodé c tehdy a jen tehdy, je-li v bodé c spojitd
zprava i zleva.

Dukaz. I. BudiZ f(x) spojitd v bodé c. Ke kaZdému ¢ > 0 existuje tedy 6 > 0
tak, Ze nerovnost

(11) ) - F@)] < e

plati pro vechna x intervalu (c — &, ¢ + J); nerovnost (11) plati tedy jednak pro
vSechna x, pronéZjec — 8 < x < ¢, jednak pro vSechna x, pronéZzjec < x < ¢ +
+ 8; tedy je funkce f(x) spojitd v bod& ¢ zleva i zprava.

II. BudiZ f(x) spojita zleva i zprava v bodg c. Potom ke kaZdému ¢ > 0 existuji
dvé &isla 6; > 0, 8, > O tak, Ze nerovnost (11) plati pfedng& pro viechna x, pro n&z
jec — 6; < x £ ¢, za druhé pro vSechna x, pro néZ je ¢ £ x < ¢ + J,. PoloZime-li
tedy & = Min (9,, 8,), plati nerovnost (11) pro viechna x intervalu (¢ — 6, ¢ + 9);
tedy je f(x) spojita v bodg c.

Pfiklad 9. Doké4zeme, Ze funkce /3 — x2, o niZ jsme mluvili pfed definici 18,
Jje spojita zleva v bod& \/.‘_’, JeZto hodnota této funkce pro x = \/5 je 0, méme podle
definice!#) dokazat toto: budiZ ¢ libovolné kladné &islo; potom existuje &islo 6 > 0
tak, Ze nerovnost |\/ 3 —x2—0] <edili \/ 3 — x2 < ¢ plati pro vSechna x intervalu
(\/3 -0, \/5). Pro kladné x < \/3 znamena nerovnost \/3 — x2<¢gtotéZco 3 —
—x? <, x? >3 —¢%Jelie = /3, je 3 — ¢ < 0 a tedy je nerovnost x* > 3 —
— &2 splnéna pro kazdé x > 0; (v tomto pripadé lze tedy zainterval (/3 — 9, \/3)
vzit interval (0, \/3), tj. lze poloZit & = ,/3; skutetn&!®) pro /3 — /3 < x < /3
je 0<x <3, 3 - x? <\/3 <e). BudlzzadruheO<e<\/3 potom je 3 —
— &2 > 0 a nerovnost x?> > 3 — ¢ znamend pro x > 0 totéZ co x > /3 — &2,
takze za interval (/3 — 8, /3) miZeme vzit interval (\/3 — &2, \/3), tj. Ize poloZit
V3-0=3= e, tji. =3 —./3 = . Vskutku ,1%) zvolime-li takto &, je
predné 0 < 8 < /3; zadruhe je-li x v intervalu \/3 —6,4/3),je0<x </3, x >
>/3-0=/3-¢%, x*>3 —¢% 3-x2<¢ \/3—x2<a Tedy vskutku
ke kazdému ¢ > O prislusné 6 > O existuje, ¢imZ je dikaz proveden. Zaroveii je vidét,

14) Uzivam hned pozniamky 2) k definici 18, podle niZ smim nerovnosti ¢ — 6 < x = ¢ nahradit
nerovnostmic — 0 < x < c.

'5) Tento vypotet bychom si oviem mohli odpustit, je#to je vlastn& uz obsaZen v piedeslé
uvaze.
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jak Ize 8 volit: je-li ¢ = /3, Ize volit 6 = \/3;je-li 0 < ¢ < /3, lze volit § = \/3 —
— /3 — &2 (pfesv&déte se Ciselnym vypcdtem, tieba pomoci legaritmickych tabulek,
Ze pro malé ¢ — tieba proe = %. £= 3—15, g = 1—;3 — vam vyjdou téZ malé hodnoty

8). Podobnég by se dokazala spojitost zprava v bodé — \/3.

Piiklad 10 (snazsi). Je-li n > 0, definovali jsme funkci x" v intervalu <0, + 00);
tato funkce je v tomto intervalu rostouci (§ 3, pikl. 1) a v kazdém bod& ¢ > 0 je
spojita (piiklad 7).\'Dokaime jesté, Zz tato funkce x" je pfi n > 0 spojitd zprava
v bodé nula.l‘) JeZto 0" =0, x" > 0 pro x > 0, mame dckazat toto: Je-li ¢ > 0,
existuje kladné &islo & tak, Ze pro vSechna x intervalu (0, d) je |x" — 0] < &. tj.
x" < g. Tvrdim, Ze této podmince vyhovuje kladné &islo § = &'/"; vskutku, je-i0 < x <
< &' je 0 < x" < (¢"")" = ¢. Tim je ditkaz proveden.

Véta 100. Véta 97 (o spojitosti prosté hodnoty, soudtu, rozdilu, soucinu a po-
dilu dvou funkci) zistdvd sprdvnou, nahradime-li v ni slovo ,.spojitd’* viude slovy
,,Spojitd zprava‘* nebo vSude slovy ,,spojitd zleva“.

Napt.: sou¢in dvou funkci spojitych zprava v bod€ ¢ je funkce spojita zprava
v bodé c. Diikaz véty 100 provedu — podobné jako u véty 97 — aZv § 5.

Naproti-tomu véta 98 se stane nespravnou, nahradime-li v ni slovo ,,spojita‘
viude slovy ,,spojita zprava*; viz o tom cvideni 4, 5.

Cviceni

1. Funkce f(x), g(x) budte spojité v bodé ¢, f(c) > 0. Potom funkee f(x)?*X) je spojita v bodé
< (uvedte ji na tvar e9(®) Ie £(x),

2. Jsou-li a, b, A, B (&isla, je

|Max (a, b)) — Max (4, B)| = Max (la — 4|, |b — B)).

(Navod: nisledkem symetrie stafi dokdzat Max (a, b) — Max (4, B) < Max (la — 4|, |b — B)),
a to v pfipadé€ a = b; potom viak a — Max (4, B) < a — A).

3. Jsou-li funkce fy, f3, ..., f, spojité v bodg ¢, jsou téz funkce P(x) = Max (f1(x), f5(x), ...
<o (X)), (x) = Min (f((x), f5(x), ..., f(x)) spojité v bod& ¢ (pro n = 2 uZijte cviteni 2, dile
indukei).!7)

4. Budizop(x) = — x> + 1; () =2proy = 1,f(») =0 pro y < 1; @ je spojitd v bodé 0;
S je spojitd v bod€ ¢(0) = 1 zprava; ale f(¢(x)) neni v bodé 0 spojitd zprava ani zleva (nebot
S(@0) =.2, f(p(x)) = 0 pro x = 0).

5. Zato plati (dokazte!): je-li ¢ spojitd zprava v bod& ¢ a funkce f spojita (oboustranng)
v bodé d = ¢(c), je f(p(x)) spojitd zprava v bodé c.

16y Je.li n celé kladné, je oSem x" racionalni celistva funkce a tedy j: dzfinovéna a spojita
v kazdém bodé€ vibec.

17y yyznam symbold je jasny: pro kazdé x, pro n&z f1(x), ..., f,(x) jsou definovany, je @(x) rovno
maximu z téchto n Cisel. Napf. D(x) = Max (x, x%) mé tyto hodnoty: @(x) = x? pro x < 0
aprox 21, P(x)=xpro0<x <1.
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§ 5. Limita funkce. Vezm&me napf. funkci f(x) = . Tato funkce je zfejmé

definovana a spojita v kazdém bodé& riizném od nuly. Pro x = 0 oviem tato funkce
neni definovidna. Bod x = 0 ma tedy jakési zvlastni postaveni a je pochopitelno,
Zc nas bude priibeh funkce f(x) pravé v okoli bodu 0 zvlastg zajimat. Dosazujete-li do
funkce f(x) za x hodnoty blizké nule (ale oviem riizné od nuly), zjistite, Ze hodnota
funkce f(x) se malo li3i od jedni¢ky (oviem zatim bych vam nedoporudoval, abyste.
toto dosazovani provadéli, protoZe nemame dosud prostfedk k pohodlnému poéitani
hodnoty e*; tyto prostiedky ziskdme aZ pozdgji). Tuto okolnost vyjadfujeme slovy,
X

Ze funkce e —1

ma v bod€ O limitu 1. Aby tento vyrok mél piesny smysl, musime
x

pojem limity pfesné definovat, coZ nyni uinime.

Definice 19. Rikdme, %e funkce f(x) md v bodé c limitu A, jestliZe ke kazdému
kladnému ¢islu ¢ existuje kladné éislo 6 tak, Ze nerovnost

(25) If(x) — 4] <
plati pro vSechna x, pro néZ je0 < |x — ¢| < 6.

Ony hodnoty x, pro né€Z jsou splnény nerovnosti 0 < |x — ¢| < J, jsou oviem
ony hodnoty x intervalu (¢ — 8, ¢ + &), jeZ jsou rizné od c. Smysl definice 19 je
jisté jasny Ctendfi, ktery si promyslil definici spojitosti v § 4. PFiblizné feeno, fika
definice 19, Ze pro hodnoty x blizké hodnot& ¢ (ale rizné od c) je hodnota f(x)
velmi malo odli§na od &isla A. V definici 19 se viibec nemluvi o hodnot& f(c), tj.
o hodnotg funkce f(x) v bod& ¢ samotném, takZe existence ani hodnota limity funkce
f(x) v bodg& ¢ nezavisi na hodnotg f(c), ba ani na tom, zda f(c) je viibec definovano
ncbo ne. Podobng jako u spojitosti zavadime téZ zde limitu zprava (pfi niZ se stardme
pouze o hodnoty x vpravo od c) a limitu zleva (pfi niZ se starime pouze o hodnoty x
vlevo od ¢):

Definice 20. Rikdme, %e funkce f(x) md v bodé ¢ limitu zprava (pop¥. zleva)
A, jestliZe ke kazdému kladnému C&islu ¢ existuje kladné &islo 6 tak, Ze nerovnost
(25) plati pro vsechna x intervalu (c, ¢ + ) (pop¥. pro vSechna x intervalu (c — 6, c)).

Zase se zde nemluvi o hodnoté f (c) (v8imn&te si, Ze jde o otevFené intervaly
(c.c + ), (¢ — &, ¢), k nimZ bod ¢ nepatfi). O limitach plati n&kolik jednoduchych
vét, z nichZz dvé ihned uvedeme.

Véta 101. Funkce f(x) md v bodé ¢ nejvyse jednu limitu, a rovnéz nejvyse jednu
limitu zprava a nejvyse jednu limitu zleva.

Poznamka 1. Viz podobnou vétu 51 o posloupnostech.

Dukaz. Predpokladejme, Ze dv& rizna &isla 4, B (4 # B) jsou soudasné limi-
tami funkce f(x) v bod¢ c¢; z toho mame odvodit spor. PoloZme ¢ = %IA — B,
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takZe ¢ > 0. Podle pfedpokladu (a podle definice 19) existuji dvé kladna &isla 94, ;
s touto vlastnosti: je-li 0 < |x — ¢|] < &, je If(x) — Al <& je-li 0 < |x —¢| <
< 8,5, je If(x) — Bl <e. Zvolme x tak, aby bylo 0 < |x — ¢| < Min (8y, 6;)
(to je meZno, napf. x = ¢ + % Min (8,, §,)). Potom vychdzi |4 — B| = |A —
— f(x) + f(x) — Bl £ |[A — f(x)|+|f(x)— Bl <&+ &=2¢,tedy |4 — B| < 2¢; ale to
je nemoZno, nebot |4 — B| = 2e.

Diikaz pro limitu zprava nebo zleva je obdobny.

Limitu funkce f (x) v bodé& ¢ budeme znadit (existuje-li ov§em) znakem lim f(x);
limitu funkce f(x) v bod& ¢ zprava popf. zleva budeme znagit znakem lim f(x).

x—=c+
popf. lim f(x).'®) Poznamenejme, Ze rovnice lim f(x) = A zna&i vlastn& dvé tvrzeni:

x=c— x=c
predng, Ze limita funkce f(x) v bodé ¢ existuje (a je tedy oviem podle véty 101 jedno-
znatnd stanovena) a za druhé, Ze hodnota této limity je pravé &islo A (podle nascho
oznadeni je lim f(x) ur¢ité &islo, a to pravé ono ¢&islo, jeZ je limitou funkce f(x)

xX=c

v bodé c).
Véta 102. Rovnice lim f(x) = A plati tehdy a jen tehdy, je-li

X—=C

(26) lim f(x) = lim f(x)= 4.
x=c+ x=c—
Slovy: Limita funkce f(x) v bodg c existuje tehdy a jen tehdy, existuji-li v bodé ¢
limity zprava a zleva a jsou-li si rovny; potom se limita rovna spoleéné hodnoté
limit zprava a zleva.

Dikaz. I. Necht lim f(x) = A. Potom ke kaZdému & > 0 existuje & > O tak,

Ze nerovnost
(25) If(x) — 4l <e

plati pro viechna x, pronézje 0 < |x — ¢| < 4, tj.: pro vechna x intervalu (¢ — 6, )
a rovn&Z pro viechna x intervalu (c, ¢ + 6). Tedy plati (26).

II. Necht plati (26). Potom ke kazdému & > 0 existuji &isla 6, > 0, 5, > 0
tak, Ze nerovnost (25) plati pro vSechna x intervalu (¢, ¢ + J,) a rovn&Z pro viechna x
intervalu (¢ — &5, ¢). PoloZme & = Min (6,, §,) (§ oviem zavisi na ). Pro kaZdé x
rizné od c, jeZ leZi v intervalu (¢ — 6, ¢ + 6), je budto ¢ — 8, < x < c a tedy plati
(25), nebo je ¢ < x < ¢ + &, a tedy rovn&Z plati (25). Cili: (25) plati pro viechna x
intervalu (¢ — 8, ¢ + 9), jeZ jsou riizna od c. Tedy je vskutku lim f(x) = 4.

x=c
K definicim 19, 20 lze udinit podobné pozndmky jako k definicim spojitosti
(definice 17, 18).

18) Nekteti autofi pisi znameni = misto —, d4le ¢ + 0 misto ¢ +, ¢ — 0 misto ¢ —; takze
papf. limitu funkce f(x) v bod& c zleva zna&i znakem lim f(x).
x=c-0
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1. Ma-li funkce f(x) limitu v bodg c, je jist& definovana ve vSech bodech jistého
intervalu (¢ — &, ¢ + ) (8 > 0), vyjma v bod& ¢ (v bodé ¢ miZe, ale nemusi funkce
f(x) byt definovéna). M4-li funkce f(x) v bod& ¢ limitu zprava (pop¥. zleva), je jist&
definovana ve viech bodech jistého intervalu (c, ¢ + ) (popt. (¢ — 5, ¢)) (6 > 0).

2. Limita je opét ,lokalni vlastnost* funkce f(x). Existuje-li jisty interval
(a, b) obsahujici bod ¢ tak, Ze ve viech bodech intervalu (a, b), vyjma nejvyse
v bodg ¢, je f(x) = g(x), potom plati: existuje-li lim f(x), existuje také lim g(x)

] x-c ) x-c
a je lim g(x) = lim f(x). Podobng: jestlize pro viechna x jistého intervalu (c, b)

(b > ¢) plati rovnice f(x) = g(x) a existuje-li im f(x) existuje téZ hm g(x) aje

11m g(x) = lim f(x) Podobng& pro limitu zleva.

Napadna podobnost definici 17 a 19 néas vede k domnénce, Ze mezi spojitosti
a limitou je uzky vztah: zkoumeime jej. Nahradime-li v definici 17 nerovnost (12)
nerovnostmi (13) 0 < |x — ¢| < & (coZ smime podle poznim-
ky 2 k definici 17), vidime, Ze vyrok ,,funkce f(x) je spojitd v bo-
dé ¢** znamena totéZ jako vyrok: ,,ke kaZdému & > 0 existuje
§ > Otak, Ze nerovnost | f(x) — f(c)| < .plati pro viechna x, pro
nézje 0 < |x — ¢| < 6“. Ale tento vyrok znameni podle definice
19 totéZ jako vyrok ,lim f(x) = f(c)*. Tim dostavime vétu:

Véta 103, Funkce f(x) je spojitd v bodé c tehdy a jen tehdy,
je-li

lim f(x) = f(c) .

Obr. 19,

Slovy: f(x) je spojita v bodé ¢ tehdy a jen tehdy, existuje-li limita
funkce f(x) v bodé& c a je-li tato limita rovna hodnotg, které funkce f (x) prave v bode
¢ nabyva. Pnklad to snad jesté 1épe osvétli:

Pfiklad 1. Funkce f(x) = 3x je spo_uta v kaidem bodg, tedy téZ v bodé 2;
jest f(2) = 6, tedy (podle véty 103) lim f(x) = 6. Zm&iime funkci f(x) takto: pro
x—2

kaZdé x + 2 budiZ g(x) = 3x; dale budiz g(2) = 4. JeZto pro x =* 2 je g(x) = f(x),

jelim g(x) = lim f(x) = 6; ale g(2) = 4 =* 6, tedy funkce g(x) neni spojita v bodé 2;
x—2 x—+2

viz obr. 19.

Srovnanim definice 18 s definici 20 obdrZime podobné tuto ,,jednostrannou‘
vétu:

Véta 104. Funkce f(x) je spojitd v bodé c zprava (popr. zleva) tehdy a jen tehdy,
je-li ‘
lim f(x) = f(c) (pop¥. hm f (x) = f(c)).

x=c+
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Ptiklad 2. Budiz f(x) funkce z paragrafu 1, pfikl. 7. Pro x < 0 je f(x) =2 + x,
tedy lim f(x) = .lim (2 + x) = 2 + 0 = 2 (jezto funkce 2 + x je viude spojita).

x—=0- x=0—

Podobné pro x > Ojef(x) =1, tedy llm f(x) lim 1 = 1. Obg limity jsou riizné,

x—=+0+

tedy lim f(x) neexistuje (véta 102). Mlmoto je f(0) = 2, takZe funkce f(x) (podle
x—=0 :
véty 104) je v bodg O spojité zleva, ale nikoliv zprava.

Definice 19, 20 pfipominaji definici 6 (pro limitu posloupnosti); da se proto
oéekavat, Ze budou pro limity funkci platit véty, obdobné vétam, jeZ jsme dokazali
pro limity posloupnosti; tomu tak vskutku do znaéné miry jest; jednu takovou ana-
logii jsme uZ poznali (srovnej vétu 101 s v&tou 51); dvé& vty tohoto razu si nyni
odvodime.

Véta 105. Budiz lim f(x) = lim h(x) = A; necht existuje ¢islo b > c tak, Ze

x=c+ x=c+

pro viechna x intervalu (c, b) jest f(x) < g(x) < h(x); potom jest lim g(x) =

x=c+

(Obsirn& fe€eno: ,,potom existuje lim g(x) a rovna se spole¢né hodnoté &isel lim f (x)

x—=+c+ x—=ct+
lim h(x).“)

x—=c+

Dtikaz. BudiZ ¢ libovolné kladné ¢islo; podle pfedpokladu existuji kladna &isla
3y, 0, tak, Ze nerovnosti 4 — ¢ < f(x) < A + ¢ plati .pro viechna x intervalu
(c, ¢ + 8,) a nerovnosti A — & < h(x) < A + & pro viechna x intervalu (c, ¢ + §,).
Polcme & = Min (8;, 3,, b — ¢). Je-li x &islo intervalu (c, ¢ + ), leZi x soudasné
v intervalu (¢, ¢ + &y), y intervalu (¢, ¢ + &,) i v intervalu (¢, b), takZe plati

A-—e<f(x)£g(x)Shx)<A+e.

Pro viechna x intervalu (c, ¢ + 6) plati tedy nerovnost |g(x) — A] < ¢, &mZ je véta
dokazana.

Poznamka 2. Ctenat dovede zajisté vyslovit a dokdzat obdobnou vétu pro
limitu zleva a pro limitu (misto limita fika se leckdy ,,oboustranné limita, aby se
tento pojem vyrazngji odlisil od ,,jednostranné limity*‘ zprava ¢&i zleva).

Ptiklad 3 (velmi dilcZity). Na zadatku tohoto paragrafu jsem vyslovil bez di-
kazu tvrzeni, Ze

(27) imS =11,

x=0 X

Toto tvrzeni nyni dok&Zeme. Vysetfime napfed limitu zprava. Budiz 0 < x < %
Urgime pfirozené ¢islo n tak, Ze

{28) <x £

3 |-

n-+1
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tyto nerovnosti znadi totéZ co

(29) nsl<nii;
X

nerovnosti (29) budou pak splnény, zvolime-li n = [1], coZ udinime; jeZto ! > 2,
x o ox

jest n > 2. Z nerovnosti (28) a z nerovnosti (viz pfiklad 2 v kap. II, § 4)

1 n+1 1 n
1+ <e<({l4 ———
n+1 n-—1

plyne
e<e"<1 + 1 , e >l 51 4 .
n—1 n+1
Podle (29) je
”_1>1_2____1—2x’ 1 < X :
x x n—-—1 1-2x
n+1<lpgttx 1 5 X
x x n+1 1+«x
a tedy
(30) 1+ > <ef<l+—> pro0<x<?
1+x 1-2x .

Odectu-li jednicku a délim kladnym &islem x, dostavam

1 e -1 1
(31) < < pro 0 <x < 3.
1 +x x 1-—2x
e , 1 1 <
Ze spojitosti funkci , v bod¢€ O plyne -
1—-2x 1+ x
lim 1 _ 1 =1, lim 1 =—1——=1
==0+1—-2x 1-2.0 x~o+1+x 1+0
a tedy podle (31) a podle véty 105 téz
im &1,
x-0+ X
Vysetfime nyni limitu zleva. Budiz — % < x < 0apoloZme y = — x,takZze0 < y <

< 3. Podle (30) bude tedy (uvedu-li vlevo a vpravo na spole&ného jmenovatele)

1+2y<ey< l—y.
1+y 1 -2y
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rye ; ) v £ vy v 1 ;
Zde pisi zase — x misto y a vezmu prevracené hodnoty <pr1cem2 oviem — =¢” ),
e

¢imZ ovSem nerovnosti obrati smysl:

1—-x _ . _1+2 1 '
>e > pro —3;<x<0.
1-2x 1+ x
Odeétu-li jedni¢ku a délim pak zdpornym &islem x, dostanu po fadé
(32) ¥ seogs_x 1 e-1 1
1-2x 1+x 1-2x x 1+ x
pro —2 <x<0. Z existence limit lim = lim =1, z (32)

220- 1 — 2% x-0- 1 4 X
(druha polovina) a z véty obdobné k v&t& 105 (pro limitu zleva) plyne

-1

lim =1.

x—0-— X

Véta 106. Budi? lim f(x) = A, hm g(x) = B. Potom je lim |f(x)| = [Al,

XxX=*c

lim (/) + g() — A+ B, lim (f(x)—g(x)) A=B, limf(x).q(s) = 4B.

Je-li nadto B # 0, je téz. hmf( ) —. .
x=c g(x) B

Dikaz je obdobny diikazu vét 55, 56; proto jej provedu dosti rychle.

I. BudiZ & > 0. Podle pfedpokladu existuje &islo 6 > 0 tak, Ze plati |f(x) —
—Al<e jeli 0<|x—c| <0 Tim spiSe je pak [|f(x)| — 4]l < &'?) tedy
lim | f(x)| = |Al.

P ind
II. BudiZz ¢ > 0, takZe také %s > 0. Podle pfedpokladu existuji &isla 6, > 0,

d, > 0 tak, Ze plati

(33) If(x) — 4] <

lg(x) — Bl <3¢, jelli O0<|x—c|<3,.

N

g, jeli O0<|x—c¢| <d;;

PoloZme & = Min (8, 8,); je-li 0 < |x — ¢| < &, mame podle (33)

If(x) + g(x) — (A + B)| £ |f(x) — Al + |g(x) — Bl < }e + 3¢ = ¢,
If(x) —g(x) —(A =B S If(x) —Al + |B—g(x)| <3+ 3 =¢,
¢imZ druhé a tfeti tvrzeni dokazano.
19) Nebot je obecn ||a] — |b]| < |a — b]; to plyne ze vzorct (14), (15) v kap. T, § 2:
la =6l <la—b], [b] —]a] <l|a—b],
nebof |x] = Max (x, — x) a tedy
lla] — [6]] = Max (|a] — |b], [6] — la])
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III. Existuje &islo 6; > 0 tak, Ze plati: je-li 0 < |[x — ¢| < &y, je |f(x) — 4] < 1
a tedy

(34) ) =14+ (f(x) — A < 4] + |f(x) — Al < |4] + 1.

Dale je

(39) f(x) g(x) — 4B = f(x) (9(x) — B) + B(f(x) — 4) .

BudiZ ¢ kladné ¢&islo; poloZme ¢, = —8—, takZe ¢, > 0. Tedy existuji Cisla
|A] + |B| + 1

Jd, >0, 65 > 0 tak, Ze plati

(36) If(x) — Al <eg, jeli 0<|x—c| <d,;

lg(x) — Bl <&, jedi 0<|[x—c|] <.
Polozme & = Min (8,, 8;, 65); je-li 0 < [x — ¢| < 6, je podle (35), (34), (36)
If(x) g(x) — AB| < (l4| + 1) & + |Bl ey =&,
éimZ je téZ &tvrté tvrzeni dokazano.
IV. Piedpokladejme B + 0, takZe |B| > 0. Existuje pfedevsim §, > 0 tak, Ze

plati: je-li 0 < |x — c| < &y, je [g(x) — Bl < 3IB|, tedy |B] < |g(x)| + |B — g(x)| <
< |g(x)| + 3IBI, tedy |g(x)| > |B|] — 3|B| = 1|B|, takZe ptedné g(x) =+ O a za druhé

1 _ l‘ _IB—g() _ IB—g(x)
g(x) B| lg9(x).B — 3B

Budiz & kladné &islo; zvolme ¢, = 2B%, takZe ¢, > 0; existuje &islo &, > 0 tak, Ze
plati

(37)

(38) lg(x) — Bl <&, jeli O0<|[x—c|<d,.

PoloZme 6 = Min (J,, 8,); je-li 0 < |x — ¢| < &, je podle (37), (38)

L _MoB ek fim— =1,
g(x) B 2 xvcg(x) B
Podle III potom je
tim 7®) —fimp() . A = a L o4
x=c g(x)  x-e g(x) B B

¢imZ je 1 posledni tvrzeni dokazéano.

Véta 107. Véta 106 ciistdvd v platnosti, nahradim-li v ni slovo ,,limita* viude
slovy ,limita zprava* nebo vsude slovy ,,limita zleva*“.
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Dikaz je podobny jako u véty 106; pouze nerovnosti tvaru 0 < |x — ¢| < &
je nutno nahradit nerovnostmi tvaru ¢ < x < ¢ + §, popf.c —d < x < c. .
Nyni jiZ mohu pfedvést tendfi diikazy vét 97, 100, které jsem mu zistal dluZen.

Dikaz vEty 97. Funkce f(x), g(x) budte spojité v bod& c. Podle vity 103 je
tedy lim f(x) = f(c),*°) lim g(x) = g(c); podle véty 106 je tedy lim |f(x)| = |f(c)].
lim (f(x) + g(x)) = f(c) + g(c), lim (f(x) — g(x)) = f(c) — g(c), limf(x) g(x) =
= f(c) g(c) a v ptipadé g(c) + 0téz

lm@ = f_(_c_) .
a(x)  g(c)

Ale rovnost lim (f(x) + g(x)) = f(c) + g(c) znamena, Ze funkce f(x) + g(x)
ma v bod€ ¢ limitu, jcZ se rovna hodnotg, které funkce f(x) + g(x) nabyva pravé
v bedé c; tedy je funkee f(x) + g(x) podle véty 103 v bod& ¢ spojita. Podobné& u prosté
hodnoty, rozdilu, soudinu a podilu.

Diikaz véty 100 probiha podobné jako dikaz véty 97; pouze misto vét 103,
106 uZijeme vét 104, 107.

Ctenaf meoZna céekava, Ze dokazi pro limity slcZenych funkci tuto vétu, obdob-
nou vét& 98 (pro spojitost slcZenych funkci): ,Je-li lim o(x) = d, limf(y) = k,

x=c | x—+d
je lim f(o(x)) = k*.2) Ale tato véta je nespravna, jak ukazuje tento pfiklad: Budiz
¢(x) = 1 pro viechna x; f(y) = 2 pro y = 1, f(y) = 3 pro y + 1. Tedy pro libo-
volné c: lim ¢(x) = 1 (takZe d = 1 v naSem ptikladg); lim f(y) = 3. Ale f(o(x)) =
x—c y=1

= f(1) = 2 pro kazdé x, tedy lim f(o(x)) = 2 * 3.

x=c

Zarovei je vidét, v &em je vada: ze vztahu lim f ( y) = k neplyne nic o tom, jaka
y=d

je hodriota f(d); jestlize tedy ¢(x) pro n&jaké x je pravé rovno &islu d, neda se o hod-
not& f(¢(x)) nic Fici. A souCasné se ukazuje cesta k napravé: bude asi nutno pfed-
pokladat, Ze funkce ¢(x) pro ony hodnoty x, jeZ ptichazeji v ivahu, neni rovna &islu
d. Skute¢n& vypada spravna véta takto:

Véta 108. BudiZ lim ¢(x) = d, hmf(y) = k. Necht existuje ¢islo A4 > 0 tak,

x—c

Ze nerovnost (p(x) =% d plati pro vsechna X, pro néz je 0 < |x — c| < 4. Potom je

lim f(o(x)) =

x—c

Diikaz. BudiZ ¢ > 0. Mame dokazat, Ze existuje &slo 6 > 0 tak, Ze nerovnost

(39) If(o(x) — k| <&

20y Znak x — ¢ zde pro zkrédceni vynechavim.

2l) Podle pfiblizné Gvahy by se zdéla v&ta dosti pfijatelnou: bliZi-li se x hodnoté& c, bliZi se y =
= @(x) hodnoté d a tedy f(») hodnoté k. Ale oviem tato ,,ivaha* neni Z4dny dikaz, a je
také nesprdvna, jak ukazuje pfiklad nasledujici v textu.
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plati pro-vSechna x, pro néZ je 0 < |x — ¢| < J. Piedevsim existuje &islo n > 0
tak, Ze je

(40) _ f(y) —kl<e jelli O<|y—dl<n.

K tomuto kladnému €islu  existuje kladné J, tak, Ze je

(41) 4 lo(x) —dl <n, jeli 0<|x—c|] <J.

PolcZme 6 = Min (51,41); tvrdim, Ze toto &islo 6 ma Zidanou vlastnost. BudiZ
totiZ 0 < |x — ¢| < &; potom je pfedng ¢(x) =+ d, takZe podle (41) je 0 < [p(x) —
— d| < n; polcZim-li pro zkraceni y = ¢(x), je tedy 0 < Iy — d| < n a podle (40)
i If(y) = kI < &, tj. plati (39). Tim je dukaz proveden.
x2-1
Ptiklad 4. lim —2———1 Diikaz provedemc podle véty 108. Zde volme ¢(x) =
x=1 X° — .

=x2— 1, f(y) = — ! Jest lim ¢(x) =0, limf(y) =1 (podle pfikl. 3). Tedy
x=1 y-0

bude vskutku podlc véty 108 dokazano

P |

lim f(¢(x)) = lim —— =1,

x=1 x=1 x°—=1 )
‘podafi-li se nam jesté nalézt 01510 4 > 0 tak, Ze je ¢(x) # 0 pro viechna x, pro néz
. 0 < |x — 1] < A. Ale vyraz x* — 1 se rovna nule pouze pro x =1a x = — I.
Je-litedy 0 < |x — 1] < 2,jejist€ x + 1, x + — 1 atedy x> — 1 % 0. Tim je dikaz
proveden (smim totiZ volit 4'= 2).

Pfipojme dvé poznamky, které jsou v praxi €asto uZite€né.

Poznamka 3. Chci-li dokazat, Ze funkce f ma v bodé ¢ limitu 4, mam podle
definice limity dokazat toto: ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje & > 0 takové, Ze
pro vSechna x vyhovujici nerovnostem

(42) O<|x—¢c|<d
Jje spln€na nerovnost
(43) If(x) — Al < e.

Jest uZiteSré si uvédomit toto: jestlize k n&jakému kladnému &islu ¢, existuje
dislo 6 > 0, vyhovujici vyslovenym poZadavkiim (oznadme toto &islo tieba &), .
existuje takové 6 i ke kaZzdému ¢islu ¢, jeZ je vEtSi neZ ¢,: staci totiZ vzit 6 = d,; .
jcZto pro 0 < |x — ¢| < &, je spln&na nerovnost [f(x) — A| < &, je tim spise splnéna
nerovnost |f(x) — Al < ¢, jestliZe & je vEtsi neZ ¢,. Kratce fedeno: pii vySetfovani
nerovnosti (42), (43) stai, zvolime-li napfed kladné &islo ¢, a omezime se potom
na ony kladné hodnoty ¢, jeZ jsou < g,. UkaZi-li totiZ, Ze ke kazdému kladnému
Zislu ¢ < ¢, existuje Cislo 6 > 0 majici Zddané vlastnosti, existuje takové J i ke
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kazdému &islu ¢, jeZ je vEtSi neZ ¢;. Podobna poznidmka plati ovSem téZ pro limitu
zprava i zleva, jakoZ i pro vySetfovani spojitosti (popk. jednostranné) v bod& ¢ (pFi
spojitosti jde o nerovnost |f(x) — f(c)| < ¢). Tak napt. v § 4, ptikl. 9 jsme vySetfovali
zvlast€ hodnoty ¢ > \/ 3 a zv1a$té hodnoty & < \/ 3; ale prvni pfipad jsme si mohli
odpustit (byl to oviem snazii z obou pfipadil). Podobng jsme v § 4, pfikl. 4 mohli
vynechat pfipad ¢ = a°.

Poznamka 4. Casto se uZiva této véty: Je-li limf(x) =A a jelli A#0,
xX=c
existuje & > 0 tak, Ze pro vSechna x, vyhovujici nerovnostem (42), md f(x) toté2
znameni jako Cislo A (a tedy je f(x) # 0). Dikaz: jeZto |4| > 0, existuje & > 0
tak, Ze pro viechna x, vyhovujici nerovnostem (42), jest |f(x) — 4| < |4], tj. 4 —
— Al <f(X) <A+ |A]. Jedi A >0, je A — |4] = 0, tedy f(x) > 0; je-li A <O,
je A + |A] =0, tedy f(x) < 0. Tim je dikaz proveden. Specialn&: je-li f spojitd
v bodg ¢, je lim f(x) = f(c) a tedy plati: Je-li f(x) spojitd v bod& ¢ a je-li f(c) * O,
x=*c

existuje & > O tak, Ze pro [x — ¢| < 6 mé f(x) totéZ znameni jako f(c). Jakého tvaru
nabyvaji tyto véty pro limitu (nebo spojitost) zprava &i zleva, je Ctenafi jisté beze
v§eho jasno.

Obé poznamky 3, 4 byly témé&f samoziejmé; ale usetii Casto dosti prace.

Cviceni

1. Budte a, b, x, tfi &isla, @ & 0. Potom je lim f(ax + b) = k tehdy a jen tehdy, je-li
X=X0

lim f(») = k. Navod: z druhé rovnice plyne prvni podle véty 108, nebof pro x =+ xq je
y—axo+b

ax + b = axy + b. Podobn& piejdete od prvni rovnice k druhé, kladete-li f(ax + b) = F(x),

1 b . . 1 b
axy + b=y, x9=—y,— -, tak¥e zrovnice lim F(x) = k obdrZite lim F(— y—- —> =
a a - - a
x=(1/a)yo=bla y=yo
=k, tj. lim f() =~k

y—axo+b
2. Zv1aste Easto se vyskytuji tyto pripady: lim f(x 4+ b) = k znamen4 toté% co lim f(x) =
x-0 x—b
= k; lim f(x) = k znamena totéZ co lim f(ax) = k (je-li a & 0).
x=0 x—0

3. Misto véty 108 lze n&kdy uZit této véty o limité sloZenych funkci: je-li lim p(x) = d
x—c
a je-li f spojitd v bodg d, je lim f(¢(x)) = f(d). Dokaite! Tato véta poZaduje pro funkci ¢ méné
x—C
neZ véta 108, pro funkci f zato vice.

4. Z cviCeni 3 odvodte znova vétu 98 o spojitosti sloZzenych funkci.
5.22) Jeli lim f(x) < lim g(x), existuje &islo 6 > 0 tak, Ze pro 0 < [x — ¢| < & je f(x) <
xX=Cc x—=c

< g(x).

22y Cvikeni 5—9 jsou analogickd v&tam 59, 60, 57, 58 a pislu§nym poznadmkam 3,4 v kap. 11, § 2.
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6. Existuji-li lim £(x), lim g(x) a existuje-li § > 0 tak, Ze pro 0 < [x — ¢| < djef(x) < g(x), je
xX—*c x=c
lim f(x) < lim g(x).

X x=c
7. Vyslovte speciélni pfipady cviCeni 5, 6, je-li n&ktera z funkci f, g konstanta.
8. Rovnice lim f(x) = 0 plati tehdy a jen tehdy, je-li lim |fx)| =0.

E2ud xX—c

9. Je-li lim g(x) =.0 a existuje-li § > 0 tak, ¥e pro 0 < |x — ¢| < d je [ f(x)| = |g(x)], je téz
x=c
lim £(x) = 0.

xX=c

10. Existuje-li lim f,(x) = A, pro k =1, ..., n, existuje t62 lim Max (f;(x), ..., £,(x)) =

X—=c X—c

= Max (4, ..., 4,). Obdobn& pro Min.
11. Z cvideni 10 a z véty 105 odvodte: necht lim f,(x) = A pro k = 1, ..., n. Necht existuje

X=c
d > 0 tak, Ze pro 0 < |x — c| < 8 je Min (f(x), ..., f,(¥) = g(x)'=Max (f((x), ..., £,(N-
Potom je téZ lim g(x) = A.

X—>C

12. Cvileni 5 aZ 11 plati téZ pro limitu zprava nebo zleva.

§ 6. Nevlastni limita. Podobné jako u posloupnosti zavadime i u funkei pojem ne--
vlastni limity; véc je do té miry podobna, Ze mohu zajisté zagit ihned s definici.

Definice 21. Rikdme, Ze funkce f (x) md v bodé ¢ nevlastni limitu + o, jestliZe
ke kazdému redlnému &islu K existuje ¢fslo 5 > 0 tak, Ze nerovnost f(x) > K platf
pro vSechna x, pro né# je 0 < |x — ¢| < 8. Znak: lim f(x) = + oo. Rt’kdme_:, fe

x—*c

funkcef(x) md v bodé c nevlastni limitu — co, jestliZe ke kaZdému redlnému &islu
K existuje ¢islo § > 0 tak, %e nerovnost f(x) < K plati pro vechna x, pro né? je

0 < |x = ¢| < 8. Znak: lim f(x) = — co. Podobné se definuji symboly lim f(x) =
x=c x-ct+
= + o, lim f(x) = — w, lim f(x) = + o, lim f(x) = — oo; pouze nerovnosti
x=c+ x—+c— x=c—

0 < |x — ¢| < 8 je nutno nahradit u prvnich dvou symbolii nerovnostmi ¢ < x <
< ¢ + 9, u druhych dvou symbolii nerovnostmic — 6 < x < c.

Symbel lim f(x) = + oo znali podle definice asi toto (popularn& Fefeno):

x=c+
je-li x velmi blizko bodu ¢ (ale vpravo od ngho), je f(x) velmi veliké; presnéji: at
si zvolim ¢&islo K jakkoliv velké (tfeba K = 10° nebo K = 10'°° apcd.), je f(x) vétsi
nez K pro viechna x (vpravo od c), jeZ jsou dostate&nd blizko bodu ¢ (tj. jeZ spliiuji
nerovnosti ¢ < x < ¢ + & pfi vhodn& zvoleném & > 0). Je zfejmo, Ze nas zde hlavng
zajimaji velké hodnoty K.

Podobné: symbal lim f(x) = — 0 znadi — populdrn¥ ¥edeno — asi toto:
x=c+ .

je-li x velmi blizko bodu ¢ (ale vpravo od n&ho), je f(x) zadporné a ma velmi velkou

prostou hodnotu;*?®) pfesngji: af si zvolim &slo K jakkoliv (tfeba K = — 10° nebo

23) To znadi: bod [x, f(x)] lezi velmi ,,hluboko* pod osou x.

<2 — Jarnik: Diferencidlni pocet 1.
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K = — 10'°° apod.), je f(x) mensi neZ K pro viechna x (vpravo od c), jeZ jsou dosta-
te¢né blizko bodu c (tj. jeZ spliiuji nerovnosti ¢ < x < ¢ + 6 pfi vhodng zvoleném
8 > 0). Je zfejmo, %e nas zde zajimaji hlavn& ony hodnoty K, jeZ jsou ziporné a maji
velikou prostou hodnotu.

Poznédmka 12%2). Existuje-li k n&jakému &islu K, &islo 6 > 0 tak, Ze pro 0 <
<|x—c|<dje f(x) > K,, existuje takové &islo 6 > 0 i ke kaZdému menSimu
gslu K < K, (a to miiZeme vzit totéZ & jako pfi K,, nebof z nerovnosti f(x) > K,
plyne f(x) > K). Pi vySetfovani, zda je lim f(x) = + oo, sta&i se tedy omezit na

x=c

hodnoty K, jeZ jsou vétsi neZ jisté libovolné zvolené &islo K (nap'f. stadi se omezit
na hodnoty K > 0 nebo K = 100000 apod.). Podobn&: pfi vysetfovani, zda je
lim f(x) = — oo, sta&i se omezit na hodnoty K, jeZ jsou mensi neZ jisté libovolné

x-C
zvolené &islo K, (napf. stadi se omezit na hodnoty K < 0 nebo na hodnoty K <
< — 1000 apod.). Snad je tém&f zbytené poznamenavat toto: je-li lim f(x) =

. X=*Cc
= + oo (popf. — ), existuje § > 0 tak, Ze pro 0 < [x — ¢| < 6 je f(x) stale kladna
(popf. zaporna).

Na rozdil od nevlastnich limit pravé zavedenych nazyvame n&kdy limity, zave-
dené definicemi 19, 20, limitami vlastnimi. Tvrdim nyni pfedné: funkce, kterd ma
v bodé c vlastni limitu, nemiiZe mit soucasné v bodé c¢ nevlastni limitu. Dikaz:
necht lim f(x) = A (vlastni limita). Existuje tedy &islod > Otak,Zepro0 < |x — | <

<édjelf(x) — Al < L, tj. A — 1 < f(x) < A + 1. Kdyby funkce f(x) méla v bodé&
¢ nevlastni limitu + oo, existovalo by &islo 8, > 0 tak, Ze pro 0 < [x — ¢|] < J,
by bylo f(x) > 4 + 1. Zvolme x tak, e 0 < |x — ¢| < Min (5, 8,) (napf. x = ¢ +
+ 1 Min (3, 8,)); potom by bylo f(x) < 4 + 1 a sou€asn& f(x) > 4 + 1, coZ je
nemoZno. Kdyby za druhé méla funkce f(x) v bod& ¢ nevlastni limitu — oo, existovalo
by &islo 4, > 0 tak, Ze by pro 0 < |x — ¢| < J, bylo f(x) < A — 1. Podobné jako
dfive by napf. pro x = ¢ + 3 Min (6, §,) musilo byt f(x) > 4 — 1 a soudasné
f(x) < 4 — 1, coZje nemozno. Za druhé: funkce f(x) nemiize mit v bodé ¢ nevlastni
limitu 4+ oo a soucasné nevlastni limitu — oco. Kdyby totiZ méla obé& tyto limity,
musila by existovat &islad > 0,5, > Otak,Zebypro0 < |x — ¢| < & bylof(x) >0
a pro 0 < |x — ¢] < &, by bylo f(x) < 0. Tedy napt. pro x = ¢ + 3 Min (6, 6,)
by bylo f(x) > 0 a sougasng f(x) < 0, coZ je nemoZno. Uhrnem fedeno: pro funkci
f(x) jsou mozné tyto pfipady:

1) f(x) ma v bodg ¢ vlastni limitu (a to jedinou podle véty 101) a potom nema
v bod€ ¢ nevlastni limitu.

2) f(x) ma v bodg ¢ limitu + co a potom nema v bodg c ani vlastni limitu an
limitu — oo.

238) Obdobn4 pozndmkédm 3, 4 v § 5.
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3) f(x) ma v bodé& ¢ limitu — o0 a potom nema v bod& c ani vlastni limitu ani
limitu + oo.

4) f(x) nemé v bodé c ani vlastni ani nevlastni limitu.

Podobny vysledek (s podobnym diikazem) plati i pro limity zprava a zleva.
Kratce fe¢eno, mame tuto vétu:

YVéta 109. Véta 101 plati i tehdy, pFipoustime-li vedle vlastnich téZ nevlastni
limity.

RovnéZ véta 102 plati téZ pro nevlastni limity; rozdil v dikazu proti pfipadu
vlastnich limit je jen ten, Ze nerovnost (25) nahradime v pfipadé limity + oo nerov-
nosti f(x) > K.a v pfipadg limity — co nerovnosti f(x) < K, kde K je libovolné
reélné &islo.?*)

Pfikladl Pron > 0je lim 1 = + 0. Diikaz: Mame ukazat, Ze ke kaZdému K

x-0+ X"
existuje kladné § tak, Ze pro 0 < x < dje 1 > K; podle pozndmky 1 stadi se omezit
xil
1 .
na kladnd K. Potom vSak nerovnost — > K znamena pfi kladném x totéZ co x" <
! -

L 1 L d lit 6 = L étsi K, ti §i n3 §lo §, coZj
< 7{, X < 7(1—-/" ze tedy volit 0 = W (Clm vétsi K, tim mensi nam vyslo o, cozZje
pirozeng).

Ptiklad 2. Jellin celé, je x" definovéno i pro x < 0 a mi¥eme se v piedeslém
pfikladu ptat téZ po limité zleva, popf. po oboustranné limité. Je-li n sudé kladné,

je lim 1 = + oo. Dtikaz: Pro x % O je zde x" = |x|". Ke kaZdému K méame nalézt
x-0 X"
&islo & > 0 tak, aby pro 0 < |x] < J bylo 1 = ] ll > K.Omezme se opét na kladni
. xll x n

K; jelli K> 0, plati nerovnost —% > K tehdy a jen tehdy, je-li 0 <|x| <

Ix Kl/n’

x=+0- )

x <0jex"= —|x|"a mame tedy ke kazdému K nalézt & > 0 tak, aby pro — 6 <

< x < 0 bylo — ﬁ < K. Podle poznamky 1 miZeme se zde omezit na zdpornd K.
. x|®

- , 1 , 1 .
Je-li vSak K < 0, znamena nerovnost -— |_F < K pro x < 0 totéZ co W > |K], tj.
. . ' x x

24y poznamenejme té%, e poznimky 1, 2 na str. 169 plati i pro limity nevlastni, jak je ihned
patrno z definice 21.

12¢
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totéZ co — x = |x] < IT(%T/:’ tj. totéZ co — < x < 0. Lze tedy zvolit 6 =

Ik "

= T (Pfirozeng: je-li K zaporné a ma velkou prostou hodnotu, vyjde 6 malé.)

Pfiklad 3. Pro n > 0 je lim = + o0; pro sudé kladné n je
xct (X — o)

lim = + 00, pro liché kladné n je lim = — oo. Diikaz jako
x=c— (x - C)'l x—*c— (x - C)'l

vpiikl. 1, 2.

Piiklad 4. lim lgx = — oo. Diikaz: budiz K libovolné &islo; mame najit
x~0+

é > 0 tak, aby pro 0 < x < 8 bylo Ig x < K. K tomu cili volme ¢ tak, aby 1gd = K
(tj. 6 = €5). Potom pro 0 < x < & bude (jeZt o Ig x je rostouci v intervalu (0, + o))
vskutku Ig x < 1g 6 = K. (Zase vidite: je-li K zdporné a ma velkou prostou hodnotu,
vyjde & malé; napt. pro K = — 1000 vyjde § = =190

Pfiklad 5. BudiZ f(x) = 1 pro raciondlni x, f(x) = — 1 pro iracionalni x
(viz § 1, ptikl. 9). Tvrdim: funkce f(x) nemd v Zddném bodé limitu (ani zprava ani
zleva, ani vlastnf ani nevlastni). Dikaz: o limité + co (ani o limit&¢ — c0) nemize
byt fedi, jeZto funkce nikde neni vétsi ne¥ 1 (a nikde neni mensi nez — 1). Pfedpo-
kladejme, %2 v n¥jakém bodg ¢ ma f(x) vlastai limitu A zprava; z toho mame odvodit
spor. Podle pfedpokladu existuje &islo 6 > 0 tak, Ze pro viechna x intervalu (c, ¢ +
+ 6)je|f(x) — A| < 1. Zvolme vintervalu (c, ¢ + 6) raciondlni &islo x, a iracionlni
&islo x,; to je moZno podle véty 47. Potom je

If(xl) —‘f(xz)l = lf(xl) —A+ A ;'f(xz)l =
SIfG)—Al+1A—-f(x)l <1+ 1=2.

Ale to neni moZno, nebof podle definice funkce f(x) je f(xq) =1, f(x2) = — 1,
1f(x1) — f(x2)] = 2. Podobn& se dokaZe, Zc f(x) neméd nikde vlastni limitu zleva.
Z dokéazaného vysledku plyne speciilng, Ze funkce f (x) neni spojitd v Zddném bodg,
ani zprava ani zleva.

Priklad 6. Budif lim f(x) = + oo; potom je lim (— f(x)) = — oo,
x—c+ . x=c+

lim. j%j = 0. Dikaz: BudiZdino K; potom existuje 6 > 0 tak, Zeproc < x < ¢ +

x—ct+ X

+ dje f(x) > — K, tedy — f(x) < K; tedy lim (— f(x)) = — co. BudiZ za druhé
x=c+

£>0; existuje6>0tak,ieproc<x<c+5jef(x)>£, tedy0<f(L<e;
€
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tedy lim 1 0. Podobné dokaZe &tenaf: je-li lim f(x) = — oo, je lim (- f(x))=
x=+c+

x=c+ J(X x—c+

. 1 .. ..
= +4 o0, lim f— = 0. Podobné pro limitu zleva a oboustrannou limitu.
x—c+ X

Cvicent

Pro nevlastni limity funkci plati véty obdobné t&m, které jsme uvedli ve cviteni 3 aZ 14,
kap. II, § 3. Uvedme nékteré jako ukidzku.

1. Je-li lim f(x) = + o a existuje-li 6 > 0 tak, %e pro 0 < |x — ¢] <8 je g(x) = f(x),
X—c *
je té% lim g(x) = + oo.
X—*c
2. Je-li lim f(x) = + oo a existuji-li &sla k, 6 (3 > 0) tak, Ze pro 0 < |x — c| < dje g(x) =
x=c

2 k, je lim (f(x) + g(x)) = + .

x=c .

3. Je-li lim f(x) = 4 o0 a existuji-li dv& kladnd &isla k, 4 tak, ¥e pro 0 < |x - c| <

X—>C M
< 0 je g(x) 2 k, je lim f(x) g(x) = + co.
X—=>C

4. Je-li lim f(x) = +  nebo = — oo, je lim |f(x)] = + oo.
X=c P 3ad . .

5. Obdobné pro limitu zprava a zleva.

6. Je-li lim f(x) = 4 o a existuje-li vlastni nebo nevlastnf lim g(x) + — oo, je lim (f(x) +

X=c P 3ud - . E 2nd
+ g(x)) = + oo. Je-li lim f(x) = + o, lim g(x) = 0 (vlastni nebo nevlastni), je lim f(x) g(x) =
x=c x=c x=c
= < oo; horni znameni plati pro lim g(x) > 0 (nebo = + o), dolni pro lim g(x) < 0 (nebo

= — o0). Obdobné pro lim f(x) = — oo.

§ 7. Limity ,,v bodech + o0, — . Limita funkce f(x) v bod€ ¢ popisuje do jisté
miry pribéh funkce f(x) v blizkosti bodu c. Pro poznéani prib&hu funkce je viak
dileZité zjistit, co se s funkci f(x) d&je, kdyZ budto x nebo — x vzriistd nade viechny
meze (tj. kdyZ se x na ose iselné vzdaluje od poCatku bud smérem doprava nebo
smérem doleva). K tomu cili zavidime jesté dva nové pojmy, totiz lim f(x),
x—+ o

lim f(x), zpGsobem, jejZ nyni vyli¢ime. PoloZme y = L; roste-li x nade vSechny
X—*=00 . x
meze; bliZi se y kladnymi hodnotami k nule (napk. pro x = 10, 10%, 10%,... je y =
=10"1, 1072, 1073,...); roste-li — x nade viechny meze, blii se y zdpornymi
hodnotami k nule (napt. pro x = — 10, — 10%, — 103,...je y = — 107!, — 1072,

y N

— 1073, ...). Jevi se tudiZ u&elnou tato definice:

Definice 22. Budeme Fikat, e lim f(x) = A, jeli lim f (l) = A. Budeme

x=+ o0 y—~0+ Yy

Fikat, Ze lim f(x) = A, je-li lim f(l) = A.
Y

X+ = y=0-
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Poznémka 1. V definici 22 miiZe byt 4 budto redlné &islo (tzv. vlastni limita)

€bo symbol + oo nebo — oo (tzv. nevlastni limita). Misto lim f (1) miZeme psat
y=»0+ \Jy

< - 1 - , .
ovSem téz lim f (—) apod., nebof nezaleZi na tom, kterym pismenem oznaCujeme
x-+0+ X

proménnou.

Poznamka 2. Jeto se limity lim, lim pfevadgji v definici 22 na limity
X x++oe x—+—o0 .
zprava a zleva v bod¢ 0, pienaseji se na naSe nové limity snadno mnohé véty
z § 5, 6. Tak z véty 106 a z definice 22 ¢tenaf ihned zjisti, Ze véta 106 plati téZ pro
(vlastni) limity lim, lim.

x*+00 x->—o»

Poznamka 3. PouZijeme-li definice symbold lim, lim, miZeme pfepsat.
x=+0+ x-0-
definici do tvarl ob3irnéjsich, jeZ v8ak vystihuji pfimo smysl symbold lim, lim,
x++0 x--

bez odkazu k symbolim lim, lim. Tak napf. plati véta:

x=0+ x-0-

Véta 110. Rovnice lim f(x) = A (kde A neni + oo ani — oo, takZe jde

x=++o

o vlastni limitu) plati tehdy a jen tehdy, je-li sprdvny tento vyrok: ,,Ke kaZdému
e > 0 existuje &islo x, tak, Ze pro vSechna x > x, plati nerovnost

(44) 1f(x) — 4] < e

Dikaz. I. Necht lim f(x) = 4, tj. lim f (l) = A. Potom ke ka¥dému
Y

x—+ y-0+

€ > 0 existuje islo 6 > 0tak,Zepro0 < y < d je f(l) - Al < &. PoloZme x, =
y

= g;je-li X > Xo, poloZme y = 1, takZe 0 < y < §; tedy je
‘ X

f(l)— A' < ¢ a tedy
v
plati (44). Vyrok v uvozovkach je tedy spravny.

II. Nechft je spravny vyrok v uvozovkach. BudiZ ¢ > 0; potom existuje x, tak,
%e pro viechna x > x, plati (44); tim spiSe plati (44) pro viechna x > x;, kde klade-

me x; = Max (xo, 1).?°) PoloZme 6 = —1—, takZe 6 > 0. Je-li 0 < y < 4, je &islo
X4

1 )-4
y y
= A, tj. (podle definice 22) lim f(x) = A.

x=++

VvEtsi neZ x, ;tedy plati (44), tj.

* < &. Tedy je vskutku lim f(l) =

y—+0+ y

2%y Tedy je x; > 0 (kdeZto o Cisle-xy jsme nevédéli, je-li kladné).
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Podobn4 véta plati téZ pro (vlastm) limitu lim f(x); pouze je nutno nerovnost
X =
X > X, nahradit nerovnosti x < x,. Ctenafi negini Zajlbté obtiZi odvodit obdobné

véty téZ pro limity nevlastni.

Priklad 1. lim = lim = 1. Ditkaz: Jestlize ve funkci f(x) =
x=+0 X + 2 x- = aox+2
y 1
=—"(x$ =2 oloZim x = —, dostavam = pro
x+”( ) P y f(y) y ' +2 1+2y(
y %0,y + — 3); tedy vskutku lim f<l> = lim f( ) =1.

y=0+ y y=0- Yy

Pfiklad 2. lim x"= 4+ o pro n >0, lim x"=0 pro n <0. Dilkaz:
x—+o0 x=+ o0

Jde o lim y™™ Pron >0 plyne pak vysledek z § 6, prikl. 1; pro n <0, tj. n =

_y=0+
= —m, m>0je y™" = y™ spojita zprava v bodé 0 a ma tam hodnotu 0 (viz § 4,
prikl. 10), takZe lim y=" = 0 pro n < 0.

y—=0+
Ctenaf sim zjisti pro cela n toto (viztéZ§ 6, pfikl. 2): procelén < Oje lim x" =
b Sudiad- ]
= 0;prosudén > 0je lim x" = + oo;prolichén > 0je lim x"= — oo.

x~+ = x— =

Pfiklad 3. lim lgx = + oo. Diikaz: Jde o lim lgl = lim (- Ig y).
x=*+ y—~0+ y y—0+

Vysledek plyne pak ihned z § 6, ptikl. 4, 6.
Ptfiklad 4. Budiz a > 1; potom je lim a* = + o0, lim a* = 0. Dikaz:

x—++ b ndak- ]

Jde predev§1m o lim a'”?. Mame dokézat: Ke kaZdému K existuje § > 0 tak, Ze pro
y-0+

0< y < 8 je a'” > K. Ptitom se smime omezit na pfipad K > 1; volms & tak, Ze

.1
=K, tjg = log, K > 0, tedy 6 > 0. Pro 0 < y < é bude vskutku ! > %, tedy
y
a'’”? > g'® = K. Za druhé jde o lim a'”’. Mame dokazat: Ke kazdému & > 0 existuje
—00—
3 > 0tak, Ze pro — 6 < y <0je |a'” — 0] <¢, tj. a'” < ¢. Ptitom se mohu omezit

na pfipad 0 < & < 1. Zvolme & tak, Ze a~ % = ¢, tj. — é =log, e <0,tedy 6 > 0.
1 <16 .

Pro —6<y<0je- < — é(dehm kladnym &islem — 8y) a tedy vskutku a'/? <

. y

< a-l/d = 8.26)

Poznamka 4. Véta 110 nam velmi pfipomina definici 6 pro limitu posloup-
"nosti; jaky je mezi nimi rozdil? Pisi-li v definici 6 pismeno x misto n a oznadim-li

26y Pomoci vét analogickych v&t& 110 by se dukaz dal vést trochu jednoduseji.
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x-ty Slen posloupnosti znakem f(x), lze definici vyslovit takto: Rikame, Ze posloup-
nost f(1), f(2), ... ma limitu A, jestliZe ke kazdému & > 0 existuje Cislo x, tak, Ze
pro viechna ptirozend x > x, plati nerovnost (44). Rozdil mezi definici limity po-
sloupnosti f(1), f(2), ... a mezi definici limity funkce f(x) v bod& + co je tedy jen
ten, ¢ v prvnim piipadé ma nerovnost (44) byt splnéna pro viechna prirozend
gisla x > xo, kdeZto v druhém ptipad& vibec pro viechna realna (i neceld) Cisla
x > xo. Kdyby snad nékdy mohlo dojit k nedorozuméni, budu v prvnim pripadé
(posloupnost) mluvit o ,,limit& pro celogiselng rostouci x*, v druhém piipad¢ o ,,li-
mité pro spojité rostouci x*. Ostatné v dalSich svazcich tohoto dila zavedeme obec-
n&j3i definici limity, kterd zahrne v8echny pfipady, jeZ jsme dosud vySetiovali.
Cviceni
1. Pfi vySetfovanf liT f(x), lim f(x) byva vyhodnéjsi uZivat véty 110 a analogickych ‘
x— [+2] X~ — 0

vét neZ.definice 22. Uvédomte si znéni téchto. vét, pokud jsme je nevyslovili (vyslovili jsme jenom
vétu pro vlastni limitu pfi x — -4 ).

= lim —— =0
241

2. lim 5
x2+w X+ 1 xa-0x
. onk + Alxk_l + ...+ 4
3. Budiz =
udiz f(x) Byx! +Bx‘1+ .+ B
Ukaizte: Je-li k </, je lim f(x) = lim f(x) =0; je-lli k =1, je lim f(x) = lim f(x)=

k(49 +£0, By +0; kI celd neziporns).

x>+ X= = x—>+o0 X=> =
A
= 2%, Budiz konetn& k > I Je-li k — Isudé, je lim f(x) = lim f(x) = + o nebo — oo,
By - ’ x=+00 x=* =

podle toho, maji-li 4y, B, stejnd ¢i opaind znameni; je-li k£ — [ liché, je vysledek pro x — +
stejny, pro x — — oo se znameni vyméni.

4. Funkce je rostouci v intervalu (— o, 0) i v intervalu (0, + ). Jeji limita

1
14+ et/
vbod& 4+ o i — oo je 3; v bodg 0 je limita zleva 1, zprava 0.

§ 8. Spojitost v intervalu. Vratme se opét k pojmu spojitosti (§ 4). Setkali jsme se
opétovné s funkcemi, které jsou spojité v kaZzdém bodé jistého intervalu; tak napf.
funkce Ig x je spojita v kaZdém bodé ¢ > 0, tj. v kaZdém bodg intervalu (0, + o),
funkce a* (a > 0) je spojitd v kaZdém bod€ vibec, tj. v kaZdém bod¢ intervalu
(= w0, + oo); funkce V3 — x2 je spojitd v kazdém bodg intervalu (— /3, \/3)
a mimoto je§té spojitd zprava v bod& — \/ 3 a zleva v bodé \/ 3. Je 1Gcelné zavést
vhodné pojmenovani. BudiZ J libovolny interval (kteréhokoliv druhu vyteného
v§ 1). Vnitfnim bodem intervalu J nazyvam kazdy bod intervalu J, jenZ neni jeho
krajnim bodem. Tak otevfeny interval (a, b) (af omezeny nebo neomezeny) se sklada
jen z vnitfnich bodd; interval (a, b) (af je b realné &islo & symbol + oo) se sklada
z vnitfnich bodi (jeZ vypliiuji interval (a, b)) a z bodu a; interval {a, b) se skladd
z vnitfnich bodd (jeZ vypliiuji unterval (a, b)) a mimoto je3té z krajnich bodi a, b.
BudiZ nyni f(x) funkce, definovana v intervalu J. '
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Definice 23. Budeme Fikat, %e funkce f(x) je spojitd v intervalu J, jestlize md
tyto vlastnosti: 1. Je spojitd (tj. spojitd zprava i zleva) v kazdém vnitfnim bodé in-
tervalu J.

2. Patfi-li pocdteéni bod intervalu J k mtervalu J, je funkce f(x) téf spojitd
zprava v tomto bodé.

3. Paifi-li koncovy bod intervalu J k intervalu'J,jefunkcef(x) téz spojitd zleva
v tomto bodé.

Pfiklady.??) KaZd4 racionalni: celistvd funkce a rovn&Z funkce a* (a > 0)
je spojitd v kaZdém bodg, &ili tyto funkce jsou spojité v intervalu (— oo, + o).
Funkce log, x (@ > 0, a # 1) je spojitd v kaZdém bod& ¢ > 0, tj. je spojita v inter-
valu (0, + o). TotéZ plati o funkci x". Je-li n > 0, je funkce x" je§té také spojita
zprava v bod& 0, tj. je spojitd v intervalu <0, + o). Funkce J 3 — x2 je spojita
v kazdém bodg intervalu (— /3, /3), mimoto je je§t& spojita zprava v bod& — V3
a zleva v bod& /3, tj. je spojita v intervalu {— /3, \/3). Funkce f(x) z prikl. 7,
§ 1 je spojita v intervalu ( — o0, 0) a rovné& v intervalu (0, + oo) ale neni spo_]lta
v intervalu {0, + oo) nebot neni spojita zprava v bodg 0.

Definici 23 lze zfejmé vyslovit také takto: funkce f (x) je spojitd v intervalu J
tehdy a jen tehdy, je-li pfedné spojitd zprava v kaZdém bodé intervalu J, jenZ neni
koncovym bodem intervalu J; a za druhé spojitd zleva v kasdém bodé intervalu J,
jen# neni poddteénim bodem intervalu J. Z toho je zaroveii patrno: Je-li interval K
&asti intervalu J a je-li funkce f(x) spojitd v intervalu J, je tim spiSe spojita v inter-
valu K. Napf. funkce, kterd je spojita v intervalu <0, 2), je spojita také v intervalu
(0, 2) a rovn&Z v intervalu <0; 1). '

Z poznamek, které jsme pfipojili k definicim 17, 18 o ,,Jokalnim* charakteru
spojitosti, je okamzit& vid&t toto: Jsou-li f(x), g(x) dv& funkce, je-li f(x) = g(x) pro
kazdé x intervalu J a je-li funkce f(x) spojitd v intervalu J, je téZ funkce g(x)
spojita v intervalu J. Jinak fedeno: spojitost funkce v intervalu nezivisi viibec na
tom, zda a jak je funkce definovana v bodech nepatficich k tomuto intervalu.

27) .Spojitost funkci, o nichZ v téchto ptikladech mluvime, byla probréna v § 4, ptikl. 2, 3, 4, 7.
9,10 a v § 5, prikl. 2.
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