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Kapitola VI

GONIOMETRICKE FUNKCE

§ 1. Zakladni vlastnosti funkci sin x, cos x. Zavedeme jeSté dalsi dileZité funkce,
tzv. goniometrické (nebo té% trigonometrické) funkce sin x, cos x (&ti sinus, kosinus).
Jejich geometrickou definici znate ze Skoly; pfipomenu ji, pfiemZ viak prozatim
v tomto paragrafu nebudu si &init niroki na pfesnost. :

Podotykam, Ze uhly budeme zde vidy méfit v mife obloukové. Pfechod od
miry,,stupiiové* k mife obloukové je vim rovné€Z znim: sestrojim kruZnici o jednotko-
vém poloméru, jejiz stfed je ve vrcholu uhlu; délka oblouku této kruZnice leZiciho
uvnitf Ghlu (mezi ob¥ma jeho rameny) jest ,,obloukova mira* tohoto Ghlu. JeZto
obvod célé kruznice (o poloméru 1) je 2n, v
maji uhly 180°, 90°, 60°, 45°, 30°, 1° po Fadé

)

Obr. 20. Obr. 21.
obloukovou miru =, 37, 37, in, in, ;3.m; obecné thel n stupiid ma obloukovou
miru ﬁb‘ nn. Zavadime téZ ,,orientaci whld: Ghlim probihanym v ,kladném*
smyslu (proti rugi¢kam hodinovym) davidme hodnotu kladnou, tihlim probnhanym
ve smyslu ,,zAporném* hodnotu zapornou.

Funkce sin x, cos x zavadime pak takto (viz obr. 21). V roving, opatfené pravo-
uhlymi osami u, v (pismeno x si schovavam pro jiny G&el) sestrojme kruZnici o stfedu
v potitku a o polom&ru 1. BudiZ nyni x libovolné redlné &islo; od bodu 4=[1,0]
nanesme na kruZnici oblouk délky x; koncovy bod tohoto oblouku bude jisty bod
C.') Abscisu bodu C zna&im znakem cos x, ordinitu znakem sin x.2) Zvolime li

1) Lépe teteno: nanesu od bodu A4 na kruZnici oblouk délky |x|, a to ve smyslu kladném, je-li x
kladné, ve smyslu zdporném, je-li x zéporné Délka oblouku AC je tedy |x|.-Bodu D si zatim
nev§imejte.

) Je-li C bod uvnitf prvniho kvadrantu, tj. je-li 0 < x < n, ma cos X, sin x skute&n& vyznam,
b&%ny z trigonometrie: v pravouhlém trojuhelniku OBC je thel pfi vrcholu O roven x, pomér
protilehlé (popf. piilehl€) odvésny ku pfeponé (jejiz délka je 1) je sin x (popf. cos x).
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nyni misto &isla x &islo — x, dospgjeme misto k bodu C k bodu C’ (viz obr. 21);
z toho plyne

1) cos(— x) = cosx, sin(— x) = —sinx.3)

Z obr. 21 je vidét: roste-li x od nuly do %n, béZi bod C od bodu A4 k bodu F, takze
sin x (tj. ordinata bodu C) roste. Funkce sin x je tedy rostouci v intervalu <0, %n);
zfejmé je sin 0 = 0, sinin = 1.

Ukazme jesté, Ze lim §1_n_x 1. BudiZ pfedev§im 0 < x < zn Z obr. 21 vidite,
x-0 X

%e plocha vysete OAC (je se rovna &islu 3x, tj. poloviénimu souginu z oblouku x
a z poloméru) j je vetsi nez plocha trojdhelniku OBC a mensi neZ plocha trojuhelniku
OAD. Je viak OB = cosx, BC =sinx, OA=1 a z podobnosti plyne AD =

OA sin x

= = . B_C‘ = . Tedy
OB cos x
1 sin x
2smxcosx<2x<5 ,
cos x
sin x 1 sin x
< , > cos X,
x cosx X
tedy
(2) cosx < X < pro 0 < x < .
x cos x
Je-li za druhé — in < x <0, poloZme y = — x, takZe 0 < y < 27: a tedy podle
sin sin —sinx sm X
(2) cos y < Y < ; ale podle(1) je cos y = cos x, LA .
y cos y y - X X

takze nerovnosti (2) plati i v tomto p¥ipadé, tj. nerovnosti (2) plati pro 0 < |x| < 3=

Z obrazku vidite, Ze lim cos x = 1, takZe lim = 1; podle (2) a podle véty 105

x=0 x=0 COS X
. . .. sinx
a poznamky 2 na str. 170 je tedy vskutku lim = 1.
x=0 X

Piipominam je§té dva vzorce, znamé ze $koly:

sin (x + p) = sin xcos y + cos.xsin y,

cos(x + y) = cosxcosy — sin xsin y.

3) Piipoustime téZ &isla x, jejichZ prostd hodnota je vétsi nez 2z, a to v tomto smyslu: vezmu-li
- &islo x, dospéji do bodu C; vezmu-li misto toho &islo 27 + x nebo — 27 + x, znali to, Ze —
vychdzeje z bodu A — mam napied nanést v kladném nebo zdporném smyslu oblouk délky
27, ¢imZz prob&hnu pravé jednou celou kruZnici a dostanu se tak opét do bodu 4, naceZ nanesu
jesté oblouk x, &imZ opét dospgji do bodu C; tedy cos (27 + x) = cos x, sin (27 + x) =

= sin x.

7
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Shriime to, co jsme dosud fekli:

Zakladni vlasinosti funkci sin x, cos x. Funkce sin x, cos x maji tyto vlastnosti:

1. Jsou definovdny pro vSechna x.
2. Pro libovolnd x, y je

©)) sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y ;
cos(x + y) =cosxcosy — sin xsin y ;
@) cos (—x) = cosx, sin(—x)= —sinx.
3. Existuje kladné éislo, které oznadime znakem m, takové, Ze funkce sin x
je rostouci v intervalu {0, %n) a Zesin %7: = 1; mimoto je sin 0 = 0.
. sinx
4. lim =1.

x=0 X

Ted je viak tfeba uginit jednu poznimku. To, co jsme v tomto odstavci fekli,
spociva dosud na nesolidnim z&klad&. Zpilsob, jakym jsme zavedli sinus a kosinus,
pfedpoklada znalost pojmu ,,délka oblouku (a to libovolného oblouku) kruZnice*.
Pojem délky oblouku kfivé ary je vSak dosti sloZity limitni pojem, kterym jste se
ve §kole nezabyvali tak dikladng, abychom mohli tyto znalosti ze §koly vzit za spo-
lehlivy zaklad (totéZ plati o obvodu celé kruZnice, ktery vam ve $kole slouZil k definici
&isla m); pojmem délky oblouku kfivé &iry se budeme zabyvat a% pozdéji. Mohl
bych oviem se zavedenim goniometrickych funkci potkat aZ do té doby (a uSetfit
si tim tuto poznamku), ale tim bych &enafe zbavil na dlouhou dobu mozZnosti
pracovat s témito funkcemi, které maji mnoho jednoduchych vlastnosti a poskytuji
vhodnou latku ke cviCeni. To jsem nepovaZoval za ti¢elné a proto zavadim tyto
funkce jiZ nyni. '

V dal§im budeme — pokud se funkci sin x, cos x tyée — postupovat takto:
Budeme budovat vyhradné na uvedenych &tyfech ,,zakladnich vlastnostech® a z nich
budeme odvozovat (ted’ in zase pfesné) dalsi vlastnosti funkci sin x, cos x, jakoZ
i vlastnosti €isla 7 (které se vyskytuje ve vlastnosti 3). Po delsi dob& se nam pak
podafi v kap. XII zjistit, Ze existlije vskutku jedna a jen jedna dvojice funkci, kterd ma
uvedené &tyfi ,,zakladni vlastnosti. Oznadime-li tedy tyto dvé funkce znaky sin x,
cos x, bude tim dokazano, Ze tyto funkce maji skuteéng jmenované CEtyfi zédkladni
vlastnosti, &imZ budou dokéazany téZ vSechny ostatni vlastnosti a véty, které do té
doby ze ¢tyt ,,zakladnich vlastnosti odvodime. Tak se ocitneme zase na pevné pudé.

§ 2. Dalsi vlastnosti funkci sin x, cos x. Ze zakladnich vlastnosti funkci sin x, cos x
odvodime n&které daldi. PoloZme v prvnim vzorci (3) y =0; ]eZto sin 0 = 0, ob-
dr¥ime sin x = sin x . cos 0; volme x tak, e 0 < x < 37 (treba x = zm); podle
viastnosti 3 je sin x > 0. JeZto sin x . (1 — cos 0) = 0, je

(5) cos0=1.
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PoloZme v druhé rovnici (3) y = — x; podle (4), (5) obdrZime
(6) 1 = cos? x + sin® x ;*¥)

je#to sin in =1, plyne z (6)

(7 cos3m =0.

Polozim-li v (3) y = i, dostanu podle vlastnosti 3 a podle (7)

(8) sin(3n 4+ x) = cosx, cos(3n + x) = —sinx;

opétovnym uZitim téchto rovnic plyne

Q)] sin (m + x) = cos(3m + x) = — sinx,
cos (n + x) = —sin (37 + x) = — cos x,
a z (9) déle sin(2n + x) = —sin(n + x) =sinx, cos(2n + x) = — cos(n +

+ x) = cos x. Slovy: hodnoty funkci sin x, cos x se nezméni, zvétim-li &islo x o 2n.
Rikame proto, Ze sin x, cos x jsou periodické funkce s periodou 2r. Obecn&: Budiz p-
kladné &islo a budiZ f(x) funkce majici tuto vlastnost: je-li tato funkce definovana
v bodg x, je definovéna téZ v bodech x + p, x — p a plati f(x) = f(x + p); o takové
funkci budeme fikat, Ze je periodickd s periodou p. Je-li f(x) periodicka s periodou p
a je-li definovana v n¢jakém bodg x, je definovana téZ v bod€ x + p, tedy téZ v bodé
(x + p) + p = x + 2p, dale v bod€ x + 3p atd., jakoZ i v bodech x — p, x — 2p,
x=3p,..aplati f(x)=f(x+p)=f(x+2p)=f(x+3p)=...=f(x - p) =

= f(x — 2p) = ... Tedy plati specialng pro kaZdé x a pro kaZdé celé k (k =0, 1.
~1,2,-2,..)

(10) sin (x + 2kn) = sinx, cos(x + 2kn) = cos x .
Pi3ete-li v (8), (9) — x misto x, dostanete podle (4)

(1) sin (31 — x) = cosx, cos(3m — x) = sinx,

(12) sin(n — x) =sinx, cos(x —x)= —cosx.

Rovnice (5) aZ (12) si snadno zapamatujete z obr. 21, z n&hoZ snadno vydtete, co se
stane se soufadnicemi bodu C, zvét§im-li x o %n nebo o 7 atd.; my jsme oviem tyto
rovnice odvodili ze Ctyf zakladnich vlastnosti a ne z pohledu na obrazek. Podotknéme,
Ze v intervalu (0, %n) jesin x > 0, cos x > 0. Pro funkci sin x je to patrno z vlastnosti
3; pro cos x je to patrno takto: je-li 0 < x < %n, je téZ 0 < %n —x< %n a tedy
podle (11) cos x = sin (7 — x) > 0. Z rovnic (3) pro y = x plyne (viz téZ rovnici (6))

(13) sin 2x = 2sinx cos x,
—_ 2 s — 1.2 — 2
cos2x = cos*x —sin*x =1 —=2sin*x=2cos*x — 1,

4) Pro zkréceni pi$i cos? x misto (cos x)2 apod.; obecn& misto (f(x))* pisi Easto f¥(x) (to tedy’
znati k-tou mocninu &isla £(x)); téZ Igk x bude znaéit k-tou mocninu ¢&isla Ig x apod.
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sinx = + /1—(;0s2x’ cos'x=i /1+c20s2x

(jeli 0 < x < %n, plati oviem u odmocnin znameni +); napf. pro x = %n (jezto
cos in = 0)

(15)

(14)

sin iz = cos 1 -1
m=cosin = —.

Pro x = in je 2x = 3n = in — in, tedy cos2x = sin xa rovnice cos2x = 1 —
— 2sin® x d4va sin in = 1 — 25sin? %n, poloZime-li sin in = u, je tedy 2u? -
— 1 = 0; tato rovnice mé dva koxeny % 2> — 1;jeztou > 0, je u = sin 67: = 2, podle

(6) je cosin = /T — X =1/3; tedy celkem
(16) sinin =cosin =3, cosin=sinin=3%/3.
PiSete-li v rovnicich (3) — y misto y, dostanete podle (4) V

(17)

sin (x — y) = sin'xcos y — cos xsin y,
cos(x — y) =.cosxcosy + sin xsin y.

Seitenim a odedtenim rovnic (3) a(17) plyne

sin (x + y) + sin (x — y) =
sin (x + y) —sin (x — y) =
cos(x + y) + cos(x — y) =
cos(x + y) = cos(x.— y) =

(18)

2sinxcosy,
2cos xsin y,
2cosxcosy,
—2sinxsiny.

Budte &, § dv& libovoln4 &isla; volme x, y tak, aby bylox + y=a, x —y = §,
. x = 3(x + B), ¥ = ¥(« — B); potom plyne z (18)

sina+sinﬁ=25ina+ﬂcosa—ﬁ, '
2 2
sina—sinﬁ=2cosa+ﬁsina_ﬂ,
2 2
(19) _
cosa+cosﬁ=2cosa+ﬂcosg—2——ﬁ:,
cosa — cos ff = —2sin“;ﬁsinazﬁ.

Chceme-li studovat prib&h funkce sin x, stadi se omezit na interval <0, n) V inter-
valu (— 3%, 0> dostaneme totiZ potom prib&h funkce sin x z rovnice sin x =

= — sin (— x); pro interval <}, 2n) uZijeme rovnice sin(z + x) = — sin x. Tim
dostaneme priib&h funkce sin x v intervalu délky 2=, tj. v intervalu {— %7;, %n);
pro ostatni hodnoty x uZijeme periodicity (tj. rovnice (10)). Zaroveii je vid&t: roste-li
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xod — ir do 0, klesd — x od 37 do 0, tedy (vlastnost 3) sin (— x) klesa od 1 do 0,
tj.sinx = — sin (— x) roste od — 1 do 0. Z toho je vidét, Ze funkce sin x je rostouci
v intervalu {— 3m, in); z rovnice sin (n + x) = — sin x je vidét, Ze funkce sin x
je klesajici v intervalu (%n, %n); dale se stoupani a klesani stfida podle periodicity.
Pro x = 0 a pro x = = je sin x = 0; pro Zadné jiné hodnoty x intervalu {— %n, %n)
neni sin x = 0, jak je vidét ze stoupani a klesani funkce. Ostatni hodnoty x, pro néz
jesin x = 0, dostaneme z periodiCnosti a vidime: Rovnice sin x = 0 plati tehdy a jen
tehdy, je-li x = kn, k celé (k = 0,1, — 1,2, — 2,...). Graf je na¢rtnut (pIn&) na obr.
22.%) Z rovnice cos x = sin (3@ + x) plyne, Ze kosinus ma v bodé x touz hodnotu
jako sinus v bodé iz + x (posunutém
o 1n doprava). Graf funkce cos x dosta-
nu tedy tim, Ze graf funkce sin x ,,posunu LT T o
0 %n vlevo*“;viz¢arkovanou ¢arunaobrazku "\’\1/ _
22. Z toho je specialn€ vidét, Ze rovnice e

cos x = 0 plati tehdy a jen tehdy, je-li
x=(k+3)m kcelé (k=0,1,-1,2, Obr. 22.
-2,...).

Véta 111. Funkce sin x, cos x jsou spojité v kaZdém bodé (tj. jsou spojité v in-
tervalu (— oo, + 0)).

D tkaz. BudiZ x, libovolny bod; mame (podle véty 103) dokazat, Ze lim sin x =

= sin Xy, lim cos x = €os X, €ili *=xo
X—*Xx0
lim sin (xo + k) = sinx,, lim cos(x, + h) = cos x,,
h—0 h-0

&ili -
lim (sin (xo + h) — sin x) = 0, lim (cos (xo + k) — cos xo) = 0.°)
h—0 h—0

Jest podle (3), (13)

sin (xo + h) — sin x, = sin X, cos h + cos Xo sin b — sin xo =

= sin xo (cos h — 1) + cos xosin h = — 2sin xo sin® 3h + cos xo . sin k.
i . . sinh v e e
Ale lim Sil—-h = 1, tedy lim sin A = lim M h=1.0= 0, tedy téZ lim sin %h =0
w0 h h—0 0 h h—0

(viz cviCeni 2 v kap. V, § 5), takZe
lim (sin (xo + h) — sin x,) =
h—0

= — 2ssin x, lim sin? 2h + cos x, limsin h = 0.
h-0 h=0
3) K presngjsimu narysovani ,sinusoidy* y = sin x bylo by oviem tfeba znit vétsi polet bodd
této krivky; prostfedky k pohodIlnému poéitdni funkce sin x ziskdme pozdé&ji. Mimoto ne-
vime vlastng, jaké méfitko jsme zvolili na ose x, ponévadZ jsme dosud nestanovili hodnotu
Cisla 7.
S) Zdeje Xy konstanta (pevné zvolené &islo), £ proménna.
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Podobng
cos (xo + h) — cos xo = cos x, (cos b — 1) — sin x, sin h. =
= — 2co0s x, sin® 3h — sin xo sin h

a limita tohoto vyrazu je opét nula (jako dfive).

§ 3. Funkee tg x, cotg x. Tyto funkce (&ti: tangens, ‘kotangens) jsou definovény

takto: tgx = S , 'é'otg x = 28X s pokud tyto vyrazy maji smysl; tedy tg x je

cos X- sin x )
definovina pro’ viechna' x # (k + 3) z (k=0,1;,-1, 2, —2,...), cotgx pro
viechna x =+ k=n (k =0,1,—-1,2, —2, ) PiSi-li- — x misto x, nezméni se kosinus,’
kdezto sinus zmeni znameni; tedy tg (— x) = — tg x, cotg (— x) = — cotg x.

Podle véty 111 je funkce tg x spojita v kaZdém bodg, vyjma v téch bodech,
v nichZ je cos x = 0; rovné&Z funkce cotg x je spojita v kaZzdém bodé, vmea v téch
sin (x +m) _ —sinx

bodech, v nichZ je sinx =0. Jest.tg(x + 7) = =tgx

cos (x + 1z) — COS X

a rovn&Z cotg (x + m) = cotg x (pfitom je oviem nutno vyjmout ty body, kde jmeno-
vatel je nula). Tedy:. funkce tg x, cotg x jsou periodické s periodou m. Stadi tedy
vySetfovat funkce tg x, cotg x v n&jakém intervalu délky =. VySetfujme napf. funkci
tgx v intervalu (— iz,1r).7) Je-lli 0'< Xy <X < 37 je 0 <'sinx; <sinx,,

< 1

COs X;  COS X,
atedy 0 <tg xl <tg x,, tj. tg x je rostouci a kladn4 v intervalu (0, n) Jak je to
v intervalu (— 3=, 0)? BudiZ — 37 <'x; < x, < 0; potom je 0 < — X, < —x <
<1n, tedy tg(— x,) < tg(— xl) . —tg(—x)) < —tg(=x), . tgx;, <
< tg x,; tedy je tg x rostouci a ‘zdporna v intervalu (— 37, 0) Mimoto je tg0.= 0,
tak¥e je v celku vidét: funkce tgx je rostouci v intervalu (— 3, 3m). DokaZme
déle, Ze lim tgx = + oo0.

x4 —

‘Budiz Kllibo.v'olné éisiq; inémc uk4zat, Ze existuje kladné &islo 6 > 0 tak, Ze pro

0 < cos x; < cos x; (cos x je klesajict funkei v (0, 7)), tedy 0 <

. . ' . sin x ey ; L
vSechna x intervalu (%n -9, %n) je tgx = —— > K, pfiemZ se smime omezit
cos
na hodnoty K > 0. Je lim sin x = sin —n =1, hm cos x = cos —7: = 0. Existuje
x=in x—=in

tedy pfedevsim &islo 6, > 0 tak, Ze pro zn -9 <x< —n Je sin x > 2, za druhé

existuje &islo 6, > O tak, Ze pro 5n -0, <x< gn- je0<cosx < 2.LK.Poloime

& = Min (8, 8,); je-li %fz —d<x< %n,lje sin x > 3, > 2K a tedy tg' x >
' cos.x

™) Beru otevieny interval, je¥to v bodech’ — 1=, 1z neni funkce tg x definovéna,

13 — Jarnik: Diferencidlnf po¢et L.
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> % 2K = K.Daletvrdim: lim tgx = — co. Ditkaz: budiZ dano K; existuje > 0
x—=—4n+
tak, Ze pro im—d<y<g3m je tgy> —K (jezto m;x tgy = + ). Jeli
yrin-—
- %n <x< - %n + 6, poloZzme y = — x, takZe %n —-d<y< %n, takZze je

tgy > — K, tgx = — tgy < K, &imZ je diikaz proveden. Shriime tyto vysledky:
Véta 112. Funkce tg x je rostouci a spojitd v intervalu (— %n, %n) Mimoto je

lim tgx = + o0, lim tgx= — .
x=4n— x—+—4in+
Z periodi€nosti je patrno, Ze funkce tg x je napf. také rostouci v intervalu (3, 37),
v intervalu (- 37, — %n) atd.; dale Ze lim tgx = — o0, lim tgx = 4 oo atd.;

x—+4n+ x> —3n—

viz obr. 23.

JUoo div v
9/ | Q \g,
£ ! E S, r &
| ]
}
]
-/ o bl 1/ x - ; X
/ } ] ) 3 0] P24 mn PEAN
I
| : |
| | < ]
: | } '
| [S WS % i
IS L “ }
Obr. 23. Obr. 24.

Podle (8) a podle periodiénosti je

in (2
cotg x = 5% _ sin (37 + x)

= —tg(3n + x) = — tg(x.— in);
sinx - cos (37 + x) ez ) g(x—27)

funkce cotg x ma v bod¢é x aZ na znameni touZ hodnotu jako funkce tg x v bodé&
x - %n. Z véty 112 a z grafu funkce tg x dostavame tedy ihned nasledujici vétu, jakoZ
i graf funkce cotg x (obr. 24):

Véta 113. Funkce cotg x je spojitd a klesajici v intervalu (0, ). Ddle je

lim cotgx = — 0, lim cotgx = + o0.
x=n— x—=+0+

Z definice tangenty a kotangenty ihned plyne (pouZijeme-li vysledkd § 2): tg0 = 0,
tg %n: = % , tg 1—n =1, tg %n = \/5, tg (- %n) = — —1—: atd.; pfislusné hodnoty
3 - , 3

kotangenty obdrZime z rovnice tg x . cotg x = 1, platné pro vSechny hodnoty x,
pro néZ je sinx + 0, cos x = 0 (poznamenejme Jesté, Ze cotg %n =0).



33 195

Z rovnic (3) plynou ihned obdobné rovnice pro tg (x + y), cotg(x + y);
napr. '
sin(x 4+ y) _ sin xcos y + cosxsin y

tg(x + y) = —;
cos(x + y) cosxcosy — sinxsiny
délime-li v poslednim zlomku dCitatel ijménovatel Cislem cos x cos y (ov§em vSechno
za ptedpokladu cos (x + y) + 0, cos x # 0, cos y # 0), dostaneme

tgx +tgy

tg(x +y) = I —xtgy

Podobn& byste mohli ze vzorch § 1, 2 odvodit dalsi vzorce (zndmé ze $koly) pro
tg a cotg; nebudu se tim zdrZovat, pokud nebudu pfislusné vzorce pfimo potfebovat.

Jesté€ jedno pojmenovani zavedeme. Funkce x" pfi lichém n, dale funkce sin x,
tg x, cotg x maji tuto vlastnost: je-li funkce f definovdna v néjakém bodé x, je defi-

novdna té% v bodé — x a plati f(— x) = — f(x); funkcim, jeZ maji tuto vlastnost,
budeme Fikat liché funkce. Napf. je vskutku { — x)" = — x" (pro liché n), tg (— x) =
= —tgx, cotg(— x) = — cotgx, sin(— x) = — sin x(pokud oviem prava strana

pfislusné rovnice ma smysl). Podobn& nazyvame sudou funkci kaZdou funkci f,
jeZ ma tuto vlastnost: je-li funkce f definovdna v néjakém bodé x, je definovdna téz
v bodé — x a plati f(— x) = f(x). Ptiklady sudych funkci: x" pro sudé n, cos x, x® +
+ x* + 1, tg2x.

Cviceni

Casto se vyskytuji v aplikacich matematiky nasledujici &tyti funkce, pro né% se zavadi
proto zvlastni oznaleni a ndzev:

.
e —e~% X 4 g™ e* — e % e+ e *

inh ¢ h ¢ d tgh d cotgh
sithx= —— , coshx = —— X=—-:, x=
x 2 2 ' e 0F *

e*—e”*

(nazev: hyperbolicky sinus, kosinus, tangens, kotangens — spole¥ny ndzev hyperbolické
funkce; misto znal_cfx sinh x atd. se uZiva leckdy jinych, napi. Sh x, Sin x apod.).

1. Viechny uvedené &tyfi funkce jsou spojité v kazdém bodé, vyjma posledni, jeZ neni spo~
jitd v bodg 0. '

2. cosh x je suda funkce, ostatni jsou liché.

3. cosh (x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y;
sinh (x 4+ y) = sinh x cosh y + cosh xsinh y;
tgh x + tgh
tgh(x +y = 2252,
1 4 tgh xtghy
Utijete-li cvieni 2, dostanete odtud vyrazy pro cosh (x — y) atd.

4. Sectete-li a odeétete-li vyrazy pro cosh (x + y), cosh (x — ») a poloZite potom x + y =
= &, x — y = f§, obdrzite

cosha + cosh f = 2 cosh (& + 3B) cosh (F& — 1B);
cosha — cosh B = 2sinh (3& + 2f) sinh (3a — 1f).

13+
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Obdobné& pro sinh« & sinh §.
5. (cosh x)2 — (sinh x)*> = 1.
6. Dosadite-li do prvni rovnice cvifeni 3 y = x, dostanete podle cvi¢eni 5 snadno

cosh2x +1 | cosh2x — 1
cosh x = —2——,smhx =+ —

(horni znameni pro x = 0, dolni pro x < 0).

1
7. (cosh x)? = ———— ; (sinh x)? = - ——— (druhy vzorec neplati pro x = 0).
( ) 1 — (tgh x)? ( (cotgh x)2 — 1 ( Y platip )
. 1+ (tgh »)° . .
8. Z cviCeni 6, 7 plyne cosh 2x = —_—5; 2 druhého vzorce cviteni 3 pro y =x
1 — (tghx)
2tghx

a i¢eni 7 plyne sinh 2x = 2 tgh x (cosh x)? = .
z cviCeni 7 plyne sin gh x (cosh x) = (e 0’

9. Také pro goniometrické funkce plati vzorce obdobné k cviceni 7, 8:

2

2 . 2 1 1 —tg"x
COs* X = ————,s8in" X = ————5—, Cos 2x = 5
14+tg°x 1+ cotg”® x 14 tg“x

) 2tg x

sm2x=——g—i—~

1+ tg“x

(tyto vzorce plati, pokud tg x, popf. cotg x ma smysl; odvodte tyto vzorce}.

Vsimnéte si obdoby mezi vzorci pro funkce goniometrické a hyperbolické. VSimnéte si ddle:
je-li x =cosu, y=sinu, je x> + y%> =1, tj. bod [x, y] lezi (pfi libovolném &) na kruZnici
x? + y? = 1. Obdobné: je-li x = cosh u, y = sinh 4, leZi podle cviCeni 5 bod [x, y] na rovnoosé
hyperbole x% — y% = 1. Odtud nazev ,,hyperbolické funkce*. .
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