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Kapitola VII

INVERZNI FUNKCE

§ 1. Inverzni funkce. Budi? M n&jaka neprizdn4 &iselnd mnoZ¥ina; budi¥ f(x) funkce,
definovana v mnoZin& M (nevadi oviem, je-li funkce f(x) definovéna té% v n¥kterych
bodech, leZicich mimo mnoZinu M). Probiha-li X mno%inu M, probihd hodnota
S(x) jistou neprazdnou &iselnou mnoZinu N;') budeme fikat, Ze funkce f(x) zobra-
zuje mnoZinu M na mnoZinu N.

P¥iklad 1. Funkce x? zobrazuje interval (— 1, 1) na interval <0, 1). To znamena:
predné, je-li xe(—1,1) (4. |x| < 1), je 0 < x? < 1, co¥ je vskutku pravda; za
druhé: je-li y libovolné &islo intervalu €0,1), t.j. 0 < y < 1, potom existuje &islo x
(aspeit jedno) v intervalu (— 1, 1), pro néZ je x* = y; a to je také pravda, nebof,
zvolim-li x = \/;, je x> =y a soutasné 0 < x < 1, tak¥e vskutku xe(— 1, l)
(mohli jsme oviem zvolit také x = — /7).

Ptiklad 2. Pro kaZdé x je x*> = 0; naopak, je-li y = 0, existuje &islo x tak, %e
x2 = y — stad&i volit napf. x = \/ y—(nebo téix = — \/J—I) Tedy: funkce x? zobrazuje
interval (— oo, + o) na interval €0, + o).

Priklad 3. BudiZ f(x) funkce z kap. V, §1, ptikl. 7 (tj. f(x) = 2 + x pro
x £0, f(x) = 1 pro x > 0). Tvrdim, Ze funkce f(x) zobrazuje interval (— 1,1) na
mnoZinu N, jeZ se sklada z bodu 1 a ze viech bod intervalu (3, 2). Vskutku: probiha-li -
x interval (— 3, 0D, probihé f(x) zfejmg& vicchny hodnoty intervalu (3, 2); probiha-li
x dale &isla intervalu (0, 3), je p¥isluina hodnota f(x) stile rovna 1.

Priklad 4. BudiZ f(x) = 1 pro racionélni x, f(x) = — 1 pro iracionalni x
(kap. V, § 1, pfikl. 9). Tato funkce zobrazuje kaZdy interval na mnoZinu, sloZenou
pravé ze dvou bodid — 1, + 1. Nebof jinych hodnot neZ + 1, — 1 funkce viibec
nenabyva a za druhé leZi v kaZdém intervalu jednak racionélni &isla x (pro n&%
S(x) = 1), jednak iracionélni &isla x (pro n&% f(x) = — 1). BudiZ dile M mnoZina
vSech racionalnich ¢&isel; funkce f (x) zobrazuje zfejm& mnoZinu M na ,,jednobodovou**
mnoZinu, tj. na mnoZinu obsahujici jediné &islo (totiZ &islo 1).

Ptiklad 5. Funkce f(x) zobrazuje interval J na jednobodovou mnoZinu tehdy
a jen tehdy, je-li f(x) konstantni v J. To je zfejmé.

1y Mnozina N je tedy definovéna takto: &islo y patii do mno¥iny N tehdy a jen tehdy, existuje-li
Cislo x tak, ze x € M, f(x) = y.
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V kap. IX dokéaZeme tuto dileZitou vétu:

Véta 130. BudiZ f(x) funkce spojitd v intervalu J. Potom funkce f(x) zobrazuje
interval J budto na jednobodovou mnoZinu nebo na interval.

Prosim &tenafe, aby zatim tuto vétu prijel za spravnou bez dikazu. Priklady
na tuto vétu jsou obsaZeny v piikl. 1, 2, 5 tohoto paragrafu; ptiklady 3, 4 vkazuji,
Ze u funkci, jeZ ncjsou spojii¢, nemusi byt tvrzoni této véty spravné. Druh intervaiu
nemusi zistat zachovan; napt. funkce x? zobrazuje otcvFeny interval (— 1, +1)
na polouzavfeny interval {0, 1).

Nyni ptichazime k hlavnimu bodu tohoto purazr:fu. BudiZ f(x) funkce spojita
a ryze monotdnni (tj.'t‘md'to rostouci nebo klesajici) v intervalu J. Interval J budiz
oborem funkce f.%) Podle véty 130 zobrazuje funkce f interval J na jisty interval J 2)
To tedy znamena: predné, je-li x € J, leZi &islo y = f(x) v intervalu J,; za druhé:
je-li y libovolné &islo intervalu J,, existuje v intervalu J &islo x tak, Ze f(x) = y;
a takové &islo x existuje v intervalu J jen jedno, nebof rostouci ¢i klesajici funkce

S Y
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0 x A
J
Obr. 25. Obr. 26.

f(x) nemitZe ve dvou riznych bodech intervalu J nabyvat téZe hodnoty y. Tim je
kazdé hodnot€ y intervalu J; pfifazena jedna a jen jadna hodnota x intervalu J,
a to ta hodnota x, pro kterou je f(x) = y; tato hednotz x s2 ndm tedy jevi jako jista
rankce proménné p, oznabmu ji znakem @()). Delinice funkce @(y) je tedy tato:
pro libovolné y = J; je o{y) vno slo x intervalu o, pro hicré plati f(x) = 3.%)
borem funkce ¢ je interval Jy; funkel ¢ nazyvime funkel incerzni k funkei f.
iz obr. 25 (pro funkci rostouct) a obr. 26 (pro funkei klesajici).’)

2) Viz definici 14. Cbor funkee 2 niioZina viech bodd x, v nich? je funkee £ definoviina. Kdyby
funkce byla definovéna také v nikterych bodech miro interval J, vynechme tyto body z oboru
funkce. Tim se ov§em neporusi ani rostouci nebo klesajici riz funkce v J ani spojitost funkce
v J (viz konec § 8 v kap. V).

3) Funkee f (rostouci nebo klesajici v J) nemuze byt konstantni v J a tedy nemiize zobrazovat
interval J na jednobodovou mnoZinu.

*) Pro kazdé y € Jy je tedy f(¢(y)) = 3. Lze také Fici: rovnice @(y) = x plati pro x e J, y e J,
tehdy a jen tehdy, je-li y = f(x).

5) Chci-li k &islu x e J sestrojit &islo f(x), sestrojim bodem A rovnob&iku s osou y; potom je
AB = f(x). Chci-li k &slu y € J; sestrojit &islo ¢(»), sestrojim bodem C rovnobézku s osou x;
potom je CB = ¢(»).
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Tvrdim: funkce ¢ zobrazuje interval J, na interval J. Pfedné je ziejmé, Zec
nro kazdé y € J, je ¢(y) € J. Za druhé: budiZ x € J; mame ukézat, Ze existuje y € J,
1ak, Ze ¢(y) = x. To je snadné: sestrojme &islo y = f(x), takZe jist¢ y e J,; podle
definice funkce ¢ je pak vskutku x = ¢(y). Dale tvrdim: Je-li f rostouci v J, je @
rostouci v Jy; je-li f klesajici v J, je o klesajici v J,. Ditkaz: Budte y,, y, dvé Cisla
intervalu J,, y, < y,. Polozme x; = ¢(y,), x, = ¢@(y,), takZe y; = f(xy), v, =
= f(x2), f(x,) < f(x,); &isla x4, x, lczi oviem v J. Je-li f rostouci v J, je x; < X,
(kdyby totiZ bylo x, = x,, bylo by f(x;) = f(x2)), ti- @(y,) < @(v,), takZe funkce ¢
je rostouci v J,. Je-li f klesajici v J, je x; > x, (kdyby totiZ bylo x; < x,, bylo by,
jezto f je klesajici, f(x,) = f(x3)), ti- @(»1) > @(y,), takZe funkce ¢ je klesajici
v J,. Dale tvrdim: funkce ¢ je spojitd v intervalu J,. Mame tedy dokazat®): 1) Ze
funkce ¢ je spojita zprava v kazdém bodé€ inter-
valu J,, jenZ neni jeho koncovym bodem; 2) Ze
funkce ¢ je spojita zleva v kazdém bodé intervalu
Jy, jenZ neni jeho pocCatenim bodem. DokaZeme
prvni Cast tohoto tvrzeni; druhou zcela obdobnou
gast si ¢tenaf doplni sam.

BudiZ tedy ¢ bod intervalu J,, jenZ neni je-
ho koncovym bodem, takZe jisté existuje v inter-
valu J; bod ¢; > ¢.”) Polozme d = ¢(c), takZe Obr. 27.

d e J, c = f(d); dile d; = ¢(c,), takZe d; € J,

¢y = f(d,). BudiZ dile ¢ kladné &islo; mame ukazat, Ze existuje kladné & tak, Ze
pro viechna y intervalu (c, ¢ + 9) plati [p(y) — ¢(c)| < e. Rozeznavejme * dva
pfipady.

A) Funkee f je rostouci v J a tedy funkce ¢ je rostouci v J,. Tedy d; = ¢(c,) >
> ¢(c) = d; v intervalu J leZi tedy bod d, > d, takZe bod d jist¢ neni koncovym
bodem intervalu J. Existuje tedy v intervalu J jisté bod d, tak, Ze d < d, < d + .
PoloZme f(d,) = c,, takZe d, = ¢(c,). Posledni nerovnosti lze tedy psit ¢(c) <
< ¢(c;) £ ¢(c) + & Jest f(d) < f(d,), tj. ¢ < c,. PoloZme ¢, — ¢ =9, takie
6 > 0. Lezi-li y vintervalu(c, ¢ + 9), tj. v intervalu (c, ¢,), je ¢(c) < @(») < @(cz) £
< ¢(c) + ¢ a tedy vskutku |o(y) — @(c)| < e.

B) Funkee f je klesajici v J, takZe funkce ¢ je klesajici v J,.%) Nyni je d, =
= ¢(c,) < ¢(c) = d; v intervalu J leZi tedy bod d; < d, takZe bod d jist¢ neni
pocate€nim bodem intervalu J. Existuje tedy v intervalu J jisté bod d, tak, Ze d >
> d, 2 d — & PoloZme f(d,) = c,, takZe d, = ¢(c,). Posledni nerovnosti Ize tedy
psat o(c) > @(c,) = ¢(c) — e. Jest f(d) < f(d,) (f je Klesajici!), tj. ¢ < c,. PoloZme
c; — ¢ =9, takZe 6 > 0. LeZi-li y v intervalu (c, ¢ + d), tj. v intervalu (c, c,), je

) Viz kap. V, § 8 ke konci.

7) Prosim &tenafe, aby si soutasné s témito vyklady na&rtaval obrazek 27.

8) Prosim, aby si tenaf nyni soutasné s vykladem nadrtdval obrdzek obdobny k obr. 27, ale
s klesajici funkci f.
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(jeZto ¢ je klesajici ) ¢(c) > ¢(y) > @(c;) = ¢(c) — ¢, a tedy vskutku [p(y) —
— ()l <e.

A jesté jednu poznamku. Funkce ¢(») je spojita a budto rostouci nebo klesajict
v intervalu J,; a zobrazuje tento interval na interval J. Tedy existuje k této funkci ¢
inverzni funkce, takto definovana: kazdému x intervalu J pfifadim onu (jedinou)
hodnotu y intervalu J,, pro kterou je ¢(y) = x. Ale tato rovnice, jak vime (viz
poznamku*)), znamena toté% co y = f(x). Inverzni funkce k funkci ¢ je tedy funkce f.

Vsechno, co jsme nyni dokazali, shriime v tuto vétu:

Véta 114. Budiz f funkce, jejim# oborem je jisty interval J. Funkce f(x) budi¥
spojitd v J a budto rostouci v J nebo klesajici v J; funkce f zobrazuje tedy interval
J na jisty interval J,.

Potom ke kaZdé hodnoté y € J, existuje jedna a jen jedna hodnota x € J tak,
Ze f(x) = y; .0znacdime-li tuto hodnotu x znakem (o(y), j2 @ funkce, jejimZ oborem
je interval J,. Funkci ¢ nazyvdme funkci inverzni k funkci f. Tato funkce ¢ je
spojitd v J, a zobrazuje Jy na J. Je-li f rostouci v J, je ¢ rostouci v J,; je-li f klesa-
jiciv J, je ¢ klesajici v J . Funkce inverzni k funkci ¢ je funkce f.

OZivime tuto obecnou uvahu nékolika priklady.

Ptiklad 6. Funkce a* (a > 0, a # 1) je spojitd a budto rostouci (pro a > 1)
nebo Klesajici (pro 0 < a < 1) v intervalu (— oo, + ) a zobrazuje tento interval
na interval (0, + o0); nebof vZdy je a* > 0 a naopak, ke kaZdému. y > 0 existuje
x tak, Ze a* = y; staci totiZ poloZit x = log, y. Inverzni funkce ¢ je definovana takto:
¢(y) je ona hodnota x, pro kterou je a* = y; tedy ¢(y) = log, y. Inverzni funkci
k funkci logaritmické o zdkladu a je ovSem zase naSe ptivodni funkce, tj. exponen-
cialni funkce o zakladu a.

Ptiklad 7. Funkce x" (n > 0; za obor funkce vezmeme interval <0, + 00))®*)
je spojitd a rostouci v intervalu <0, + o) a zobrazuje tento interval na interval
<0, + o0); nebet pro x = 0 je x" = 0 a ke kaZdému y > 0 existuje &islo x = 0 tak,
Ze x" = y; stadi poloZit x = y'/". Tim uZ jsme zarovei zjistili, Ze k funkci x" (v oboru
<0, + o), n > 0) je inverzni funkce y'/" (tj. rovnice x" = y plati pro x =0, y = 0
tehdy a jen tehdy, je-li x = »'/"). Podobné& pro n < 0, pouze je v tomto pfipadé nutno
vylougit hodnotu x = 0 (a jde ovSem o klesajici funkci).

Ptiklad 8. Pro celé kladné n je mocnina x" ov§em definovana pro viechna x
(i zaporna). Je-li n liché kladné, je, jak ihned zjistite, funkce x" rostouci v intervalu
(— o0, + o) a ke kaZdému y existuje jedno a jen jedno x tak, Ze x" = y, totiZ x =
= V; (viz poznamku 1 k v&t& 43 v kap. I, § 8, kde jsme pro liché kladné n definovali
w i pro zaporné y). Pro liché kladné n mé tedy funkce x" v oboru (— ©, + )
inverzni funkci ’{/}_1

82) jde tedy o funkci f takto definovanou: pro x = 0 jest f(x) = x", pro x < 0 funkei f(x) nede-
finujeme.
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Pro sudé kladné n je tomu viak jinak; vezméme tfeba n = 2 (ale pro ostatni
sudd n > 0 je to podobné). V intervalu {0, + o) je x* rostouci, nezaporné a naopak
ke kaZdému y = 0 existuje jedno a jen jedno x intervalu <0, + o) tak, Ze x* = y,
totiz x = \/; Tedy: funkce x* ma v oboru <0, + o0) inverzni funkeci \/ y. Vyse-
tfujme nyni hodnoty x < 0, tj. funkci x* v oboru (— o0, 0). V tomto intervalu je
x? klesajici, neziporna a naopak, ke kaZdému y = 0 existuje jedno a jen jedno x
intervalu (— oo, 0), pro n&% je x% = y,totizx = — \/)7 Tedy: funkce x?> ma v oboru
(= o, 0> inverzni funkci — \/; (tedy nikoliv \/ y). Kdybychom cht&li sestrojit
funkci inverzni k funkci x? v oboru (— 0, + oo), narazili bychom na tuto obtiZ:
ke kazdému y > 0 neexistuje pouze jedno x intervalu (— oo, + o), pro n&Z je x* =
= y, nybrZ dvétakova x, totiZ x = \/ yarovndix = — \/ ; Ztoho je vidéi: chceme-li
sestrojit v néjakém intervalu k funkci x? funkci inverzni, musime se omezit na takovy
interval, v ndmZ tato funkce je budto rostouci (to je interval <0, + o) nebo jeho
Zasti) nebo klesajici (to je interval (— oo, 0> nebo jeho &asti). S podobnou okolnosti
se jesté zietelndji setkame v § 2. Zaroveii vidite, Ze je pfi definici inverzni funkce
k funkci f daleZité udat obor funkce f.

Poznamka 1. Pro ulehéeni &tenifi jsem proménnou ve funkci f znadil stile
pismenem x, v inverzni funkci ¢ pismenem y, coZ oviem neni podstatné; okolnost,
Ze funkce ¢ je inverzni k funkci f, zavisi na tvaru téchto funkci a ne na pismenu,
kterym oznaduji nezavisle prom&nnou (napf.: k logaritmické funkci o zikladu a je
inverzni funkci exponencilni funkce o zakladu a). Jsme-li nuceni prom&nnou vypi-
sovat, znaCime ji Casto u funkce f i u funkce ¢ tymz plsmenem, .napf. fikame, Ze
k funkci e* je inverzni funkce Ig x atd.

Poznémka 2. Budte f, ¢ funkce z véty 114. Oznagme pismenem A graf funkce f,
pismenem B graf funkce ¢. Tedy: A je mnoZina viech bodi (&ili uspofadanych dvojic)
[x, ¥], jez spliiuji rovnici y = f(x); B je mnoZina viech bodd [x, y], jeZ splituji
rovnici y = ¢(x).%) Ale podle poznamky*) znamen4 rovnice y = ¢(x) totéZ co rovnice
x = f(y). MnoZina B je tedy mnoZina on&ch bodt [x, y], pro néZ plati x = f(y);
tj. mnoZina B vznikne z mnoZiny A tim, Ze vym&nim x s y, ij. pFeklopenim podle
piimky y = x. Viz obr. 16, kde je znézorn&n specialni ptipad f(x) = (3)%, ¢(x) =
= log 4, ,X.

V poznamce*) jsme zjistili, Ze pro kazdé x € J, je f(¢(x)) = x (pisi x misto y).
JeZto naopak je f inverzni funkci k ¢, je ¢(f(x)) = x pro kazdé x € J (dlohy intervald
J, Jy se vyméni). Napk.: pro a > 0, a * 1 je log, (a*) = x pro kaZdé x, a'** = x
pro ka?dé x > 0; pro n = 0, x > 0 je (x'/*}" = x a pod.

9) Skute¢né takto, a ne x = @(»); nebof za prvni soutadnici (abscisu) x beru hodnotu nezdvisle
proménné ve funkci ¢, za druhou soufadnici (ordinatu) y hodnotu funkce . )
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Criceni

1. Pojem inverzni funkce 1ze zobecnit. BudiZ f funkce v oboru M, jeZ zobrazuje mnoZinu M
na jistou mnoZinu N. Nechf kterymkoliv dvéma riznym hodnotdm x (z mnoziny M) odpovidaji
téZ dvé razné hodnoty f(x) (tak je tomu napf. u funkce rostouci nebo klesajici). Potom ke kaZ-
dému ye N existuje jedno a jen jedno x € M tak, Ze y = f(x). Toto x oznalme ¢(y); funkci ¢
nazyvame opét funkci inverzni k f; funkce ¢ -zobrazuje N na M; funkce f je funkci inverzni
k funkci @.

1
2. Budi¥ M mnoZina vSech ¢&isel riznych od nuly. V oboru M poloZme f(x) = —; funkce f
x

1
zobrazuje M na M. Inverzni funkce ve smyslu cvifenf 1 je p(x) = 3~
x

3. BudiZ M mnoZina sloZen4 ze viech kladnych &isel iraciondlnich a ze viech nekladnych
&isel raciondlnich. Funkci f-v oboru M definujme rovnici f(x) = x2. Pro dvé& riizné hodnoty x
mnoZiny M dostidvime téZ dv& rizné hodnoty f(x). Inverzni funkce ¢ (v oboru <0, + )) je
definovdna takto: je-li J; racionélni, je ¢(y) = — J;, je-li J; iracionélni, je @(y) = J y-
UkaZte, Ze funkce @ neni spojit4 zprava ani zleva v 24dném bod& y > 0, je viak spojitd zprava
v bodé 0.

} 4. Z vity 130 plyne véta 43 (o existenci n-té odmocniny) takto: budiZ n celé kladné; potom

" funkce x" je spojitd a rostouci v <0, + ). Je-li K = 1, plati pro x = K nerovnost X" = K.
Z toho a z véty 130 ihned vidite, Ze runkce x" zobrazuje interval <0, + ) na <0, + o). Tedy
existuje ke kaZdému a = 0 &islo x = 0 tak, %e x” = a; jeXto je x” rostouci, existuje jen jedno
takové x = 0.

§ 2. Funkce cyklometrické. Funkce sin x je spojitd v intervalu (— oo, + o0), ale neni
v ném monotdnni; je nap¥. rostouci v intervalu ( — %1:, %1:) (viz kap, VI, § 2), potom
Je klesajici v intervalu {}r, 3 (coZ je ihned patrno z rovnice sin (x + 7) = — sinx),
potom je. opét rostouci v intervalu (5;-1:, %n) atd. Chceme-li k funkci sin x sestrojit
funkeci inverzni, musime obor funkce sin x omezit na né&jaky interval, v némZ je tato
funkce monot6nni; vybereme si interval { — %n, %n) (ten je pfijemny proto, Ze obsa-
huje interval (0, 37), odpovidajici thldm mezi 0° a 90°). JeZto funkce sin x je v inter-
valu J = {— 3, 3n) rostouci, je nejmensi hodnota funkce sin x v intervalu J rovna
sin (— 3m) = — 1, nejvéti hodnota sin iz = 1. Interval J;, na n&j# funkce sin x
interval J podle véty 130 zobrazuje, je nutné interval (— 1,1). Z véty 114 plyne
tedy ihned

Véta 115. Funkce sin x v oboru {— 3n, 3n)°%) zobrazuje tento interval na in-

terval {— 1,1). Funkci inverzni k této funkci oznadime znakem arcsin x (&ti
arkus sinus x). Tato funkce arcsin x md tyto vlastnosti: jejim oborem je interval
{— 1, 1), ktery je funkci arcsin x zobrazen na interval {— %n, %n).w) V intervalu
{— 1.1) je funkce arcsin x rostouci a spojitd.

“3) Slova ,,Funkce sin x v oboru {— I, %n)“ znamenaji oviem funkci f takto definovanou:
oborem funkce f jest interval (— 3, 3n> a pro kazdé x tohoto intervalu je hodnota f(x) této
funkce ddna rovnici f(x) = sin x. Podobny smysl maji obdobna réeni i v jinych ptipadech.

10) pro |x| < 1 je tedy vidy — im < arcsin x S Im.
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Funkce, z niZ jsme vysli, byla funkce sin x v oboru {— %n, %n); tj. hodnota
této funkce v ka’dém bod€ x tohoto intervalu je rovna sin x, kdeZto mimo tento
obor funkce nenf definovana.'!) Grafické znazornéni této funkce je silnd vytaZend
. &ast kfivky y = sin x na obr. 22; graf inverzni funkce arcsin x dostaneme podle
poznidmky 2 v § 1. Viz pln& vytaZenou &aru na obr. 28. Smysl funkce arcsin x je
jasny a snadno se pamatuje uZz z pojmenovani funkce:

rovnice y = arcsin X znamena totéZ, co x = sin y, IP\‘: y
g . - <,
- %n < y < in. Cili slovy: arkus sinus x je ono ,\"%-
. ” w
¢islo (ncbo chcete-li, onen ,,uhel®, ,,oblouk* = arcus) | \t
. . . e \
intervalu {— %n, %n), jehoZ sinus se rovna ¢islu x. Tedy x { N
- . 1 1 . 1_ v wr : l \\ |
napf. arcsin —= = zm, jeZto zm je prav€ ono Cislo inter- | 1 I,
2 | 2" \| 2"
. \
1.1 . . . .1 . .1 I i |
valu { — 37, 37), jehoZ sinus je—- Podobné arcsin 3 = It 0 1T
2 !
= inm, arcsin 3/3 = } '\/(;—0 in 1 =1 gl 1S
= gm, n3\/3 = 3=, arcsin 0 = 0,arcsin 1 = 37. /8
) <
Véta 116. Pro |x| <1 jest arcsin (— x) =
= — arcsin x. (Tj. arcsin x je lichd funkce.)
Obr. 28.

Dikaz. BudiZ x dano; poloZme arcsin x = y,
tedy — %n Sy= %n, sin y = x. Tedy také &islo — y leZi v intervalu {— %n, -;-n)
ajestsin(— y) = —siny = — x, takZe — y = arcsin (— x).

Odtud nap¥. arcsin (— 1) = — 1, arcsin (— 3) = — i atd.

Piiklad 1. BudiZz |x| £ 1. Hledejme ona y, pro n&Z je sin y = x. V intervalu
— 1n, 1n) le#, jak vime, pravé jedno takové y, totiZ y, = arcsin x. Probihd-li y
interval { — 1n, 1z, probiha &islon — y, jak ihned zjistite, interval (3=, 3n); vzhledem
k rovnosti sin (z — y) = sin y leZi v intervalu (%n, %n) pravé jedno feSeni rovnice
siny = x, ato &islo y, = = — y, = ® — arcsin x. Tim mame odbyt interval { — %n,
gn>, jenZ ma délku 2z. Ostatni feSeni rovnice sin y = x dostaneme jiZ okamZité
z periodi¢nosti funkce sin x. VSechna feSeni rovnice sin y = x jsou tedy tato &isla:
arcsin x + 2kn, (2k + 1)m — arcsinx (k= 0,1, — 1,2, — 2,...).

Ptiklad 2. Z rovnosti sin (y, + ¥2) = sin y; cos y, + cos y, sin y, odvodime
vajimavy vztah pro funkci arcsin x. BudiZ [x,| < 1, |[x,| < 1. PoloZme y, = arcsin x;,
y; = arcsin x,, tedy — %n <y = %n, - %n <y, %n; —n<y,+y,Sm

NI Yy = Xq, siny; = Xp, cos y; = /1 — x2,1%) cos y, = J1- x3. Tedy sin (y, +
+ ¥2) = Z, kde pro zkréceni klademe Z =.x,,/1 — x3 + x,3/1 — x?. Z toho, Ze
\in (y1 + y2) = Z, nemlZeme oviem je§t& usuzovat, Ze y; + y, = arcsin Z; to

In 1A

N

1) Takto jsme musili omezit obor funkce sin x, abychom mohli mluvit o inverznf funkci.

12) Je cos y; = 0, jeto |y;| < im; podobn& cos y, = 0; tedy je znameni u odmocnin spravn&
zvoleno.
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by byle spravné jen tehdy, kdybychom védéli, Ze |y, + y,| < %n; ale my vime jenom,

Ze |y, + ya| £ =. Proto musime rozeznavat tyto pripady:

A) —in<y, +y, = %n. Potom je y; + y, ono d&islo intervalu {— %n, %n),
jehoZ sinus je Z; tedy y; + y, = arcsin Z.

B) in <y, +y, (a ovem y, + y, £ 7). Potom je 0 < m — (y; + y,) <
< 3m; islo m — (y, + y,) leZi tedy v intervalu {— ir, 7} a jeho sinus je sin (z —
— (y1 + y2)) =sin (}’1 + ;) = Z; tedy n — (v, + y,) = arcsin Z.

C) yy+y,<—3n (a odem y, + y, = — ). Potom je —jn < — 7 —
— (y1 + y2) S0; &islo — n — (yy + y,) leZi tedy v intervalu {— in, 37> a jeho
sinus je sin(— n — (y; + y,)) = —sin(w + y, + y,) =sin(y, + y;) = Z; tedy
—n — (y; + y;) = arcsin Z.

Mame tedy tento vysledek: budiZ |x,| £ 1, |x,] £1, a poloime Z =
= X; /1 = x3 + x,4/1 — x2. Potom plati:

A) Jeli |arcsin x; + arcsin x,| < in, je
arcsin x, + arcsinx, = arcsin Z.

B) Je-li arcsin x, + arcsin x, > ix, je
arcsin x, + arcsin x, = & — arcsin Z.

C) Je-li arcsin x, + arcsin x, < — 3, je
arcsie x, + arcsin x, = — m — arcsin Z,

U funkci eos x, tg x, cotg x mohu jiZ zajisté postupovat rychleji. Funkce cos x
je spojita a kiesajici v intervalu {0, #) a zobrazuje tedy tento interval na jisty interval
J;. JeZto je cos x Kklesajici, je koncovym bodem intervalu J; hodnota cos0 = 1,
pocateénim bodem cos # = — 1, takZe J, = {— 1, 1). Véta 114 dava tedy:

Véta 117. Funkce cos x v oboru {0, n) zobrazuje interval {0, n) na interval
{= 1, 1>. Funkci inverzni k této funkci znaéim arccos x (¢ti arkus kosinus x). Tato
Junkce arccos x md tyto vlastnosti: jejim oborem je interval {— 1, 1), jej¢ funkce
arccos x zobrazuje na interval {0, n).*3) V intervalu {— 1, 1) je funkce arccos x
klesajici a spojitd.

Graf dostaneme z obr. 22; viz obr. 28. Napf. jest arccos 1 = 0, arccos 0 = —;-n,
arccos (— 1) = x, arccos (— 3./3) = 3x atd.

Pifiklad 3. Pro |x] < 1jearcsin x + arccos x = %n. Diikaz: PoloZme arcsin x =
=y, takle ~jn S y<jnsiny=x. Tedy cos(3# —y)=x, 0<jn—y S m;
&islo %n — y je tedy ono ¢&islo intervalu <0, 7D, jehoZ kosinus je x; tedy vskutku
%n —-y = arccos x. Funkce arccos x souvisi tedy tak uzce s funkci arcsin x, Ze nam
jiZ nic v podstaté nového neposkytuje.

13y Pro kazdé |x| < 1 je tedy 0 < arccos x < 7. Smysl definice funkce arccos x je tento: arccos x
je ono ¢&islo intervalu <0, 7D, jehoZ kosinus je roven ¢islu x.
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Funkce tg x je spojita a rostouci v otevieném intervalu (— iz, 1n) a zobrazuje
tedy tento interval na jisty interval J. Jest (viz v&tu 112) lim tgx = + oo; ke kaz-

x=4n—
dému &slu K existuji tedy &isla x intervalu (— %n, %n), pro néZ je tg'x > K, tj.*
interval J, obsahuje ¢isla vét$i neZ K, at si K zvolime jakkoliv; tedy neni interval J,

shora omezen. Z rovnice lim tgx = — oo plyne obdobnég, Ze interval J, neni
x> —4in+

zdola omezen. Tedy je nutng J, = (— o, + o) (nebof kaZdy jiny interval je
budto shora nebo zdola omezen) a véta 114 dava:

Véta 118. Funkce tgx v oboru (— in, in) zobrazuje interval (— in, r) na
interval (— o, + o0). Funkci inverzni k teto funkci znaéime arctg x (&ti arkus
tangens x). Tato funkce md tyto vlastnosti: jejim oborem je interval (— oo, + o),
Jjej# funkce arctg x zobrazuje na interval (— m,3n).!*) V intervalu (— oo, + )
Jje funkce arctg x rostouci a spojitd.

Véta 119. arctg (— x) = — arctg x (tj. arctg x je lich4 funkce).

Diikaz jako u véty 116.

1
Graf viz na obr. 29. Napf. je arctg 0 = 0, arctgf = %n, arctg (— ﬁ) =

1
= - '6—7'[ atd.

Véta 120. lim arctgx = %n:, lim arctgx = — %n.

x=+o X —oe ’

Diikaz. DokaZme tieba druhou rovnici; prvni si pak &tendf dokadZe sdm.
BudiZ déno libovolné kladné &; mam dokazat, Ze existuje ¢islo K tak, Ze pro x < K
je larctg x + §n| <& Je-li € = =, je ona nerovnost splnéna pro ka¥dé x (nebot
Jarctg x| < %n, takZe |arctg x + %nl < Z¢); v tomto pfipadd lze tedy volit K
libovoln&. BudiZ za druhé 0 < ¢ < =; poloime tg(— 37 + &) = K. JeZto — E" <

< ——n:+s<2n, vidime, Ze arctgK = — n+s Pro x<K_1e tedy —'—n<
< arctgx < arctg K = — —7: + ¢, takZe vskutku 0 < arctgx + —n <e.
Pi¥iklad 4. Pro kaZdé x je arctg x = arcsin —x—.Dﬁkaz: PoloZmearctg x=

J1+ %2

= ptitgy =x, — 21:<y <—1r Pre_;duodtgyksmytakto

sin .
Y _x, sin?y =
cos y

=x%(1 —sin?y), siny = + . Vintervalu (— 2z, 37) je cos y > 0, takze

x
J1+ x?
sin y ma totéZ znameni jako tg y, tj. jako x. Tedy plati znaménko +; &islo y je tedy

14y Pro kaZdé x je tedy — im < arctg x < im. Definici funkce arctg x lze téZ vyslovit takto:
arctg x je ono &islo intervalu (— ;:z, in), jehoZ tangenta je rovna &islu x.



206

KAP. VII

ono &islo intervalu { — 3n, 2}, jehoZ sinus je

= arcsin
1 + x?

= takZe vskutku jest y =
1+ x

Funkce cotgx = — tg(x — 3n) probiha v intervalu (0,n) aZ.na znaménko

minus stejné jako funkce tg x v intervalu (—

L, 1z). Tedy: cotg x je v intervalu
(o, n) spojitd a klesajici a zobrazuje tento

.interval na interval (— 0, + ™). Z vty

114 plyne tedy:

Véta 121. Funkce cotg x v oboru
(0, n) zobrazuje tento interval na interval
(=, + ). Funkci inverzni k této funkci
nazveme arccotg x (éti arkus kotangens x).
Tato funkce arccotg x md tyto vlastnosti:
jejim oborem je interval (— <o, + ),
jejZ funkce arccotg x zobrazuje na inter-
val (0, 7).'%) V intervalu (— o, + o)

je funkce arccotg x klesajici a spojitd.
Pfiklad S. Pro kaZdé x je arctg x +

+ arccotg x = 37. Ditkaz: PoloZmearctgx =

siny _ cos(3m —y) _

cosy sin (3m — y)
= cotg(in — y) a soudasné 0 < in — y < =, takZe vskutku 37 — y = arccotg x.

=y tdy —gn<y<im tgy=x Jestx=tgys=

Ptiklad 6. Z p¥ikl. 5 a véty 120 plyne lim arccotg x = lim (3n — arctg x) =
= 0. Podobn& lim arccotg x = =. e X oo

X+ =

Funkce arcsin x, arccos x atd. se nazyvaji cyklometricke.

Cviceni

1. Pfipad A) v pfikl. 2 nastane tehdy, je-li budto x;x, < 0 nebo x’f + x% < 1; pifipad B)
nastane, je-li x; >0, x, >0, x} + x3 > 1; ptipad C) nastane, je-li x; < 0, x, <0, x3 + x3 >
> 1. Navod: Je-li xlxz = 0, napf. xl =0, x5 =0, je (v oznaleni pfikl. 2) Y150,y 2 ()
a odtud snadno ——n =y + 2 <1l Je-lxx1 >0 Xy >0, Je0<y1 —n, 0<y2 S
Jeito sm ¥y je rostouci pro 0o=sy S—n a jeito sm "y + sin? (—n - y D=1, sin? "1 +
+ sin? Y2 =1 pro y, <1 3% — ¥y, ale sin? y1+ sin? y2 > 1 pro y, > n — y4. Obdobné pro
x; <0, x, <O.

2. Je-li |x| £ 1, jsou viechna feSeni rovnice x = cos y ddna vzorcem y = 2km + arccos x
k=041, £+2,..)

15y Tedy O < arccotg x < 7 pro kazdé x. Definice arccotg x se dd vyslovit takto: arccotg x
je ono &islo intervalu (0, ), jehoZ kotangenta se rovnd &islu x. Graf viz na obr. 29 (¢arkovang).
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3. Je-li x libovolné, jsou viechna feSeni rovnice x = tg y ddna vzorcem y = arctg x + kn
(k=0, +1, £ 2,...); obdobné pro cotg y.

X
,/l—le
5. Pro0 < x < 1 je arcsin x = arccos /1 — x%; pro 0 > x = — 1 je viak arcsin x =

= —arccos (/1 — x2,

4. Pro |x]| < 1 je arcsin x = arctg

1 : 1
6. Pro x = 0 je arccotg x = arcsin —————; pro x < 0je arccotg x = 7z — arcsin—————.
JT+ 22 JT+ a2
4

4 y=colghx
y=coshx ——————~Jf ———————
X

y=sinh x
X
Obr. 30. Obr. 31.

7. Toto a nésledujici cvieni se pokitd podle vzoru pfikl. 2 a cvideni 1. Pro |x;| < 1,]x,| < 1
poloZme Y = xyx; — \/(l - le) Q- xzz) . Potom je arccos x; + arccos x, = arccos Y, je-li
xy + x5 = 0; arccos x; + arccos x, = 2n — arccos Y, je-li x; + x, < O.

Xy +x;

— X1X3
xyx; <1, arctg xy + arctg x, = arctg X + @ pro x,;x, > 1, x; > 0, arctg x, + arctg x, =
= arctg X — @ pro x;x, > 1, x; <O0.

8. Pro x;x, # 1 poloime X = ; potom je arctg x, + arctg x, = arctg X pro

Probereme nyni funkce inverzni k funkcim hyperbolickym; viz cviteni 1 aZ 8 ke kap. VI, § 3.
9, sinhx je funkce rostouci v (— o, + ©); je lim sinh x = 4 oo, lim sinh x =
X+ X+ =0
= — oo, Tedy: sinh x zobrazuje (— ©, + o) na (— o, 4+ ); inverzni funkce argsinh x &ini
totéz. DokaZte, Ze argsinh x = lg(x 4+ \/;2 + 1) (navod: poloZite-li argsinhx = y, je x =
= 1(e” — e™”); to je rovnice 2. stupné pro e”; pii feSeni uvazte, Ze e” je kladné).

10. Podle cviteni 9 a podle kap. VI, § 3, cvieni 5 zjistite, Ze cosh x je rostouci v <0, + )
a zobrazuje tento interval na <1, + o). Inverzni funkce k funkci cosh x v-oboru <0, + ©) je
funkce argcosh x = Ig (x + \/xz — 1) (x = 1), jeZ zobrazuje <1, + ) na <0, + ). Inverzni
funkce k funkci cosh x v oboru (—~ o0, 0) je — argcosh x.
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11. Jest lim tghx =1, lim tgh x = — 1; funkce tghx je rostouci v (— o, + ©)

x—+ X— — 0

. , . 14 x
a zobrazuje tento interval na (— 1, + 1). Inverzni funkce je argtgh x = ; Ig = (x| < D.
x

1 -
12, Jest lim cotgh x = 4 o, lim cotghx =1, lim cotshx = — oo, lim cotghx =
x=0+ x—*+o x=+0— x=+—=cn
= — 1. Funkce cotgh x zobrazuje klesajic interval (0, + o) na (1, + o) a interval(— o, 0)
na (— o, — 1). Inverzni funkcz (ve zobecnénéra smyslu § 1, cvifeni 1) argcotgh x =
x + 1
x—1
na (0, + ).

13. Z cviceni 3 v kap. VI, § 3 odvodte

(|x] > 1) zobrazuje klesajic interval (— o, — 1) na (— o0, 0) a interval (1, 4 o)

argsinh x; + argsinh x, = argsinh (x;\/x3 + 1 + x,/x] + D.
Ovéfte tento vysledek téZ primo dosazenim argsinh x = Ig (x + \/;Z—-E-—l.)
14. Podobn& odvodte (obéma uvedenymi zplsoby) pro x; =1, x, =1 argcoshx; +
+ argeosh x, = argeosh (x;x, + /x] — 1. /x5 = 1).
15. Obdobné pro |x,| < 1, |x,| < 1

argtgh x; + argtgh x, = argtgh.ﬁl_'*'_xl‘_.
14+ x(x,

16. Pro cotgh x dostanete jako v kap. VI, § 3, cviCeni 3:

cotgh xcotghy 4+ 1

prox +0,y+0,x+y 0.
cotgh x + cotgh y

cotgh (x + y) =

Qdvodte jako v cvidenich 13, 14, 15 pro |x;] > 1,|x;] > 1, x; + x, + 0:
x1xy + 1

argcotgh x, + argcotgh x, = argcotgh .
x; + x,
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