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Kapitola IX
OBECNE VETY O SPOJITOSTI A O DERIVACI

§ 1. Uvod.") Je-li d4na funkce f v oboru M, nazvali jsme jejim grafem nebo grafickym
znazornénim mnoZinu viech bodt [x, f(x)], kde x probih4 vischny body z M.
Tento graf se nazyva nékdy ,,&arou nebo kiivkou o rovnici y = f(x)*; pro jedno-
duché funkce, jak jsme na fad® prikladi zjistili (viz pfikl. 1 aZ 6 z kap. V, § 1) ma
skutednd tato ,kiivka y = f(x)* vlastnosti, které spojujeme s naivni pfedstavou
&ry nakreslené plynulym tahem tuZky na papife. Ale nase definice funkce (definice
14) byla velmi 3iroké; neni tedy divu, Ze existuji také funkce, jejichZ ,,grafické zna-
zorn&ni* (tj. mnoZina viech bodi [x, f(x)], kde x € M) je zrakovému nazoru na-
prosto nepfistupné. Priklad takové funkce jsme jiz méli (viz kap. V, § 1, ptikl. 9);
jestd ,,divodejsi* je napf. tato funkce: je-li x iracionélni, budiZ f(x) = 0; je-li viak x

raciondlni, da se x psat jednim a jen jednim zpdsobem ve tvaru x = 2, kde p, g jsou
q

z xr

cela nesoudglna &isla, ¢ > 0; potom budiZ f(x) = g. Tim je vskutku kaZdému &islu x

pifazeno jisté &islo f(x); napt. f(\/2) =0, f(=3)=1 (Je totiz — 3 = ———1—3),
J(3) =3, f(1) = 1, £(0,999) = 1000 atd. Snadno zjistite, e v kaZdém sebe men3im
intervalu nabyva funkce f(x) libovoln& velkych hodnot, nebot v kaZdém intervalu

lezi &sla? (P, g cela nesoudglna, g > 0), kde g je v&tsi neZ libovolné pfedem dané
q .

&islo. ,,Caru y = f(x)* si asi ani nejZivéjsi fantazie nedovede ptedstavit.

Pro mnohé udely (ov§em ne pro viechny) budou asi z oné nepfeberné zésoby
y= f(x) ma aspoii né€které z vlastnosti odpovidajicich béZnému nazoru na kfivku.
Nakreslime-li plynulym tahem tuzky takovou kfivku y = f(x), napadnou nam hned
dvé vlastiiosti:

I. Velmi malé zmén& hodnoty x odpovidid velmi mald zména hodnoty y, tj.
hodnoty f(x).
' II. Je-li d libovoln4 hodnota leZici mezi &isly f(a), f(b), leZi mezi &isly a, b aspoit
jedno &islo c tak, Ze f(c) = d ?) (tj. funkce f(x) nabyva v intervalu (a, b) viech hodno
leZicich mezi hodnotami f(a), f(b)).

1) Tento paragraf ma hlavn¥ orienta&ni vyznam a negini si viude néroki na presnost.
") Na obr. 33 existuji k hodnoté 4 tam zvolené dokonce tfi takové hodnoty ¢;, ¢z, €3-

s
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Vlastnosti I jsme se zabyvali v kap. V; dali jsme této vlastnosti — kterou jsme
zde ovSem vyslovili ponékud neurdité — pfesny smysl a funkce, které tuto vlastnos:
maji, jsme nazvali spojitymi®) (nebudu se zde poustét do jednotlivosti, kterym jsme
vénovali dosti mista v kap. V). Nejsou oviem viechny funkce spojité, tj. existuji
funkce, které nemaji vlastnost I. Podobné existuji funkce, které nemaji vlastnost II.
Volim-li napf f(x) =3pro0<x =<3 f(x) =2 pro 1 < x <1, lezi &islo 2 mezi
gisly £(0) =%, £(1) = g, ale neex1st11]e hodnota ¢ v intervalu (0, 1) tak, aby bylo

f(c) = 2. Zjistime viak v §2, Ze (zhruba Fece-
. no) kazda funkce majici vlastnost 1 ma téz
\ vlastnost II. Pfesné feCeno: dokaZeme, Ze kazda
funkce, jeZ je spojita v intervalu <a, b), ma
vlastnost II.

S definici spojitosti jsme tedy méli Stésti:
kazda funkce, jeZ je spojita v intervalu (a, b,
maé jesté jednu velmi nazornou vlastnost, totiz
vlastnost I1.#) Oviem hned je nutno varovat &te-

Obr. 33. nafe pred nespravnou domnénkou: nazor nas
vedle vlastnostil, II vede jest& k dalSim vlastnos-
tem; napf. bychom byli z nazoru cchotni v&fit, Ze kazda ,,spojita* &ara y = f(x)
ma v kaZdém bodé teénu — snad s vyjimkou nékterych osamélych bodd,
v nichZ kfivka sice ziistava spojitou, ale méni ndhle svij smér (jako napr.
dara y = |x|, viz cbr. 7). Podle definice tedny (kap. VIII, § 1, poznamka 5)
bychom tuto domnénku mohli vyslovit téZ takto: kaZda funkce spojita v intervalu
{a, b) ma ve vsech bedech tohoto intervalu derivaci, vyjma v né€kterych osamélych
boedech. Ale tato domnénka nenf spravna: Bolzano a nezavisle na ném pozdsgji
Weierstrass sestrojili funkci, spojitou napf. v intervalu (0, 1), jeZ v Zddném bodé
tohoto intervalu nemé derivaci.®) (Pfiklad takové funkce sestrojime aZ v 2. svazku
tohoto dila.) Tento pfiklad je snad zv1a§té pouény pro &tenafe: jeZto, jak jsme pravé
pedotkli, existuji spojité funkce, jeZ nemaji jistou jednoduchou vlastnost, budeme
si tim vice vaZit toho, aZ v pfi§tim paragrafu zjistime, Ze n€které jiné jednoduché
vlastnosti maji vsechny spojité funkce.

w
[ S—

Ob-cee o

N

§ 2. Obecné véty o spojitych funkcich. BudiZ dana funkce f definovana v neprazdné
macZing M (miiZz byt ovSem definovana i v n&kterych bodech leZicich mimo mnozZinu

3) Napf. u obr. 33 bychom mluvili o funkci spojité v intervalu <a, b).

*) Neni to oviem vlastng $tésti, nybrz vysledek. dlouholetého vyvoje matematiky. Kdybychom
misto od vlastnosti I vy$li od vlastnosti II, méli bychom méné Stésti: existuji funkce, které
v kazdém intervalu <a, b) maji vlastnost II, ale pfesto v nékterém bodé& nejsou spojité, tj.
nemaji vlastnost I; viz cviCeni 2 k § 3. S vét$i nimahou by se dokonce dala sestrojit funkce,
jeZz v kaZzdém intervalu <a, b> ma vlastnost II, ale pfitom neni spojitd v Zidném bodé&.

5) Predstavit si prislu$nou ,.spojitou &aru, jez v 2adném bodé ngma teCnu*, asi nikdo nedovede.
Tedy také tiida vSech spojitych funkci je je§té velmi rozsahld, nebof obsahuje funkce, jejichz
sloZitost zcela pfesahuje schopnosti nasi zrakcvé piedstavivesti.
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M). Funkce f zobrazuje mnoZinu M na jistou mnoZinu N (viz kap. VII, po&atek §1).
MncZina N je mnoZina viech hodnot f(x) pro viechna x € M. Je-li mnoZina N shora
omezena (tj. existuje-li &islo K tak, Ze pro viechna xe M je f(x) < K), fikame,
Ze funkce f(x) je shora omezend v mnoZin& M; &islu sup N (viz v&tu 39) fikdme

,,supremum funkce f v mnoZin& M* a zna&ime je sup f(x). Pcedle véty 39 pak plati:
xeM

I. Pro kazdé xe M je f(x) < sup f(x).
. xeM

II. Je-li G’ < sup f(x), existuje aspofi jedno &islo xo € M tak, Ze f(x,) > G'.
xeM

Obdobné: je-li N zdola omezen4 (j. existuje-li &islo K tak, Ze pro vicchna x e M
je f(x) = K), fikame, Ze funkce f je zdola omezena v mnoZin& M; &islu inf N (viz
vétu 40) fikame pak infimum funkce f v mnoZin& M, znacka inf f(x). Podle vity 40
pak plati: xeM

1. Pro kazdé x € M je f(x) = inf f(x). -
xeM
IL Je-li g’ > inff(x), existuje aspoii jedno &islo x, €M tak, Ze f(x,) < g’
xeM

Je-li f shora i zdola omezena v M, fikame kratce, Ze f je omezend v M.
Véta 127. Funkce spojitd v uzavieném intervalu je v tomto intervalu omezend.

1
Poznimka 1. Pro neuzaviené intervaly by véta neplatila. Napf. funkce o je

spojita v intervalu (0, 1) (bod 0 nepatti k tomuto intervalu), ale zfejm& v n&m neni
shora omezena.

~ Dukaz. BudiZ f(x) spojitd v <a, b). Budi¥ M mnoZina on¥ch &sel ¢ intervalu
(a, b), jez maji tu vlastnost, Ze f(x) je omezend v intervalu <a, c). Jezto f(x) je spojita
zprava v bodg a, existuje &islo & > 0 (jeZ zvolime men3i nez b — a) tak, Ze pro a <
Sx<a+djefla)—1<f(x)<f(a)+ 1. Tedy je a + 6& M (nebof a < a +
+ & < bafunkce f je omezena v intervalu {a, a + 9)). MnoZina M je tedy neprazdné
a shora omezena; poloZme & = sup M. JeZto a + € M a jeito 74dné &islo mno-
Ziny M neni vét§i nez b,jea + 6 < & < b, tedy

(1) a<&Zbh.
Piedpokladejme na chvili, Ze
2 a<é<b;

z toho odvodime spor. JeZto f(x) je spojitd v bod& &, existuje &islo &, > 0 tak, e
pro viechna x intervalu J, = (& — &y, &+ 6;) je f(&) =1 < f(x) <f(&) + 1;
d, zvolime hned tak malé, aby interval J, leZel cely v (a, b).) Jeito & — 6, < & =
= sup M, existuje v M &islo ¢; > & — &; (a oviem ¢; < ¢). V intervalu J, =

‘) Kreslete si obr. 34.



236 KAP. IX

= {a, ¢,) je f omezena (nebot ¢; € M), takZe existuji &isla K, K, tak, Ze pro viechna
xeJ, je Ky < f(x) < K,. KaZdy bod intervalu {a, ¢ + §,) leZi viak budto v J,
.nebo v J,; pro viechna x € {a, & + 8,) je tedy

Min (K, (&) — 1) < f(x) < Max (K,, f(¢) + 1).

Tedy je f omezena v intervalu {a, & + §,), takZe & + &, € M. Ale to je nemoZné,
nebot & + &; > ¢ = sup M. Tedy neplati (2); podle (1) je tedy nutn& & = b. Odtud
plyne pak véta 127 takto: jeZto f je spojita zleva v bodé b, existuje 6, > 0 tak, Ze
pro b—38, <x=b je f(b) - 1.<f(x) <f(b)+1; volme hned &, <b —a.
Jeito b = sup M, b — 8, < b, existuje
c,eM tak, Zec, > b— 5, (aoviemc, < b).
V intervalu {a, c,) je tedy f omezena, t;.
existuji &isla K3, K, tak, Ze proa S x < ¢,
je K3 < f(x) < K,. Ale kaZdy bod x inter-

I Jf-d;l! f+4

t
]
a | ad l b H

Qb ————
[« 2] -

]
:
;. M

k k,

Obr. 34. Obr. 35.

valu {a, b) leZi budto v (b — &,, b) nebo v {a, ¢,) (nakreslete si obrazek, obdobny
k obr. 34); pro vischna x intervalu {a, b) je tedy

Min (K5, f(b) — 1) < f(x) < Max (K, f(b) + 1),
tj. f je omezena v {a, b).
Z véty 127 snadno plyne

‘Véta 128. BudiZ f(x) spojitd v intervalu {a, b} (a tedy, podle véty 127, omezend

v intervalu {a, b)). Potom existuji v intervalu {a, b) body c,, c, tak, e
fe)) = sup f(x), f(c;) = mf f(x)
xe a, xe{a,b

Poznimka 2. Pro viechna x intervalu {a, b) je tedy f(c;) £ f(x) £ fley)-
To tedy znamena, Ze funkce f ma v bod€ ¢, nejvétsi (a v bod& ¢, nejmensi) ze viech
hodnot, kterych v intervalu {a, b) nabyva. Takovych bodi miiZe byt vice; napft.
na obr. 35 nabyva funkce f v intervalu {a; b) své nejvétsi hodnoty ve dvou bodech
ky, k, a své nejmenSi hodnoty dokonce v nekone¥né mnoha bodech, totiZ ve viech
bodech intervalu {m,, m,). Véta by nebyla spravna pro jiné druhy intervald; funkce

f(x) = 2x* zobrazuje interval <0, 1) na interval <0,2), takZe sup 2x? = 2, ale
xe(0,1)
funkce 2x2 této hodnoty 2 v intervalu <0, 1) viibec nenabyva (nabyva oviem v inter-

7alu 0, 1) hodnot libovolng blizkych hodnotg 2).
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Dikaz. Poznémenejme: je-li F(x) funkce spojitd v <a, b) a je-li F(x) %0
pro viechna x intervalu {a, b, je té¥ P%) spojita v intervalu {a, b) (to plyne z vt
X

97, 100).

I. Polozme G = sup f(x). Pro viechna x e <a, b) je tedy f(x) < G. Mame
xe{a,b
dokazat, Ze v intervalu ((a l)J) existuje &islo x, pro n&Z je f(x) = G. Predpokladejme,
Ze tomu tak neni, takZz pro vicchna xe{a, b) je f(x) <G, tj. G — f(x) > 0;,
z toho odvodime spor. JeZto G — f(x) je v a, b) spojita a podle pfedpokladu stile
kladn4, je funkce 1:(G — f(x)) v intervalu <a, b) spojita, tedy (podle véty 127)
shora omezend a ov$em stéle kladna. Existuje tedy kladné &islo K tak, Ze pro viechna

xea, by je 1:(G —f(x) < K, tj. G — f(x) > 1% §.
3) f(x)< G- I% pro viechna xe<{a,b).

Ale &islo G — ;1<- je mensi neZ &islo G = sup f(x); tedy existuje v intervalu {a, b)>
xe(a,b)

&islo x, tak, Ze f(xo) > G — Il( , coZ je ve sporu s (3).

II. Funkce — f(x) je spojita v <a, b a je zfejmé sup (-f(x) = - mf f(x).
a,b)
Podle bodu I existuje &islo ¢, € {a, b) tak, Ze — f(cz) = sup ( f(x)), t_] f (cz) =
= inf f(x).
xe{a,b)

Véta 129. Budiz f(x) spojitd v <a, b), budiz f(a) + f(b). Potom funkce f(x)
nabyvd v intervalu (a, b) viech hodnot leZicich mezi ¢isly f(a) f(b). (Podrobng:
je-li d libovolné &islo, leZici mezi”) &isly f(a), f(b), existuje aspoii jedno &islo ¢ tak,
fea<c<b, f(c)=4d.)

Poznamka 3. To je v&ta, kterou jsem slibil tenafi v § 1. Pro funkce, jeZ nejsou
spojité v {a, b), nemusi tvrzeni véty platit; viz pfiklad uvedeny v § 1.

Diikaz. L Budiz f(a) < f(b); budiZ d &islo leZici mezi f(a), f(b), tj. f(a) < d <
< f(b). BudiZ M mncZina onéch &iscl x intervalu {a, b}, pro n&% je f(x) < d. Mno-
%ina M je shora omezen4 a neprazdné (nebct a € M). BudiZ ¢ = sup M, tedya < ¢ <
< b. Ze spojitosti funkce f(x) v bod& a zprava a v bod€ b zleva plyne ptedné: jeZto
d — f(a) > 0, existuje &slo 6; > 0 tak, Ze pro a < x < a + &y je |f(x) — f(a)l <
< d — f(a), tedy f(x) < f(a) + (d — f(a)) = d; viechna x intervalu {a, a + &,)
patfi k M, tedy ¢ = a + &, > a. Za druhé: jeito f(b) — d > 0, existuje 5, >0

7) Rikdme oviem, Ze &islo D le#i mezi éxsly A, B(A = B), leZi-li D v otevieném intervalu, jehoZ
krajni body jsou A4, B.
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tak, %¢ pro b— 93, <x <b je |f(x) —f(b)l < f(b) —d, tedy f(x)> f(b) —
— (f(b) — d) = d. Zadné &islo x vétsi neZ b — §, nepatii k M, takZe c < b — §, <
< b. Tedy mame

(4) a<c<b.

DokéaZeme nyni, Ze f(c) = d. BudiZ ¢ jakékoliv kladné &islo. JeZto f(x) je podle (4)
spojita v bodg c, existuje &islo 6 > 0 tak, Ze je | f(x) — f(c)| < &, tj.

(5) f(x)'-—e<f(c)<f(x)+s pro c—d<x<c+39.

Jeitoc — & < ¢ = sup M, existuje &islo x, > ¢ — § patficido M (tedy x; < c < c+
+ 6); tedy je f(x,) < d a podle (5) je f(c) < d + ¢. Zvolme za druhé &islo x, tak,
aby bylo ¢ < x; < ¢ + J a soudasné x, < b (to je mozné podle (4)); jeZto x, nepatii
k M (je totiz x, > sup M), je f(x,) = d; podle (5) je tedy f(c) > d — e. Pro kazdé
kladné ¢ je tedy d — ¢ < f(c) < d + ¢, tedy |f(c) — d| < &; tedy je f(c) —d =0,
f(e) =d?)

II. BudiZ f(a) > f(b) a necht d leZi mezi f(a), f(b), tj. f(a) > d > f(b). Tedy
je — f(a) < — d < — f(b); jezto — f(x) je spojita v {a, b), existuje podle I &islo
ce(a, b) tak, Ze — f(c) = — d, tj. f(c) = d.

Z véty 129 nyni snadno plyne véta, kterou jsem étenéﬁ slibil jiz v kap. VII, § 1:

Véta 130. Funkce f budiZ spojitd v intervalu J (jakéhokoliv druhu). Potom
funkce f zobrazuje interval J budto na jednobodovou mnoZinu nebo na interval.

Diikaz: Je-li f konstantni v J, je tvrzeni spravné (f zobrazuje interval J na
jednobodovou mnoZinu). Predpokladejme tedy, Ze f neni konstantni v J. Potom
zobrazuje f interval J na jistou mnoZinu N, jeZ obsahuje aspoii dva rizné body.
Jsou moZné tyto pfipady:

I. MnoZina N neni shora ani zdola omezena. BudiZ d libovolné &islo. Existuji
tedy Cisla A e N, Be N tak, Ze A < d < B, tj. existuji islaae J, be J tak, Ze A =
= f(a) < d < f(b) = B. Uzavieny interval J,, jehoZ krajni body jsou a, b,%) je
Sasti intervalu J, takZe f je spojita v uzavieném intervalu J,. Jezto f (a) < d < f(b),
existuje podle véty 129 &islo c € J, (tedy c € J) tak, Ze f(c) = d. Tedy d € N. Kazdé
gislo d patfi do N, tedy je N = (— o0, + o).

II. MnoZina N je zdola, ale neni shora omezena; polcime C = inf N. Budiz
d > C; potom existuji &isla A€ N, Be N tak, Ze A < d < B, tj. existuji ¢isla a € J,
be J tak, Ze A = f(a) < d < f(b) = B. Jako dfive plyne odtud, Ze existuje Cislo
ce J tak, Ze f(c) = d; tedy d e N. MnoZina N obsahuje tedy vSschna &isla v&tsi nez

8) Podrobné&: budiZ 4 n&jaké &islo, jeZ m4 tuto vlastnost: pro kazdé ¢ > 0 je |4| < e. Tvrdim-
potom je 4 = 0. Dikaz: kdyby bylo 4 = 0, bylo by |4| > 0 a nerovnost |4] < & by nebyla
splnéna pro urditou klddnou hodnotu &, totiZ napf. pro ¢ = [A4|. Tohoto usudku se leckdy
uZiva.

%) Je-lia < b, jed; = <a, b je-lia> b, je J; = <b,a).
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C, ale neobsahuje oviem Zadné &islo mensi nez C; je tedy nutng budto N = <C,
t ) nebo N = (C, + ), podle toho, zda bod C patii nebo nepatfi k N.

III. MnoZina N je shora, ale neni zdola omezend. Podobnég jako v ptipadé II
zjistime, Ze je budto N = (— o0, D) vebo N = (— cc. D), pfiemZ D = sup N.

IV. MnoZina N je shora i zdola omezena. PoloZme C = inf N, D = supN;
je C < D, jezto N obsahuje aspoii dva rtizné body. Budiz C < d < D. Tedy existuji
Cisla AeN, BeN tak, Ze A <d < B, tj. existuji Cisla ae J, be J tak, Ze 4 =
= f(a) < d < f(b) = B. Jako dfive plyne odtud, Zz existuje c € J tak, Ze f(c) = d,

"takZe d € N. MncZina N obsahuje tedy vSechna &isla d leZici mezi &isly C, D, ale
neobsahuje oviem Zadné &islo mensi neZ C ani Zadné &islo vétsi neZ D. MnoZina N
je tedy nutng jeden z intervalt (C, D), <C, D), (C, D), {C, D).

Poznamka 4. BudiZ funkce f spojita v intervalu J. Je-li J = {a, b) uzavieny
interval, je mnoZina N op&t uzavfeny interval nebo jednobodovd mnoZina; nebot
podle véty 127 je mnoZina N omezena a podle véty 128 patii krajni body intervalu N
(v pipadg, Ze N je vskutku interval a ne jednobodova mnoZina), tj. &isla sup N =

= sup f(x),inf N = inf f(x) k intervalu N. V ostatnich pfipadech nemusi druh
xe{a,b) xe{a,b).

intervalu zfistat zachovéan; napf. funkce x? zobrazuje otevieny interval (—1, 1) na

polouzavfeny interval <0, 1).

Poznamka 5. Na vétach tohoto paragrafu je pozoruhodna jedna-okolnost.
Spojitost funkce f v bod& x, je ,,lokalni vlastnost®: zavisi — zhruba feeno — jen
na prub&hu funkce v bezprostfednim okoli bodu x,. Spojitost funkce v intervalu,
napf. v intervalu {a, b), znamena, Ze funkce je spojitd v kazdém bod& tohoto inter-
valu (v bodg a zprava, v bodg b zleva). Je to tedy opét lokalni vlastnost poZadovana
pro kaZdy jednotlivy bod intervalu. Pfesto se nam podafilo z této lokalni vlastnosti
odvodit véty 127 az 129 tykajici se celkového priibéhu funkce. Tak napf. véta 127,
obsirné fe€eno, fika toto: je-li a < b, je-li funkce f spojita v kazdém bodg Xo, kde
a < xo < b, je-li dale spojita zprava v bod& a a zleva v bod& b,'%) existuji &isla
K, K, tak, Ze pro vSechna x intervalu <a, b) je K; < f(x) < K,.'")

§ 3. Véta o pfiristku funkce (nebo véta o stfedni hodnot&). DokaZeme napted jednu
,.lokalni* vétu o derivaci.

Definice 25. Budiz f funkce, x4 ¢islo. Rikdme, ?e funkce f je rostouci v bodé x,.
existuje-li &islo 8 > 0 tak, Ze pro xo < x < xo + 8 je f(x) > f(xo) a pro'x, — 6 <
< x < Xg je f(x) < f(xo). Rikdme, e funkce f je klesajici v bodé x,, existuje-li
cislo 6 > 0 tak, Ze pro xo < x < xo + 8 je f(x) < f(xo) a pro xo — 6 < x < xq

je f(x) > f(xo).

10) To jsou samé ,,lokalni* vlastnosti.
11y To uz je vyrok o celkovém prub&hu funkce f(x) v intervalu <a, b)>. N4dzorn& to muZeme fici
takto: celd ,,ldra” y —= f(x) (@ = x = b) leZi mezi pfimkami y = K,y =K,.
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Definice je velmi nazorna: funkce je rostouci v bodé€ x,, ma-li ve vSech bodech x,
dostatedné blizkych bodu x,, hodnotu vétsi nebo mensi neZ v bodé€ x,, podle toho,
zda bod x leZi vpravo &i vlevo od bodu x,. Pfi funkci klesajici v bodé x, je tomu
naopak. Je to opét ,,lokélni* pojem: hodnotu funkce v pevném bodé x, srovnavam
s hodnofou funkce v libovolném, ale dostate¢ng blizkém bodé x. Od tohoto pojmu
,funkce rostouci v bod&*“ je tieba rozliSovat pojem ,,funkce rostouci v intervalu*
(kap. V, § 3), pfi némZ se srovnavaji hodnoty funkce ve dvou libovolnych bodech
toho intervalu; o vztazich mezi obéma pojmy viz cviéeni 6. '

Véta 131. 1. Budiz f'(xo) > 0 (popF. f'(xo) = + 00). Potom je funkce f rostouci
v bodé x,. II. BudiZ f'(xo) < O (popF. f'(xo) = — o). Potom je funkce f klesajici
v bodé x,.

Véta je velmi nazorna a téméf samoziejma, jak uvidite z dikazu.

Diikaz. V prvnim pfipadé je limita zlomku

(6) f(x) — f(xo)
X - xO

pro x — x, kladna, popf. + co. Tedy existuje 6 > 0 tak, Ze-pro. 0 < |x — x| < &
je zlomek (6) kladny, tj. &itatel mé totéZ znameni jako jmenovatel. Pro x, < x <
< X, + & jejmenovatel kladny, tedy i &itatel kladny, tedy f(x) > f(xo)- Prox, — 6 <
< X < X, je jmenovatel ziporny, tedy i &itatel, tedy f(x) < f(x,). V druhém pripadé
existuje obdobn€ o > 0 tak, Ze pro 0 < [x — xo| < J je zlomek ziporny, takZe

A | b !

la b lo v I 5 1

a) Obr. 36. - b) Obr. 37.

(=3

Citatel ma opacné znameni neZ jmenovatel. Pro xq < x < xo + 0 je jmenovatel
kladny, tedy &itatel zaporny, tedy f(x) < f(x,); pro xo — § < x < X, je jmenovatel
zaporny, tedy d&itatel kladny, tedy f(x) > f(xo).

Hlavnim obsahem tohoto paragrafu jsou tfi véty, jeZ nyni odvodime. Pfedstavme
si 8aru y = f(x), kter4 pro x = a a pro x = b protind osu x, tj. f(a) = f(b) = 0.
Z nazoru tudime, Ze v intervalu (a, b) bude aspoii jeden bod ¢, v némZ je te¢na rovno-
b&Zna s osou x, tj. f(c) = 0. (Na obr. 36a je jeden takovy bod, na obr. 36b &tyfi.)
Tato domnénka je spravné, ovSem jen tehdy, uginime-li o funkci f(x) nékteré pfed-
poklady. Tak pro funkci: f(x) =x pro 0 < x <3, f(x) =1 —-xpro 1 <x <1
(viz obr. 37) domné&nka spravna neni: pro 0 < x < 3 je f'(x) =1, pro i <x <1
je f'(x)= -1, pro x =% pak derivace viibec neexistuje, nybrZ pouze derivacs
sprava — 1 a zleva + 1. Abychom se takovym piipadim vyhnuli, pfedpokladejme
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¥e derivace f'(x) existuje v intervalu (a, b), tj. v kaZdém vnitfnim bodg intervalu
<a, b). Ale ani tento pfedpoklad jest& nestadi: je-li napf. f(x) =xpro0 < x < 1,
f(M =0,jef(0)=f(1) =0, pro0 < x < 1 existuje derivace f'(x) =1, ale tato
derivace neni nikdy rovna nule. Zde asi vadi to, Ze funkce f (x) neni spojita zleva
v bod¢ 1. Utifime tedy je§t¢ pfedpoklad, Ze f(x) je spojita v intervalu <a, b). A za
t&chto pfedpokladi uZ vétu dokaZeme: ‘

Véta 132 (Rolleova). Budi? f funkce, jeZ md tyto vlastnosti: A) Funkce f(x)
Jje 'spojitd v intervalu {a, b), B) Funkce f(x) md derivaci (vlastni nebo nevlastni)
v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b). C) Je f(a) = f(b) = 0.

Potom existuje &islo ¢ tak, e a < ¢ < b, f'(c) = 0.

Poznamka 1. Pro aplikace je &asto diilezité, Ze bod ¢ leZi uvnitf (ne na kraji)
intervalu {a, b) a Ze v bodech a, b nemusime pfedpokladat existenci derivace.

Diikaz. Jsou moZné tyto tfi ptipady: I Existuje aspoii jeden bod x, € <a, b)
tak, Ze f(x,) > 0. IL. Existuje aspofi jeden bod x, € {a, b) tak, Ze f(x,) < 0.'?)
III. Nenastava piipad I ani II, takZe v Zadném bodg intervalu <a, b) neni f(x) ani
kladna ani zdporna, takZe je f(x) = 0 v kazdém bodg intervalu {a, b). V tomto
pfipadé je tvrzeni zfejm& spravné (je totiZ f'(c) = O dokonce pro kazdé c € (a, b)).

Pfipad I. Podle vlastnosti A) a podle vity 128 existuje &islo ¢ (a<c=b)
tak, Ze je

) f(x) =f(c) pro viechna xe{a,b).

Tedy je té2 f(c) = f(x;) > 0; jeZto podle C) je f(a) = f(b) = 0, je jist& ¢ * a,
¢ ¥ b, tedy

(8) a<c<b.

Podle vlastnosti B) tedy existuje vlastni nebo nevlastni derivace f’(c). Kdyby bylo
f'(¢) > 0 nebo f(c) = + oo, byla by funkce f v bod& ¢ rostouci (véta 131) a tedy by
(podle definice 25) jist& existovalo v intervalu (c, b) &islo x tak, Ze f(x) > f(c); ale
to neni mozné podle (7). Kdyby bylo f’(c) < 0 nebo f’(c) = — oo, byla by funkce f
v bod& ¢ klesajici a tedy by existovalo v intervalu (a, c) &islo x tak, Ze f(x) > f(c),
coz rovngz neni moZné. Tedy: f’(c) existuje, neni viak ani nevlastni ani vlastni
a kladna ani vlastni a zdporna; tedy je f'(c) = 0.

Ptipad II. Funkce — f(x) je spojita v <{a, b), ma derivaci (vlastni nebo ne-
vlastni) v kaZdém bodg intervalu (a, b) a je — f(a) = — f(b) = 0. Mimoto je
— f(x3) > 0. Podle pfipadu I existuje tedy bod ¢ tak, Ze a < ¢ < b, — f'(c) = 0,
tedy f'(c) = 0.

Snadnym zobecnénim véty Rolleovy je tato véta, v niZ je vynechan poZadavek

f(a) = f(b) = 0:

12y Tyto dva pFipady se oviem navzijem nevyluduji; napf. na obr. 36b nastava soudasné piipad
~ TilIL
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Véta 133. (tzv. véta o priristku funkce nebo véta o stfedni hodnoté). Funkce f
necht je spojitd v intervalu {a, b) a md derivaci (vlastni nebo nevlastni) v kazdém
bodé otevieného intervalu (a, b). Potom existuje v intervalu (a, b) aspori jedno &islo
c tak, Ze je :

©) f(b) = f(a) =) (b — a),

-

1) = f(bg_l;(a)

Poznidmka 2. V bod& ¢ je tedy derivace vlastni. Vyznam véty 133 je velmi
nazorny (viz obr. 38): podil (f(b) — f(a)) : (b — a) je smérnice pfimky PQ, &islo
f'(c) je smérnice te¢ny ¢ v bod& R. Vzorec (9) tedy pra-
vi, Ze uvnitf oblouku PQ existuje aspofi jeden bod R,
Q v némZ je te€na rovnob&Zinad se spojnici krajnich bodi
oblouku PQ.

|
|
P ! “ Poznimka 3. Ma-li funkce f,(x) v bodé& x, nevlast-
I: x i derivaci a ma-li funkce f5(x) v bod& x, vlastni deriva-
a ¢ b ci, ma funkce F(x) = fi(x) + f5(x) v bod& x, nevlastni
Obr. 38. derivaci F'(xo) = f1(xo) (viz cvieni 61 v kap. VIII, § 2;

ostatné dostanete toto tvrzeni okamZité z rovnice

(F(xo + h) — F(x0)) : h = (fi(x0 + h) — fi(x0)) : b + (fa(xo + B) — fa(xo)) : h
pro h — 0).

Poznamka 4. Dikaz véty 133 provedeme tak, Ze od funkce f(x) odeSteme
mnohoclen nejvyse prvniho stupné, ktery pro x = a a pro x = b nabyva téZe hod-
noty jako funkce f(x); tim pfevedeme tuto v&tu na vétu Rolleovu. Takovy mnohoglen
je

Dtukaz véty. PoloZme -

(10) 9(x) = f(x) = fla) = === (f(8) = £(a))-

Ziejmé je @(x) spojitd v <a, b). Déle ma funkce P(x) vlastni nebo nevlastni derivaci
v kaZdém bodg intervalu (a, b). Nebot, je-li v nékterém bod& x e (a, b) derivace
f'(x) nevlastni, existuje v tomto bod& pcdle poznamky 3 nevlastni derivace &'(x) =
= f'(x); je-li v8ak v bod& x € (a, b) derivace f'(x) vlastni, je podle (10) a podle véty
o derivaci sou¢tu (nebo rozdilu) v tomto bodg

f(6) — f(a)

(11) () = 110 - T
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Konetn je ziejmé ¢(a) = P(b) = 0; podle Rolleovy véty existuje tedy v intervalu
{(a, b) &islo c tak, Ze ®'(c) = 0. Tedy je téZ derivace f'(c) viastni (kdyby bylo f’(c) ne-
vlastni, bylo by i ®’(c) nevlastni) a tedy plati pro x = ¢ vzorec (11), tj. 0 = f'(c) —

_ f-(bz—__—_f@ ; odtud plyne (9). ,

Poznédmka 5. Vzorce (9) ziistanou v platnosti, vyménim-li a s b, tj. po&ateni
bod intervalu s koncovym. Pfipad f(a) = f(b) = 0 vede oviem k v&t& Rolleové.

Vétu 133 jest& zobecnime:

Véta 134, Budte f(x), ¢(x) dvé funkce majici tyto viastnosti:
A) Funkee f(x), ¢(x) jsou spojité v intervalu {a, b).

B) V ka¥dém bodé x otevieného intervalu (a, b) existuje derivace f'(x) (vlastni
nebo nevlastnf) a vlastni derivace ¢'(x).

C) V kazdém bodé¢ x intervalu (a, b) je ¢'(x) % 0.
Potom existuje v intervalu (a, b) bod c tak, Ze

(12) f(b) = f(a) _ f'(9)
@(b) — 9(a)  9(c)

Pozndmka 6. Pfipad ¢(x) = x (tedy ¢'(x) = 1) vede k vét& 133.

Diikaz. Poznamenejme pfedeviim: podle véty 133 existuje &islo ¢, € (a, b) tak,
ze ¢(b) — ¢(a) = ¢'(c,) . (b — a); jeZto podle ptedpokladu C) je ¢'(c,) + 0, je

(13) @(b) — ¢(a) + 0.
PolcZime

(14)  F(x) = (f(x) — £(a)) (¢(b) = #(a)) = (o(x) — ¢(a)) (F(b) — f(a))-
Funkce F(x) je spojita v {a, b); dale je F(a) = F(b) = 0. Kcne&n& mé F(x) v kaZzdém
bodg intervalu (a, b) derivaci: je-li v n&jakém bodé& x € (a, b) derivace f’(x) nevlastni,
je i F'(x) nevlastni (viz cvigeni 60, 61 v kap. VIII, § 2); je-li v né&jakém bod& x € (a, b)
derivace f’(x) vlastni, je podle (14) téz F'(x) vlastni a plati rovnice

(15) F/(x) = £'(x) (2(b) — o(a)) — ¢'(x) (£(5) - f(a)) -

Na funkci F smime tedy uZit véty Rolleovy: existuje &islo ¢ € (a, b) tak, Ze F'(c) = 0.
Derivace f’(c) je tedy nutné vlastni, a tedy plati pro x = ¢ rovniz: (15), tj.

(1) - 0 =1(c) (¢(b) — #(a)) — ¢'(c) (F(b) — f(a)) -

Podle (13) a podle pfedpokladu C) je &islo ¢’(c).(¢(b) — ¢(a)) rizné od nuly;
smim tedy rovnici (16) timto &islem dglit, &im¥% dostanu rovnici (12).

16*
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Poznamka 7. Véty 132 aZ 134 ukazuji podobnou zvla§tnost jako véty-§ 2:
z lokalnich vlastnosti (ze spojitosti a z existence derivace) dovoluji ndm tyto véty
¢&init disledky o celkovém prib&hu funkce. Napf. véta o priristku funkce nam dovo-
luje odhadnout velikost rozdilu f(b) f(a), zname-li n&aky odhad pro derivaci
S'(x). Vezmu-li napf.

f(x)=1gx, je f'(x)=1‘-; tedy lg%=lg7—lg5=(7—5).1,
x c

kde 5 < ¢ < 7; tim dostdvame odhad (zatim dosti hruby) 2 <1g? < 2. V dalsich
kapitolach vypracujeme pravé na zaklad€ vét 133, 134 velmi vydatné metody jak
pro diskusi pribéhu funkci, tak dokonce i pro ¢iselny vypcéet mnohych funkci
a ¢isel, napt. e*, Ig x, sin x, e, 7; vyznam vét 133, 134 se Ctenafi v dalSich kapitolach
oziejmi jisté mérou dostateCnou. Vzhledem k dilleZitosti vét 132 aZ 134 je nutné, aby
si étenaf pamatoval dobfe znéni téchto vét, aby mu byl dokonale jasny jejich smysl
i jejich dikazy.!®) Podstatna je v&ta Rolleova; véty 133, 134 jsou jeji snadné podetni
disledky.

Poznamka 8. O vyznamu vét 127, 129 miZe ¢tenaf aspoii prozatim nabyt
pfedstavy z této poznamky: véty 127 jsme uZili k dikazu véty 128 a véta 128 byla
rozhodujici pomtickou pfi diikazu zadkladni véty Rolleovy; véty 129 jsme pak uZili
k dikazu véty 130, jeZ byla nutnou pomiickou pfi vySetfovani inverznich funkci
(v&ta 114). Véty § 3 jsou zaloZeny na pojmu derivace a maji tedy podstatng odliny
raz od vét § 2, jeZ uZivaji vyhradng pojmu spojitosti; mél jsem tedy vlastné § 2 uvést
jiZ dfive, napf. po kapitole V;'4) neuginil jsem tak pouze z diivodd pedagogickych.

Cviceni
Cvideni 1 aZ 5, 7 obsahuji n¥které funkce, dané dosti jednoduchymi vyrazy, které pfesto
maji v blizkosti bodu x = 0 dosti sloZity prib&h. Nadrtnéte si zhruba prubéh téchto funkci.
1 1
1. BudiZ fi(x) = ;cos p pro x + 0, f1(0) = 0. Funkce je spojitdi a m4 dokonce vlastni

derivaci v kazdém bod& x == 0. V bod€ 0 neni spojitd a nem4 ani limitu zprava ani zleva. V kaZzdém
intervalu (— ¢, €) (¢ kladné) nabyva f, (x) kaZdé hodnoty v nekoneén€& mnoha bodech (vSimnéte si,

1 1
(Z—kmig>’ k= }, 2, ... nabyva f;(x) podle véty 129 jisté¢ viech

hodnot intervalu <{— 2k + 1) &, 2kn).

Ze napfi. v intervalu

1
2. BudiZ f,(x) = cos —pro x + 0, f,(0) = 0. Funkce neni spojitd, ba nemd ani limitu
x -
zprava ani zleva v bod€ 0. Pfesto mad funkce tuto vlastnost: je-li @ < b, nabyva funkce f,(x)

13) Komu dgl4 v téchto vétich obtie nevlastni derivace, miaZe o funkcich f, ¢ predpokladat
existenci vlastni derivace: potom se diikazy trochu zjednodusi, nebof vzorce (11),"(15) plati
potom pro vSechna x € (a, b). V této knize budeme nadile uZ témsf vyhradné mluvit
o vlastnich derivacich.

14y To je patrné téZ z toho, Ze jsme se v kap. VII musili dovoldvat vty 130.
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v intervalu (a, b) vSech hodnot ieiicich mezi f,(a), f,(b). (Maji-li @, b stejnd znament, plyne to ze
spojitosti; je-li a < 0, b = 0, plyne to odtud, Ze funkce f, nabyvad v kaZdém intervalu (— ¢, 0)
nebo (0, €) (¢ kladné) kazdé hodnoty intervalu {(— 1, 1>, dokonce v nekone¢n€¢ mnoha bodech.)

1
3. BudiZzf3(x) = xsin- pro x =% 0, f3(0) = 0. Funkce f3 je spojitd v (— oo, + 0); v bod& 0
x
. 1
nem4 derivaci zprava ani zleva (nebot (f3(h) — f3(0)) : & = sin 7 proh == 0).
4, Budiz f4(x) = x% sin ! pro x # 0, f4(0) = 0. Funkce f, m4 vlastni derivaci v kazdém
x

1 . .. .
bodé (téi v bodg 0, totiZ f4(0) = lim % sin P ) . Tato derivace viak neni spojit4, ba nema ani
-0

. . 1 . 1
limitu zprava ani zleva v bodg 0 (nebof pro x = 0 je f4(x) = — cos s + 2x sin —) .
X

5. BudiZ f5(x) = x sin - pro x = 0, f5(0) = 0. Funkce f5 i f5 jsou spojité v intervalu
x

(— o, + ).

6. Funkce f je rostouci v intervalu (g, b) tehdy a jen tehdy, je-li rostouci v ka?dém bodg
intervalu (a, b). Ndvod: I. Je-li rostouci v intervalu (a, b), je zfejm& rostouci v kazdém bod&
intervalu (a, b). II. Nechf je rostouci v kaZzdém
bod¢ intervalu (a, b), ale neni rostouci v (a, b). y /

Tedy existuji ¢,d tak, Zea<c<d<b, f(c) = /
= f(d). Jeito f nemiZe byt v {c, d> konstantni /
(protoZe je rostouci v kazdém bodé&!), najdete 7
snadno body «, f tak, Zec S« < B = 4, f(x) > /
> f(f). Z toho odvodim spor. BudiZ M mnoZi- /
na onéch x €<x, 8, pro néZ f(x) = f(x), budiz S DA

& = sup M. Je-li & = B, neni zfejmé f rostouci ) N
v bodé B — spor. Je-lia <& < P, existuje ke kaz-
dému & > 0 &islo x, tak, Ze f(xg) = (), § — 4
< xg =& ale f(x) <f(» pro § < x = 6.
Z toho snadno zjistite: jeZto f je rostouci v bodé
&, plyne z prvni nerovnosti f(£) = f(), z druhé
viak soucasné f(§) < f(x), coZ je op€t spor.

7. Existuje funkce f,(x), jeZ je rostouci
v bod& 0, ale neni rostouci v Zidném intervalu
(— 6,0), kde § > 0. Dikaz: budiZ f7(x) = x +

1 -
+ 2x%sin Sprox +0,/,(0)=0.Pro0 < [x| <1 Obr. 39.

mé f,(x) totéZ znameni jako x, tedy je f7 rostouci v bod 0 (dokonce je f7(0) = 1 a mohli jsme

1
uZit véty 131). V kazdém intervalu (— J, + J) viak existuji body tvaru x = T (k piirozené).

1 1 I
Pro tyto body je f7(x) = 1 — 2 cos * =+ 4xsin o = — 1. Podle bodu I cviCeni 6 a podle véty 131

nemuZe tedy byt f; rostouci v intervalu (— 6, ). Na¥rtnéte si prubéh funkce f; (viz obr. 39).
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8. Je-lifspojita v <a, b a ma v kazdém vnitfnim bod¢ intervalu <a, b} vlastni nebo nevlastni
derivaci, existuje v intervalu (a, ) aspoii jedno &islo ¢, v ném% ma f(x) vlastni derivaci (podle véty
133). Z toho plyne: je-li f spojita v intervalu J a ma-li v kazdém vnitinim bodé intervalu J derivaci
(vlastni nebo nevlastni), lezi ony body, v nichZ f’(x) je vlastni, husté v intervalu J; to znamena:
v kaZzdém intervalu <a, b> obsazeném v J lezi aspon jeden bod, v némz ma f(x) vlastni derivaci.
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