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Kapitola X

POUZITI VETY O PRIRUSTKU FUNKCE: PRUBEH FUNKCI

V této kapitole se budeme hlavn& zabyvat otazkou, jaky vyznam ma znameni prvni
a druhé derivace pro priib&h funkce (tj. pro pribéh ,,éary“ y = f (x)) Abych nerusil
piehled, budu mluvit jen o vlastnich derivacich, a¢ nékteré véty plati i pro nevlastni
derivace (viz o tom cvigeni 1 k § 1). Zddraziiuji jesté jednou, Ze podle imluvy v kap.
VIIL, § 1, poznamka 3 slova ,,derivace* a ,,limita* zna¢i v dal§im vykladu vZdy vlastni
derivaci a vlastni limitu, pokud nenf nevlastni derivace nebo limita vyslovné pfi-
pusténa.

§ 1. Funkce monoténni; funkce konvexni a konkavni. BudiZ f funkce spojita v inter-
valu J, jeZ ma derivaci v kaZdém vnitinim bodé& intervalu J. Jsou-li x,, x, dva
libovolné riizné body intervalu J, je uzavieny interval J; o krajnich bodech x,, x,
&asti intervalu J, takZe f je spojita v J; a ma derivaci v kaZdém vnitfnim bodé inter-
valu J,. Podle véty 133 existuje tedy &islo &, jeZ je vnitinim bodem intervalu J, —
a tedy téZ vnitfnim bodem intervalu J — tak, Ze plati

(n S(x2) = f(x1) = f'(E)x2 — x1)-
Odtud plyne

Véta 135. BudiZ f funkce, jeZ je spojitd v intervalu J a md derivaci v kaZdém
vnitinim bodé intervalu J.') Potom plati:

1. Jestlife v kaZdém vnitinim bodé intervalu J je f'(x) > 0, je funkce f ro-
stouci v J.

2. Obdobné: jestlize v kaZdém vnitinim bodé intervalu J je f'(x) = 0 (popF.
Sf'(x) <0, popF. f'(x) =0, popF. f'(x) = 0), je funkce f v intervalu J neklesajici
(popF. klesajici, popF. nerostouct, popr. konstantni).?)

Dikaz. Je-li x,€J, x,€J, Xy <x,, plyne z rovnice (1) v prvnim pf¥i-
padé f(x,) > f(x,), v druhém f(x;) = f(x,), v tietim f(x,) < f(x,), ve &tvrtém
f(x3) £ f(x,), &imZ jsou prvni &tyki tvrzeni dokdzina. Zvolim-li kone&n& libovolny
bod ¢ € J, dostavam v patém ptipadé z (1) f(x) — f(c) = 0 pro kaZdy bod x intervalu

1Y Ve vnitinich bodech intervalu J plyne oviem spojitost z existence derivace, viz vétu 122.
) Shrnul jsem zde Ctyfi piipady, abych se nemusil stile opakovat.
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J riizny cd c; ale pro x = ¢ je rovnéZ f(x) — f(c) = 0. Tedy: pro viechna xe J je
f(x) = f(c), tj. f je konstantni v J.

Véta 136. Budte f, g funkce spojité v intervalu J; v kaZdém vnitnim bodé
intervalu J budiz f'(x) = g'(x). (Jde oviem o vlastni derivace.) Potom je rozdil
Sf(x) — g(x) konstantni v intervalu J.

Diikaz. UZijte posledniho pfipadu véty 135 na funkei f(x) — g(x).

Véta 135 je velmi ndzorna, uvédomite-li si, Ze derivace je smérnice te¢ny. K po-
slednimu pfipadu véty 135 poznamenavam toto: je-li f konstantni v J, je f oviem
spojitd v J a ma v kaZdém vnitfnim bodg intervalu J derivaci f'(x) = 0. V&ta 135
ukazuje, Ze toto tvrzeni lze obratit: je-li f spojita v J a je-li f '(x) = 0 v kazdém
vnitinim bodg intervalu J, je funkce f jist€ konstantni v J.

Piiklad 1. Druhy pfipad véty 135 lze doplnit takto: BudiZ f funkce spojitd
v intervalu J, jeZ md derivaci v kazdém vnitinim bodé intervalu J. Potom je f(x)
neklesajici v intervalu J tehdy a jen tehdy, je-li f'(x) = 0 v kaZdém vnitFnim bodé
intervalu J. Dikaz: I Je-li f'(x) = 0 v kaZdém vnitinim bodg intervalu J, je f nekle-
sajici v J podle véty 135. II. Neni-li uvedend podminka splnéna, existuje Cislo x,,
jeZ je vnitinim bodem intervalu J, tak, Ze f'(x,) < 0. Podle vty 131 je tedy f klesajici
v bod& x,, takZe jisté existuje &islo x € J tak, Ze je x > x,, ale soudasn& f(x) < f(xo);
tedy neni f neklesajici v J.

Obdobné pro funkce nerostouci; pokud se tyée funkci ryze monoténnich, viz
cviceni 3. :

Véta 135 nam fika, jaky je vyznam znaménka pruni derivace. Odvodime nyni
obdobnou vétu pro druhou derivaci; napfed vSak zavedeme né&které jednoduché
pojmy. BudiZ dana pfimka p o rovnici

(2) ‘ y = yo + k(x — xo)

(tedy neni rovnob&Zna s osou y). Piimka p je pravé mnoZina on&ch bodi [x, vl
jejichZ soufadnice vyhovuji rovnici (2). JestliZe soufadnice x, y n&jakého bodu P =
= [x, y] spliiuji nerovnost y > y, + k(x — x,), fikdme, Ze bod P leZi nad pf¥imkou
p; spliiuji-li nerovnost y < yo + k(x — x,), fikame, Ze bod P leZi pod ptimkou p;
oboji je velmi nazorné. ‘

Zavedeme nyni tyto definice:

Definice 26. BudiZ f funkce, definovand v intervalu J, jeZ md tuto vlastnost:
Jjsou-li x,, x5, X3 libovolnd tfi Cisla intervalu J splriujici nerovnosti x; < x, < X3,
lezi bod P, = [x,,f(x;)] budto pod pFimkou, spojujici body P, = [x,,f(x,)],
P; = [x3,f(x3)], nebo na ni. Potom fikdme, %e funkce f je konvexni v intervalu J.
JestliZe v této definici nahradime slovo ,,pod slovem ,,nad“, obdrZime definici
funkce konkdvni v J.
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Definice je velmi nazorna; viz obr. 40, kde prvni dv& funkce jsou konvexr{i,
tfeti konkavni v {a, b).

Definice 26a. Budi? f funkce, definovand v intervalu J, jez md tuto vlastnost:
jsou-li x4, x5, x5 libovolnd Eisla intervalu J spliiujici nerovnosti x; < x, < X3,
lezi bod P, =[x, f(x;)] pod pfimkou spojujici body Py = [x4, f(%,)], Ps = [xs.
f(x3)]- Potom Fikdme, Ze funkce f je ryze konvexnf v intervalu J. JestliZe v této
definici nahradime slovo
,,pod* slovem ,,nad“,
obdrzime definicifunkce
ryze konkdoni v J.

Kazda funkce ryze
konvexni v_J je ov§em
konvexni v J, ale ne na-
opak; na obr. 40 je prv-
ni funkce ryze konvexni : Obr. 40.

v {a, b), druha je sice
konvexni, ale ne ryze konvexni v {a, b); tfeti je ryze konkavni v {a, b).

Definice funkci ryze konvexnich a ryze konkavnich je k definici funkci konvexnich
a konkavnich v podobném poméru jako definice funkci ryze monoténnich k definici
funkci monoténnich.

Xp———

60 a b [ a b

Rovnice pfimky z definic 26, 26a, jeZ spojuje body P,, P3, je
x3) — f(x
y—f(x1)=f( 3) = f( ‘)(x—xl).
x3 - x1

Funkce f je tedy konvexni v J tehdy a jen tehdy, jestliZe pro kaZdou trojici isel
Xy, X5, X5 intervalu J, jeZ spliiuje nerovnosti x; < x; < X, plati nerovnost

5y s LT 6, ) g,

3

tj. nerovnost

3) J(x2) (x5 = x1) = f(x1) (x5 = x2) + f(x3) (x2 = x1).-
Pro funkce ryze konvexni nastupuje misto (3) nerovnost
4) S(x2) (e3 = x1) < f(x) (x5 = x2) + f(x3) (x2 = ).

Pro funkce konkavni, pop¥. ryze konkévni nutno obratit v (3), (4) znameni nerov-
nosti. Z toho je zfejmé: funkce f je konvexni (popk. ryze konvexni) v J tehdy a jen
tehdy, je-li funkce — f konkavni (popf. ryze konkavni) v J. Stagi tedy jist¥, omezim-li
se v nasledujici v&t& na funkce konvexni (ke konkavnim funkcim se pfejde zm&nou
znameni).
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Véta 137. BudizZ f funkce spojitd v intervalu J, jeZ md v kaZdém vnitinim bodé
intervalu J druhou derivaci f"(x).

A) Potom je f konvexniv J tehdy a jen tehdy, je-li f"(x) = O v kaZdém vnitinim
bodé intervalu J.

B) Je-li f"(x) > 0 v kaZdém vnitinim bodé intervalu J, je f dokonce ryze
konvexni v J.

Poznadmka 1. Tvrzeni A) ptipomina pfiklad 1, tvrzeni B) pfipomina prvni
pfipad véty 135. Také pro funkce ryze konvexni je mozné doplnit pcdminku B)
tak, Ze dostaneme podminku nutnou a postagujici (,,tehdy a jen tehdy*); viz cvigeni 6.

Ditkaz. Oznaéme znakem J, mnoZinu vSech vnitfnich bodi intervalu J; mnoZi-
na J, je tedy otevieny interval, jenZ vznikne z J odstran&nim krajnich bodi (pokud
patfi k J). Budte x; < x, < x; tfi body z J. Podle véty o pfirfistku funkce existuji
cisla &, n tak, Ze

2

(5) f(x;: :_iixz) =-t,(€) , f(zz):fii‘l) =f,(’1)9

X <4 <X <&<x3.3)

I. BudiZ pfedn& f"(x) 2 0 pro kaZdé xe J,. Funkce f'(x) (jeZ ma derivaci
f"(x)) je tedy podle 2. p¥ipadu véty 135 neklesajici v J,. Ve vzorci (5) je tedy f'(&) =
2 f'(n). Tedy: jsou-li x; < x, < x; tfi body z J, je podle (5)
f(x3) = f(x2) o f(x2) = f(x1)

X3 — X3 X2 — Xy

a tedy
(f(x3) = £(x2)) (x2 = x1) Z (fx2) = f(x1)) (x5 — x2),
f(xz) (x3 - x1) = f(x1) (x3 - xz) + f(xs) (xz - x1) ’
coZ je nerovnost (3); tedy je f konvexni v J.

I1. Nechf podminka, vyslovena v tvrzeni A), neni splnéna, takZe existuje &islo
x € J, tak, Ze f"(x) < 0. Toto x oznaéme znakem x,. JeZto funkce f’ ma v bod& x,
zapornou derivaci, je funkce f’ klesajici v bodé x, (v&ta 131); existuje tedy &islo
3 > 0 tak, Ze je f'(x) > f'(x,) pro x, — & < x < x,, f'(x) < f'(x2) pro x, < x <
< x, + 0; pfitcm zvolme § tak malé, Ze x, — de J, x, + d € J.'PoloZme x; =
=X, — 0, X3 =2x, + 0. Pctom plati (5) a je x, —0<n<x,<EéE<x,+ 90
a tedy f'(n) > f'(x3) > f'(£); z (5) tedy plyne

f(x3) = f(x2) < f(xz) = f(x1) ;

X3 — X3 X, — Xp

3) Jeitov J, existuje f”(x), existuje v J, téZ prvni derivace f'(x) a je dokonce spojitd v Jg.
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(F(x3) = S(x2)) (52 = %1) < (F(x2) = F(x0)) (x5 — 2
F(x2) (x5 = x1) > (1) (x5 = x3) + f(x3) (x, — xl.) ,

takZe nerovnost (3) neplati, a& jsou x,, x,, x5 tfi body z J takové, Ze x; < x, < x;.
Tim je tvrzeni A) dokézéano.

BudiZ nyni f"(x) > 0vka%dém bod&intervalu J,. Funkce f'(x) ma tedy v kazdém
bod¢& intervalu J, kladnou derivaci a je tedy rostouci v J,, takZe podobné jako v 1
plyne f'(£) > f'(n); odtud plynou dalii nerovnosti jako v I, ale s vyloudenim zna-
ménka =. Misto (3) dostaneme tedy nerovnost (4), takZe f je ryze konvexni v J,
-&mZ i tvrzeni B) je dokéazéno. :

Cuiceni

1. Véta 135 plati i tehdy, pfipoustim-li téZ nevlastni derivaci.?)

2. BudiZ f neklesajici v intervalu J. Potom plati: neni-li f rostouci v J, existuje interval
J; € J, v ném? je f konstantni.

3. Z cviCeni 2 a véty 135 odvodte tuto vétu: Funkce f budiz spojitd v intervalu J a méj
v kaZzdém vnitinim bodé toho intervalu derivaci f'(x). Potom je f rostouci v J tehdy a jen tehdy,
jsou-li splnény tyto podminky: A) V kazdém vnitfnim bodé intervalu J je f (x) = 0; B) Kaidy
interval J; C J obsahuje aspoii jeden bod, v némZ je f'(x) > 0.

4. Funkce f je konvexni a sou¢asné konkdvni v intervalu J tehdy a jen tehdy, je-li funkce f
linearni v J (tj. je-li v tomto intervalu f(x) = ax + b, kde a, b jsou konstanty — pfipad a = 0
neni vyloucen).

5. Budiz f konvexni v intervalu J. Potom plati: neni-li f ryze konvexni v J, existuje interval
J, CJ, v némZ je f linearni.

6. Z véty 137 a z cviCeni 5 odvodte tuto vétu: Funkce f budiZ spojitd v intervalu J a méj
v kazdém vnitinim bod¢€ toho intervalu druhou derivaci. Potom je f ryze konvexni v J tehdy
a jen tehdy, jsou-li splnény tyto podminky: A) V kaZdém vnitinim bodé intervalu J je f"(x) =
> 0. B) KaZdy interval J; C J obsahuje aspoii jeden bod, v némz je f“(x) > 0.

7. Tvrzeni 1 véty 135 lze takto zobecnit: BudiZ f spojitd v intervalu J; dale necht existuje
v intervalu J kone¢ny pocet bodil x4, X5, ..., X, tak, Ze v kazdém vnitinim bod€ intervalu J,
rizném od bodu xy, x5, ..., X, je f(x) > 0 (v bodech x4, ..., x; nemusi f'(x) vibec existovat).
Potom je f rostouci v J. (Navod: rozdélite interval J body x,, ..., x; na n€kolik mensich intervala
a na kazdy z nich uZijete véty 135). Zobecnéte obdobné celou vétu 135, vétu 136, 137, piiklad T
a cviceni 1, 3.

8. Je-li f rostouci v intervalu (a, b) i v intervalu <b, c), je zfejmé rostouci v intervalu (a, ¢).
Je-li v8ak f konvexni v (a, b) i v {b, ¢), nemusi byt konvexni v (a, ¢). Pfiklad: budiz f(x) = x2
prox = 1,f(x) = (x — 2)2 pro x = 1. Potom jef ryze konvexniv (— o0, 1>iv<l, + @) (f(x) =
= 2 > 0 pro x 3 1), ale neni konvexni v (— o, + ), nebof bod [1, 1] lezi nad spojnici boda
[0, 0], [2, 0]. Nakreslete si obrazek!

9. Pro0 < x < imjetg x > x (stati dokdzat, Ze tg x — x je rostouci v intervalu <0, 7).

4) Pficem% oviem piipad f/(x) = -+ c je nutno poc&itat k ondm pfipadim, kdy je derivace
kladnd a pfipad f'(x) = — o k oném, kdy je derivace ziporna.
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2 sin x . . . .
10. Pro 0 < x < imje = < ——= < 1 (stadi dokazat, 7e sin x : x je klesajici v (0, 3> a pfi-
n x

. . sinx
pomenout si, Ze lim -— =1 }-
x=0 X

11. Pro 0 < x < 1 je arcsin x > x.
12, Pro x > 0 je arctg x < x.
13. Pro kaZdé x je e* > x (jasné pro x < 0; v intervalu <0, + ) je e* — x rostouci).

14. Prox > 0jelgx < x.

§ 2. Lokilni vyznam znaménka prvni a druhé derivace. V piredeslém paragrafu jsme
vySetfovali hlavné tuto otazku:necht vime néco o znameni prvni nebo druhé derivace
v celém intervalu J; co se z toho da soudit o celkovém prib&hu funkce v intervalu J?
Zde budeme vysetfovat obdobnou ,,lokalni“ otizku: nechf zname znameni prvni
nebo druhé derivace v jednom bodé; co se z toho da soudit o pritbéhu funkce v bez-
prostiedni blizkosti tohoto bodu?

Pro prvni derivaci je tato otazka feSena vétou 131: je-li f(x,) > 0, je funkce f
v bodg& x, rostouci, je-li f'(x,) < 0, je f v bod& x, klesajici. Zbyva otazka: co se d&je,
je-li f'(xo) = 07 Tato otazka souvisi s problémem tzv. lokalnich maxim a minim,
viz § 3.

Obratme se k druhé derivaci, zavedme vSak napfed tuto definici:

Definice 27. Necht existuje derivace f'(x,) v bodé x,. Existuje-li &islo 6 > 0
tak, Ze pro 0 < |x — xo| < & lei bod [x, f(x)] nad te¢nou

(©) y = f(xo) + f(x0) (x = xo),

Fikdme, Ze funkce f je ryze konvexni v bodé x,; existuje-li éislo & > 0 tak, e pro
0 < |x — xo| < & le#i bod [x,f(x)] pod tecnou (6), Fikdme, %e funkce f je ryze
konkdvni v bodé x,.

Poznamka 1. Definice je velmi ndzorna; jde
o vzajemnou polohu kfivky y = f(x) a tedny (6), se-
strojené v bod& [x,, f(x,)]. Napf. funkce, znazornéna
na obr. 41, je ryze konvexni v bod¢ ¢, ryze konkavni
v bodé d. Pojem funkce ryze konvexni v intervalu a po-
jem funkce ryze konvexniv bod¢ jsou dva nezavisle za-
vedené pojmy. O vztazich mezi nimi viz cvieni 2.

Véta 138. Je-li f"(xo) > 0, je funkce f v bodé x,
ryze konvexni; je-li f"(x,) < 0, je funkce f v bodé x, ryze konkdvni.

Ql —— — — —

Obr. 41.

Poznamka 2. Zbyva otizka: co se d&je, je-li f"(xo) = 0? Tato otdzka souvisi
. problémem inflexnich bodd, viz § 4.
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Dikaz. 1. BudiZ f”(x,) > 0. Funkce f'(x) je tedy podle véty 131 rostouci
v bodg x,; existuje tedy & > 0 tak, Ze pro x, — 6 < & < X je f'(€) < f'(xo) a pro
Xo < E<Xo+ 6 je.f'(x0) <f(¢). Tvrdim, Ze pro 0 < |x — xo| < & leZi bod
[x, f(x)] nad te¢nou (6), tj. Ze plati

(7 J(®) > f(x0) + f'(x0) (x = xo)-

Vskutku: je-li 0 < |x — x| < 8, lze na interval o krajnich bodech x4, x aplikovat

vétu o prirtistku funkce; tedy existuje &islo & leZici mezi xo, x tak, Ze je f(x) — f(xo) =

= f'(&) (x = xo). Je-lixo < x < Xo + 8,je téZ xo < & < Xo + &, tedy f'(€) > f'(xo)~
a tedy /(&) (x — xo) > f'(%o) (x — Xo) (nasobim kladnym &islem x — Xo). Je-li viak

Xo— 0 <X <X, je téZ xo — 8 <&< X, tedy f'(&) < f'(xo) a tedy opét

S(€) (x = x0) > f'(xo) (x — Xo) (n&sobim zdpornym &islem x — x,). V obou pfi-

radech (xo — 6 < x < Xo 1 Xp < X < Xo + 9) je tedy

f(x) = f("c) + f'(8) (x = xo) > f(x0) + £(x0) (x — xo) -
Tim je (7) dokazano a funkee f je ryze konvexni v bodg x,.

II. Pkipad f"(x,) < O se fesi obdobng nébo se (jednoduseji) uilje pripadu I
na funkci — f.

Cvileni

1. RozvaZte tyto podrobnosti: funkce rostouci v intervalu J nemuzZe byt klesajici, ba ani
nerostouci v J. Funkce miZe v8ak byt soulasné nerostouci a neklesajici v J; potom je v J
konstantni. Funkce nemuZe byt sou¢asné konvexni v J a ryze konk4vni v J; miZe viak byt kon-
vexni a soudasn& konkavni v J; potom je v J linearni. Funkce nemize byt v bodé X souCasné
rostouci a klesajici, ani soucasné ryze konvexni a ryze konkdvni.

2. Dokazte vétu: Necht existuje f”(x) pro ka?dé x € (@, b). Potom je f ryze konvexni
v (a, b) tehdy a jen tehdy, je-li ryz: konvexni v kazdém bod¢ intervalu (a, b). Navod: Podle
cviteni 6,3 k § 1 je f ryze konvexni v (a, b) tehdy a jen tehdy, je-li f’ rostouci v (a, b). L. pfipad:
£’ budiz rostouci v (a, b); potom jako v dikazu véty 138 plyne, Ze f je ryze konvexni v.kaZzdém
bodé (a, b). I1. pfip'ad: f’ neni rostouci, ale je neklesajici v (a, b). Tedy existuji ¢, dtak, Ze a < ¢ <
< d< b, a ze f'(x) je konstantni v (¢, d) (§ 1, cvi€eni 2); potom je f linedrni v (¢, d) (véta 136:
jezto f(x) = k = (kx)’ v (¢, d), je f(x) — kx = k, v (¢, d)) a f neni tedy ryze konvexni v Zidném
bodg intervalu (c, d). II1. ptipad: f” neni neklesajici v (a, b), takze existuji ¢, dtak,fea < ¢ < d <
< b, f'(c) > f'(d). Pro jisté £ e(c,d) je f'(§) = f—(%)l—f—(i) < 0 (véta 133), takZe f neni ryze

konvexni v bod€ & (véta 138).

§ 3. Maxima a minima — Definice 28. Budi? ddno ¢islo ¢ a funkce f, definovand
vjistém intervalu (a, b) obsahujicim bod c. Existuje-li kladné ¢islo 6 tak, Ze pro vSech-
na x intervalu (¢ — 6, ¢ + 8) je f(x) £ f(c), Fikdme, Ze funkce f md v bodé ¢ lokdlni
maximum. Lze-li zvolit 6 > 0 dokonce tak, Ze pro vSechna x intervalu (c -9,

¢ + §), riznd od c, je f(x) < f(c), Fikdme, Ze funkce f md v bodé c ostré lokdlni
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maximum. Nahradim-li nerovnosti f(x) < f(c), f(x) < f(c) nerovnostmi f(x) =
2 f(c), f(x) > f(c), dostanu definici lokdlniho minima a ostrého lokdlniho minima.

Lokalnim maximim a minimim davame spoleény nazev lokédlni extrémy.
Mnozi autofi vynechavaji slovo ,,lokalni“; €asto také rozuméji slovy maximum,
minimum to, co jsme my nazvali ostré lokdlni maximum nebo minimum. Né&ktefi
) autofi fikaji ostrym lokalnim extrémtm ,,re-

lativni extrémy**. ’

Viimn&me si funkce f(x) na obr. 42,
jejimZ oborem je interval {a, b). Tato funkce

ma ostra lokalni minima v bodech by, b,, b;,

ostra lokalni maxima v bodech ¢y, c4; dale

ma lokélni maxima (ale ne ostrd) ve viech

X bodech intervalu {c,, ;) a soudasné lokalni

minima (ale rovn&z ne ostr) ve viech bodech

Obr. 42. otevien¢hointervalu(c,, ¢;). Obecné plati: je-li

funkce f konstantni v intervalu (a, b), ma ve

viech bodech tohoto intervalu lokalni maximum i lokalni minimum (ovSem nikoliv ost-

ré). Zajimavéji piiklad ,,neostrého* lokalniho minima podéava tato funkce g(x): budiz

g(x) = x?sin? 1pro x % 0, g(0) = 0. Je g(0) = 0, dale g(—1—> =0pron=+1,
X nn

+ 2, + 3,...; pro viechna ostatni x je g(x) > 0. Tedy je v bod& 0 lokalni minimum,

ale nikoliv ostré.

y

1
O

Vsimnéme si je§té obr. 42. Funkce f nabyva v intervalu <{a, b) své nejmensi
hodnoty v bod€ by, v némZ ma lokalni minimum, nejvétsi hodnoty pak v po&atednim
bod& a (v némZ nelze oviem mluvit o lokdlnim extrému ve smyslu def. 28, jeZto
funkce f neni definovana v Z4dném otevieném intervalu obsahujicim bod a). Obecné&
plati ‘

Véta 139. Funkce f budi? definovdna v intervalu J. Md-li funkce v nékterém
bodé c € J nejvétsi hodnotu ze vSech hodnot, jichZ v intervalu J nabyvd (tj. je-li
f(x) £ f(c) pro viechna x € J), je bod ¢ budto krajnim bodem intervalu J*) nebo
md funkce f v bodé c lokdlni maximum. Obdobné pro nejmensi hodnotu.

Poznamka 1. MiZe se ovSem stat, Ze funkce f vibec v intervalu J nikde své
nejvétsi hodnoty nenabyva; to muiZe nastat napf., neni-li f spojitd v J nebo téz,
je-li spojita v J, ale neni-li J uzavieny.

Dikaz. Neni-li ¢ krajnim bodem intervalu J, existuje 6 > 0 tak, Ze (c — 9,
¢ + 68) = J. Pctom je viak podle pfedpokladu f(x) < f(c) pro viechna x € (c — 4.
¢ + 9), tj. f ma v bodg ¢ lokalni maximum. Podobng pro nejmensi hodnotu.

%) Tento pfipad oviem odpada, je-li interval J otevieny.
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Vyznam lokélnich extrému pfo ziskani lepsi pfedstavy o prﬁbéhu funkci je jas=*
ay; jejich vyznam pro hledani nejvétsi a nejmensi hodnoty funkce plyne z véty 139.
Jak nalézt body, v nichZ funkce ma lokalni extrémy? Prvni pomiicku dava tato

Véta 140. Existuje-li f'(x,) # 0, nemd funkce f v bodé x, lokdIni extrém.

Dikaz. Jedi f(x,) # 0, tj. budto f'(xo) > 0 nebo f'(xo) < 0, je funkce f
v bod& x, budto rostouci nebo klesajici (viz vétu 131) a tedy nemulze v bodé xo mit
lokalni maximum ani minimum (jak ihned vidime, srovname-li definice 25, 28).

Lokalni extrémy miiZe tedy funkce mit jen v t&ch bodech, ve kterych derivace
budto neexistuje nebo je rovna nule. Ale nesmime si myslit, Ze v takovém bodé&
funkce musi mit lokélni extrém. Napk. funkce f1(x) = x? a rovn&Z funkee f,(x) = x>
ma v bod& 0 derivaci rovnou nule, ale funkce f,(x) ma v bodg 0 ostré lokalni minimum,
kdezto funkce f,(x) nema v bod& 0 lokéalniho extrému (nybrz je rostouci v tomto
bod¢ — ba dokonce rostouci v intervalu {— oo, + 0)). Déle funkce®) fi(x) =
= x| (tj. f3(x) = — x pro x £ 0, f5(x) = x pro x = 0) a rovn&Z funkce f,(x) = 2x +
+ |x] (4. fo(x) = x pro x £ 0, f4(x) = 3x pro x = 0) nema derivaci v bod¢ 0;
nebot f;(x) ma v bodé 0 derivaci zleva rovnou — 1 a derivaci zprava rovnou 1,
a funkce f4(x) ma v bod& 0 derivaci zleva rovnou 1 a derivaci zprava rovnou 3.
Pritom funkce f3(x) ma v bodg 0 ziejmé ostré lokalni minimum, kdeZto funkce f,(x)
nema v bod€ 0 lokalniho extrému (nybrZ je rostouci v tomto bodé — ba dokonce
rostouci v intervalu (— o, + o0)).

Pro vySetfeni, zda né€jaky lokalni extrém nastane v bodg, v némZ derivace budto
neexistuje nebo se rovna nule, je asto uZite¢na tato véta (v niZ viak se pfedpoklada
spojitost funkce f(x)):

Véta 141, Budi? (a, b) otevieny interval obsahujici bod xo. BudiZ f(x) funkce,
spojitd v intervalu (a, b), je md derivaci v kaZdém bodé intervalu (a, b) riizném
od bodu x,.") Potom plati:

1) Existuje-li 4 > 0 tak, e pro xo — 4 < x < Xq je f'(x) > 0aprox, < x <
< X + 4 je f'(x) < 0, md funkce f v bodé x, ostré lokdlnf maximum.

2) Existuje-li A > 0 tak, Ze pro xo — 4 < x < X, je f'(x) <0 a pro x, <
< x < Xxo + 4 jef'(x) > 0, md funkce f v bodé x, ostré lokdlni minimum. '

3) Existuje-li 4 > 0 tak, %e pro 0 < |x — x,| < 4 je f'(x) > 0, je funkce f
v bodé x, rostouci.®)

4) Existuje-li A > 0 tak, e pro 0 < |x — x,| < 4 je f'(x) <0, je funkce f
v bodé x, klesajici.?)

Poznamka 2. Obsah této véty se snad nejsnaze pamatuje pod heslem: méni-li
f'(x) pfi priichodu bodem x, své znameni, nastava v bodé x, ostry lokalni extrém;

6) Natrtnéte si grafy t&chto funkci!
7) V bodé x, tedy funkce f(x) derivaci mit muizZe, ale nemusf.
') A tedy nemd v bodé x lokdlni extrém (ani ,,neostry*).
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ma-li f'(x) v blizkosti bodu x, stale totéz znamem nenastava v bod€ x, lokalni
extrém.

Diikaz. Je-li x libovolny bod takovy, Ze 0 < |x — xo| < 4, existuje (podle
véty 133 o prirtstku funkce) &islo ¢ tak, Ze Je

(®) J(x) = f(x0) = £(&) (x = x0) ;
pfitom leZi & mezi &isly x,, X, tj. bod & leZi na téZe stran& bodu x, jako bod x.

V ptipad? 1) ma tedy f'(£) opatné znameni neZ x — x,, takZe podle (8) je f(x) —

— f(x0) < 0pro0 < |x — xo| < 4; v pfipadé 2) ma f'() totéZ znameni jako x — x,,

takZe podle (8) _]ef(x) — f(x0) >0 pro 0 < |x — xo| < 4; v pfipadg 3) je f(¢) > 0,

takZe f(x) — f(x,) ma totéZ znameni jako x — Xo; Pro xo — 4 < x < X, je tedy

f(x) < f(x0), pro xo < x < X + 4 je f(x) > f(xo), takZe f je rostouci v bodg x,;
obdobng v pfipadg 4).

Poznamka 3. Ctyfi pfipady véty 141 nevylerpavaji viechny mo¥né pfipady;
viz cvieni 17.

Ptiklad 1. BudiZ dano &islo P > 0; mezi vSemi pfimymi rotanimi kuZeli o po-
vrchu P méme nalézt ten, jenZ ma nejvétsi objem (existuje-li takovy kuZel).

Oznafim-li znakem x polomér podstavy, znakem v vysku kuZele, je povrch

) P = nx® + nx /X% + v?
(podstava + plast); objem V je
(10) ‘ V=inx%.

Pritom se omezujeme — jak odpovida geometrickému vyznamu &isel x, v — pouze
na kladné hodnoty x, v. Na§ tkol tedy jest:

»»Mezi viemi dvojicemi kladnych &isel x, v vyhovujicich rovnici (9) mame nalézt
onu dvojici x, v, pro kterou vyraz (10) je co nejvétsi.®)

Z rovnice (9) plyne.
_(P—mx?)? e P(P - 2nx?)

(l 1) x2n? 2x2 ’
aby tento vyraz byl pfi x > 0 kladny, musi byt
(12) 0<xx £,

2n

9) Ctenaf miZe pravem namitnout, Ze jsme dosud ¥adn& nedefinovali povrch a objem; této obtiz
se vyhne, bude-li za dany ukol povaZovat vétu pravé uvedenou v uvozovkach, jez tyto pojm;
neobsahuje. Dal jsem uloze geometricky tvar, aby byla zajimavéjsi; totéZ plati o Cetnych
cviCenich.
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Dosadime-li z (11) do (10), obdrzime
(13) V? = in?x*0? = IPx*(P - 2nx?).

Cim vétsi je kladné &islo V, tim v&tsi je V2; nas tikol tedy jest: pro kterou hodnotu x
intervalu (12) ma vyraz (13) nejv&tsi hodnotu? Existuje-li takova hodnota x, musi
vyraz

(14) 4 V? = 2Px(P — 4nx*)
dx

pro tuto hodnotu x byt roven nule;'°) to nastdva pro x = O,% A/ E _1 f
n T

Z t&chto ti hodnot x pouze hodnota % A/ P 1ei v intervalu (12). Pro 0 < x <
T

1 [P, . 1 [P P . y
<<= [= je derivace (14) kladna, pro - / — < X < [— jezaporna, takZz vyraz
AN/ T 2A/ 7 2n

{ 13) roste v intervalu (0, % A/ }R/‘ a potom klesa v intervalu ; / A/ /

takZe V2 a tedy i V nabyva skuteénd v mtervalu (12) nejvetsi hodnoty pro Jednu a _|en

1 /P . _ .1l .
jednu hednotu x, totiZ pro x = 5 \/j Tvar a objem pfislusného kuzele je patrny
AT .

z rovnic (plynoucich z (10), (11))

x=l L —-_2\/2,,» = Y2 puz,
N 2Jz

Piiklad 2. Hledejme nejmensi a nejv&tsi hodnotu funkce f(x) = x*> — 3x +
+ 20 v intervalu <~ 3, 3). Je f'(x) = 3(x* — 1), takZe v uvahu_pfichazeji pouze
vody x = — 3, x = — 1, x = 1. Ze znameni derivace plyne: v jatervalu {(-3,-1)
funkce roste od hodnoty f(— 3) = 2 do hodnoty f(— 1) = 22, v intervalu {(— 1, 1)
funkce klzsa od hodnoty 22 do hodnoty f(1) = 18, v intzrvalu {1, 3) funkce roste od
hodnoty 18 a ma limitu lim f(x) = f(3) = 38. Tedy: v intervalu {— 3,3) ma

x=3-

f{x) nejmensi hodnotu f(— 3) = 2, nema v3ak nejvitsi hodnoty; nebof je zfejmg

sup f(x) = 38, ale této hodnoty funkce v intervalu { — 3, 3) nikde nedosahuje
xe{=3,3)
Kdybychem byli vzali uzabreny interval ¢ — 3, 3), byli bychom ovSem dostali nej-
v&tsi hodnotu f(3) = 38.

Cviceni
1. Funkce x* v intervalu (0, 4 o0) nabyvé své nejmensi hodnoty v jediném bodg x = e~ L
v ném? je téz jediny lokélni extrém (minimum).

10y Interval (12) je otevieny, takZe jeho krajni body neprichézeji v dvahu.

17 -— Jurpik: Diferencidlni pocet 1.
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2. Funkce 2x® — 3x2 + 5 m4 pravé dva lokalni extrémy: maximum pro x = 0, minimum
pro x = + 1.

3. Funkce x_3 — 3x% + 3x 4 5 nemd4 lokélnich extréml; podobn& funkce 3’-x3 + —2’—4\:2 +
+ x4 1.

4. Budiz n celé kladné. Je-li n sudé, ma funkce x"e* dva lok4lni extrémy: maximum pro x =
= — n, minimum pro x = 0 (coZ je zdroven nejmensi hodnota funkce vibec). Je-li n liché, je
pouze jediny lokélni extrém, a to minimum pro x = — n, coZ je zaroveii viibec nejmensi hodnota
funkce.

5. Sestrojte obdélnik!') daného obvodu s, jenz mé co nejvatsi plo$ny obsah (vyjde &tverec),

6. Déna jsou &isla @, s (0 < @ < s5). Mezi viemi trojuhelniky; jeZ maji obvod 2s a jednu
stranu a, sestrojte onen, jenZ ma nejvétsi obsah (uZijte tfeba Heronova vzorce; vyjde rovhoramen-
ny trojuhelnik o stranéch a, s — 1a, s — 1la, a z4dny jiny).

7. Ze viech rovnoramennych trojihelniki o daném obvodu ma rovnostranny (a #4dny
jiny) trojuhelnik nejvétsi obsah.

8. Zcvileni 6, 7 plyne, Ze ze viech trojuhelnik o daném obvodu m4 rovnostranny (a pouze
tento) nejvétsi obsah.

9. Mezi rotanimi kuZeli, jez maji danou velikost plasté P, sestrojte ten, jenZ ma nejvétsi
objem (vyjde polomér podstavy r = (P%:(3a?)t, vyskav = ﬁ .r).

10. Do koule o polomé&ru r vepiste rotaéni kuZel 1. o nejvétsim objemu, 2. o nejvétsim plasti,
3. o nejvétsim povrchu (= podstava + plaif). Vysledek: je-li v vy$ka hledaného kuZele, je v prv-

A 23— v
nich dvou ptipadech v = %r, ve tfetim ptipadé v = _I_GLL Vezmete-li v jako nezdvisle

proménnou, je ve tietim pfipadé povrch P = mv(2r — v) + nv\/ 2ry {2r — v. PoloZite-li P’ =0,
obdrzite iovnici

(15 @2r — 20) + Jr@dr — 30): (/2. J2r = v) = 0.
Odstranénim odmocniny dostanete n&€kolik kofeni pro v, z nich% musite vybrat takovy, aby byla

splnéna rovnice (15), tedy jisté v < %r (prot?); tak dostanete jediny kofen rovnice (15).
11. Mezi viemi pfimymi kruhovymi vélci o daném povrchu P se m4a nalézt ten, jenZ m4 nej-

P
vétsi objem (pro polomér podstavy x a vySku v vyjde x = A/ g v = 2x).

12. Z kruhového kusu papiru vystfihnéme vyse¢ o stfedovém whlu B. Ze zbyvajici vysece
(o stitedovém tGhlu « = 27 — ) muzZete sestrojit filtr, tj. pladf kuZele. Najdéte x tak, aby objem

kuZele byl co nejvétsi (vyjde « = J% . 27).

13. Diény jsou body P = [0, a], Q = [d, — b] (a, b, d kladn4). Pohyblivy bod se pohybuje
rychlosti v > 0z bodu P po pfimce aZ do bodu R = [x, 0] a potom z bodu R po pfimce aZ do bodu
Q rychlosti w > 0. Najdéte polohu bodu R tak, aby pohyblivy bod dospél z P do Q v dobé& co

1 1
nejkratsi. Ndvod: potiebny &as je f(x) = 3 a® + x* + " Jd—- 02 + bi; podminka f'(x) =
=0je

d—x
(16)

x
v\/az + x2 w\/(d —x)% + b? ’
11y Pripoustim téZ &tverec. PFi piikladech tohoto druhu se nespokojte nalezenfm lokalnich extré-

mu, nybrzZ zjistéte téZ (podle vzoru pfikl. 1), zda nalezeny lokdlni extrém ddva skutecné nejvétei
(popf. nejmensi) ze viech hodnot.
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Ze znameni f"(x) zjistite, Ze f'(x) stdle roste; odtud snadno zjistite, Ze existuje pravé jedna hod-
nota x, pro kterou plati (16); z obr. 43 zjistite, Ze podminku (16) 1ze psit ve tvaru sin« : sin B=
= v : w (zédkon lomu, znimy z optiky).

14. Budte ky, ky, ..., k, dand &isla. Vyraz (x — k;)% + (x — k)% + ... + (x — k)2 je
1
nejmensi, je-li x = — (ky + k; + ... + k).
n

15. Rozdélme &islo @ > 0 na dva nezdporné séitance x = 0, a — x = 0 a sestrojme soudet-
jejich p-tych mocnin: f(x) = x? + (a — x)P. Vy3etfujme f(x) v intervalu <0, a). Je-li p > 1, je
f(x) nejmensi pro x = 2a, nejvétsi pro x =0, x = a. Pro
p =1 je f(x) = a konstantni. Pro 0 < p < 1 mame nejvétsi
hodnotu pro x = 1a, nejmensi prox =0, x = a. Prop = 0 je
f(x) = 2 konstantni: Pro p < 0 je nutno se omezit na otevie-
ny interval (0, a); v ném neni f(x) shora omezena, ale na-
byva nejmensi hodnoty pro x = fa. Nakreslete tfeba pro
a=1try y=f(x) pro pfipady p=1, 2,4, 8, 1, 1, 1, 0, |

— 3, — 3 — %, — 1 (vSechny na jeden obrézek). 3
16. Bodem [a, b] (a >~ 0, b > 0) vedme pfimku o zdporné e
smérnici — k; ta protne osu x v bodé P, osu y v bodé Q. Probi- Obr. 43

ba-li k vechny kladné hodnoty, ma plocha pravouhlého troj-

b
uhelnika OPQ (O je bod [0, 0]) nejmensi hodnotu 2ab pro k = ;; soucet obou odvésen md nejmensf

- /b b
hodnotu (ﬁ + \/ b)2 prok = /\/ ; ; pfepona mé nejmensi hodnotu (azl 34+p% 3)3/ 2 prok.= i/; .

17. Polozme g(x) = xS sin 3 pro x = 0, g(0) = 0. Déile budi f,(x) = 2x5 + 9(x), £,(x) =
x

= T%x’ + g(x). Je g’(0) = £{(0) = £5(0) = 0; spoctete-li jests
g’(x) pro x + 0, zjistite, Ze nenastivd pro xo = 0 2idny ze &tyi
pfipadi véty 141. Funkce g nem4 v bod& 0 lok4lni extrém ani
v ném neni rostouci ani klesajicf; funkce f; méd v bod& 0 ostré¢
lokélni minimum; funkce f, je v bod& 0 rostouci. Nalrtnéte
(2 si obrazky.
18. Funkce f z cviCeni 8 v kap. VIII, § 3 m4 ostré lokélni
maximum v bodé& 2, kdeZto v bod& — 1 a v bod& 0 je rostouci.

<0

<3

extrémy (vesmé&s ostré): minima v bodech — 3, 1, maximum
v bodé& 0.

20. Funkce x> -+ 12|x| m4 ostré lok4lnf minimum v bodd
0, ostré lokalni maximum v bod& — 2.

§ 4. Vzijemna poloha kfivky a teny. Inflexni body.
Znime vyznam nerovnosti f"(xo) >0, f'(xo) <O
Obr. 44. (véta 138). Nyni budeme zkoumat, co miZe nastat

v té&ch bodech, v nichZ je f"(x,) = 0. Za¥néme pfi-

kladem f(x) = x* (obr. 44). Zvolim-li bod P, = [x,,"x}] o kladné abscise x,, je
f '(x,) = 6x, > 0 a podle véty 138 plati toto: sestrojim-li v bod& P, tednu ¢;, leZi
kfivka y = x> v blizkosti bedu Py nad te¢nou t; (jdu-li oviem dosti daleko doleva.

17¢

19. Funkce 3|x + 3| — 4|x| + 2|x — 1| m4 tyto lokélni

]
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a% za bod Q, klesne k¥ivka pod tetnu ¢,). Obdobné: zvolim-li bod P, = [x,, x3]
o ziporné abscise x,, je f"(x;) = 6x, < 0 a kfivka y = x> leZi v blizkosti bodu
P, pod te€nou t,, sestrojenou v bodé P,. Zbyva jeit& bod P; = [0,0]; tetna t,
v tomto bodsg je osa x. Zde je f"(0) = 0 a véta 138 nam nic nefika. Z obrazku vidite
(a podtem ihned ovéfite), Ze v blizkosti bodu P5 neleZi kfivka y = x* ani stéle nad
tednou ¢ ani stale pod ni, nybrZ piechazi v bodé P, z jedné strany ptimky t; na
druhou. Rikame, e kfivka y = x* ma v bod& P, inflexni bod; obecn& definujeme:

Definice 29. Funkce f necht md v bodé x, derivaci. Necht existuje ¢islo 6 > 0
tak, Ze plati jeden z téchto dvou pripadii: '

I. Budto le#i bod [x, f(x)] pro xo — 6 < x < X, pod tecnou
(17) ¥ = f(x0) + £(x0) (x — xo)

a pro xo < x < x¢ + 6 nad nf.

II. Nebo lezibod [x, f(x)] proxo — & < x < xonad teénou (17)a prox, < x <
< Xo + 0 pod ni.

Potom Fikdme, Ze funkce f md v.bodé x, inflexi nebo také, Ze kfivka y = f(x)
md v bodé [xo, f(x,)] inflexni bod.

Nazorny smysl je jasny: kfivka ptechazi v bod& [xo, f(xo)] — zhruba feteno —
z jedné strany teny na druhou. Pfipad I vidite na obr. 44, ptipad II nastiva nap¥f.
u kfivky y = — x* v bodg [0, 0].

Véta 142. Existuje-li f"(xo) # 0, nemd funkce f v bodé x, inflexi.

Dikaz. Podle véty“138 je funkce f v bodé x, ryze konvexni nebo ryze kon-
kavni (podle toho, je-li f"(5,) > 0 & f"(xo) < 0). NemiiZe tedy mit v bod€ x, inflexi,
jak okamZité zjistite srovnanim definice 29 s definici 27.

Inflexe miiZe tedy nastat jen v té€ch bodech, v nichZ druh4 derivace budto viibec
neex1stuje (takové body vyZaduji oby&ejn& zvlastni uvahy) nebo v t&ch bodech,
v nich¥ se druha derlvace rovni nule. V téchto bodech nam &asto pomiZe tato
veta

Veta 143. Budr' (a, b) otevreny interval obsahujici bod x,. Budi¥ f(x) funkce,
je#md proni derivaci f'(x) spojitou v (a, b) a jez md druhou derivaci f"(x) v kazdém
bodé¢ intervalu (a, b) riazném od xq(v-bod§ x, tedy druhé derivace miiZe, ale nemusi
existovat). Potom plati:

e Extstuje-lz ¢islo A > 0 tak, Ze pro x0 —4<x<xpje f'(x)<0a pro
Xq.< X < Xo + 4 je f'(x) > 0, md funkce f v bodé x, inflexi (a to pFipad I z de-
ﬁmce 29). :

L Extstu]e-h gislo 4 > 0 tak, Ze pro xo — 4 < x < x, je f"(x) > 0 a pro
xo <x <X+ Ajef (x) <0, mafunkce f vbodé x, inflexi (a to pFipad II z defi-
nice:29).
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III. Existuje-li ¢&islo A >0 tak, %e pro 0 < |x — xo| < 4 je f'(x) > 0, je
funkce f v bodé x, ryze konvexni.'?)

IV. Existuje-li ¢islo A >0 tak, fe pro 0 < |x — xo| < 4 je f"(x) <0, je
funkce f v bodé x, ryze konkdvni.'?)

Viimnéte si obdoby mezi vétou 143 a vétou 141. Poznamenivam, Ze n&ktefi
autcfi prosté Fikaji, Ze funkce f ma v bod& x, inflexi, kdyZ f"(x,) = 0. To je definice
odlisnd od nadi definice 29. Napf. pro funkci f(x) = x* je f"(x) > 0 pro x % 0,
f"(0) = 0; podle v&ty 143 nenastiva tedy v bodg O inflexe ve smyslu definice 29,
a& je f"(0) = 0.

Dakaz. Vezméme bod x tak, Ze 0 < |x — x| < 4. Bod [x, f(x)] lezi nad
nebo pod tednou y = f(xo) + f'(%o) (x — Xo) podle toho, zda je

(18)  £(x) ~ f(xo) > f(x0) (x = x0) & F(x) = f(x0) < F'(x0) (x — %o) -

Podle véty o pfirGstku funkce!?) existuje mezi body x,, x bod ¢ tak, Ze

(19) J(x) = f(x0) = £'(€) (x = xo).

Pripad I. Nechf f”(x) < 0pro xo — 4 < X < X0, f"(x) > 0prox, < x < xo +
+ 4. Potom je funkce f’(x) klesajici v intervalu (x, — 4, xo) a rostouci v intervalu
{xo, Xo + 4) (podle véty 135 aplikované na funkci f°). Ve vzorci (19) je tedy vidy
(&) > f'(xo); Pro xo — 4 < x < X, plyne tedy z (19)

£(x) = £(x0) = /@) (x = %o) < (%) (x — xo)

(ndsobim zapornym &islem x — xo), pro xo < x < xqo + 4 plyne obdobng

f(x) = £(x0) = £(€) (x = x0) > f*(x0) (x — Xo)

(n&sobim kladnym &islem x — xo)- Tedy plati druha nerovnost (18) prox, — 4 <
< x < Xq, PIVni pro xo < x < Xxp + 4, tj. nastava inflexe, a to ptipad I z definice.

Pripad II se fe$i obdobng (nebo jednoduseji: pouZiji pfipadu I na funkci — f).

Pripad III. Necht f“(x) > 0 pro 0 < [x — x,| < 4; potom je f’(x) rostouci
vintervalu (x, — 4, xo» i v intervalu {xo, X, + 4) (vta 135), tedy celkem rostouct
v intervalu (xo — 4, X + 4). Pro Xo — 4 < x < x, je tedy v (19) f'(€) < f'(xo),
tedy f'(€) (x — x0) > f'(¥o) (x — Xo) (x — X, je zAporné); pro x, < x < xo + 4
je £(€) > f'(xo), tedy rovnéz f'(&) (x — xo) > f'(xo) (x — xo) .(x — xo je kladné).
V obou ptipadech, tj. pro vechna x spliiujici nerovnosti 0 < [x, — x| < 4, je
tedy podle (19)

F(x) = f(x0) = (&) (x = x0) > f'(x0) (x — Xo),
tj. plati prvni z nerovnosti (18), tedy je f ryze konvexni v bod€ x,.

12y A tedy nema v bodé x, inflexi.
13) Z existence funkce f plyne spojitost funkee f v intervalu (xq — 4, xo + 4).
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Pripad IV se fe$i obdobn& (nebo jednoduseji: pouZiji pfipadu III na funkci
- f). | '

Poznamka 1. Ctyfi pfipady uvedené ve véts 143 nevy&erpavaji oviem viechny
moZné pripady; viz cviceni 10.

Pfiklad 1. Dosavadni véty této kapitoly poskytuji uZite&né pomiicky k rysovani
kiivek y = f(x). Vezm&me pfiklad y = f(x) =

3 ad I’ jejZ jsme CasteCng jiZ vy-
Setiovali. Je
y, _ 1—x? y” _ zx(xZ _ 3)

(* + 12 (2 +1p

Podle znameni funkce y’ je patrno (v&ta 135): funkce je rostouci v intervalu {— 1, 1),
klesajici v intervalu (— o0, — 1) a v intervalu {1, + c0); v bod& — 1 mame tedy
ostré lokalni minimum, v bod& 1 ostré lokalni maximum: f(— 1) = — 3, f (1)

= + 1. Uvatite-li, Ze f(x) <0 pro x <0, f(x) > 0 pro x > 0, vidite, .Z fo -1 3 je
vﬁbec nejmensi a + 3 ! vibec nejvétsi hodnota funkce. Druh4 derivace f (x) je za—
porné v intervalu (— oo, —4/3) a vintervalu (0, /3);'#) v kaZdém bods t&chto dvou
intervall je tedy funkce ryze konkavni (deﬁmce 27, heslo: kfivka pod tegnou).
V intervalu (— /3, 0) i v intervalu (\/3, + ) je f"(x) kladn4; v kaZdém bods
t&chto dvou intervald je tedy funkce ryze konvexni (definice 27, heslo: kfivka nad
te¥nou). V bod& — /3 nastiva podle véty 143 inflexe (ptipad I z definice 29), podobn
v bod¥ O (pfipad II) a v bod& /3 (ptipad I). Sestrojite-li body odpovidajici extréntiim

a inflexim, tj. body [— 1, — 1], [1, 2], [— /3, — /3], [0,0], [/3, 5/3] a jeste

nekohk dalgich bodi, jakoZ i tecny v t&chto bodech a uvaZite-li jests, Ze lim 5 x " =
x=++wo X° +

X

x+—w X2

1= 0, miZete kfivku spolehlivé r)"sovat.

Poznamenejme jeSté: v intervalu <0, \/ 3) je funkce ryze konkavni podle véty
137 (jde ted o pojem z definice 26a, nikoliv z definice 27). Zvolim-li tedy na nasi
&afe dva body P, Q, jejichZ abscisy leZi v intervalu €0,/ 3>, potom viechny body
oblouku PQ (s vyjimkou krajnich bodi P, Q) leZi nad tétivou PQ. Podobné poznamky
plati pro intervaly (— oo, — J3), {=/3,0), /3, + ).’

Podobné postupujeme pfi jinych funkcich. Jen bych jesté poznamenal, Ze zvlastni
pozornosti zasluhuji ty body, v nichZ nelze uZit v&t této kapitoly; to nastiva napk.
v té&chto pfipadech: A) f'(xo) neexistuje nebo f'(x,) = 0, ale nenastava %idny ze
&tyf ptipadi uvedenych ve vét& 141. B) f”(x,) neexistuje nebo f”(x,) = 0, ale nenasta-
vé Zadny ze &tyf pfipadd uvedenych ve vét€ 143. V blizkosti takovych bodd byva
pritb&h funkce leckdy velmi sloZity a vyZaduje &asto specialnich tivah. Viz cvideni 10.

“’) Sleduji znameni u jednotlivych &initeld v &itateli
2x(x? —3) = 2x(x — \/3) (x + /3).
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Cviceni
1. Funkce ax? + bx + ¢ je pro a > 0 ryze konvexni v intervalu (— o, + ©) a té% ryze

e b \ /b
konvexni v kazdém bodé. Je klesajici v intervalu| — o0, — — , rostouci v —-——, + o}.
2a / \ 2a

b b?
V bod& — % nabyva své nejmensi hodnoty — i + ¢. Pro a <0 jsou vysledky obdobné
a Q

{zménime znameni).
2

2. Budiz f(x) = ax® + bx?® + cx + d,a > 0 (pfipad a < 0 vy3ettim zm&nou znamenf).

b
Funkce je ryze konvexni v intervalu <— 3’ + oo) a téZz v kaZzdém vnitinim bodé& tohoto inter-

N

valu; obdobné se slovem konk4dvni misto konvexni v (— 0, — 3— , . Inflexe (ato pfipad I z de-
a

finice 29) v bodé — b : (3a). Vzrust a klesini posoudime z derivace 3ax? + 2bx + c. Je-li b2 —
— 3ac =0, je f(x) rostouci v (— o, 4+ ). Je-li b% — 3ac > 0, budte «;, «, (x; < ;) kofeny
rovnice 3ax? + 2bx + ¢ = 0. Mame potom lokélni ostré maximum v bod& «,, minimum v bod&
«,. Funkce f je rostouci v (— o, ;> i v {x,, + 00), klesajici v {x, x5>.

3. Funkce

d
(c =% 0) ma v bodé — — limitu zleva — oo, zprava + o, je-li ad — bc <
-r- c

d d
<< 0; v intervalu ( — o, — —) je pak klesajici a ryze konkdvni, v (—- -, + co) je Kklesajici a
c [+
ryze konvexni. Obdobné pro ad — bc > 0. Pro ad — bc = 0 se funkce rovnad a: ¢ pro viechna
x+ —d:c.
4. Funkce x + kcos x (k =% 0) je rostouci v intervalu (— o, + ), je-li [k] = 1. Je-li

1
|k] > 1, m4 nekone&né mnoho ostrych lokélnich extrémt v bodech, pro néz sin x = % St.x =

-

1 1 :
= arcsin i + 2n7, x == — a.rcsinl—c +Q@n+ 1) (n=0,1,—1,2,—2,...). Pro k> 1 diva

prvni vzorec maxima, druhy minima; pro ¥ < — 1 obricené. Inflexe nastdvd v bodech nn +
+-n(n—~0 1,—1,2,—2,...).

Nasledujici tfi cvifeni se tykaji funkce (axz + bx + c):(Ax2 + Bx + C), kde 4 + 0.

Funkci lze dat tvar 2 + — ﬁx + Yy , takZe se omezime na funkci
A Ax? +  + Bx + e+ C’
Bx+y
X)) = ———— ,
7 Ax24+Bx+ C

pfiCemZ vyloucime trividlni piipad 8 =y = 0.

5. Necht rovnice 4x* + Bx + C = 0 nem4 redlnych kofenl, takZe funkce f je spojitd
v (— o, + o0). Budiz pfedn& B = 0, ¥ + 0. Potom existuje jediny lokélni extrém v bodé x =
= — B:(2A4), jenZ dava proyA > 0 nejvétsi, pro y4 < 0 nejmensi hodnota funkce. V intervalech
(—- ©, — B:(24)>, {— B:(24), + ©) je f ryze monoténni. Nakreslete ptﬁbéh kfivky y =
= 1:(1 + x?). Budiz za"druhé g8 = 0, tedy

F(x) = (— ABx* — 24yx + BC — By): (Ax* + Bx.+ C)?;
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jezto lim f(x) = lim f(x) = 0, nemlZe byt f ryze monotdénni v (— <, -+ ); odtud snadno
x—++om X— — o0

plyne, Ze rovnice f'(x) = 0 mé dva rizné realné kofeny oy < «,. Je-li A4 > 6, klesd f(x) v inter-

valu (— o, >, roste v <x;,x,> a klesd v {x,, + o); v bodé «; nabyvd nejmensi, v bodg «,

nejvétsi hodnoty; pro f4 < 0 je vysledek obdobny. Viz piikl. 1, kde byl probran pfipad f(x) ==
2

=x:(x“+ 1)

'6. Nechf rovnice Ax? s+ Bx -+ C =0 md jediny redlny kofen (_tzv. koien dvojndsobny,

neboli dva splyvajici), takZze f(x) = E i/—ﬁ pro /3. + 0, f(x) = L4 —;—2 pro =0,
A (x — x)? A (x — xy)
7 = 0. PiSeme-li v prvnim pfipad€ § = x + y : §, = y . 4 : § (posunuti na ose x, zména mg-
‘ &
fitka na ose ), lze rovnici y = f(x) psit ve tvaru = (2__—8 ")'i . Kdyby bylo p == 0, dala by se
) - P

rovnice dale zjednodusit. Je-li p > 0, klesa % v intervalu (— o, — p> od 0 do — 1: (4p), déle
roste v intervalu {— p,p) od — 1:(4p) do + o a koneéné klesid v (p, + ©) od + o do 0.
Nakreslete kfivku 7 = &: (& — 1)2, Je-li p < 0, pfevedeme tento ptipad na predchazejici tim,
Ze piSeme — 7, — & misto 7, & (tj. obratime kladné sméry os soutadnic). V pfipadé § = 0 jsme
obdobné vedeni ke kfivce n =1:(§ —p)z. Zde 7 roste v intervalu (— o, p) od 0 do +
a potom v intervalu (p, + ) klesd od 4+ o do 0. Nakreslete pro p = 1!

7. Necht rovnice Ax% + Bx + C = 0 mé dva rtizné redlné koteny. Jako v prede$lém cvi-
¢eni jsme vedeni ke kfivkam
l n = ' d ~pro B+ 0 - ! pro B =0;
E—DE-a 1T E-PE- ’
ptitom p < q. V prvnim piipadé predpokladejme pq =+ 0 (jinak nastoupi zjednoduseni). Dosta-
" nete: L. Je-li pg < 0, klesa 5 v intervalu (— oo, p) od 0 do — oo, potom klesd v (p, ) od +
do — oo a konetné klesd v (g, + ) od + o do 0. Nakreslete kiivku n = E:(E2 —1). 1L
Je-li pg > 0, piedpoklddejme 0 < p < g (ptipad p < g < 0 by se pfevedl na pfipad 0 <p < ¢
tim, Ze bychom psali — &, — # misto &, 7). Potom 7 klesd v (— oo, —Jpq) od 0 do :'1 : (\/q -+
+ \/ p)z, déle_ roste v intervalu {— \/pq, p)do + ; potom roste v intervalu (p, \/ pg> od —
do — 1:(/q — </ 7)? a potom kles4 v intervalu <\/ pa, g) do — o0; kone&né kles4 v intervalu
. &
(q, + ©) od + o do 0. Nakreslete ktivku n = -;——;--——
N : T ECDE-d
roste 7 v intervalu (— o, p) do 0 do + oo, v intervalu (p, 3(p + ¢)> roste od — 0 do — 4. (q
-—p)"z, v intervalu <2(p 1+ q), q9) klesi do — oo, v intervalu (g, + ) klesd od - © do 0.
Nakreslete kfivku 7 = 1: (% < 1). - '

. V druhém piipadé (8 = 0)

2 2 .
a b .
8. BudiZa > 0, b > 0. Funkce -—— + -—;— je sudd a ma periodu 7; stati se tedy omezit
sin® x  cos “x

na interval (0, .-}—n). V tomto intervalu je funkce ryze konvexni. Je-li x, = arctg \/a: b, je funkce
klesajici v intervalu (0, x>, rostouci v intervalu {x,, 27); jeji nejmensi hodnota je (2 + b2

9. Funkci f(x) = tg 3x cotg2x (sud4, perioda m) stali vySetfovat v intervalu (0, 1n).

( sin3x 3 sin3x 2x
n z

Funkce f ma v bod& O limitu 3 { nebof — =-. . )a roste v intervalu (0, 1n)
o si

n2x 2 3x sin2x

od 2 do + 0. V intervalu ({=, arcsin \/—§~> roste od — o do 3, v intervalu {arcsin \/ 2,1m
klesa od £ do — co. Navod: je f'(x) = (3 sin 4x — sin 6x) . sin~2 2x . cos ™2 3x; prvni zdvorku
lze pséat sin 2x (— 4 cos? 2x + 3 cos 2x + 1); odtud f'(x) = 0 prav& pro x = arcsin \/é Ze
napf. v intervalu (0, 17) je f rostouci, plyne takto: derivace je v tomto intervalu spojita a rizna
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od nuly, tedy mi tam stdle totéZ znameni, tedy je tam f ryze monotdénni. Jeito lim f(x) =
: x—+n[6—=

= + oo, nemiZe f byt klesajici. Nartnéte kfivku y = f(x).

10. Pro funkce g(x), f{(x), f2(x) z § 3, cviCeni 17 je osa x teCnou v politku, dile g”(0) =
= f1(0) = f3(0) = 0. Spoctete-li g”(x) pro x = 0, zjistite, Ze v bodé x = 0 nenastiva Zidny
ze &ty pripadi véty 143. Funkce £, je v bodg 0 ryze konvexni, funkce f, tam md inflexi; funkce g
ma pak tuto vlastnost: v libovolném intervalu (0, 6) (kde & > 0) existuji jak body x takové, Ze
bod [x, g(x)] lezi nad te€nou y = 0, tak také body x takové, Ze bod [x, g(x)] leZi pod te€nou
y = 0. Totéz plati o intervalu (— J, 0).

11. Definujmesgna = 1proa > 0,sgna = — 1 proa < 0, sgn 0 = 0. Funkce x? sgn x -+
+ 2(x — 1)®sgn (x — 1) je rostouci v (— o, + o). Ma jedinou inflexi v bod& 1; v kazdém
bodé x < 1 je ryze konkdvni (ve smyslu dzf. 27, i v bodé x = 0); v kazdém bodé x > 1 je ryze
konvexni.

§ 5. Utziti derivaci vySSich Fadd. Misto vit 141, 143 Ize n¥kdy uZit nisledujicich vét,
v nichZ vystupuji derivace vyssich fadd.

Véta 144. Budiz f funkce, x, Cislo. Necht existuje pFirozené &islo n tak, Ze je
F®(x0) # 0, ale f*®(xo) = 0 pro 0 < k < n.!%)

Potom plati: )
I. Je-li n liché, S®(xo) > 0, je funkce f rostouct v bodé x,.
II. Je-li n liché, f™(x,) < 0, je funkce klesajici v bodé x,.
II. Je-li n sudé, f™(x,) > 0, md funkce f v bodé x, ostré lokdlnf minimum.

“IV. Je-li n sudé, f™(x,) < 0, md funkce f v bodé x,, ostré lokdlni maximum.

Poznimka 1. Pfi diikazu této i nésledujici véty si uvédomte: z existence &isla
f®™(x,) plyne, Ze v jistém intervalu (a, b), obsahujicim bod x,, existuje derivace
S 1(x); nasledkem toho jsou funkce f@=2(x), f@=3)(x), ..., f'(x), f(x) (jestlize
n 2 2) dokonce spojité v (a, b).

Pozndmka 2. Provedme napfed diikaz ve specialnim pfipadé n = 4,16)
S®(xo) > 0. Funkce f"(x) je tedy rostouci v bod& xo: jeZto f"(x,) = 0, existuje
gislo 6 > 0 tak, Ze je f"(x) < 0 pro xo — 6 < x < X,, f"(x) > 0 pro xo < x <
< Xo + 6. Tedy je (podle véty 135) funkce f"(x) klesajici v intervalu (xo — 8, Xo)
a rostouci v intervalu {xo, Xo + 0). Nejmen3i hndnotou funkce f”(x) v intervalu
(xo — 8, xo + 6) je tedy hodnota f"(xo) = 0, pro xo — & < x < Xo i pro xo < x <
< xo + djepakf’(x) > 0.Tedyje (podle vity 135) funkce f'(x) rostouciv intervalu
(xo = 8, x0p i v intervalu {xo, xo + 6); jeZto f'(x,) = 0, je f'(x) < 0 pro x, — 6 <
< X < X0, f(x) > 0 pro xo < x < xo + 8; tedy je funkce f(x) klesajici v inter-alu

15y Podrobn&: f (")(xo) je prvni &len posloupnosti &isel f'(xg), f"(xg), £ (xo)s - -, jenZ je ruzny od
nuly. Je-lt napt. n = 1, znamend to, Ze f'(xy) + 0; je-li n =3, znameni to, ¥e f'(xy) =
= f"(x¢) = 0, f"(xy) =+ 0. .

1Y) Tedy f(xg) = f"(xg) =f"(x0) = 0.
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(xo — 8, xo) a rostouci v intervalu {xq, xo + 8). V bod& x, ma tedy funkce f ostré
lokalni minimum. Pro obecné n by byla tato ivaha nepfehledna; proto k obecnému
diikazu uZijeme uplné indukce.

Diikaz véty 144. Budeme vétu dokazovat pouze pro pfipad f("’(xo) > 0;
pfipad f®(x,) < 0 Ize na tento ptipad prevést, vy3etfujeme-li funkci — f misto
funkce f.

A) Pron = 1(tj. f'(xo) > 0) je tvrzeni véty spravné podle véty 131 (f je rostouci
v bodg x,). :

B) Budiz m > 1 a ptedpokladejme, Ze tvrzeni véty 144 je spravné pro n = m —
— 1; mame dokazat, Ze je pak spravné i pro n = m. Budi¥ tedy f’(xo) = f"(xo) =
= ... =f™ Y(xg) = 0, f™(x,) > 0. Funkce g(x) = f'(x) vyhovuje tedy piedpo-
kladim g®(xo) = 0 pro 0 < k <m — 1, g™=1(x)) > 0. Na funkci g miZeme
tedy uZit véty 144, jejiZ spravnost pro n = m — 1 piedpokladéme.

Rozeznavejme dva pfipady:

1) Budto je m sudé, tedy m — 1 liché a podie véty 144 je funkce g = f* rostouci
v bodg x,; jezto je f'(xo) = 0, existuje 4 > Otak, Ze prox, — 4 < x < X, jef'(x) <
< 0,pro xo < x < Xo + 4 je f'(x) > 0. Podle véty 141 (pfipad 2) ma tedy f v bodg
Xo ostré lokalni minimum.

2) Nebo je m liché, tedy m — 1 sudé a podle véty 144 ma funkce g = f’ v bodé
x ostré lokalni minimum. JeZto f'(x,) = 0, existuje 4 > Otak, Ze pro0 < |x — x,| <
< 4jef'(x) > 0. Podle véty 141 (ptipad 3) je tedy funkce f v bod& x, rostouci.

Poznamka 3. Ve vété 141 jsme vystacili s prvni derivaci, ale musili jsme ji vy-
Setfovat ve vfech bodech jistého intervalu (x, — 4, x, + 4), riiznych od x,; ve vité
144 vystupuji derivace vysSich Fadd, ale stadi, kdyZ zname jejich hodnoty v je-
diném bod& x,. Véta 144 miZe oviem selhat, napf. kdyZ je f'(x,) = f"(xo) = O
a f"(x,) neexistuje. V praxi je Casto vyhodn&jsi véta 141.

Odvodme obdobnou ndhradu za vétu 143:

Véta 145. Budi# f funkce, xq &islo. Necht existuje celé c‘l:slo n> 1 tak, Ze je

F®(x0) * 0, ale f®(xo) = 0 pro 1 < k < n.*7) Potom plati:
I. Je-li n sudé, f™(xo) > 0, je funkce f ryze konvexni v bodé x,,.

1. Je-li n sudé, f™(xo) < 0, je funkce f ryze konkdvni v bodé x,.

HI. Je-li n liché, f™(xo) > 0, md funkce f v bodé x, inflexi, a to pripad I
z definice 29.

IV. Je-li n liché, f™(xo) < 0, md funkce f v bodé x, inflexi, a to pfipad Ii
z definice 29.
17) Podrobng: f™M(x,) je prvni Elen posloupnosti f(xo). /" (xo), F®A(xy), ..., jenz je razny od

nuly. Je-li napf. p = 2, znamené-to, Ze f"(xy) =% 0; ie-li n = 4, znamen4 to, Ze f"(xy) =
= f"(x) = 0,54)(xg) + 0. Na'rozdil od véty 144 si zde viibec neviimdme hodnoty f'(xg).
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Dilkaz. Sta&i opét, omezime-li se na pfipad f™(x,) > 0 (pfipad f®(x,) < 0
Ize na tento pfipad pfevést, vySetfujeme-li misto funkce f funkci — f). Bod [x, f(x)]
leZi nad nebo pod te¢nou

(20) y = f(x0) + f'(xo) (x — )
podle toho, zda vyraz g(x) = f(x) — f(xo) — f'(x0) (x — %) je kladny & zaporny.
Je ziejm g'(x) = f'(x) — f'(xo)s 9¥(x) = f®(x) pro 1 < k < n. Tedy

g(x0) =0, g'(x0) =...=9g"""x) =0, g™(x) >0.

Uzijeme-li véty 144, dostavame:

A) Je-li n sudé, ma funkce g v bod& x, ostré lokalni minimum. Jefto g(x,) = 0,
existuje 6 > 0 tak, Ze pro 0 < |x — Xo| < 8 je g(x) > 0, tj. bod [x, f(x)] leZi nad
tegnou (20), tedy je funkce f ryze konvexni v bodg x,.

B) Je-li n liché, je funkce g rostouci v bodg x,. Jezto 9(xo) = 0, existuje 6 > 0
tak, Ze pro x, — & < x < X je g(x) < 0, takZe bod [x, f(x)] leZi pod te¢nou (20),
kdeZto pro xo < x < xo + 9 je g(x) > 0, takZe bod [x, f(x)] leZi nad teSnou (20).
Tedy ma funkce f v bodé& x, inflexi, a to piipad I z definice 29.

K vété 145 by bylo oviem moZno ptipojit poznimku obdobnou k poznamece 3.
Aspoti nejjednodussi piipady vét 144, 145 je dobfe si zapamatovat: je-li f'(x,) = 0,
f"(x0) * O, nastava ostry lokalni extrém v bod& x, (pro f"(x,) > 0 minimum, pro
f"(x0) < 0 maximum); je-li f"(xo) = 0, f"(xo) + O, nastavé inflexe.

Pnklad 1. Najdéte lokalni extremy a inflexe funkce f(x) = 3x7 + x5 —
=I5 =0t Je fi(x)=x% + x° —x* — x* = x3(x° +x—x—1)—x3(x+
l)2 x —1), f(x)=x*x+1) (6x —-x—-3)= 6x2(x + 1) (x — o) (x — @),
klademe g, =l +B), =51 - Je G <ay <3 —53<a<
< - 12, tedy — 1 < a; <0 < &; < 1. Rovnice f'(x) = 0 je spln&na pro x= — 1
0, 1, rovnice f"(x) = 0 pro x = 0, — 1, &, &,. Po&tem najdete f"(0) = f"(0) =
C9(0) < 0; £7(— 1) = 0,£"(— 1) > 0; (1) > 0; f"(ay) > 03 f"(xz) < O. Tedy:
ostré lokalni maximum pro x = 0, minimum pro x = 1; inflexni body pro x = — 1,
o dy.
Ale véty 141, 143 davaji tyto vysledky pfimo z vyrazt pro f'(x), f"(x) takto.
se (vySetfuji znameni jednotlivych &initeli)

f(x) > 0 vintervalech (— o0, — 1), (=1,0), (1, + );
f'(x) < 0 v intervalu (0, 1) ;

f"(x) >0 vintervalech (— 1, ), (¢;, + 0);

f(x) < 0vintervalech (— 0, — 1), (az,0), (0,ay)-

Z toho davaji véty 141, 143 ihned Z4dané vysledky, jakoZ i celkovy prib&h nai
funkce. (Nakreslete si kiivku y = f(x) tfeba pro —1 £ x £ 5 nebude to prilis
pékny obrazek.)
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Cviceni

1. Budiz m celé kladné &islo, f(x) = (x — @)™ g(x) + b, g(a) & 0; nechf existuje g("')(a).
Potom plati: je-li m sudé, ma f(x) v bod& a ostry lokalni extrém (maximum pro g(a) < 0, mini-
mum pro g(a) > 0). Je-li m liché, je f(x) v bodg€ a rostouci nebo klesajici podle toho, zda g(a) > 0
¢ig(a) < 0. Je-li m > 1, m liché, ma funkce f v bodé a inflexi.

2. Budte m, n ptirozena ¢isla, a < b, f(x) = (x — @)™ (x — b)". Funkce f(x) ma tyto
lokdlni extrémy (ostré): A) x = (na - mb) : (mn + n), a to maximum pro » sudé, minimum pro
n liché, B) x = a pouze pro sudé /n; a to maximum pro # liché, minimum pro » sudé; C) x = &
pouze pro sudé », a to minimum. ’

3. Funkce (x + 1)3 (x — 1) m4 lokalni extrémy (ostré): pro x = 1 maximum, pro x = 1

minimum. Inflexe jsou v bodech — 1, 3(1 + \/6), (1 - \/6).
X,
4. Budiz f(x) = q% ; budiz y(a) &= 0 a nechf existuji ¢”(a), ¥"(a). Potom plati: A) Je-li
Y .

¥'(a) v(a) — p(a) ¥’'(a) kladné (zdporné), je f v bodé a rostouci (klesajici). B) Je-li ¢'(a) 7(a) —
— @(a) v'(a) = 0 a soutasné ¢”(a) y(a) — ¢(a) v"(a) kladné (zdporné), mi f(x) v bodé a ostré
lokdlni minimum (maximum). Tato véta je nékdy pohodlnd pro vysetfovdni funkci danych ve
tvaru podilu.

5. Funkce x: (x2 + 2x 4 8) m4 ostré lokalni minimum v bodé — 2\/'2', maximum v bodd
+2,/2. ’
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