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Kapitola XI

POUZITI ZOBECNENE VETY O PRIRUSTKU FUNKCE
K VYSETROVANI LIMIT (TZV. ,,NEURCITE VYRAZY*)

.

§ 1. Limita podilu: typy ((:

X=c

= a;1im g(x) = b, existuji téZ vlastni Timity hm ( f(x) £ g(x)) =a = b, hm f (%) g(x)=

xX—c
=abav pupade b+ 0téz hmf(
x=c g(x

x—>c—,Xx—> + 00, x - — 00. Nerozfesen ziistava dosud pfipad b = 0 pro podil.
Piipad b = 0, a # 0 Ize jedt& snadno diskutovat: budiz lim f(x) = a # 0, lim g(x) =

x—c xX=c

= 0. Jestlize ke kazdému & > 0 existuje v intervalu (c — J, ¢ + &) &islo x # c tak,

f(x )vubec smyslu, takZe lim £(x )(vlastni ani
(X) x=rc g(x

nevlastni) vitbec neexistuje. JestliZe viak existuje &islo 4 > 0tak, Ze pro0 < |x — ¢|<
f(x)
g(x
blizky nule (ale rizny od nuly), &itatel velmi blizky &islu a =+ 0, takZe zlomekg Ex;
1) _ + 00.!) VySetfovanim zna-
gx)|

f(x)

ménka podilu f(x) : g(x) mohu leckdy rozhodnout, zda je lim o) =+ 008 —- o
x-¢c g\X

; zcela obdobné véty plati téZ pro x = ¢ +,

72 g(x) = 0, nemé pro takové x podil

< 4 je g(x) + 0, je pro x velmi blizka hodnoté ¢ jmenovatel zlomku velmi

ma velmi velkou prostou hodnotu, takZe lim

x=c

¢i zda tato nevlastni limita viibcc neexistuje.
Zbyva tedy nerozfesen jeits ptipad a = b = 0, jimZ se nyni budeme zabyvat.

Jde tedy o limitu lim fx ;v pripadg, Ze lim f(x) = llm g(x) = 0.

x=c g{(X x=c

1) Podrobné: budiz ddno K. Jeito lim |£()] = |a] > 1lal, existuje 6, > 0 tak, Ze |f(x)] >

> 1la| pro 0 < |x — ¢| < &,. Dile existuje J, > 0 tak, Ze |g(x)| < 3la| : (|K] + 1) pro

0 <|x — ¢| < 4,. Polozme & = Min (4,0;,d;). Pro 0<|x—c| <J je potom zfejme

[£(x): g(x)] > |K] + 1> K, tedy vskutku lim|f(x):g(x)| = + . Podobné jednoduché
ivahy v daliim vykladu &asto pfenechdvam Ctendfi.
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Specialnim ptipadem takové limity jsme se zabyvali v kap. VIII: je-li f spojitd
v bod& x,, je lim (f(x) — f(xo)) = llm (x — Xo) = 0; limitu lim f) - (xo)
X X0 X—*Xx0 X — xO
existuje-li, nazyvame derivaci f'(x,). Da se tedy naopak ocekavat, Ze véty o derivaci
nam budou uZiteéné pro vysSetfovani naseho problému; uvidime, Ze tomu tak vskutku

je.

Véta 146. Budiz llm f(x) =0, 11m g(x = 0. Necht existuje lim f,( ;(vlaslm

x=c+ (

f(x) f_(\_)__l f() . Obdobna

nebo nevlastni). Potom existuje téZ lim -~ a je
xoet g(%) 7 saes g(X)  xmer g'(x)

véta plati tézZ pro lim a prolim.

xX=c— x=c
Dukaz. Dopliime, popf. pozméiime definici funkci f, g v bodé ¢ tak, Ze polo-
zime f(c) = g(c) = O (tim se nezmé&ni nic na pfedpokladech ani na tvrzeni véty,
jezto limity, o nichZ mluvime, nezavisi na hodnotach funkci f, g v bodé c). Vzhledem
k pfédpokladﬁm jsbu pfedevsim funkce f, g spojité zprava v bod& ¢ (nebof napf.
lim f(x) = 0 = f(c)). Dile existuje 4 > 0 tak, Ze pro ¢ < x < ¢ + 4 ma zlomek

f ( )
g'(x)
% 0. Je-li x libovolné &islo intervalu (c, ¢ + A), jsou funkce f, g spojité v intervalu
¢, x)?) a maji vlastni derivaci v kaZdém bodg intervalu (¢, x), pti¢emZ derivace
funkce g je rizna od nuly. Podle vty 134 existuje tedy islo £ tak, Ze

smysl; vintervalu (¢, ¢ + 4) existuji tedy vlastni derivace f'(x), g'(x) aje g'(x) *

(1) 1(x) = f(‘() — 1) _ 1) c<é<x.
gx) g(x) -9l )’
f(x)

Pro x — ¢ + ma prava strana limitu Jim- , touZ limitu ma tedy i levé strana.?)

x-c+ g’ Xj
Diikaz pro limitu zleva je obdobny; diikaz pro limitu (,,oboustrannou‘) se dostane
spojenim V&t pro limitu zprava a limitu zieva, uZijeme-li véty 102.

Priklad 1. lim £-—¢

x-0 Sinx

= 2. Dutkaz: limity &itatele i jmenovatele jsou e® —

2) Spojitost zprava v bodé ¢ jsme pied chvili zdiraznili; spojitost v ostatnich bodech plyne
z existence derivace.

f)

) Podrobné: poloZme lim —(—) = k (miZe byt oviem téZ k = + o© nebo — ®). BudiZ
x=c+ 9

predné k vlastni limita; dile budiZ & > 0. Existuje tedy d > O tak, Ze pro c < y < c¢ + & je
[F0):g() — k| <edelic<x<c+d,jev(I)tézc<é<c+d, tedy |f(§):9¢) — k| <e,
tedy téZ |f(x):g(x) — k| <& tedy lim (f(x):g(x)) = k. Podobné pro k& = + o nebo
k= — . xoet
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e™* ! . e -
- _Osm0—0Tedy11m——~—h ge—x——)—=hm te
>0 Sin x x~0  (sin x)’ X0  COS X
e® + e °
tuje-li limita vpravo; ale tato limita existuje, a je rovna —— 5
cos

, exis-

= 2.

.. I . . e — Le
Piiklad 2. lim = 1. Dikaz: lim = lim —-, existuje-li limita
x=+0 X x=0 X x=0

vpravo; ale ta existuje a rovna se 1. Ctendf si snad fekne: nebyl snad namahavy
X

~ 1y kap.V, § 5, pikl. 3 zbytetny, kdy? jsme nyni tuto limitu

T
vypocet limity lim
x=+0

tak jednoduse vypocetli? Nikoliv, nebot abychom mohli vypodist tuto limitu podle

+h __ x
véty 146, musili jsme jiz napfed v&dét, Ze je (¢*) = €, neboli Ze lim o
h=0

)h — . ,'l —

= e*lim & = ¢, tj. Ze lim ¢ 1

0 h h=0
nového.

= 1. Nedava tedy tento ptiklad vlastn& nic

Pfiklad 3. lim —— =limcos x./1 — x* = 1.
x—+0 arcsin x x-0

.. . cos® x . — 2cosxsinx’
Pfiklal 4. lim =lim —— " =0.
x=a/2 X — 3T x-n/2 1
.. cos X —sinx e e ..
Ptiklad 5. lim — = lim ————— | existuje-li ovSem limita vpra-
2 (X — —n) xon2 2(x — —n) .

vo (tfeba nevlastni); totéZ plati pro limity zprava a zleva. Je-li x blizko hodnoty 3n P
je Citatel — sin x bhzko Cisla — 1, Jmenovatel 2(x — —n) je pak velmi blizko nule
a to kladny pro x > 27r zaporny pro x < —n Tedy

. —sinx — sin x
lim ———— =+0, lim ——==—-0;
x=n/2- 2(x — 37) smnj2+ 2(x — 1m)
podle véty 146 je tedy té?
cos x cos X
lim ———— = + o0, lim ————2=—oo;‘
x=r2- (x — 3m)? sen2+ (x — 37) '

oboustranné limity, napsané na pocatku tohcto piikladu, tedy neexistuji (vlastni
ani nevlastni). ,

x=c g(X
vynechavam znak x — ¢) podle véty 146, miZe se stét, Ze také lim f'(x) = lim g’(x) =
= 0; potom pro hledani limity podilu f'(x) : g(x) uZiji opét véty 146 a dostanu,

Poznamka 1. Hledam-li lim Z(—\; (za ptedpokladu, Ze lim f(x) = lim g(x) = 0;
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ze je lim (f'(x) : g'(x)) = lim (f"(x) : g"(x)), jestliZe ovSem limita vpravo existujc
JestliZe je t¢Z lim f(x) = lim g"(x) = 0, dostavame dale, Ze lim (f"(x) : g"(x)) =
= lim (f" (x) : g"(x)), existuje-li limita vpravo. Obecn& obdrZime tento vysle-
dek: budiZ lim f®(x) = lim g®(x) = 0 pro 0 £ k < n — 1;*) potom je
.. (n 1) (n)

@) TRACI RTINS A T, | 1() tim (%)

9(x) g'(x) 9" P(x) g"(x)’
existuje-li posledni limita (jestliZe cviem pesledni limita neexistuje, je aspofi posledni
rovnice v (2) nespravna a mchou byt nespravné viechny).

- . e —e ¥ — 2 . &+ e =2 . e —e7
Pfiklad 6. lim —— =lm ——— =lm — =
x=0 X x=0 3x x=0 6x
. ex + e—x . . . P TI] 5 v e v . . I3 1
= lim ———— , existuje-li posledni limita;*) ale ta zfejmé& existuje a ma hodnotu 3.

x=0
Priklad 7. Pfi postupném vypcétu nemusime postupovat podle schématu 2),
nybrZ mtZeme pfi jednotlivych krocich provadét upravy slouZici k zjednoduseni
vyrazu. Priklad:

inx — - X2
lim 0%~ * (cosx 1)J/1—x _ 9
x—0 arcsin X — x i- \/l _ x2
- v e T3
=lim\/l__x2,]in1._coix_;___l.lim sSINX. /1 —x _
1— 1 —x2 X
__llm\/l——xz Ti E’:—_—l ]lnlpos\=_l

Kazda z rovnic, které jsme zde napsali, ma ovSem tento vyznam: existuje-li prava
strana, existuje i leva strana a rovna se pravé strané. JeZto posledni vyraz — 1 ma
smysl, existuji i vSechny predeslé vyrazy a roviaji se — 1.

Symbolu
(3) tim 70
x=c g(x)
davasev pnpade hm f (x) lim g(x) = 0 ndkdy pon&kud zastaraly a ne zcela vhod-

X=c

- v o0 . ek , . s
ny nazev ,,neurdity vyraz 5 “. Nic neurcitého na vyrazu (3) ov§zm neni; limita (3)

budto existuje a potom ma zcela uritou hodnotu, nebo viibec neexistuje. Nazev
pochazi patrng od toho, Ze kdybychom psali bez rozmysleni lim (f(x) : g(x)) =
4‘) f(O)(x) znadi ovsem f(x).

%) Kdybychom nedovedli zjistit, zda existuje, nebo kdybychom dokonce zjistili, Ze neexistuje,
musili bychom cely dosavadni vypocet §krtnout, jeZzto by mohl byt nespravny.

) Citatele i jmenovatele jsem nésobil &islem \/ 1 — x2; znak x —> 0 vynechavam.
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=lim f(x) : lim g(x) (coZ by bylo dovoleno, kdyby bylo lim g(x) + 0), dostali bychom
7“nak -?—) , ktery ovSem nema smyslu. B
Zabyvali jsme se dosud limitou (3) v p¥ipadg, Ze existuji vlastni limity lim f(x) =

wews

= a, limg(x) = b (znak x — ¢ pro zkraceni vynechédvam); nejobtiZngjsi ptipad
a = b = 0 jsme pravé probrali.

V pfipadé€ nevlastnich limit jsou moZné tyto pfipady:
1) lim f(x) = a (vlastni), limIg(x)| =

2) Lim [f(x)} = + o0, lim g(x) = b (vlastni).

3) lim |f(x)] = + oo, lim |g(x)| = + co.

V prvnim piipadé je zfejmé hm” 8 = 0; v druhém je lim fE ; + o0, vyloudi~
g(x X
me-li pfipad, Ze v kaZdém intervalu (c -0, c+ 6) existuje bod x % ¢ takovy, Ze

g(x) = 0 (coZ miZe nastat jen tehdy, je-li b = 0).”)

. Yoer au . ¥ v yirp o ST
Zbyva tedy tfeti pfipad, kterému se nékdy fika.,,neuréity vyraz typu — .* Timto
: 0

wewr

pfipadem se budeme zabyvat, ale dokonce vezmeme jesté ptipad obecnéjsi: budeme
predpokladat pouze, Ze lim |g(x)| = + oo0; o lim f(x) nepfedpokladédme nic, ani
existenci této limity:

Véta 147, Budi? lim [g(k)l + o00. Necht existuje lim ‘L) = k (vlastni
x-*c+ x=ct g x)

nebo nevlastni, takZe miZe byt téf k = + o nebo k = — o). Potom existuje téz
lim flx )a]e lim fx ) = lim TAE ) . Obdobnd véta plati pro x - c — a pro
emet g(X)  mver (%) wmer g'(x) ‘

x - c.

Dikaz stadi provést pro limitu zprava (podobng jako u véty 146). Z existence
limit lim A ( ) _ =k, lim |g(x)] = + o plyne existence kladného &isla 4 tak, Ze
x—c+. g ) x=ct+
v intervalu (c, ¢ + 4) existuji derivace f'(x), g'(x) a Ze v tomto intervalu je g’(x) +
* 0, g(x) + 0. Z vity 134 pak plyne: jsou-li x, x;, dv& &isla takovéd, %e ¢ < x <
< x; < ¢ + 4, existuje Cislo € tak, Ze

@) () = £x) = (9(3) — g ) L) 8 x<i<x.

7) Podrobné dikazy si sestroji ¢tenar sim podle vzoru poznémky D) pod &arou.

18 — Jarnik: Diferencidlni potet I.
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Ale ja se chci zabyvat vyrazem f(x): g(x); déliin-li rovnici (4) &islem g(x) + 0,
obdrZim
) /(=) _ (1 _ 9(x1)>f'(§) L)
g(x) 9(x)/ g'(&) 9l

Tedy jesté jednou: jsou-li x, x, dv& &isla takovd, Ze je ¢ < x < x; < ¢ + 4, existujc
&islo ¢ tak, Ze plati (5).

Chci nyni dokézat, Ze leva strana rovnice (5) ma v bodg c limitu zprava. rovneu
&islu k.8) Rozeznavejme tii ptipady:

x<&<xg.

Pfipad I. k = 0. Budiz ¢ > 0. Potom existuje.d, > O tak, Ze pro ¢ < & < ¢ +
+ 8, je (&) 1 g'(8)l < e. Zvolme &islo 3, mensi nez 4. Zvolme dale x, = ¢ + &,;
potom bude ¢ < x; < ¢ + 4 a pro kaZzdé x intervalu (c, ¢ + J,) = (c, x,) bude
&islo € z rovnice (5) leZet v intervalu (¢, ¢ + 6,), takZe rovnice (5) dava

© T < l()l

Cisla g, x; = ¢ + &, a tedy i f(x,), g(x,) jsou ted ji¥ dana. Jeito lim [g(x)| =

(58|g( 1)! + |f(x1)l) pro ¢c<x<c¢+ 9.

= + o0, existuje &, > O tak, Ze je xet
2
(™ 901 > = Gelg(xa)l + 1)) pro e <x <c+3,.
PoloZme & = Min (8y, 8,). Pro ¢ < x < ¢ + & je podle (6), (7) If(x) : g(x)| < 3= +
+ 1e = ¢; tedy vskutku lim 16 _ =0.
x=c+ ( X)
Pripad IlI. k + 0, ale neni k = + o ani k = — co . Vezméme misto funkce

f(x) funkei- F(x) = f(x) — kg(x). Je

tim £ _ i (f—@ - k> =0.
x=c+ (g (V) x=c+ g'(.\')

tedy podle pfipadu I

. F(x) . f(x) . [F(x)
lIim — =0, lm == =1 —— 4+ k)=k.
x*l;:‘l g (x) ' x—'lcn+ g(x) .HT+ (g(x) " )

Pripad Ill. kK = 4+ co nebo — co. Staci vySetfit pfipad k = + oo piipad
- fix , by
—f( ) misto f—( ) .
- g(x) g(x)
8) Postup bude zhruba asi tento: zvolim x, blizko ¢; potom bude téz & g, blizko ¢ a zlomek f'($) :
: g'(&) bude blizko k. Zvolim-li pak x jedt€ mnohem blize &islu c, bude |g(x)| velmi velké, takze

f(xy): g(x) bude blizko nule, rozdil 1 — g(x;) : g(x) pak bude blizko jedni¢ce. Co jsem pravé
naznatil, podrobné provedeme. Pfipominam, ¥e pismeno ksi v (5) a znak & znali totéz.

k = — oo se pievede na pfipad k = + oo, vySetfuji-li podil
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BudiZ tedy kK = + o0. BudiZ dano libovolné &islo K; potom existuje §, > 0 tak,
Ze je
(8) &>2|K|+2 pro c<&é<c+4.

g'(%)
Zvolme &, mensi neZ 4 a zvolme x, = ¢ + J,, takZe &isla K, &, x,, f(x;), g(x)
jsou ted jiZ dana, Dale existuje 8, > O tak, Ze je

©) lg(x)l > 2lg(xi)l 1g(x)l > 1f(xa)l pro e <x <c+0,.

PoloZme & = Min (84, 8,). Pro ¢ < x < ¢ + & je pedle (9) If(x,) 1 g(x)l < 1,
lg(x) : g(x)| < 3, tedy 1 — g(x,) : g(x) > %; 2 (5) a (8) tedy plyne

1 LKl + 2) - fa)) S ¢
g(x) 9(x)
pro ¢ < x < ¢ + 6; tedy vskutku lim @ =+ ©
x—c+ g(x

Poznamka 2. Véta 147 ukazuje, Ze v pfipadg lim |g(x)| = + oo lze uZit piesné
téhoZ postupu jako v ptipadg lim f(x) = lim g(x) = 0; proto nebudu jiZ opakovat
Cetné poznamky, jeZ jsem pripojil k vété 146.

Ig x

Pfiklad 8. lim

- A S—
x-00+\/1 + x2cotg x

Ditkaz: lim lg x = lim 1 im Ig x

J1 + x2cotgx JT+x2  cotgx

in2
=1.1im<£:— _1 )=—limsmx;
x sin® x x

L. 0 . _sin?x . 2sinxcosx
tento vyraz je typu 6 , tedy lim —— = lim — 1 =0.

X

Zbyvaji jesté limity pro x - + o0, x = — c0; pro ty plati zcela obdobné
pravidlo:

Véta 148. Budif budto limf(x) = lim g(x) = 0 nebo lim |g(x)] = + o

x—++ o x-+ o x—*+
’
. .. , , 1 X .. - X
a necht existuje vlastni nebo nevlastni lim ];); potom existuje téZ lim L(——)
x>+« g X) x=+ 00 g(X)

a je lim f(x) = lim £

——= . Obdobné pro x - — oo.
x=+om g(x) x=++ow g (X)

Dukaz staCi zajisté provést pro x — + oo. Vzpomefime (definice 22), Ze

lim ¢@(x) zna&i tetéZ co lim ¢ <1> PoloZme tedy F(y) = f (1) , G(y) = g(l)
y y

x> +w y=0+ d

18*
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Podle predpokladu je budto lim F(y) = lim f <£> =0, lim G(y) =0, nebo
v

y=+0+ y—=0+ y—0+

lim |G(y)| = + o a déle lim (f’ (1) :g <1)) =k, kde muZe byt té% k =
y—+0+ y—0+ Yy y

. . AW . , ” .
= + oo nebo — ® (phtom ovsem f (—) je derivace f'(x), do niZ za x je dosaze-
.y

nol; podobné& g’ G)) . Pro dosti velka x (tfeba pro x > 4, kde A > 0) existuji
Y

y
f'(x), g'(x) a je g'(x) +0.%) Prol > A, tj. pro 0 <y < A7 je tedy F(y) =
y

I _ 1 . F'(y)_ . ((1) ,(1))_
=-=5(2),6 — —g'(=), tedy lim —X = |i g (2)) =
y’f () ©) ¥ <y> te Y o G'(y) yos d VAV

= k; podle véty 146 nebo 147 je tedy vskutku

lim f(—) = lim (f(l)g(l» = lim F(‘V) = k.
x—+ o g(x) y=0+ y y y=0+ G(y)

Predpis pro hledani limity je ve vSech tfech vétach stejny; proto miZeme tyto
véty zapomenout a pamatovat si misto nich tuto vétu, jeZ je viechny shrnuje:

Véta 149. Budi# budto lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo lim |g(x)| = + c0. Potom

plati: existuje-li hmf( x) (vlastni nebo nevlastni), existuje i lim —— /) aje hmf( %) _
g'(x) 9(x) g(x)

fﬁ ) . Pfitom miZe mit symbol lim kterykoliv z téchto péti vyznami: lim.
g\x x=c
lim, lim, lim, lim.

x=*c+ x=+c— x*+w x+—o

= lim

n
Ptiklad 9. lim = =0 pro jakékoliv n. Diikaz: zvolme pfirozené &islo m > n.

x>+
JeZto
. x" . n=l
lim &=+ o, je lim — = lim X =
x=+ 0 x—=+ o e* x=+ o e*
n—2 n—
. .(n — . nin—-1..(n—m+1 m
— lim " (n=px~* lim ( )...(n + 1) x —0
x—++ o0 e" x—++ e"

(nebot napf. pro x > 0je 0 < e *.x"™™ < x"™™, lim x"™™ = 0).

x=+ o

%) To plyne z existence lim (f'(x): g'(x)).

r=4+ 2
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.....

Odvodime si jesté jednu vétu.

Véta 150. Budif n pFirozené Cislo; necht existuji derivace (vlastni) f*)(c)
g®(c) pro 0 < k < n; nechf f®(c) = g®(c) =0 pro0 < k < n — 1, ale g©c) =

i J(3) _ )
#+ 0. Potom]ell-r.rl@ -;;)—(:).

Poznamka 3. Z existence derivaci plyne spojitost funkci f, g v bod¥ c; tedy
lim f(x) = f(c) = f®(c) = 0 a podobng
X=c

bychom jej fesit podle véty 146; misto ni 1ze leckdy uZit vty 150.

lim g(x) = 0, takZe jde o typg. Mohli.

X=C

Dikaz provedeme uplnou indukci.

L Budit n=1 Jetto lim LCL —jjn f&) =SO) _ iy g 8 _

x¢X = C x9e XxX-—¢ x2cX — C
= lim g(—x)l(c) = g'(c) # 0, a jeZto pro x + cjefo) = M,J‘e podle
x=c X —C g(x) g(X) . (x - C)
véty o limit& podilu (kap. V, véta 106)
lim t(x - ,
im0 L= 9 IWE9 g

xeg(x)  xseg(x):(x —¢) ~ lim gx):(x—¢) 4g'(c) )

IL. BudiZ n > 1apfedpokladejme, Ze véta je jix dokézéna, piSeme-li v ni n — 1
misto n. Funkce F (x) = fl(x), G(x) = g'(x) vyhovuji podminkém F("’(c) — G(")( c) =0
pro 0 < k < n — 2, F*"1(c) existuje, G"")(c) % 0. Podle véty 150 (s hodnotou
n — 1 misto n) je tedy

tim L) = g FO) _ F0(0) _ £e)
xse g'(x)  x=c G(X) G("‘l)(c) 9”@
Je viak limf(x) = f(c) = 0, lim g(x) = g(c) = 0, tak¥e véta 146 divé hledany -
Xx=c x=*c
‘vysledek:
tim 7 = i L) _ )
e g(x)  x-eg'(x)  g™(c)

_ 1 2 . o ‘
(cosx = 1 _ o, Dikaz: Klademedi S(x)'= (cos x — 1),

Priklad 10. lim S5

x>0  sin®x
g(x) = sin® x, je g'(x) = 3sin® x cos x, g"(x) = 6sin x cos? x — 3 sin® x, g"(x) ="
= 6cos®x +sinx(...) (co je v zivorce, mne nezajimi). Tedy g(0) = g'(0) =
= g"(0) = 0, g"(0) = 6 + 0. Budu tedy pogitat derivace funkce f aZ do tfetiho fadu.
Je f'(x) = —2cosxsinx + 2sinx = —sin2x + 2sinx, f"(x) = — 2cos2x +
+ 2cosx, f"(x) = 4sin 2x — 2sinx. Je f(0) = f'(0) = f"(0) = f"(0) = 0, takZe
Ize uZit véty 150 (pro n = 3); hledané limita je tedy f(0) : g"(0) = 2 = O.
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Cuiceni

. sin x
1, lim ——— =1,
x—0 arcsin x

3 2
— 3 4
2. lim ¥ o3 txt1l 4 )

x=1 cos tnx T
. at—=b" a
3. lim - — =1Ig- (@>0,b>0).
x=0 X b
. lg x 2
4. lim g»i—=—--.
x—+1 €O5 3IX ]
P r16—5 3
5. lim =g 2
x-3X> —2x“—x—6 70
1 —x2 4 1x%2 — o
6. Im \._/.__.___.._._*'__3_ iy = — 3.
x=G €osx — 1+ 3x
. sinx —x
7. lim ———— =
x—»0Cosx — 1
e e . cosx — 1 X cosx — 1
8. ZcviCeni 7 odvodte lim -~ =+ o, lim ——— = — <.
x-»0+ Sin x — x x=0- S X — X
Ig x
9. im —X _—
x—0+ COtgx
. arctgx — arcsin x
10. lim — - = —1
x-0 tgx —sinx
. cotgx +x— in
1 m XXX IT
x—rnf2 (x - En)
2
. x“ 4 2x—1
12. Iim @ —mM =1.
x—=++ o0 1
X cotg —
x

lg(a + bx)™
13. lim g_a—-}-x)"_ = ron+0,6>0,d:0.
x=+w lg (c + dX) n

. s . A C) N AC)) L
14. MiZe se stit, ze lim f(x) = lim g(x) = 0, lim —— cxistuje, alc lim "—— neexistuje,
x=c x=—c x=c 9X x=c 9'(x)

1
al pro x == ¢ derivace f'(x), g'(x) existuji a g’(x) = 0. Piiklad: ¢ =0, f(x) = x + i2 sin; ,

g(x) = 2x + sin x.

§ 2. I_:imity (Gili ,,neuréité vyrazy*) typu 0.0, co — co,0%, 1%, 0, Existuji-li vlastni
limity lim f(x), limg(x) (symbol x — ¢ budu zatim vyncchavat), existuje téZ

Xx*C x—*c
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vlastni limita soudtu, rozdilu a soucinu. Zde mohou; tedy piisobit obtiZe pouze limity

nevlastni. U soutinu zjistite snadno:'°) je-li lim f(x) # 0 (vlastni nebo nevlastni)

a je-li lim [g(x)| = + oo, je lim |f(x) g(x)] = + co. Jediny obtiZny pfipad je tedy

lim f(x) = 0, lim [g(x)] = + oo, tzv. typ 0. co; ale potom jg lim TIS ='0a pisete-li
og(x) -

f(x).g(x) = f(x) : 1 , je tim typ 0. oo pieveden na typ g AN

9(x)

l'
Piiklad 1. Pro « > 0 je lim x*lgx = gx =
x=0+
-1 )
—tim—— =~ lmx =0
—ax~ %1 o

U souétu (na n&jZ se rozdil prevede zm&nou znameni) zjistite snadno:'?) je-li
km f(x) = + oo a souasn& lim g(x) vlastni nebo + oo, je lim (f(x) + g(x)) =
= + o0; je-li lim f(x) = — oo a soucasné& lim g(x) vlastni nebo — oo, je lim (f(x) +
+ g(x)) = — . Zbyva pripad limf(x) = + oo, limg(x) = — c0. Pifme —g
misto g; jde tedy o lim (f(x) — g(x)), kde limf(x) = lim g(x) = + .0, coZ je

()

je lim ¢(x) = lim y(x) = 0 a jde o limitu lim (f(x) — g(x)) = lim =—"———

, 9(x) -1 , takZe

v(x)’
Y(x) — of V)

ox) ¥(x)

tzv. typ o — 0. V tomto pFipadé pisme tieba f(x) =

coZ je typ g (leckdy je pohodIngjsi jina uprava).

. . 1 1. . sin?x — x?
Pl'lk]ad 2. lim ——2 - = 2 - = lim ——2—2— =
. x20 \ X sin® x x*sin® x
. 2sin x cos x — 2x
= lim — S =
2x sin® x + 2x* sin x cos x
. cos?x —sin?x —'1
= lim — - 2 2 2
sin? x + 4x sin x cos x + x? (cos® x — sin? x)
. cos2x — 1
= lim — - 3 =
sin® x + 2x sin 2x + x* cos 2x
. — 2sin2x
= lim =

3sin 2x + 6x cos 2x — 2x2sin 2x
. — 4 cos 2x
=1l = —

12 cos 2x — 16x sin 2x — 4x2 cos 2x

10y Viz ostatné cviceni 6 v kap. V, § 6.

(A

1 20
11y Leckdy je vyhodnéjsi psat g(x) : f(_) , COZ je typ — ; nejde to oviem, je-li f(x) = 0 v bo-

dech libovolné blizkych bodu c.
'2) vViz ostatné cviteni 6 v kap. V, § 6.
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Trochu rychlejsi je tento vypoget:'?)

) 1 1 . x"2%sin?x -1
lim = - =11m_—2—=
x-0 \X sin® x sin® x
. 2sinxcosx.x 2 —2sin?x.x”3
2 sin x cos x
. 1 X COS X — sin x ) 1 . Xcosx — sin x
= lim . 3 = lim . lim 3 =
COS X X cos x x :
. —Xxsinx . sinx
=1.lim——= = - }fim— = -1
2 3 3
3x X

K jinym typim nas vede lim f(x)*®), kde oviem pfedpoklidam f(x) > 0. Tato
limita se pfevede na lim e?™ '8/, takze jde v podstatd o limitu lim ¢(x) Ig f(x),!4)
tj. o limitu soudinu. Pfedpokladdm-li existenci vlastnich nebo nevlastnich limit
lim ¢(x), lim f(x), je jediny obtiZny pfipad ,,typ 0. 0, jenZ nastava v t&chto ptipa-
dech:

lim ¢(x) = 0, lim f(x) = + oo (tj. lim1g f(x) = + );

lim ¢(x) = 0, lim f(x) = 0 (tj. limIg f(x) = — o0);

lim ¢(x) = + oo, lim f(x) = 1 (tj. limIg f(x) = 0) ;

lim @(x) = — oo, lim f(x) = 1 (tj. lim Ig f(x) = 0).

To vede k typim ,,00°, 0°, 1°¢,
Pfiklad 3. lim x* = lim * '8~ Podle pfikl. 1 (pro a=1)jelimxlgx =0,

x=0+ x=0+
takZe hledana limita je e® = 1.
“ . - . —q .. lgx . ox7?
Ptiklad 4. limxV*~D = lim "™/~ 1; lim —2% — lim X — = 1; hledanj 1i-
x-1 x-1 x=»1x —1 x-1

mita je e! = e.

Tento paragraf je psan umyslné struéné a zb&zng; §lo mné jen o to, abych poradil
Ctenafi, jak asi Ize v jednotlivych pfipadech postupovat.

Cviceni

] 1 1 1
L lim[-———— ] =— 3.
x=0 \x g+ x)

13 . S . sinx
) Pamatujme pfi ném, ¢ lim —— = 1.
x=0 X
14y Snadno zjistite: je-li lim g(x) = a (vlastni), je lim )= % je-li lim g(x) = + o0, je lim e9(x) _

x—c

= + oo; je-li lim g(x) = — oo, je lim e9%) = 0, Tedy: zn4te-li lim g(x), znite i lim e9(x),
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1 1
2. tim (__,_“ - ___) ~o.
x-o\arcsinx  sinx

3. lim (e* — 1) cotg x = 1.
x=0

. 1 1 1
6. lim tgx 4 - - fo——g— = 3.
x-n/2 *x—zn) x—3I¢®

7 i Tra—JxP+b) =i =0
x-tr-?ao(\/x T \/x ) x‘:Too \/x2+a+\/x2+b

8. lim (x2+a— /x> +b)x=%a—b).

x—=+x

X
a .
9. lim <1+—) =1 pro a >> 0 (pro a < 0 je nutné vzit x - 0 —).
P

x=0+
x x
. a . a
10, Iim {1+ -} = lim 1 4=} =e“
x—+ X x— =00 X
1. lim xY* =1,
v+ w

12. lim (cos inx)'e>* = 1.

x=1-

13. Dokazte tvrzeni z poznamky '#4) pod carou.

§ 3. Nekonefné malé, — Oskulacni kruZnice. Slov ,,nekonedng mala* se &asto uziva
v popularizujicich knihach i v aplikacich. Definujme piesné smysl téchto slov: Budem:
rikat, Ze funkcee f je nekonetné mala v bod? x,, jestliZe lim f(x) = 0. Poznamenejmc,
X—Xo
ze podic této definice se tento pojem tyka funkci, nikoliv éisel. Jednou z nejjedno-
dugsich funkei, kterd je nekonedn& mala v bod& x,, je funkce x — x,. Pro mnohé
udely se jevi vhodnym zavést pojem nekoneiné malych riizaych ¥add, a to tak, Ze
scovnavame funkei f(x) s riznymi mocninami funkce x — x,. Zavedme tuto definici:

vr

Definice 30. BudiZ x, redlné Cislo, n pFirozené Cislo. JestliZe existuje vlastni
limita

(10) fim L) _ 1im’i("°——"ih—) = A,

x=x0(X = Xg)"  w=0 h
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potom Fikdme, Ze funkce f(x) je v bodé x, nekonecné mald Fidu prdvé n-tého,
jestlize A + 0; je-li vSak A = 0, Fikdme, Ze funkce f(x) je v bodé x, nekoneiné
mald rFddu vyssiho ne# n-tého.

Vyznam definice je jasny: Jestlize A # 0, je podil f(x) : (x — xo)" pro x velmi
blizka hodnot& x, pfiblizné roven &islu A4, tj. f(x) je ,,asi tak velké* jako A(x — x,)™
Je-li viak A = 0, potom pro x velmi blizkd bodu x, je &islo |f(x)| ,,mnohokrate

¥re6

mensi‘ nez |x — xo|".

Ptiklad 1. Funkce — 3x2 + x3 je v bod& 0 nekone¢n& mal4 fadu vyssiho ne

b — 324X . " xox 1w o
1, nebotf lim ————— = 0; taZ funkce je v bodé 0 nekone¢n& mala fadu pravé 2,
x=0 X
. —3x? 3
nebot lim o S 3%0.
x=0 Xz

Pozniamka 1. Rozeberme trochu definici 30. Neni moZné, aby funkce f byla
v bodg x, fadu'®) pravé n a soucasné fadu vyssiho neZ n, nebof neni mozné, aby
limita v (10) byla riznd od nuly a soucasn& rovna nule. Déle: Je-li m < n (m,n
pfirozena &isla) a je-li f(x) v bod& x, fadu pravé n nebo vyssiho neZ n, potom je funkce
Jf(x) v bod& x, fadu vyssiho neZ m. Nebot existuje-li vlastni limita v (10) (at rovna
nule nebo riizna od nuly), je _
(11) lim—-—f—(x)—= limLx)(x—xo)"""=A.0=0.

x—x0 (x - xo)"' x=*x0 (x - xo)"

O radu funkce nas casto poudi tato véta:

Véta 151. Budiz n pFirozené &islo; nechf existuje f™(x,). Potom plati:

1. Funkce f(x) je v bodé x, nekonecné mald Fddu prdvé n tehdy a jen tehdy,
je-li
(12) F®(x0) =0 pro 0<k=n-1, f™(x)*0.

2. Funkce f(x) je v bodé x, nekonecné mald Fadu vyssiho neZ n tehdy a jen
tehdy, je-li
(13) S®(xg) =0 pro 0Zk=<n.

Dutkaz. A) Necht plati budto (12) nebo (13). Jezto funkce g(x) = (x — xo)"
zfejm& vyhovuje podminkdm g®(x,) =0 pro 0 S k< n -1, g™(xo) = n! 0,
plyne z véty 150

lim f(x) — f(n)(xo) ,

x=x0 (x - XO)" n!

takZe (podle definice 30) je funkce f(x) v bod& x, vskutku fadu pravé n nebo vyssiho
neZ n podle toho, zda f™(x,) je rizné od nuly & rovno nule.

15) V tomto paragrafu fikam pro zkriceni &asto ,,fadu pravé n* apod. misto ,,nekonetn& mals
fadu pravé »* apod.
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B) Necht neplati ani (12) ani (13); to znagi, Ze existuje celé &islo m (0 < m < n)
takové, Ze f™(x,) + 0. Vezméme za m nejmensi takové &islo, takZe f®)(x,) = 0
pro 0 £ k £ m — 1. Pro m > 0 dostavame stejng jako v pfipad& A) (pouze misto n
mame m) '

(m)

(x = xo)" m!

+0,

a (14) plati i pro m = 0.'°) Tedy nemiiZz existovat vlastni limita v (10), nebot z exis-
tence této limity by plynulo (11). V pfipadé B) neni tedy f(x) v bod& x, ani pravé
fadu n ani fadu vyssiho neZ n.

Pouiijemé véty 151 na tfi dileZité specidlni pfipady.

I. Pfedpokladejme, Ze funkce f(x) ma v bod¢ x, derivaci f'(x,). Sestrojme
bodem P = [x,, f(x,)] pfimku o libovolné (kone&né) smérnici k; rovnice této pfimky
je tedy
(15) y=g(x), kde g(x) = f(xo) + k(x — X,).

Hledejme, jak t&sn& se tato pfimka pfimykéa v okoli bodu P ke kfivce y = f (), tj.
vysetfujme rozdil f(x) — g(x). Zde je g'(x) = k, g"(x) = g"(x) = ... = 0. Z vdty
151, pouZité na rozdil f(x) — g(x), plyne ihned: Existuje-li f'(x,) a je-li k = f'(x,)
(tj. neni-li pfimka (15) teSnou ke kfivce y = f(x) v bod& P), je funkce f(x) — g(x)
v bodé xo nekonecné mald Fddu prdvé 1; je-li vsak pfimka (15) te¢nou v bodé P,
tj. je-li k = f'(xo), je f(x) — g(x) v bodé x, nekone¢né mald Fddu vyssiho nez 1.
Predpokladame-li je§té existenci druhé derivace f"(x,), dostavame z v&ty 151 ihned:
Existuje-li f"(x,), a je-li pfimka (15) tecnou (tj. je-li k = f'(x,)), potom rozdil
f(x) = g(x) je v bodé xo Fddu prdvé 2, je-li f"(x,) % 0; je-li vsak f"(xo) = 0, je
f(x) — g(x) v bodé x, Fddu vy3siho neZ 2. (Podobng dale: Je-li f"(x,) = 0 a existuje-li
f"(x0), je f(x) — g(x) v bod& x, Fadu pravé 3 nebo vyssiho nez 3 podle toho, zda je
f"(x0) + 0 & f"(x,) = 0 atd.)

Poznamka 2. Abych se mohl snaze vyjadfovat, zavedu na chvili tuto definici
(neéisluji ji, jeZto v tomto tvaru neni dostatedn& obecnd — viz dale pozndmku 4;
ale umoZiiuje ndm piehledné a nazorné vyjadfovani):

Budte f(x), g(x) dv& funkce nabyvajici v urgitém bodg x, téZe hodnoty f(x,) =
= g(x,); jinak fe&eno, kfivky

(16) - y=1(x), y=49(x)
prochézeji ob& tymZ bodem P = [x,, f(x,)]-
Predpokladejme, Ze existuji (vlastni) derivace f'(x,), g'(xo). BudiZ n pfirozené
&islo. Jestlize funkce f(x) — g(x) je v bod& x, nekone&n& mala fadu pravé n (popf.
"%) Nebot podle predpokladu existuje f™(xo) (n > 0), takze f(x) je spojits v bod x,. V pki-
padé m = 0 je f(xy) + 0, tedy
f(x) f(xo)

o G xg Ty’ P TIEO=

+0.
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vyssiho neZ n), budeme fikat, Ze kfivky (16) maji v bod& P styk fadu pravé n — 1
(popt. fadu vyssiho neZ n — 1).

Pro¢ mluvime o styku ¥ddu n — 1 a ne o styku fadu n, uvidime za okamZik.

Vysledky obsaZené v I lze pak vyslovit také takto: Existuje-li f'(x,), potom
kazda ptimka (15), riznd od te¢ny T (o rovnici y = f(xo) + f'(%o) (x — X)), mé
s kfivkou C (o rovnici y = = f(x)) v bod& P styk fadu pravé 0, kdezto tena T ma
s C v bod& P styk fadu vyssiho nez 0. Existuje-li f”(x,) a je-li f () 0, ma T
s C v bod& P styk tadu pravé 1,'7) je-li viak f"(x,) = 0, je tento styk fadu vyssiho
nez 1.

II. Postupme nyni od pfimky o krok déle a hledejme kruZnici, jeZ ma s kiivkou
v = f(x) v bod& P = [xq, f(x,)] styk vy$iho neZ prvniho fadu (vlastnd bychom
méli mluvit o horni nebo dolni polokruZnici, jeZto celou kruZnici nelze vyjadiit
jedinou rovnici y = g(x)). Predpokladejme, Ze existuje f”(x,). KruZnice o stfedu
[a,b]ao polomeru r > 0je mnoZina viech bod [x v]. jeZ spliiuji rovnici (x — a)?+
+(y—b?=r*odtud y =g(x) =b + \/p (a — x)?* (horni resp. dolni zna-
meni ~dpovida horm resp. dolni polokruznici). V bod& P nastane podle véty 151
styk fadu vyssiho neZ prvniho tehdy a jen tehdy, je-li g(xo) = f(xo), 9'(x0) = f'(xo).
g"(x0) = f"(x0),*®) tj. (po snadném poétu)

(17) b+\/r — (a = xo)* = f(Xo) -

(18) + 0 = f(x),
V1t = (a = xo)*

(19) F r = f"(x,),

(7 — (a - %)

kteréZto rovnice maji smysl tehdy a jen tehdy, je-li [« — xo] < r; mimoto ma byt
r > 0. Na$im cilem tedy je nalézt &isla a, b, r tak, aby bylo r > 0, |a — xo| < r
a aby platily rovnice (17), (18), (19) budto viechny s hornim nebo viechny s dolnim
znamenim. Za t&chto pedminek je leva strana rovnice (19) rtzna od nuly, tj. musi
byt f"(xo) # 0; je-li f"(xo) = 0, neexistuje kruZnice Zddanych vlastnosti. Budiz
tedy nadale f"(x,) = 0; z (19) plyne, Ze je nutno volit horni znameni, jestlize f"(x,) <
< 0 a delni, je-li f(xo) > 0: utitime tak a pi¥me pro zkraceni y, = f(xo). Z (17)
plync

(20) b —ye=FJr* —(a — xo)* + 0 (pokud |a — xo| < 7),
takZe b — yo ma iotéZ znameni jako f ”(xo). Umocnénim plyne

. = (a - x0)® + (b = yo)*;

) R4d styku jsme svrchu definovali &islem n — 1 a ne &islem » pravé proto, aby v nejcastéj§im
pripadg (totiz tam, kde je f”(xg) = 0) méla te€na s kfivkou styk fadu pravé 1.
18) Jde totiz o to, aby funkce f(x) — g(x) byla v bod& x, nekonetné mal Fadu vyiiho ne 2.
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z (18), (20) plyne

(21) a—xy= +f(x0),/r —(a = x0)* = — (b-— »o) f'(%0) »

nadez (19) dava (a — xo)> + (b — yo)> = F f (xo) [b — yol®, neboli (podle (21))
(b = yo)* (1 + (f'(*%0))?) = F f"(x0)lb — yol*; d&lim-li hodnotou (b — y,)* * 0
a uvédomim-li si, Ze b — y, m4 totéZ znameni jako f (xo) obdrzim

(22) b—f(xo)=1—+M a—xy=— I_L(xo))zf(x)

bl

f”(xo) fll( o)
(druha rovnice plyne z prvni a z (21)) a kone&ng
23) r= Ja == T —Fey = LE U
1f"(xo)l

Jedina ti &isla a, b, r, jeZ mohou vyhovovat rovnicim (17), (18), (19) a podminkam
r >0, |a — xo| <r, jsou dana rovnicemi (22), (23). Ze tato &isla skutednd témto
podminkam vyhovuji (a to s hornim, resp. dolnim znamenim v (17), (18), (19) pro
f"(xo) < O resp. pro f"(xo) > 0), pfesvédiite se dosazenim (Ze r > |a — Xo| —
a tedy r > 0 — plyne z (22), (23), jezto \/1 + (f'(x0))* > \/(f'(xo))? = |f'(x0)])-

Mame tedy celkem tuto vétu:

Véta 152. Necht existuje f"(xo). Je-li f"(x,) = 0, neexistuje kruZnice, jez by
méla s kfivkou y = f(x) v bodé P =[x, f(x,)] styk vysSiho neZ proniho Fddu.
Je-li vsak f"(x,) =* 0, existuje jedna jedind takovd kruznice K; jeji stied [a b]
a polomér r jsou ddny vzorci (22), (23).

‘Poznamka 3. UZijeme-li védomosti z analytické geometrie, staci, pamatuje-
me-li si vzorec pro r; kruZnice K prochézi totiz bodem P a vzorce (22) ukazuji, Ze jeji
stfed leZi na tzv. normadle ke kfivce y = f(x) sestrojené v bod& P (tj. na pFimce, jeZ
je kolma k tegnd y = f(xo) + f'(x0) (x — xo) a prochazi bodem P); bod [a, b]
lezi pak — podle prvni rovnice (22) — ,,nad* nebo ,,pod* bodem P podle toho,
zda je f"(xo) > 0 & f"(x,) < 0. KruZrnice K se nazyva oskulacni kruZnici a jeji
polom&r polomérem krivosti kiivky y = f (x) v bod¢ P.

P¥iklad 2. Polomér kerOStl kfivky y = e* vbodé [x, y] (y =€) je r = y -1,

(1 + yHE nebot y =y = )" = ¢~

Ptiklad 3. Polomér kiivosti elipsy b2x? + a?y® = a®b? (a >0, b> 0)

v bodé [x, y] této ehpsy dostanu takto:

2
y=—§_—-— az—xz; =q‘_.l_)._—x_=—£2—)—c;
a a./a* — x? a’y
V=T ab _ b . (a*y* + b*x?)t )
. (az _ xz)* a2y3 ’ a*b* :

19) Musim oviem zase vzit horni nebo dolni poloelipsu a vylou€it body x = + a, ¥ = 0; tyto
body by se daly vy3etfit tim, Ze by se vymenily osy x, y; jeZto vzorec pro r se nezméni, vy-
ménim-li a s b, x s y, platil by i potom.
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Poznamka 4. Dosavadni uvahy tohoto paragrafu by se daly zobecnit. Napf.
‘neni zajisté pfirozené, Ze nam v pfikl. 3 pfi vySetfovani elipsy délaly obtize body
x = + a, y = 0. Ke vzorciim, jeZ nemaji t&chto vad, bychom dospéli zavedenim
tzv. parametrického vyjadieni kfivek. Nebudu to zde provadét, jeZto tyto uvahy
— jakcZ i vétSina uvah tohoto paragrafu — patii spiSe do diferencialni geometrie
neZ do diferencialniho poctu.

Ne&kolik poznamek o parametrickém vyjadieni kfivek viz v cviCenich na konci
kap. XIV.

III. BudiZ n pfirozené &islo; budiZ dana funkce f a &islo x,; necht existuje
F®(xo). Hledejme mnohotlen
(29) P(x) =c¢o + ;% + %% + ... + X"

takovy, aby rozdil f(x) — P(x) byl v bod& x, nekonetn& maly Fadu vy$siho nez n.
To nastane pcdle véty 151 tehdy a jen tehdy. je-li

(29) P(xo) = f(x0)» P'(x0) = f'(x0)s -, P™(x0) = f®(xo).-
Abychom mohli tyto podminky snadno diskutovat, pi§me mnohotlen (24) ve tvaru
(26) P(x) = Ao + Ay(x — xo) + Az(x — x0)® + ... + A(x — xo)".2°)
Potom je P(x,) = 4, a dale
P(x)=1.A; +2.A5(x — xo) + ... + nd,(x — xo)""!;
P'(xo) ="11 4.

P (x)=2.1.4,+3.2.43(x = xo) + ... + n.(n — 1) A,(x — xo)""2;
P”(Xo) = 2! Az.

P(,_l)(x) =(n _1) (n_ 2) 21 An-l + .........................
+n.(n—=1)...3.2.4,(x —x0); P Vxp)=(n—-1)N4,.,.
P™(x) =n!4,; P™(x,) = n'A4,.

Rovnice (25) jsou tedy splnény tehdy a jen tehdy, je-li Ag = f(xo), 1! 4; = f'(xo),
21 45 = f"(X0)s -..y 1! Ay = f®(x,). Tedy: je-li n pFirozené &islo a existuje-li f®(x,),

20) Kazdy mnohotlen tvaru (26) lIze psit ve tvaru (24), nebof A,(x — xo)* = 4, (x" - (’:) .

k
T+ (= D (k

) xé) . .Neopak, ‘napiSete-li kazdy ¢len ckx* ve tvaru c,x" -=
k k kY k-1 k) k-2 2
= qlxg + (x — xg)* = ¢, | xo + y )Xo (x — xo) + ,) ¥o (x—x0)" 4+ ... +

k
- ( k) Ax = xo)"), vidite, Ze kazdy mnoho¢len tvaru (24) lze psét ve tvaru (26)



§3 287

2xistuje mezi viemi mnohodleny tvaru (24) jeden a jen jeden takovy, Ze rozdil f(x) —
- P(x) je v bod& x, nekone&n& maly fadu vy3siho neZ n; je to mnohoglen

P(x) = f(xo) + f(xo0) f—_l'x—o + f"(xo) (i%ﬁ + oo+ 1™(x0) (= ‘n'xo)" .

Cvicenr
1. Oskulani kruZnice ke kfivce y = sin x v bod¢ [x,, sin x5] ma rovnici
(sin Xg . (x — xg) — cos xo — c0s® x()% + (sin xq . (¥ — ¥g) + 1 +cos? xg)? = (14 cos? x,)%;
vzorce plati, neni-li x, : 7 celé &islo.
2. Oskula&ni kruZnice k parabole y = x2 v bods [xo, x%] ma rovnici
x4+ 8xP2 + @y — 1 —6x)? = (1 + 4x)3.

3. BudiZ T tetna v bod& P = [xq,f(xg)] ke kfivce y = f(x). BudiZ n > 1 celé a necht
existuje f(")(x,). Je-li f¥)(xy) = Opro 1 < k < n, m4 te¢na T's kivkou v bod& P styk fadu vy3siho
nezn — 1 je-lif®(x;) = 0 pro 1 < k < n,f"(x,) + 0, je tento styk pravé fadun — 1.

4. BudiZ K oskulaéni kruZnice v bodé P = [x,.f(x()] ke kfivce y = f(x); pfedpoklidam,
Ze f"(xg) # 0 a Ze f"(x,) existuje. Potom m4 kruznice K v bodé P s kfivkou styk fidu pravé
druhého, neni-li 351 + (¥5)2) = 3(¥5)? ¥ (piseme yh = £'(x,) atd.); plati-li viak tato rovnice,
je styk ¥adu vy3$iho nez druhého.
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