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Kapitola XII

POUZITI ZOBECNENE VETY O PRIRUSTKU FUNKCE:
TAYLORUV VZOREC A JEHO APLIKACE

§ 1. Tayloriv vzorec. Pfedpokladejme, Ze funkce f(x) m4 v bodé a derivace a% do
n-tého fadu, kde n je jisté pfirozené &islo. Funkce f(x) miiZe byt zna¢n¥ sloZita;
abychom si studium funkce v blizkosti bodu a ulehéili, nahradime funkci f(x)
né&jakou jednodussi funkci, a to mnohoc¢lenem nejvyse n-tého stupné, tj. funkci

1) P(xX) = co + ¢1x + %% + ... + ¢x".7)

Soucinitele ¢y, c“,m, ¢, volime pfirozeng tak, aby se tento mnohoclen pfimykal
v blizkosti bodu a co nejtésngji k funkei f(x), tj. tak, aby rozdil f(x) — P(x) byl
v bod& a nekoneéné€ maly co nejvysSiho fadu. Podle zavérednych uvah v kap. XI,
§ 3 je tedy pfirozené volit P(x) takto:

2 n
@) P =10+ @22 + @) 9_2“'—"1- ot f9a) ("_;'_‘i). ;
tento mnoho¢len je podle citované tvahy vskutku jediny mnohod&len tvaru (1)
takovy, Ze rozdil f(x) — P(x) je v bod& a nekonetn& maly Fadu vyssiho nez n. Tim
jsme ovSem jeS§té nic nevykonali; zbyva nam hlavni otdzka: s jakou pfesnosti na-
hrazuje mnohoglen P(x) v blizkosti bodu a funkci f (x), tj. jak velka je asi chyba
S(x) = P(x), které se dopustime, nahradime-li funkci f mnohoclenem P? Oznaime
tuto chybu znakem R,.; nebo obsirngji R,.(x) (je to funkce promé&nné x), tj.

poloZme

3) f(x)=f(a)+}—”—1(;1—)(x—a) 4-’12(!‘3)(x-a)2+ ot

+ f(Lfa) (x — a)" + Rys4(x) 5
n!

snaZime se pak odhadnout velikost &isla R, 1(x). Tento odhad se nam podaii v ni-
sledujici zakladni vété, v niZ pfedpokladam jesté existenci derivace fadu n + 1;
pfipoustime vSak téZ hodnotu n = 0.

1y Tento vyraz nazyvame vidy ,,mnohollenem nejvye n-tého stupnd®, i tehdy, kdyZ viichni

soucinitelé ¢y, ¢y, ..., ¢, jsou rovni nule.

19 — Jarnik: Diferencidlni pocet 1.
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Véta 153 (tzv. véta Taylorova). Budte a, x dvé riznd &isla, n celé, 7 = 0. Budiz
J funkce, jeZ md derivace aZ do Fadu n + 1 v uzavieném intervalu J, jeho? krajni
body jsou &isla a, x. Definujme R, 4(x) rovnici (3). Budiz ¢(t) funkce spojitd v J.
kterd md v kazdém vnitinim bodé intervalu J?) derivaci riznou ofl nuly. Potom
existuje uvnitF intervalu J bod &%) tak, Ze

(x é) (x) - ( ) fat1
@) Ryus(x) = 2= g ot Y rern(e).
Volba ¢(t) = (x — 1)**' ddvd specidlné
(x a)’tt
® Res() == g
(tzv. Lagrangeiw tvar); volba ¢(t) = t ddvd
©) Ry = B = D ey

, nl
(1zv. Cauchyiw tvar).

Poznamka 1. Cislo x je od po&itku dano, vystupuje zde tedy jako konstanta;
proto jsme proménnou ve funkci ¢ znadili t. Cislo & v (4) zavisi na a, x, n a na tvatu
funkci f, @; proto miiZe napf. mit — pfi téZe funkci f a pfi tychZ hodnotach a.x,n —
&islo & v (5) jinou hodnotu neZ v (6).

Diikaz. Jest
Ruvs() = 109 = fla) = /@) E2 = . — g B2
Pi$me zde misto konstanty a proménnou ¢, tj. deﬁnujme funkei F(t) rovnici
2 —_f\n
F() = f(x) = f(t) = 1" (t) -f ”(t) ) v = fO(1) (x_n't_) .
Je zfejmé F(x) = 0, F(a) = R,,H(x). V intervalu J (i v krajnich bodech) ma F{r)
derivaci
PO = -5 - (- )-(-
" (x - 1)2
(n-1)(, (x - t)— (¢ Cl) i -
S Gk -2 0

< f(u)(t) (x ) 4 fOrD (t) (x — t) )
2) Tj. v kazdém bodg intervalu J, rizném od krajnich boda a, x.
) Tedy lezi & mezi a, x; tj. budto e < & < x (je-lia < x) neboa > & > x (je-li x < a).

”,
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Zde se prvni &len v kaZdé zavorce zrusi se ¢lenem pied nim stojicim a zbude
—t)
F'(f) = — f@*1(1) (x_'_) )
n!

Jeto ma F(f) v J derivaci, je F(f) v J spojitd; podle véty 134 existuje tedy uvnitf
intervalu J &islo £ tak, Ze

F(x) — F (a) F'(§) _ - _ (p(x) ?(@) 1y (x = & ie
)=o) @) TR = Ty O ek
vzorec (4). Volba ¢(f) =t, ¢'(f) =1 davad ihned vzorec (6). Volba ¢(t) =
=(x — 1" ¢'(t) = — (n + 1) (x — 1)" (je vskutku ¢’(t) + O pro t # x) dava
o(x) — ¢(a) __0- (x — a)*?
?'(¢) -+ )¢y
a z (4) plyne ihned vzorec (5).

Poznamka 2. Cislo & v (4), (5), (6) lze psét ve tvaru & = a + O(x — a), kde
E—a

0< O < 1.*) Nebot:jelig<x,jea<é<x,0<é—a<x-a,0< <1;
: x=a .
jei vSak a>x, je a>¢>x,0<a—-¢<a-—x, 0<a—€<1, tj. 0 <
a-—x
§—a .1 E—a . ve
< < 1. PoloZim-li tedy = @, je v obou pfipadech0 < @ < 1,¢ =
x—a X —a
E—a
=a+ (x—a)=a+ 6(x - a).
x—a

.Poznémka 3. Ve v&t& 153 se nejlastdji psiva x = a + h(h & 0); potom je
x—a=h¢é=a+0h(0<06 <1), x—é—(l—@)h Vzorce (3), (4), (5), (6)
maji potom tento tvar:

0 fa+D=1@+r@ L +r@E @ E s R,y

_ (1 —0) ¢o(a + h) — ¢(a) ;41
B nt1
©) R,y = o 1)'f‘ a + Oh),
(10) R,., = "‘"_“(ln_‘"i)f("ﬂ)(a + o) ©0<o<1).

%) Velmi nazorné: &islo £ lezi mezi a, x; tj. Cislo.£ se rovna &islu @ plus ,,.kousek* rozdilu x — a.
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Ctenaf by si mél pamatovat vzorce (7), (9) (vzorce (8), (10) se v paméti snadno sple-

tou a je snad Iépe sije odvodit nebo si je nalézt v knize, kdy? je potfebujeme). Vzorec (9)

se snadno pamatuje: misto abychom ve vzorci (7) napsali za &lenem f™(a) h" : n!

&len f@*Y(a) h"*1 : (n +1)!, napiSeme tam derivaci f®*1 nikoliv v bod& a, nybr
- v bod& a + Oh, leZicim mezi a, a + h.

Poznamka 4. Specidln€ pro a = 0 vypadaji vzorce (7) aZ (10) takto (pisi x
misto h):

a =S +FOZ 4SO + 4 fOOD + Ry,
(12) Ryyy = at ; or ¢(2(_63(0) f‘"4‘>(@x) (0 <o <1,
(13) Rysy = G}%I—)!f("ﬂ)(@x) )

(19 R,y = %!_Q)Tf(nu)(‘@x) )

Vzorce (11) aZ (14) nefikaji oviem nic nového; jezto se viak pripad a = O &asto
vyskytuje, dava se mu zvlastni nazev ,,Maclaurinova véta.

Cvileni

1. Volba ¢(t) = |x — tI” (p > 0) vede v (8) k tomuto vyrazu pro R, 4:

hn+l(l _ @)n,—'p+-1 . .
Ry = —— DG + 6h).

© Ptipady p = 1, p = n 4 1 vedou ke vzor;:ﬂm'(lb), ).

2. Je-li f(x) mnohoélen stupnd nejvﬁé n-tého, je f™+1)(x) = 0 a véta Taylorova divs
presné vyjadieni

Lo "
f@+ B =f@ + £@ §;+ ARG

Tento vzorec mizZete odvodit téZ pfimo, umocnite-li (a + ¥ podle binomické poucky. Ale
také priblizny vzorec (se zbytkem) ma dulezitost i pro mnohoéleny; je-li napf. f(x) mnoho¢len

ctupné 100, dava vzorec :
3

h n? h
fla+h=f@+,@ 3 + /@7 +f"@ - + Ry

pfiblizné vyjaddieni mnohoclenu f(x) mnohoclenem stupné nejvyse tretiho.

3. Vétu 153 bychom mohli trochu zobecnit takto: I. Existenci derivace f"*1) by statilo
pfedpokladat ve vnitinich bodech intervalu J, zato bychom oviem musili vyslovné predpokladat
spojitost funkce £ v intervalu J. II. V krajnich bodech intervalu J by stacilo ptedpokladat pouze
existenci jednostrannych derivaci £/, ..., f v tomto smyslu: budiz tieba @ < x; potom pro vnitini
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body intervalu J necht znak f’(t) znadi derivaci jak obvykle, kdeZto f’(a) necht znadi derivaci
zprava, f'(x) derivaci zleva. Znak f”(¢f) necht zna&i derivaci této funkce f’, pti¢em% opét f*(a)
nechf znaci derivaci zprava, f”(x) derivaci zleva atd.

§ 2. Poutziti Taylorova vzorce na funkce e*, sin x, cos x. Uvedené funkce maji derti-
vace viech Fad pro viechna x. MiiZeme tedy uZit Maclaurinova vzorce (tj. Taylorova
vzorce pro a = 0) pro libovolné x = 0 a pro libovolné celé n = 0. Pro zbytek R,4,
ve vzorci (11) uZijeme vzorce (13). Klademe-li pfedng f(x) = €%, je f®(x) =
F®(0) = €° = 1, f¥(Ox) = €®* pro kazdé celé k = 0. Podle (11), (13) je tedy pro’
kazdé celé n = 0 a kazdé x

2 n n+1
(15) e"=1+-’i+x—+...+x—+—i-—e°", 0<o<l.
12! n!  (n+ 1)
PoloZme za druhé f(x) = sin x; je f©)(x) = sin x, f'(x) = cos x, f*(x) = — sinx,
J"(x) = = cos x, f*)(x) = sin x, f**)(x) = cos x, ...; pro x = 0 dostavime po fad&’

hodnoty 0; 1; 0; — 1;0; 1;0; — 1;0; 1; 0; — 1;.

Viechny derivace funkce sin x jsou budto + sin x nebo + cos x; jejich prosta .
hodnota je tedy nejvyse rovna 1. Podle (13) je tedy

f&+1)( )

n+1|
oD R

Volime-li specidlng v (11) n sudé, n = 2m, .dostdvime pro kaZdé x a ka¥dé cel&
m>0

an+1| =

.o x  x* Xx° oy x2mo1
(16) Slnx—‘l—!‘—'3—!‘+'5—!‘—-..+(—1) m'l"Rzm.'.l,
2m+1
|R2m+ 1| é L .
2m + 1)}
(
Obdobn& dostaneme (provedte!)
x2  x* xS
17 c =1—- =4 — - = - 1"
( ) o8 ¥ 2! 4! 6! + +( 1) (2 )I
2m+2
lem+2| =< I
(2m + 2)!

pro kaZdé x a kazdé ceté m = 0.

Ptiklad I’ Vypolet funkce €™, Je-li0 < x < 1,jev (15) té% Ox < 1, tedy €®* <
< e'; jezto e < 4 (viz kap. IL, § 4, pfikl. 3), je

nt+1

(18) 0 X gon A 4 ,
(n + 1)! 4+ (n+ 1)




294 KAP. XII

! 2
Jinak feCeno: je-li 0 < x <1 a nahradim-li &slo ¢* &islem 1 + i‘ + ;v—

X . v N
e+ — dopustim se chyby mensi neZ 4x"*! : (n + 1), tedy tim spie chyby mensi
ni

nez 4 : (n + 1)!. JeZto faktorialy velmi rychle rostou, bude chyba velmi mala, jakmile
je n ponékud vétsi.

Pro — 1 £ x < 0 bude vypocet jeSt€ o néco ptiznivéjsi; v tomto pfipadd je
totiz Ox < 0, €®* < ¢® = 1 a tedy

n+1
X Ox

(n + 1)!e

len+l 1

(n+1) " (n+ 1)

(19) 0<

Viz cviceni 1.

P¥iklad 2. Vypocet funkci cos x, sin x. Je zfejmé, Ze staci vypedist tyto funkce
pro0d <x< %7:. Dokonce staci vypodist je pro 0 < x < %n. Nebot je-li %n <x< %n,
uZijeme pro vypolet &isel cosx, sin x rovnic cos x = sin (37 — x), sin x =
=cos (3n — x),azdeje 0 <in — x <3in Jeitoin < 1,°)jepro0 < x < inve
vzorci (16) [Rypm+4] < 1:(2m + 1)! a ve vzorci (17) |[Ryps2l < 1:(2m + 2)L. Vzor-
ce (16), (17) umoziiuji tedy snadny vypo&et funkci cos x, sin x. Viz cvigeni 2.

Priklad 3. Je-li m libovolné cislo, je

x
(20) im < = + o0, lim x"e™ = 0.
x=++w X x—=++w
DileZity pfiklad; jeho obsah se snad nejlépe pamatuje pod heslem: funkce e* vzrusta
pro x — + oo rychleji neZ kterakoliv mocnina x. Dikaz: Zvolme pfirozené Cislo
n > m; na pravé strand rovnice (15) stoji pro x > 0 vesm&s kladna ¢&isla, jedno
z nich je x" : nl. Pro x > 0 je tedy

&> —,—> ; ale lim x""™= + w0,
n! x—++w

tedy tim spise lim £ = + o0; druhd rovnice (20) plyne odtud pEechodem
x++w X" )

k pfevracené hodnotg. Jinou metodou jsme tento vysiedek odvedili v kap. XI, § 1,
piikl. 9.

Priklad 4. Je-li m > 0, je limx™lgx = 0, lim &%

x—=0+ x-+o0 X"
- + oo roste Ig x pomaleji neZ jakdkoliv mocnina x™ s kladnym mocnitelem; pro
x = 0 + roste |Ig x|6) pomaleji neZ jakakoliv mocnina x se zdpornym mocnitelem

= 0. Heslo: pro x —

5) Dosud jsme nedokazali, Ze je # < 4, ale dokdZeme to v § 5.
6) Pro 0 < x < 1 je oviem lg x < 0; proto pisi prostou hodnotu.
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(misto x™ Ig x Ize psat Ig x : x~™). Diikaz: Definujme y jako funkci x rovnici x™ = ¢’,

Gy =lgx" = mlgx; tedy 25 = L2 fim ¥ = 0 podie (20).
x" ~mée ys+ne’ , _
. NP .
Prox - + oo jetél y = mlgx —» + oo; tedy je lim x_1 lim L=O.7)
x++0 X" my-+we’
Rovnice lim Ig x . x™™ = 0, kterou jsme pravé dokazali, znameni totéZ co

x—*+ o

y=0+ y y y-0+
je dokézana. Jiny dikaz viz v kap. XI, § 2, prikl. 1.

lim 1Ig 1 (l) =0, tj. —lim y™lgy =0, ¢imZ i prvni rovnice tohoto pfikladu

Ptiklad 5. Pro libovolné celé &islo m je limie'”’z= 0. Diikaz: Zvol-
y=o Y™
me pfirozené &islo n tak, Ze 2n > m. Pro y % 0 dosadme do rovnice (15) x =

1 1 - 1 _ -
= = > 0; dostaneme e'/”* > , 0< e <ol y2n | = om0 < pjy|2nem,
¥ n! y*" Y ym

zde ma prava a tedy i leva strana pro y — 0 limitu 0.

Ptiklad 6. Cislo e je iraciondlni. Dikaz: Pfedpokladejme, Ze. e je racionalni;

1 1

tedy je té% e~! = 1 : e racionalni, e~ = 4 (p, g cela, g > 0). Je jist& g > 1, nebot
q

0 <e™ ! < 1. Vzorec (15) prox = —lapron =gq — 1 dava

- qf_e-l_ _:_1__(____ _(—_l)q;l
(21) (= 1) " = 1 m Y (q—.l)!’ 0<O<l1.

= p:gq, lze pravou stranu rovnice (21) psat jako zlomek c :'q!, kde c je

- . ‘ . CLpand o X 1 2 3
celé E&islo. Prostd hodnota pravé strany je tedy nékteré z &isel 0,—,—,—, ... Ale

q'qq!"
prosta hodnota levé strany rovnice (21) je &islo kladné a mensi neZ 1 : q! (nebot
0 < e7? < 1); to viak je spor.

JeZto e~ !

Cviceni

1. Vypoitéte &isla e, e ~ 1, e''%,e ~''"*s chybou mensi ne% 10~ (piesvédite se napied ze vzor-

ci(15),(18) pro n = 3, Ze e < 3; potom ve vzorci (18) miZete misto &tyfky psét trojku; potom

uvidite, Ze pro prvni dvé &isla sta&i uzit vzorce (15) pro n = 9, pro tieti &islo stadi volit n = 5,

pro &vrté »n = 6).5)

) Podrobng: budiz ¢ > 0; existuje Yo tak, Ze pro y > y, je |y : €¥| < me. Definuji-li x, rovnici
Yo = mlg x,, plati pro x > x, rovnice y = mlg x > yg a tedy

1 1-
lgx:x™ = =|y: e <, -me=e.
Com

8) Pro |x| > 1 lze potom e* poditat napf. takto: e'** =e.e.e*%e” > =e"l.e71 e

apod.
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2. Vypottéte kosinus a sinus péti stupiiti s chybou mensi nez 10~°. (V obloukové mite jc
tento thel 357 < %; snadno najdete ze (17), (18) pro x = 5%, Ze hledan4 &isla se lisi od &isel

1- 3G + F4Gsm®, 3%n — 3G’
o méné nez 10 ~5; jak Ize pocitat &islo &, dovite se v § 5.)

axb

3. Jellia>0, b>0, je lim

x>+ X

= -4 oo.

4. Je-lxm>0 je lnm x"'[]gx]"—o lim x™™(gx)° =0.
-0+

x—++ o0

5. lim (x~ 2% 2"-—- 10x2°e”) + oo,
x—*+ o0

lim (x~3e** 5% — 5x%7% — 10x%e%**) = + o,

x=+ o0

lim (x31/* + x%e~1/%) = + o, lim (x8el/* 4 x%~1/%) = — o,
x—0+ ) x-0-

(., Ui 1 (., e 1

lim [e2/* + el/*sin- ) = + o, lim [ e2/* + el/*sin-) =0.
x-0+ x x-0— X

(Névod: z kazdé zdvorky vytknéte ,,pievlddajici* &len.)

6. lim (x21g71% — 7x?1g™ x — 5x1g%%%) = + oo,
x=+ 00
. - —31 - 1
lim [x~*?1g73-—2x “’lg = + oo,
x=0+ x
. , exl x7e3x . . Zx + x3ex
. x_‘f‘_‘m PR S R F g Py =+,
. x5e* — x5¢%% . x3e?* 4+ x3e2*sinx
lim =0, lim 73% 5=
x=++0 _~2 3x -3 3x .: 1 x=+o x%e”” —
x ‘e’ 4+ x “e”” sin-—
x
neexistuje,
21,-6 2
. x“1g7°%x —xlg°x
lim = 4+ ©

s»+w xlgdx +1g10%

§ 3. Taylorova a Maclaurinova fada. Funkce €%, sinx, cosx, Ig(1+ x), (1 + x)™.

v vr

Véta 154, Budte a, x dvé ¢isla, x =+ a; funkce f necht md derivace vSech rddii v uzavre-
ném intervalu, jehoZ krajni body jsou a, x. Potom plati rovnice

(22) 16) = 1(@) + 7@ E 4 o) =D

tehdy a jen tehdy, je-li ve vzorci (3)
(23) lim R,,4(x) = 0.%)

9) Jde oviem o limitu posloupnosti R, (x), R,(x), R3(x), Ry(x), ...
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Dikaz. Oznadim-li znakem s,,,(x) soudet prvnich n + 1 &end fady stojici
v rovnici (22) vpravo, znamena rovnice (22) — podle definice soudtu nekonené
fady — totéZ co rovnice f(x) = lim s,4,(x) neboli

(24) ”l_if: (f (x) = Sn+ 1(x)) =0.

Ale podle (3) je f(x) — 5,+1(X) = R,+1(x), takZe rovnice (24) (a tedy téZ (22)) zna-
mena totéZ co (23).

Poznamka 1. Véta sama o sobé je vlastn€ tiplné bezcennd; neni to nic jiného
neZ definice soudtu nekonedné fady aplikovand na fadu (22). Teprve véta 153 ji
dodava ceny: vzorce (4), (5), (6) ndm totiZ leckdy dovoluji rozhodnout, zda rovnice
(23) je spingna.

Poznamka 2. Plati-li rovnice (22), nazyvime pravou stranu rovnice (22)
Taylorovou Fadou pro funkci f. Ve specidlnim pfipadé a = 0 mluvime o Maclaurinové
fadg

(25) f(x) =10) + £ (0) it (0)

Poznamka 3. Pro x = a je rovnice (22) zfejm& spln&na, -jakmile symboly
f(a), f'(a), f"(a), ... maji vyznam (prava i levé strana rovnice je potom f(a)). Ctenati
proto zajisté nebude vadit, jestlie v nasledujicich piikladech pfipad x = a prost¥
pieskocim.

K rozhodnutim, zda plati rovnice (23), je &asto uZite&n4 tato jednoducha

Qn+1

Véta 155.1°) Budiz a,, a,, as, ... posloupnost kladnych Cisel. Necht lim =22 <
n~+o a,
< 1; potom je lim a, = 0.
n—*o
Diikaz. Zvolme &islo g tak, Ze lim Znt1 < g < 1. Potom existuje pfirozené

n—+o0 da,

) . . a )
dslo r tak, Ze pro n = rje =L < q. Pron > rje tedy
a’l

a a a -
26 O<ag,=gq, -ttt Zr*¥2 78 <qaq™ .
n r r
a, Q.4 Qp-y

Je viak lim a,4""" = a,q”" lim g" = 0, tedy podle (26) té% lim a, = 0.

n— o n—* o0 n=+co

%) Ctenét, ktery probral cviteni 8 v kap. I1, § 2, zn4 ji¥ tuto vitu.
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Vezm&me nékolik dileZitych ptikladd. PoloZim-li f(x) = sin x nebo f(x) =
| =

= cos x a kladu-li a = 0 (tj. uZiji-li véty Maclaurinovy), je podle § 2 |R,(x)
< |xI"*1 : (n + 1)! pro kazdé x + 0. Tvrdim, Ze

I ln+l

27 lim
( ) n-+w (n =+ 1)!

Abychom to dok4zali, poloZzme a, = |x|"*! : (n + 1).. Potom je a, > 0

n+2 1

le (n + 1) — le llm —_ 0 < 111).
n+1

[x] new 1+

lim %241 — jim .
nso 4, n—- o (n + 2)!

takZe podle véty 155 je vskutku lim a, = 0. Tedy plati (27) a podle véty 154 a podle
(16), (17) plati e

Véta 156. Pro kaZdé x (ziejmg téZ pro x = 0) je
B3 xS X7

. x
sinx = — — — + — — — -
3 st 7

x2  x* Xt
cosx=1—-—+ — — —
21 4! 6!

PoloZim-li f(x) = ¢* a uZiji véty Maclaurinovy, mam podle (15) R,+,(x) = x"*1e*:
:(n + 1)! pro kaZdé x + 0, pfitemz 0 < @ < 1. Pro x < 0 je Ox <0, °* < 1
tedy |R,+1(x) < [x"**| : (n + 1)!; podle (27) je tedy lim R,;4(x) = 0. Pro x > 0
je Ox < x, €% < €5, tedy 0 < R,44(x) < €. x"*! : (n + 1)}, tedy (podle (27)) opét
lim R, +,(x) = 0. Mame tedy v&tu:

x? X
Véta 157. Prokazdex]ee =14+ =4+ =4+ — 4.

1 2! 3!

lg x. Zde nemiZeme pfimo uZit Maclaurinova

Vezm&me nyni funkei f(x) =
vzorce, jeZto pro x = 0 neni funkce definovana. Vezmeme tedy napi. a = 1 a sestro-

jime Taylorév vzorec pro Ig (1 + h); misto h budeme psit x a miiZeme to tedy fici
téZ takto: vezmeme funkci f(x) = Ig (1 + x) a zkoumame vzorec Maclauriniv. Je

(pro1 + x >0, tj. pro x > — 1)
1!

(x) = —— "(x) = — — 0
S =18+, SE = W=~
" _ 2‘ n x) = n=1 (n 1)
0= g T = 0
fO)=1g1=0, f(0)=1, f(0)=—1!, f(0)=21,...,
F™0) = (= 1)Yn = 1)1,

11y x je pevn& zvolené &islo!
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takZe pro x > — 1 a pro libovolné pfirozené n je

xz

2
kde pro R, lze uZit vzorci (12), (13), (14).1%) BudiZ napted x > 0; uZijeme vzorce
(13); jezto f**(@x) = (— 1)". n)(1 + Ox)™""1, vychazi
xn+1 n! x’l'l‘l

28 IRps1l = . < nebot 1 + @x > 1).

9 T+ 1) (1 + ex)p! i1 x> 1)

Pro 0 < x =1 je tedy |R,4y] <1:(n + 1), tedy lim R,+, = 0; podle véty 154
je tedy

t 43 n
lg(1 +x)==— +.x?—..'.+(—1)"“)—;—+R,.,,,,

- =

.xx2 x3
1

<
>

(29) Ig(l +x) == - — 4+ =— — — + ...

2 3 4
Pro |x] > 1 je fada v (29) divergentni podle véty 93 (d’Alembertovo kritérium),
nebof

n+1 n

lim [ 2— 2| =[x lim —2— = x| > 1.
o |n+1 n v+ 1
Také pro x = — 1 je fada v (29) divergentni, nebot mé tvar — } — 3 — 2 — ... (aZ

na znameni harmonicka fada). Vzorec (29) tedy neplati pro x < — 1 13) platl pre
Q=< x =1, neplati pro x > 1. Zbyva vysetfit interval — 1 < x < 0. Pro tato x se.
vzorec (28) nehodi, jeZto 1 + Ox < 1. Zkusme tedy uZit vzorce (14), jenz dava

x|"*{(1 — @) . n! x|**1 1-0YV
(30) [Rp+1l =l I ( )+1 = b ' :

nl(1 + Ox)" 1L+ 6x \1+ Ox
BudiZ x ddno, — 1 < x < 0. PoloZme x = — y, takZe 0 < y < 1, a tedy pfedn&
1+40x=1-0y>1—-y>0, za druhé 1+ Ox=1-0y>1-0 >0,

— 0O yn+1
< 1. Podle (30) je tedy |Ry4ql < n
X

a tedy Mlim R,,, = 0;

-y n- o

podlel véty 154 plati tedy (29) téZ pro — 1 < x < 0. Tedy celkem:

takZe 0 < 11

]
Véta158. Rovnice (29) plati tehdy a jen tehdy, je-li — 1 < x £ 1.

Vezméme koneén& mocninu x™. Neni-li m celé nezdporné, tj. neni-li m n&které
z Clsel

(31 0,1,23,...,

vznikaji v bodé x = 0 podobné obtiZe jako pfi logaritmu; proto vezmeme podobné&
ako pfi logaritmu funkci f(x) = (1 + x)™ Je-li m n&které z &isel (31), pfipoustime

12y prox =0 je vSe trividlni.
13y Coz je vid&t téZ z toho, Ze leva strana rovnice (29) nema pro x < — 1 smysl.
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viechny hodnoty x; neni-li m Zadné z &isel (31), omezime se na ty hodnoty x, pro
néZzjel + x > 0, tj. na hodnoty x > — 1. Je

O =01+x", f(x)=ml+xr",...,
fO)=mm-1)...(m -k + 1)(1 + x)*7*
Tedy je _

(32) (1+x)"'=1+(';1)x+(';)x2+...+('::>x"+R,,ﬂ,

kde pro: libovolné m a pro celé kladné k definujeme

(m): m(m — 1) (m —2)...(m — k + 1),

k 1.2.3...k
napf.
BN_i(=D.(=)_1
3 1.2.3 16
Mimoto klademe ('3) = 1, takZe prvni &len’v (32) vpravo lze psat (rg) x°.

Jde nyni o to, zda lim R,,; = 0. JeZto nim pfi logaritmu pro x < 0 tvar (13)

n—*ao
selhal, uZijeme hned tvaru (14). Je-li m celé nezéporné, je (1 + x)™ mnohoglen
stupn& m; derivace viech fada existuji pro viechna x a derivace (m + 1)-ni je rovna
nule. MaZeme tedy vzorce (14) uZit pro kazdé x. PoloZime-li v (14) n = m, vyjde
R, +1 = 0, plati tedy pro vSechna x rovnice

(1+ %" = ('g) x° + (’;’) X!+ ('g) X2+ .+ (:) xm

(m=0,1,2,3,...), coZ je zndmé binomické formule.

Tento jednoduchy pfipad vylouCime, takZe budeme v dal$im vykladu pfed-
pokladat, Ze m neni Z4dné z &isel (31). V tomto pfipadg Zadny ,,binomicky souginitel*

(m)= m.(m—1).(m—2)...(m -k + 1)

k 1.2.3...k

neni roven nule, nebof Cislo m neni rovno Zadnému z ¢isel 0, 1, 2, ..., k — 1.
Podle (14) méme, omezime-li se na hodnoty x > — 1,
xn+ 1(1 — Q)n

Rn+1 = T m(m — 1) ...(n’i — n) (1 + @x)m—n—l ,

; 1—-0Y
33 R,+ql = Ix"*1(1 4+ ©x)"!
(33)  [Rpsal = IxI"*Y( ) (1+@x>

m(m — 1)...(m — n) .
1.2...n
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Zde lezi Ox mezi 0 a x, tedy (1 + ©x) mezi 1 a 1 + x, tedy (1 + Ox)""! mezi
1™~!a (1 + x)™~! (nebot funkce z™~! je monoténni — a to rostouci pro m > 1,
klesajici prom < 1 — v intervalu (0, + ©0)). Za druhé je x > — 1, tedy Ox > — 0,

1+6x>1-06 >0, 0<11_0 < 1. Z (33) plyne tedy
. x

m(m — 1)...(m — n)
1.2..n

(G4  [Ruwsl < Max (1, (1+ x)"Y) . x"*.

Pravou stranu v nerovnosti (34) oznaéme a,; potom je a, > 0,

Grat _ 1y mm —1)...(m —n)(m —n —1) 1.2..n _
a, 1.2...n.(n+1) “m(m —1)...(m — n)
m-—n-—1
~ . ———l
n+1
lim %41 = x| fim | 2T
n—+o d, n-> o +1

Pro |x|] < 1 je tedy podle véty 155 lim a, = 0, tedy podle (34) téZ lim R,4; = 0;
podle véty 154 plati tedy rovnice

(35) (1+x)"'=1+(T)x+(r;)x2+...=§:o(r:>x".

Pro |x| > 1 je fada v (35) divergentni, ccZ sezname takto: kaZdy binomicky sou€initel
v (35) je rizny od nuly; prostd hodnota podilu dvou po sob& nasledujicich ¢lent
v fadé (35) je

x,,“.m(m-—1)...(m—n+1)'(m—n)- - 1.2..n | _
1.2...n(n + 1) . m(m—l)...(m—n—l—l)l
= Ix] m-—n = Ix| n+1—-m-1 = Ix| 1_m+1
n+1 ' +1 ' n+1

a limita tohoto vyrazu pro n — o je &islo |x| > 1, takZe fada (35) podle d’Alem-
bertova kritéria (véta 93) diverguje. Tedy mame tuto v&tu:

Véta 159. Rovnice (35) plati pro |x| < 1, neplati pro [x| > 1.

Zbyvajici ptipady x = 1 a x = — 1 by vyZadovaly zvla$tniho vySetfeni. Rad&
(35) se fika binomicka Fada.

Poznamka 4. Rovnice (22) plati, existuji-li v uzavieném intervalu o krajnich

bodech a, x viechny derivace funkce f a je-li lim R,4,(x) = 0. UkadZeme nyni, Ze
k platnosti rovnice (22) nestac?, je-li fada vpravo konvergentni. Sestrojime totiZ
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funkci f, kterd ma derivace viech ¥adi pro kazdé x, pro kterou fada v rovnici (22)
konverguje pro kaZdé x a pro kterou rovnice (22) pies to nepiatl pro Zadné x % a
(pro x = a oviem rovnice (22) plati).'#) Provedeme to pro a-—= 0 tj. pro fadu Mac-
laurinovu. Funkei f definujme takto: budiz f(x) = e~ */** =+ 0, f(0) = 0. Pro

x % 0je f'(x) = %e'”"z, pro x = 0 je
f'(0) = limf——(x) —f0 _ lim 1 e ¥ 2
x—0 X x=0 X

(podle § 2, prikl. 5). Tvrdim nyni toto: pro kazdé cclé n > 0 picti

) §9) = By (5) - prox 0.
x

kde P,(y) je mnohoglen,*?)

® o0 =0.

Diikaz provedu uplnou. indukci.

Tato tvrzeni jsou sprévna, jak jsme pravé zjistili, pro n = 1(Py(y) = 2)°).
Predpokladejme, Ze (A) i (B) plati pro jisté n > 0; z toho odvodime, Ze plati téZ pro
hodnotu n + 1. Podle (A) je totiZ pro x + 0

\
fO'H)(“) = <_ i:z P, (l) + %Pn (’1_)) e 1 = n+1 (1) e M,
X x x X x

kde P,., je opét jisty mnohoclen. Podle (A), (B) je pro x % 0

fOx) =10 _ 1, <1\ RS
3\ ;

X - X

tento vyraz je soudtem nékolika &leni tvaru Cx ™ ¢~ 1/** (C konstanta, m cel¢ kladné)’
a tedy ma podle pfikl. 5, § 2 limitu 0 pro x — 0. Tedy je

F6D(0) = lim F®(x) — f(n)(o) _ o
%0 x
Rada £(0) + f '(O)% +f ”(O);c—'2 + ... je tedy konvergentni pro kazdé x a ma
soudet rovny nule, tedy sc;uéet rﬁznﬁ.od gisla f(x) = e™ /%, je-lix + 0.
i4')PoTrovmce (3) neni potom oviem lim R, ; {(x) = 0, nybrz llm R, 1(x) = f(x) — f(a) —

f (a) f”(a) n—o
BEETER Y

(x —a)? —

15 1y 1
) Tedy P,(y)=co+ ¢y + ... + ¢, " P, 5) =% +- Cl + vt Cp o , kde oviem

Cislo.m i souginitelé ¢, ¢y, ..., c,, zavisi na n.
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Cviceni
1. Vim-li, ze pro n&jakou funkci f a pro jistou dvojici hodnot a, x platf rovnice (22), mohu
vyjadtit R, nekonecnou fadou

( a)n+ (n+2) (x a)n+2
Wi @Oy

Ryyy(x) = fO* @) —— + s
odtud plynou ¢asto uziteéné odhady pro R,,,,_,_(x) Napt. profadue* =1 + x: 1! + x2:2! +
+ ... vyjde

Ropy() =x" a4+ 10 3-x"*2:(n + 2! +

Pro x =1 a pro x= — 1 dostdvime odhady
1 1 1 1
e . & < — l — + cow =—
oy S R <Gy 1)'( Far1 T @ ) nln
1 n+1_

— < (= D"MR (=D < — 2
n+ 1! n42 " (n + 1)
(fada sc stfidavymi znaménky).

Nebo: je-li 0 < |m| < 1, dostaneme pro zbytek v binomické fadé

(A4 0™ =1+ (1> ot <':) X" + R,4,(x) odhad

|x I"+l

2. Binomické fady miZeme Casto V)"hodné uzit k pocitdni odmocnin. M4dm-li napf. pogitat

/2 uvaZim napfed, Ze 2 se pfibliZzn& rovnd 42 = (%)2; tedy \/5 = 1. /33 .Zdesejiz(1 + )
snadno pocnta. Ale mocniny &isla 49 ve Jmenovateli by byly nepohodIné; proto radéji piSme
39 = (¢~ ¥= (1 — 5%) " *. Podobng vypotteme 3/7; prlbhznd hodnota je 13 a obdrzi-
me /7 = ‘° 3\/%-3%%, zde je (5339 P =1 — 5D I =~ S T GEED I =
= (1 — 12¢) " *.(1 — 53%9) ¥ prvni &initel se snadno poélta, v druhém stadi jen nékolik mélo
¢lenid k dosazZeni velké piesnosti. Vypoctéte takto \/2, \/ 7 s chybou mensi nez 10~ 1% k odha-

du zbytku v binomické fadé uZijte tieba cviéeni 1.

IRy 100 < ] 2 pro Jx] < 1.

3. Pro funkci f(x) = (1 + x)™! a pro 0 < |x] < 1 pi¥me Maclauriniiv vzorec s¢ zbytkem
(13):

+1 _n+1
a1 2 w, (=D'TEX"
40" "'=1l=-x+x*—.. . +(—D'x +(l—+@_)_"+2 :
soucasné plati oviem nekcnecna fada
M-+ " =l—xFx?— (=)=

+ (— n+2 n+2L

stovnanim obou vzorci dostaneme @ = -- (( 1 4 x)V/(+2) _ 1) vidite zietelng, jak O zdvisina
X

. n; pEi pevném x je lim © = 0.
n—=u
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4. Budiz f(x) = :"\/x_20 pro kazdé x; pro x = O existuji derivéce viech fadu; pro x =0

jef(©0) = £ = ... = f©)0) = 0, kdezto £(7)(0) neexistuje. Lze tedy u%it Maclaurinova vzorce
pron =0,1,...,6 (vSimnéte si cviCeni 3, § 1), nikoliv v8ak pro n = 7. Napt. pro n = 6 dav4

20.17.14.11.8.5.2x’
37.7113/6x
vzorec nemajici Zidné praktické duleZitosti. Zde je © nezdvislé na x:

(20.17.14.11.8.5.2)3
0= y X
37,71

Maclaurinova véta se vzorcem (13) 3,/xn = pro x £ 0, coZ je oviem
. .

§ 4. Pocitani logaritmi. Rovnice

(36) 1g(1+x)=’—1“—

(37) lg(l—x)=—’—l‘ ———————

platnou pro — 1 £ x < 1. Pro [x] < 1 plati tedy rovnice (36) i (37); jejich ode&tenim
obdrZime rovnici

1+x . (x x* x* X7
38 1 = -+ =4+ —=+—=+...)pro |x|<1.
(38) &1 (1 35 7 )p o

Rovnice (36), (37), (38) mohou slouZit k poc&itani logaritmid. Chci-li nap¥. vypodist
Ig 2, dosadim do (36) x = 1 a obdrZim velmi p&kny vzoreclg2 =1 —1 + 1 -1 4
+ 1 = ..., ktery se viak k numerickému pogitani nehodi. Vezmu-li totiz prvnich n
&lent fady, bude prosta hodnota chyby '

1_1+1_1
n+1 n+2 n+3 n+4

1 ) 1 1
TG D) GG Ed)  GrHeTe

4, =

toto &islo je mensi nez

1 1 1
R A O e R CR T R

1 1 1 1 1 1. 1
- - + - + - +on ) ==
n n+2 n+2 n+4 n+4 n+6 2n




54 305

a je v&tsi nez
1 N 1 .
n+)(n+3) @B+3)m+5

1 1 1 1 1 1
=- - + - + ... )= .
2«n+1 n+9-(n+3 n+J ) 2(n +1)

Tedy celkem l >4, >
2n

. v — . _L_
D) Vezmeme-li tfeba n = 1000, bude 4, asi 3543,
coZ je chyba znaén€ velikid. Obratem vyloZenym v kap. IV, § 6, cviéeni 2 bychom
mohli sice chybu sniZit asi na m{,m, ale i to je jeSt€ chyba znacné velika vzhledem
k namaze, kterou vyZaduje vypodcet tisice ¢lend.

Zkusme tedy vzorec (37), kam dosadime x = 1 (toté bychom dostali z (36)
dosazenim x = — }); obdrZime 1g1 a zm&nou znameni dostaneme 1g2 = (3)' +
+3.3)+5.GP +1.3)* + ..., coz je fada, konvergujici 0 néco malo rychleji
neZ geometricka fada o kvocientu % Zbytek po n-tém &lenu je v&tsi neZ &len (n + 1)-ni,

n+1
tj. nez (5) a men$i neZ soudet fady

n+1

O )50

coZ je u¥ vysledek mnohem lep§i ne ptedesly. Napf. pro n = 7 leXi zbytek mezi 1o a
1

2048 °

Ale jestg lepsi vysledek dava vzorec (38); stanovme x tak, aby bylo i + X

=2,
- X

tj. x = 1. Rovnice (38) dava pak
(39) g2 =2(3)' + 33 +3G)° +33)" + .5
fada konverguje o néco rychleji neZ geometricka fada o kvocientu %. To je uZ dobra

konvergence; budeme proto uZivat k praktickému vypo&tu fady (38), a to budeme
pocitat logaritmy &isel vétich neZ 1 (logaritmy &isel kladnych mensich neZ 1 dosta-

neme potom z rovnice Ig ! = — Ig z). Chci-li pogitat z (38) Ig z, kde z > 1, stanovim
z
x tak, aby bylo 1+ x =z, tj.
1-x
z -1
40 X = ,
(40) z+1

takie 0 < x < 1 (napf. x =1 pro z = 2, jak jsme jiZ zjistili). Odhadngme je§té

2n-1
pro 0 < x < 1 zbytek r, fady (38) po n-tém &lenv (tento n-ty ¢len je 2 2x 1).

20 — Jaranik: Diferencidlni poZet I.



306 KAP. XII

2r+1
Ziejmé je r, > 2 a za druhé r, < -—2—(x2"+l + x2¥3 x5 4 )
2n +1 2n +1
takZze
x2n+1 x2u+1
(41) 2 <r,<2——. pro 0<x<1.
2n + 1 2n+1 1 —x?

Napf. v fadg (39) je x =} a zbytek po sedmém &lenu vyhovuje nerovnosteml—zs.

. 3% ry 12—5 }’% . % , tedy 0 < r; < 1,05.107%, Vypoétéme nyni Ig 3; je 3 =
=2.3; 1g3 =1g2 + Ig3; jeto 1g2 zname, stadi vypolist lg3. Pro z = 3 nam
z(40) vyjde x = %, a fada (38) konverguje jiZ velmi dobfe, totiZ rychleji nez geometric-
ka fada o kvccientu 513 Dale méme 1g4 = 21g 2; 1g 5 vypo&teme z rovnice Ig 5 =
=Ig4 + Ig3; pro z = 3 nam z (40) vyjde x = } a fada (38) konverguje jiz rychleji
neZ fada geometrickd o kvocientu gll-. Obecné: znam-li jiz logaritmus ptirozeného

¢isla k — 1 > 0, dostanu 1gk z rovnice lgk=1Igk-1) +1g ;k—l . Ptitom vy-

podteme Ig X _ 2 rovnice (38), kde podle (40) klademe x = —— 1 (: k )

k-1 z+ 1\ k-1

tj. x =
J 9

2 —

. Rada (38) konverguje o n&co rychleji neZ geometricka fada o kvo-

cientu (—21—1—1)5 , tedy velmi rychle, je-li k jen trechu veliké.

Jako piklad si poleZime ukol sestrojit dekadické (Briggsovy) logaritmy celych

¢isel od 1000 do 11009 s chybou mensi nez % . 1073, tj. vypcdist &isla logo k = ll_g%
g

pro viechna celd k od 1000 do 11009 s chybou mensi neZ 3 . 10~5;'6) v podstaté tedy
jde o sestrcjeni str. 4-23 ve Valouchcvych logaritmickych tabulkach (vydani z r. 1958).
Ze zramé nam piiblizné hodnoty &isla e nebo z véty 157 ihned zjistite, Ze €* < 10 <
< €3, takZe 2 < 1g 10 < 3. Dale je pro nase &isla k < 2. 10* < e'3, takZe Ig k < 13.
Napfed rozieSme otazku: s jakou presnosti musime vypc¢ist Ig k, 1g 10, abychom
méli lcgyo k s chybou mensi nez % . 1073? Piedstavme si, Z2 najdeme &isla a, b tak,
e a—0<lgl0<a+6, b—A<lIgk<b+ 4, plicemZ 6, 4 jsou kladna
&isla;'7) predpokladejme, Zeje § < 3,4 < 1;tedy (je#to 2 < 1g10 < 3) a > Ig 10 —

16) Jde mné& oviem o vyjadieni logaritm@ koneCnymi desetinnymi zlomk}:; ke kazidému uved_e-
nému k mame tedy nalézt koneZny desetinny zlomek, jenZ se od Cisla log;q & liSi 0 méné
nez 1.1075.

17y @, b jsou tedy jakési ,,priblizné hodnoty pro Ig 10, Ig k; piislu$né chyby jsou men$i nc?
é, 4.
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—d0> %, a—38>1, b<lgk+ 4 < 14. Potom je (poitdm zatim jen zcela zhruba)

Ik b _b+d b_ad4b _, .o
Ig10 a a—-6 a afa-29)

b_lgk _b_b—4 _ad+bs _ . .0
a 1g10 a a+ 6 a(a+)9)

. e b . w .

nahradim-li tedy ¢islo ]lg_llz) Cislem — , dopustim se chyby mensi neZ4 + 146. Bude-li
g a

napf. 4 <1.107%, 6 < 1.1077, bude 4 + 145 < 1.107%, takZe &islo b : a bude

se lisit od log,o k 0 méné nez % .1075; provedu-li pak jest& déleni b : a s chybou

mensi neZ %. 1073, dostanu log;, k vyjadien koneénym desetinnym zlomkem

s chybou mensi neZ 3. 1075,

Mame tedy tyto dva tkoly:

Pfedn€ mame vyjadrit 1Ig10 = 31g2 + lg% s chybou mensi neil % .1077 coZ je
snadné. Za druhé mame vyjadrit Ig k pro k = 1000, 1001, 1002, ..., 11009 s chybou

mensi neZ % .107°. K tomu cilu stanovim napfed Ig 1000 = 3 1g 10 s chybou mensi

v 3 -7 3 sen e e v « 11001 1002 __
nez 5.1077, ccZ dovedu jiz ulinit. Pctom vypcltu pestupné 1g 15o0- 12 100 =

=1g 1ol 4 1g 1082 1g 1293 = 1g 1392 + Ig foes atd. JeZto vykondm celkem 10009

krokid a jeZto se chyby scitaji, vypcCtu kazdé Cislo Ig

s chybou mensi neZ

10719 potom bude ig ;(?_0(_) vypcéten s chybou mensi nez 1071° . 10009 a tedy &islo

Ig k = Ig 1000 + 1g -131\(_)6 bude vypodéteno s chybou mensi nez % 1077 +11.1077 =

=125.10"% = %. 1073, K pcditani &isel 1g uZijeme, jak jsme jiZ fekli, vzorce

c —

{38), kde klademe x = 5 . Jezto 2k — 1 > 2000 (nebot k = 1001), je po-

dle (41)

.
O<r <1 . 11 <27 1072 < 09 10710.18)
38x10° 1—-3.107° 8

k

Pocitam-li tedy Ig 1 podle piiblizného vzorce

k _ 2

1

81 k-1

18) Je tedy vzdy ry .- 0. Tato chyba se oviem jesté skladd s chybou vznikajici pfi pfiblizném
déleni 2: 2k — 1) (viz pocitek ndasledujici stranky).

.20¢
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dopustim se chyby mensi neZ 0,9.10~%; provedu-li jesté d&leni 2 : (2k — 1) s chybou

mensi neZ 0,1. 1071, dostanu konedny desetinny zlomek, jenZ se od Ig lisi

o méné neZ 1071°,

Poznamka 1. Postupem pravé naznalenym bychom dostali o né&co méné
neZ je ve Valouchovych tabulkdch. Kdybychom napf. zjistili, Ze &islo 3,485726
vyjadfuje dekadicky logaritmus jistého ¢isla k s chybou mensi nez % . 1075 a kdyby-
chom chtéli zaokrouhlit na pét desetinnych mist, nevédéli bychom, zda mame vzit
3,48572 &i 3,48573. Vzali bychom ovSem radgji 3,48573, naCeZ by chyba byla jist&
mensi neZ 10”3, Kratce feeno: po zaokrouhleni na pét desetinnych mist by se nase
vysledky mohly lisit od Valouchovych tabulek (v nichZ je zaokrouhleni na zakladd

wewr

presngjich vypodtdl spravn& provedeno) nejvyse o 1075,

Poznamka 2. Pfi skuteCném sestrojovani logaritmickych tabulek se ovSem
postupuje trochu jinak: jde o vice neZz 10 000 vypodétl a proto je vitan kazdy obrat
umoziiujici sebemensi tsporu &asu pfi jednotlivych krocich; za druhé jsou nutné
jesté€ kontrolni vypodty, aby se zjistilo, zda se né€kde neudélala chyba. Nepoustim se
do t¥chto véci; $lo mn& jen o to, abych ukazal uZiteCnost fady (38) pro &iselny vy-
podet logaritmi. Zaroveli chipe &tenaf vyznam pfirozeného logaritmu: fady (36),
(37), (38) davaji pFirozené logaritmy; logaritmy o jiném zikladu a se poditaji teprve
z pfirozenych logaritmi podle rovnice log, x = ig_x .

ga

Cviceni
1. Vypoltéte 1g 2 s chybou mensi neZ 10~ 9 jednak z fady (37) pro x = 3, jednak z fady

(38) pro x = -;—; srovnejte nimahu v obou pfipadech vynaloZenou.

2. Zplsobem v textu vyloién)"m vypoltéte dekadické logaritmy &isel 1001, 1002, ..., 1005
s chybou mensi nez 1 . 10~ 3 a srovnejte s Valouchovymi tabulkami (jeZto provadite jen 5 krokd
a ne 10009, stadi pfi jednotlivych krocich mensi pfesnost).

3. Zjistili jsme ji%, e pro k > 1 je

k ' 1
lg—— =2z+322 + 35 +..), kde z=

r—1 2% —1°
Piseme-li zde k% misto k, obdrZime
2
1
lgPTl =2(z+%23+—}—zs +..), kde z= f—zT;

fada vpravo konverguje nesmirné€ rychle, je-li k¥ jen trochu velké; posledni vzorec dovoluje po-
Citat 1g (k + 1), znate-li 1g (k — 1), g k.

§ 5. Rada pro arctg x; vypolet &isla #. Jsou-lia, Ay, A, A,,...dana &sla, x proménnj,
nazyvame fadu A4, + A,(x — «) + Ax(x — «)® + A3(x — «)® + ... mocninnou Fa-
dou o stfedu «. Tak Yfada Taylorova v (22) je mocninnou fadou o stiedu a. V § 2
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se nam podafilo vyjadfit funkce €%, sin x, cos x, 1g(1 + x), (1 + x)™ mocninnymi
fadami o stfedu 0; postupovali jsme tak, Ze jsme pro pfislu$nou funkci napsali
Maclauriniv vzorec (11) a dokézali, Ze lim R,4y = O (u poslednich dvou funkci

n-w
bylo x véazano jistymi podminkami). Kdybychom se o podobny postup pokusili
u funkce arctg x, narazili bychom na obtiZe pfi pocitani jejich postupnych derivaci
(jiZ tieti derivace vyjde dosti sloZita). Tuto obtiZ Ize obejit n€kolika zpiisoby; jeden
z nich zvolime.

Funkce arctg x ma derivaci 1 ; pro x| < 1 je
1+ x?
1

n 2=1—x2+x“—x6+...
+ x

“2)
(geometricka fada o kvocientu — x?). Soudet s,(x) prvnich n &lendi fady (42) je pro
kazdé x

L (—ppia

(X)) =1—=x2+ x* — ... 4 (= 1)1 x2"2
50 (-1 o

(jak vite a jak se ostatn& ihned presv&de&ite, nasobite-li ob& strany &islem 1 + x3).
PoloZime-li tedy

(43)

je pro kazdé x

1
1+ x2

= 5,(x) + f,,(x) ,

— 1) x2n
(44) r(x) = ———( ) —.

14+ x
Sestrojme nyni funkci, jez ma derivaci s,(x); takovou funkei je, jak sc derivovanim
ihned presvéddite,

. X xJ xS x2n—1
45 o) =2 X 4 X (=1t
45 ()135 A
PoloZime-li tedy
(46) arctg x = 0,(x) + ¢.(x),
bude pro kaZdé x podle (43) ,
, 1
47 oi(x) = = — 5,(x) = r(x).
1+ x°
3 5 7

Funkce 0,(x) je n-ty Saste&ny soudet fady f - x? + 55— - 57— ...; podafi-li se n4m
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pro n&aké x dokazat, Ze lim g,(x) = 0, bude podle (46) arctg x = lim 0,(x), j.

n— o Lind

bude pro onu hodnotu x platit rovnice

x x5 X7
48 arctgx == — — + — — — + ...
(48) 3 5 7

- | ¥

Pro x = 0 tato rovnice zfejmé plati; pro |x] > 1 neplati. jeZto fada vpravo je diver-
gentni (nebof
x2n+l zn -1

2n+ 1 x¥-1

= x? Jim 211 =x?>1).

noo 21 +1

lim
n—*o00

DaAle sta¢i, omezime-li se na kladna x (zméni-li totiZ x znameni, zméni kaZdy ¢len
v (48) vlevo i vpravo znameni). Budiz tedy 0 < x < 1. JeZto funkce g, ma podle (47)
derivaci v intervalu (— oo, + ), je v tomto intervalu funkce g, spojita; véta o pfi-
ristku funkce dava tedy (jezto podle (46) je 9,(0) = 0)

2(%) = 0.(x) — 0,(0) = x 0i(Ox) = x r,(Ox)
(viz (47)); podle (44) je tedy

) = (= 1) x(0x)™ -
(49) 0.(x) ot 0<@<1.

Jedi0 < x < 1, je |ox)| < x2"*1, tedy lim g,(x) = 0, takZe (48) plati.
Zbyva piipad x = 1. Zde je nutné varovat pted timto omylem: z (49) plyne:
2n
le ()l = 116 kde 0 < @ < 1. Kdyby @ nezaviselo na n, bylo by lim ©%* =0
n— o

a tedy téZ lim g,(1) = 0. Ale @ miZe zaviset na n, nebof pro kazdé n aplikujeme
n—*o

vétu o pfirGstku funkce na jinou funkci g, (kdyby napf. bylo @ = e~/" bylo by

lim ©%" = lim e™? = ¢”2; my oviem zatim viibec nevime, jak @ zavisi na n).

n-* o n-—+ o0

Musime tedy volit trochu jinou cestu.

Budiz ¢ libovolné kladné ¢islo mensi nez 1. Uzijeme-li dvakrate véty o pfirdstku
funkce, obdrZime pro kaZdé n rovnici
(50) e(1) = (e(1) = el = 38)) + (21 — 28) — 2i(0)) =
=Lerf&) + (1 —3)réy), kde 0<é<1—3e<& <.
Podle (44) je Ir, (&)l < &' < (1 - 1), (&)l < E1" < 1. Podle (50) je
tedy
(s1) o)l < L + (1 — L)+

pro kazdé n. Jezto lim (1 — 78)*"*' = 0. existuje n, tak, Ze pro n > n, je (1 —

n-» oo
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~ 38" <1 Pro n > ny je tedy podle (51) |o,(1)] < 3¢ + 2e =& Tedy je
lim @,(1) = 0 arovnice (48) platii pro x = 1 (atedy téZ prox = — 1) Tedy celkem:

a$N—+ o
Véta 160. Rovnice (48) plati pro |x| < 1; pro |x| > 1 je Fada v (48) divergentni.
Pro x = 1 dostavame z (48) toto p&kné vyjadfeni &isla n:

(52) m=1-3+i-3+i-L+.,

jeZ se viak k numerickému pogitani nehodi. Trochu lep3i konvergenci (o néco rych-
lej$i neZ u geometrické fady s kvocientem 3) dostivame pro x = 1\/ 3:

1 ‘
arctg5\/3 = §n = 75(1 -5 G 3R -8+ ).

Ale daleko vyhodnégjsi fadu dostaneme timto obratem: PoloZme arctg% = a, takZe

t
tga=4% 0<a<im tg2a=12Tf§;=%=;5—2, takZe opét 0 < 2x < im;
2tg 2 £y e
lgda = ——B% 120 o { teqy 1y < 4y < Ln. Jedto se tgda malo Iidi od 1,
1-tg? 2z 119 i 2

bude se 4a asi malo li§it od %n; poloZme proto f = 4o — —n takZe 0 < B < 37,

tgda — tg %n

tgf=—2"— " 534"
gh 1+ tg4atg%n

= -1 = 1
=335, - B=arctg335.

Tedy 3n = 4o — p = 4 arctg} — arctg ;35 a fada (48) pro x = £, x = 335 velmi

rychle konverguje (rychleji ne% geometricka fada o kvocientu 1 : 25, popf. 1 :2392).
Cviceni
1. Vypottéte = s chybou men$i nez 10~ 1°,
<@

§ 6. Rada pro arcsin x. UZijeme podobného postupu jako pro arctg x, takZe mohu
zajisté postupovat trochu rychleji. V intervalu {— 1, + 1) je arcsin x spojita a ma
ve vnitfnich bodech tohoto intervalu derivaci (1 — x?)”%. Binomick4 fada (35)
dava pro 1] < 1

1 ©
(53) CsiEe Zt"( 2):2(-1)*ak:*,

k=0

kde

1.3.5...(2k = 1)
a, =1, a,= ro k>0.
0 , 2.4.6..2k ©

Klademe-li v (53) . = — x2, mame pro |x| < 1

(54) (1 = x%)7F = 5(x) + r(x),
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kde
(55) s(x) = Y apx®, r(x) = Z ax*
k=0 k=n+1
PoloZme
(2k+1
55a o,(x
(559) ()=l

takZe g,(x) = s,(x) pro kazdé x, a definujme funkci g,(x) pro |x| < 1 rovnici
(56) arcsin x = 0,(x) + 0,(x) (tedy ¢,(0) =0).

Funkce ¢,(x) je tedy spojita v intervalu {— 1, + 1) a ma v kaZdém vnitfnim bod&
tohoto intervalu derivaci

) = (arcsin )’ — (6 = (1 = )% = 5,() = r,(2)
(viz (54)). V&ta o prirastku funkce (véta 133) dava tedy pro 0 < x| < 1
(57) 04(x) = 0u(x) — 2,(0) = xr(Ox), 0<O<1.
Jezto zkejmd 0 < a, < 1, je podle (57), (55)

hid lx12n+3
le(¥)l = 1x Y ay0x)* < 2 x|t =
k=n+1 k=n+1 1 - le
pro 0 < |x] < 1. Pro |x| <1 je tedy lim ¢,(x) = 0 (pro x = 0 je to podle (56)

samozicjmé), tedy (viz (56)) arcsin x = lim g,(x), tj.

o0 t2k+1
58 arcsinx = Y a,— =
() kgo k2k+1
x 1 x> 1.3 x> 1.3.5 x7
R e - + ..
1 2 3 2.4 5+ 2.4, 6 7

pro |x| < 1. Pro |x| > 1 je fada v (58) podle d’Alembertova kritéria divergentni,
nebot

: 1.3.5...2n=3)(2n—1) x**' 2.4.6...2n—-2) 2n-1
e | 2.4.6...2n—2)2n 2141 1.3.5...2n—3) x¥!

- 2
mhim 22D ey
n— o 2"(2]‘1 + 1)
Zbyvaji hodnoty x = 1, x = — 1. JeZto jsme definovali o,(x) pro kaZdé x rovnici
(55a),'?) je 6,(x) mnohotlen a tedy, pro kaZdou hodnotu n,
(59) lim o,(x) = g,(1).
x=1=

19) 6,(x) je soudet prvnich # + 1 &lend fady (58).
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Jezto &lenové Fady (58) jsou pro x > 0 kladna &isla, je
04(x) < 0y(x) <o3(x) <... pro x>0.

Pro 0 < x < 1 se soudet celé fady (58) rovné arcsin x < 3, tedy tim spife ,(x) < i
pro kaZdé n a kaZdé x intervalu (0, 1). Podle (59) je tedy téZ o,(1) £ 3n pro kazdé n.
Posloupnost a,(1), 6,(1), 5(1), ... je tedy rostouci a shora omezena a mé tedy vlastni
limitu lim 0,(1) = 4.2°) Je#to o,(1) < in pro kaZdé n, je (viz kap. II, § 2, poznimka
4) té% A < in. BudiZ ¢ > 0; potom existuje x(0 < x < 1) tak, Ze arcsin x > in — ¢.
Pro tuto hodnotu x je tedy souget fady (58) vétsi neZ 3n — &. Nahradim-li v fadg (58)
toto &islo x Cislem 1, zvétsi se kaZdy €len a tedy i soudet této fady, takZe 4 > %n — &
Cislo A ma tedy tu vlastnost, Ze pro ka?dé ¢ > 0 je 3n — & < A < 3n; tedy je nutng
A = n; fada v (58) je tedy konvergentni i pro x =1 a m4 potom soudet 37 =
= arcsin 1, takZe rovnice (58) plati i pro x = 1. Zm&nou znameni zjistime, Ze (58)
platii pro x = — 1. Tedy celkem:

Véta 161. Rovnice (58) plati pro |x| < 1. Pro |x| > 1 je Fada vpravo divergentni.

Pro x =1 dostdvame z (58) p&kny, ale pro numerické potitdni nevhodny
vzorec

r 1,114,131, 1.3.51,
2 1 23 2.45 2.4.6 7
Cviceni

1. Z rovnice (58) pro x = 2 vypo¥téte s chybou men3i ne% 1074,

§ 7. Doplnéni teorie funkci goniometrickych®!). V kapitole VI jsme zavedli funkce
sin x, cos x takto: bez diikkazu jsme pfijali za spravné ,,Ctyfi zakladni vlastnosti®
téchto funkci; z téchto zékladnich vlastnosti jsme pak — zplisobem jiZ bezvadnym —
dokazali fadu dalSich v&t tykajicich se pfimo nebo nepfimo funkci sin x, cos x.
Tim jsme tedy vlastné dokazali toto: jestlize dv& funkce — jeZ nazvu sin x, cos x —
maji Ctyfi zakladni vlastnosti z kapitoly VI, jsou spravné veskeré véty, které jsme -
dosud odvodili; specialng také véta 156, podle niZ je pro vSechna x
3 5 2 .4

(60) sinx=.—x——zc—+x——...,cosx=1—x—+L—...

1 31 5! 2 4! <
Tedy: vyhovuji-li n&jaké dvé funkce étyfem zakladnim vlastnostem z kap. VI, jsou
tyto funkce nutng pro viechna x dany fadami (60). UkaZeme nyni naopak, Ze rovnice
(60) definuji pro viechna x dvé& funkce sin x, cos x, jeZ skuten& maji ony &tyfi za-
kladni vlastnosti. Tim bude tedy dokazéna véta:

20y 2 je tedy soudet fady (58) pro x = 1.
21y Doporuéuji &tendfi, aby si znovu precetl § 1 v kap. VI.
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Véta 162. Existuje jedna a jen jedna dvojice funkci — -oznaéme ji sin x, cos x —
jeZ md ¢tyri zdkladni vlastnosti z kap. VI, § 1. Tato dvojice funkci je pro vSechna x
definovdna rovnicemi (60).

AZ tuto vétu dokaZeme, ocitneme se zase na pevné pidé: tim budou také pifesné
dokazany vSechny dosud odvozené véty, v nichZ se vyskytuje sin x, cos x, Cislo =
(zavedené ve 3. zakladni vlastnosti) a funkce z nich odvozené, tj. tg x, cotg x, arcsin x,:
arccos x, arctg x, arccotg x.

Diikaz (véty 162). Rady (60) jsou konvergentni nejenom pro x = 0 (coz je
zfejmé), nybrZ pro kaZdé x (podle d’Alembertova kritéria); nebof pro x % 0 je

2

2n+1 — 1
lim |— @O X o<,
n—o (2" + 1)! )Cz”_1 n—+ o 2n(2n + 1)
2n — | 2
LQ_'Z_Z) =lim —  —0<1.
o |(20)! x3"72 nsw (2n — 1) 2n

Funkce sin x, cos x, definované rovnicemi (60), jsou tedy definovany pro viechna x
a maji tedy 1. zdkladni vlastnost.

DokéaZeme nyni, Ze pro vSechna x je
(61) (sinx)’ = cosx, (cosx) = —sinx

(znaky sin x, cos x znamenaji nyni oviem stile soudet prvni a druhé fady v (60)).
Pro libovolné x a pro h % 0 je podle (60)

sm(x+h)-—smx_Cosx=((x+h)—x_l)_

h h
(62) _<M_X_2>+<MS_‘_"_S_"_4>_ :
31h 2! 5'h 41 '
cos(x+h)—cosx+sinx=1— 1 _((x+h)2 —xz_ic_)_*_
h 2t h 1!
(63) + ((x+h)“—x4_£)_((x+h)6—x°_i)g{_m
41 h 3! 6! h 5!

Prvni &len v (62), (63) vpravo je nula; ostatni &leny maji a% na znameni tvar

(x+hp=x  x!
n!h (n— 1)’

Podle véty o pfiristku funkce Ize vyraz (64) psat ve tvaru
in -1 n—1

63) (n—1) (n— 1)

22) V rovnici (62) schiézeji ¢leny se sudym n, v rovnici (63) &leny s lichym n.

(64) n celé, n>12?

(& lezi mezi x, x + h).
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Jeit€ jedno pouZiti véty o prirlistku funkce dava vyrazu (65) tvar (¢ — x).7" 2.

:(n — 2)1,2%) kde 7 lezi mezi x; &, tedy mezi x, x + h; Ize tedy psat n = x + Oh,
0< 0O <1.Pro0 < |h| <1jetedy |n| < |x] + |Oh] < |x| + 1. Dale je |€ — x| <
< |h|, takZe procelé n > 1apro 0 < |h| < 1 je

(x+hy—x"  xV | & x| Wl*= < k| (Ix] + 1)"~2 -

n'h (n =1 (n—2) (-2
Prosta hodnota pravé strany rovnice (62), (63) je tedy pro 0 < |h| < 1 men3i nez?*)
< (Ix + 12 < (Ix] + 1)* |
=n. Yy LIy
Z (n—2) . -Zo k! ‘

{podle v&ty 157). Tento vyraz mé viak (pfi daném x) v bod& h = 0 limitu rovnou
nule, takZe podle (62), (63) je pro kazdé x

]im(sm(x+h)—s1nx —cosx) —o0,

h—0 h
lim (cos(x + h) — cos x + sin x) —o0,
-0 h
&imZ je (61) dokazéano. Jezto podle (60) je sin 0 = 0, cos 0 = 1, plyne z (61)
limsmx=limsmx—sm0___ d sin x — c0s0 =1:
x+0 X x-+0 b dx J.-0o

tim je dokdzdna téz &tvrtd zdkladni vlastnost.
Z (61) plyne
(sin? x + cos® x)’ = 2sinx.cosx + 2cos x.(— sinx) =0

pro kaZdé x; tedy je funkce sin® x + cos® x konstantni v intervalu (— o, + o),
jeZto tato funkce ma pro x = 0 hodnotu 1, ma tuto hodnotu stéle, tj.

(66) sin? x + cos>x = 1 pro viechna x .
BudiZ a libovolné &islo a sestrojme tuto funkci:
¢(x) = (sin (x + a) — sin x cos a — sin a cos x)? +

+ (cos (x + a) — cos x cos a + sin x sin a)?.

Podle (61) a podle obecnych vét o poditani derivace je pro kazdé x
@'(x) = 2 (sin (x + a) — sin x cos @ — sin a cos x) (cos (x + a) —
— cos x cos a + sin a sin x) +
+ 2(cos (x + a) — cos x cos a + sin x sin a) (— sin (x + a) +

+ sin x cos a + cos x sin a),

23) 0! znamena oviem jednidku.
24y V druhém souttu pisi k misto n — 2.
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takZe ¢'(x) = O (nebot druha zivorka se rovna tfeti, prvni se a% na znameni rovna
&tvrté). Tedy je ¢(x) konstantni v intervalu (— oo, + ). JeZto sin0 = 0, cos 0 = 1,
je ¢(0) = (sin a — sin a)® + (cos @ — cos a)* = 0, tedy ¢(x) =0 pro viechna x.
Ale ¢(x) je soudet dvou &tverct: ¢(x) = A% + B*> = 0,atedy A = 0, B = 0(jinak by
bylo ¢(x) > 0). Pro kazdé x a kaZdé a je tedy

sin(x + a) — sinxcosa —sinacosx =0,

cos(x + a) — cosxcosa + sinxsina =0;
mimoto plyne z (60) ihned sin(— x) = — sinx, cos(— x) = cos x pro kaZdé x;
tim je dokdzdna i druhd zdkladni vlastnost.

PiSme

. X x? x5 x? x° x?
sinx =—(1l—-—)+ —(1=——)+—(1- T
1! 2.3 5! 6.7 9! 10. 11

je-li 0 < x < 2, je x> < 4 a tedy jsou vSechny zavorky kladné, takZe sin x > 0 pro
0 < x < 2. JeZto funkce sin x, cos x jsou spojité v intervalu (— o0, + 00),%?) vidime:
funkce cos x je spojitd v intervalu <0, 2) a ma zapornou derivaci — sin x v kaZzdém
vnitinim bodé& tohoto intervalu; podle véty 135 je tedy cos x funkce klesajiciv inter-
valu €0, 2). PiSme

2 2 6 2 10 2
cosx=1—x—1—i— —Ll—x— I X — .
2! 3.4 6! 7.8 10! 11.12

pro x = 2 jsou vSechny zavorky kladné, tedy je

Je#to cos0 =1 >0, cos 2 < 0, existuje v intervalu (0, 2) podle véty 129 &slo o
tak, Ze cos ¢ = 0 (0 < « < 2):2%) JeZto cos 0 = 1, cos a = 0 a jeZto cos x je klesajici
v intervalu <0, a), je

(67) (sinx) =cosx>0 pro 0<x<ua.

Podle véty 135 je tedy funkce sin x rostouci v intervalu <0, «); jeZto sin 0 = 0, je
sin @ > 0; jezto cos & = 0, je podle(66) sin® « + cos® & = sin® & = 1, tedy sina = 1
(nikoliv sin « = — 1). Existuje tedy vskutku &islo & > 0 takové, Ze sin x je rostouci
v intervalu <0, o) a Ze sin & = 1; mimoto je sin 0 = 0. Tim je dokdzdna i tFeti zd-
kladni vlastnost (&islo %n je pravé toto &islo «, takZe m je definovano rovnici n =
= 20).27)

2"’) Nebot maji podle (61) derivaci pro kazdé x.

26y Jezto je cos x klesajici v <0, 25, existuje v tomto intervalu pouze jedno takové &islo «; ale to

nas nezajima.
27y Poznamenejme, Ze &islo 7 je tieti zakladni vlastnosti Uplné urdeno: funkce sin x je rostouci

v intervalu <0, 37> a doséhne hodnoty 1 pro x = 2z. Cislo iz je tedy nejmensi ze viech
kladnych cCisel x, pro néz je sin x = 1,
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Poznidmka 1. Vétou 162 je teorie goniometrickych a cyklometrickych funkci
postavena na pevny ziklad. Ctenafi by oviem bylo asi milé, kdybychom zjistili, Ze
&islo 7 a funkce sin x, cos x (definované rovnicemi (60)) maji vyznam b&#ny z geo-
metrie. JeZto vSak tento vyznam je zaloZen na pojmu ,,délka oblouku®, musime s tim
poseckat tak dlouho, aZ pojem délky oblouku zavedeme. ’

Poznamka 2. Ctyfi zakladni vlastnosti uplnd charakterizuji funkce sin x,
cos x: kaZzda dvojice funkci majici tyto vlastnosti je nutné totoZna s dvojici defino-
vanou rovnicemi (60). Vybral jsem tyto ,,zakladni vlastnosti® tak, aby se z nich dalsi
vlastnosti funkci sin x, cos x daly snadno odvozovat (viz kap. VI, §2). Je viak moZ-

wwr

né volit jesté jednodussi soustavy ,,zakladnich vlastnosti, jeZ stadi k tplné charak-
terizaci funkci sin x, cos x. Viz o tom cviéeni 1; jesté jednodussi systém zékladnich
vlastnosti viz v knize K. Petra, Podet differencialni, str. 120, nebo v mé knize Di-
ferencialni podet II (vydéni z r. 1956), str. 592—601.

Cvicent

1. Ozna&me (islici 5 tuto vlastnost: sin 0 = 0, cos 0 = 1. Tvrdim: maji-li dv& funkce, jeZ
oznalim sin x, cos x, vlastnosti 1, 2, 4, 5, jsou tyto funkce dény rovnicemi (60) (vlastnost 5 ma
podstatné jednodus$i charakter neZ vlastnost 3, kterou nahrazuje). Ndvod k diikazu: jako v kap.
VI, § 2 odvodime z 2, 5 rovnici sin? x + cos? x = 1 a rovnice pro cos« — cos 8, sina — sin f.
Tedy [sin x| =< 1, [cos x| < 1, naleZ snadno (s uZitim vlastnosti 4) dokaZeme spojitost, a vzorce
(sin x)’ = cos x, (cos x)’ = — sin x; odtud postupné& plyne existence derivaci viech tadd a jejich
hodnoty; uZijeme potom Maclaurinova vzorce se zbytkem (13) pro f(x) = sin x a pro f(x) =
= cos x. Jezto | f"*1)(Ox)| < 1, ma zbytek limitu 0 a odtud plynou rovnice (60).

Nasledujici dv& cviCeni obsahuji dv€ drobnosti, které se tasto vyskytuji.

2. Je-li @ + b2 = 1, existuje &slo « tak, e cosa = a, sina = b. Viechna takovi & jsou
déina vzorcem « = arccos a + 2km (k celé), je-li b =0, a vzorcem & = — arccos a + 2kw
(k celé), je-li b < 0 (pro b = 0 tedy oba vzorce ddvaji tytéZ hodnoty « — pro¢?). Hodnota « je
tedy jednoznaéné uréena aZ na nasobek Cisla 27.

3. Budiz a® + 5% > 0. Potom existuje kladné &islo 4 a &islo « tak, Ze pro viechna x je
acos x + bsinx = A cos (x — «). Cislo 4 je &isly a, b jednozna&né uréeno (je to nejvétsi hod-
nota funkce acos x + b sin x), &islo & je ureno aZ na nasobek &isla 27 (je to jedna z onéch
hodnot x, pro néz uvedena funkce nabyva své gejvétsi hodnoty).

4. K funkcim cos x, sin x jsme dospéli z jejich ,,zdkladnich vlastnosti‘‘; 1ze vS§ak k nim
dospét jesté jinak. Hledejme, které funkce f(x) spliiuji rovnici

(68) f”(x) = — f(x) pro viechna x.

Spliuje-li f(x) rovnici (68), je fP¥(x) = (= DEF(), FH*FD(x) = (= DX ) (k= 1,2,3,...)
PoloZite-li £(0) = a,f'(0) = b, obdrzite snadno, Ze je (Maclaurinova fada!)

x*  x* xS ) x x> x°
(69) f(X)=a(l—E!-+4T—6—'+“. +b —'—_.‘I'—:—... .

(Ze je lim R, 41 = 0, snadno zjistite na zdklad& této pozndmky: je-li zvoleno &islo x = 0, existuje
Zislo K (zvislé na x) tak, Ze pro viechna ¢ mezi 0, x je [f(r)| < K, |f'(t)| < K, tedy téz If("+1)(,)l <
< K.) Ze funkee f dan4 rovnici (69) skutecng spliiuje rovnici (68), poznite, vypodtete-li derivace
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fad v ni se vyskytujicich, coZ jsme provedli v § 7. Specidlné: ona funkce f(x), jeZz vyhovuje rovnici
(68) a podminkdm f(0) = 1, f/(0) = 0, je déna fadou 1 — x?:2! + x*:4! — ..; podobng&
vedou podminky f(0) = 0, f'(0) = 1 k fadé x: 1! — X330 4 ... VySetfovani rovnice (68) vede
zcela pfirozené k zavedeni téchto funkci, jimZ, jak vime, Fikdme cos x, sin x. VSimaéte si
viak, Ze jsme v tomto cvieni vibec neuzili svych védomosti o funkcich cos x, sin x.

5. Obdobné zjistéte (bez pouZiti vlastnosti funkce e*) toto: vSechny funkce f(x), jez pro
v3echna x spliiuji rovnici f/(x) = f(x), jsou dany rovnicif(x) = c¢(l + x: 1! + x2: 21 + x3:3! +
+ ...

Poznamka. Rovnice, které udavaji vztahy mezi proménnou x, jeji funkci y a derivacemi
¥, ¥,»y", ..., s¢ nazyvaji diferencidlni rovnice; napf. xy” — (1 + xyy’). (y")3 = 0 je takova
_ diferencialni rovnice. Nauka o diferencidlnich rovnicich je velmi rozsihla a rozvétvena a zcela se

vymyka programu této knihy. Dv& jednoduché diferencidlni rovnice, totiz y" = —y, y' =y
jsme pravé roziesili (tj. nasli jsme viechny funkce f(x), jez t¢émto rovnicim vyhovuji).
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