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Kapitola XIII
FUNKCE DVOU PROMENNYCH

§ 1. Funkce dvou proménnych. V matematické teorii i v aplikacich se vyskytuji
vedle funkci jedné proménné téZ funkce vétSsiho po&tu proménnych. Tak napf.
plocha P obdélnika o stranich x, y je P = xy, zavisi tedy na dvou promé&nnych x, y;
povrch 'kvadru o hranach x, y, z je 2(xy + yz + zx) a zavisi tedy na tfech promén-
nych x, y, z. Pro zjednoduSeni se¢ zde omezime na funkce dvou proménnych; véty,
kieré v této kapitole odvodime, daji se snadno pfenést na funkce vétsiho poétu pro-
ménnych.

Je pohodIné a udelné zavést geometrické nazvoslovi. MnoZinu vSech uspofa-
danych dvojic &selnych [x, y] nazveme rovinou (coZ jsme jiz dfive udinili), mnoZinu
viech uspofadanych trojic &iselnych [x, y, z] nazveme prostorem. KaZdou dvojici
[x, y] nazyvame bodem v roving; &isla x, y jsou soufadnice tohoto bodu. Dva body
[x, ], [&, 1] povaZujeme za stejné tehdy a jen tehdy, je-li x = &, y = n; piseme
potom [x, y] = [&, n]; nejsou-li tyto dva body stejné, piSeme [x,y] + [&, n];
to tedy znamena, Ze je budto x = & nebo y = # (nebo oboji). Obdobné: uspofddanou
trojici [x, y, z] nazyvdme bodem v prostoru, &isla x, y, z jsou jeho soufadnice. Dva
body v prostoru [x, y, z], [&, #, {] povaZujome za stejné tehdy a jen tehdy, je-li
x=¢, y=mn,z={a piSeme potom [x, y, z] = [, 1, {]; nejsou-li tyto dva body
stejné, piseme [x, y, z] * [£ 1, {].

BudiZ nyni M libovoln4d mneZina bodit v roving (tj. mnoZina &iselnych dvojic
[x, y]); je-li kazdému bodu [x, y] mnoZiny M pfifazeno jisté redlné &islo z, fikame,
Ze z je funkci proménnych x, y v oboru M; mnoZina M je obor této funkce. Funkce
dveu proménnych znagime podobné jako funkce jedné proménné; je-li napf. funkce
oznacena pismenem f, znaéi f(x, y) hodnotu funkce f v bodg [x, y], tj. onu hodnotu
2, jeZ je piifazena dvojici [x, y].

Priklad 1. Funkce f budi definovana rovnici f(x, y) =

x2y
pro vsechna
y

x —
X, y, pro néZ tento vyraz ma smysl. Oborem této funkce je tedy mncZina viech bodii
[x, ¥] v roving, jez nelezi na pfimce y = x (tj. jeZ nevyhovuji rovnici x = y). Je
4.4 2.2 —_
napf. f(2,3) = 22 . = g ,fG.2) = T, g\/ 2, kdeZto napt. symbol f(1,1)
-1 A
Nema smyslu.

Jako u funkci jedné prom&nné vZivame i zde tzv. grafu. BudiZ f funkce v oboru
M; grafem této funkce nazyvidme mnoZinu viech bodi tvaru [x, v, f(x, )], ti

"
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mnoZinu viech bodi [x, y, z], kde [x, y] je libovolny bod oboru funkee f a z je
hodnota funkce f v bodé [x, y]. Rikdme n&kdy, Ze tento graf (tj. mnoZina bodi
[x, y, z], vyhovujicich rovnici z = f(x, y)) tvofi ,,plochu®, aniZ oviem pfitom
feSime otazku, zda tato ,,plocha® ma vlastnosti, jeZ ndm nazor o jednoduchych
plochach podava. Ctenaf, ktery si vzpomina ze $koly na prostorové modely riiznych
ploch, by moZna tento ,,graf* nazval spise ,,modelem®.

Dvé funkce f, g povaZujeme za totoZné tehdy a jen tehdy, maji-li tyZ obor M
a plati-li v kazdém bodg [x, y] oboru M rovnice f(x, y) = g(x, y). Jinak Feceno:
dvé funkce povaZujeme za totoZné, maji-li tyZ graf.

Nejdokonalejsi smyslovou pfedstavu o funkci f(x, ) ndm dava oviem prosto-
rovy model plochy z = f(x, y); na papife si miiZeme vypomoci metodami deskrip-

Obr. 45. Obr. 46.

tivni geometrie, tfeba Sikmym nebo centrélnim primétem, nebo kétovanym promi-
tanim: v roving [x, y] nakreslime pro n&kolik hodnot ¢ ,.kfivky f(x, y) = ¢* (tj.
pro ka?dé takové ¢ sestrojime mnoZinu onéch bodd [x, y], pro n& je f(x, y) = )
a ke kaZdé takové kiivce pripiSeme pfislusnou hodnotu ¢. Viz obr. 45, kde je tento
postup proveden pro funkei z = xy (napf. &islici 2 je oznadena mnoZina viech bodi
[x, ¥], pro n&z je xy = 2).

Jesté jednu poznamku. JestliZe ve funkci f(x, y) (jeji obor budiz M) poloZime
za y n&jaké pevné &islo, tieba y,, dostadvame vyraz f(x, yo), ktery je funkci jediné
proménné x; tato funkce je definovana pravé pro ty hodnoty x, pro néZ bod [x, yo]
patfi do oboru M. Graf funkce f (x, yo) dostaneme, protneme-li ,,plochu* z =
= f(x, y) s,rovinou® y = y, (na obr. 46 je toto grafické znazornéni siln vytaZeno).
Podobng dostaneme funkci f(xo, ¥) jedné proménné y, dosadime-li do f(x, y) za x
pevné Cislo x,.
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Piiklad 2. Pro funkci f z pfikladu 1 dostavame f(x, ¥,) = ; tato funkce
= Yo

x2
je definovéana pro viechna x # y,. Napt. f(x, 0) = —1-(pro x #+0), f(x,2) = >

. x X —

y l :
(pro x =% 2) a obdobng f(1, y) = ] 2 (pro y * 1), f(0, y) = — = (pro y & 0) atd.

=Y y

Zavedeme jesté pojem dvojrozmérného intervalu. Jsou-li J;, J, dva intervaly
(v dosavadnim smyslu, tzv. jednorozmé&rné intervaly) — omezené nebo neomezené —
oznaujeme znakem J, x J, mnoZinu viech bodi [x, y] v roving, pro néZ x leZi v Jis
¥ v J,. MnoZinu J = J; x J, nazyvame pak dvojrozmérnym intervalem. Jsou-li
Jy, J, oteviené intervaly, nazyvame také interval J, x J, otevienym; budeme
hlavné uZivat otevfenych dvojrozmérnych intervald.

Cvideni

1. Jsou-li J, = (a, b), J, = (¢, d). omezené intervaly, je J; X J, mnoZina viech bodi
{x, ¥], pro néz je a < x < b, ¢ <y < d; jsou to body uvnitf obdélnika, jejz ¢tendf snadno
nakresli. Ctenaf nechf sim rozvazi, jak vypad4 otevieny interval Jy X Jy, je-li aspoii jeden z in-
tervall J, J, neomezeny (je n&kolik pfipadi moznych).

2. VysSetfujte obecnéji Jy x J, i pro ten pfipad, Ze Jy, J, jsou jakékoliv intervaly (tfeba
Jy uzavieny, J, polouzavieny apod.); promyslete si vechny mozné pfipady (rozdil proti cvide-
ni 1 je v tom, Ze si musite pfesn& rozmyslit, které body leZici ,,na hranici* intervalu J; X J,
k nému patii a které nikoliv).

3. Zavedte a promyslete si ,,trojrozmérné intervaly” J; X J, X J3 (to je oviem mnoZina
onéch bodt [x, y, z], pro néZ je x € J;, y €J,, z € J,; pfitom jsou oviem J,, J,, J5 jednoroz-
mérné intervaly). ’

§ 2. Spojitost a limita. Funkci f(x, y) nazyvame spojitou v bodé [*0s yol. jestliié

plati — pibliZng fedeno — toto: leZi-li bod [x, y] blizko bodu [x,, yo], ti. lisi-li se x
malo od x, a y mélo od y,, lisi se f(x, y) malo od f(xo, ¥o). Pesné:

Definice 31. O funkci f(x, y) Fikdme, Ze je spojitd v bodé [x,, y,], jestlize ke
kaZdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze nerovnost

1) 1£(%, ¥) = f(x0» o)l < &

plati pro viechny body [x, y], pro néz je{x — x| < 8, |y — y,| < 6.%)

Dale fikdme, Ze funkce f(x, y) ma'v bod& [xo, yo] limitu A, jestlize se — pfi-
blizn& YeCeno — hodnota f(x, y) neomezend bliZi &islu A4, kdy% se bod [x, y] —
zistavaje riznym’od bodu [x,, yo] — bliZi bodu [x,, yo]. Piesné:
1y Tj. pro viechny body intervalu (xo — 6. xo +6) X (¥g — 6, ¥o + 8); tento interval je

&tverec o stfedu (xo, ¥o) a o stran€ 20. V bod€ (x,, o) plati oviem nerovnost (1) sama sebou,
jakmile f(xg, o} je definovino, nebot leva strana se rovnd nule.

21 — Jarnik: Diferencidlni poZet I.
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Definice 32. Funkce f(x, y) md v bodé [x,, yo] limitu A, jestliZe ke kaZdému
¢ > 0 existuje 8 > 0 tak, Ze nerovnost |f(x, y) — Al < & plati pro viechny body
[x, y] intervalu (xo — 3, xo + 8) x (yo — 8, yo + 9), jeZ jsou rizné od bodu
[xo, yo]-

Véta 163. Funkce f md v bodé [x,, y,] nejvyse jednu limitu.

Dtkaz. Ptedpokladejme, Ze dv& riizna &isla A, B jsou limitami funkce f v bodé&
[Xo, yo]- PoloZme & = 3|B — A|, takZe ¢ > 0. Podle pfedpokladu existuji &sla
6, > 0,6, > 0 tak, Ze plati

(2 1f(x,9) — Al <& Jjeli [x,y] # [x0 Yol Ix = X0l < 8.
[y — yol <6,

(3) If(x,y) — Bl <&, jeli [x,y] = [xo.¥0]s Ix = x0] <95,
[y — yol <95.

Zvolme x, y tak, Ze [x, y] * [0, yo]. X — Xol < Min (3, 8,), 1y — yo! <
< Min (8, 8,); napf. x = xo + 3 Min (3, 8,), y = yo. Potom plati (2)i(3), takze
|4 = B] £ |4 = f(x.»)l + 1f(x, ) — Bl < 2.

coZ je spor, ncbot |[A — B| = 2e.
Poznamka 1. Ditkaz véty 163 je zcela obdobny diikazu véty 101; pouze misto
x se giSe dvojice x, y a misto jedné nerovnosti tvaru |x — x,| < & se piSe dvojice
nerovnosti [x — xo| < 8, [y — yol < 4. V dal§im vykladu asto pfenechavam &tenafi
takové diikazy, které jsou zcela obdobné dikaziim obdobnych vét pro funkce jedné
proménné.
Limitu funkce f v bod& [x, ¥o] zna¢ime znakem lim f(x, y)nebo  lim f(x, y);
x=xo [x,y1=[x0.y0]
y=*Jo
né&ktefi auteii pisi = misto —. Srovnanim definice 31 s definici 32 okamZité plyne
Véta 164. Funkce f(x, y) je spojitd v bodé [x,, yo] tehdy a jen tehdy, je-li
llm f(x’ y) = f(XOr yO)'

[x,y1-[x0,¥0]

Véta 165. Budiz?) lim f(x, y) = A, lim g(x, y) = B. Potom je
lim |f(x, y)) = Al lim(f(x, y) + g(x,y)) = A+ B,

X, {
lim f(x, y) g(x, y) = AB a v pfipadé B # 0 té: limM =2
g(x,y) B.

Véta 166. Jsou-li funkce f, g spojité v bodé [x,, o), jsou v tomto bodé spojité
téz funkce |f(x, y)l, f(x,y) + 9(x,¥), f(x,)g(x,y) a v piipadé g(xo0. ¥o) # O
9(x,»)

2) Pro zkrdceni vynechiavam nékdy, nehrozi-li nedorozuméni, znak [x, 1 = [xg, ¥ol-

téZ funkce
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Diikazy t&chto dvou vét pfenechavam &tenéfi; viz obdobné dikazy vét 106, 97
provedené v kap. V, § 5.

P¥iklad 1. Je-li f(x, y) konstantni (tj. ma-li f ve viech bodech touZ hodnotu),
je f spojita v kaZdém bod& (nebot f(x, y) — f(xo, ¥o) = O pro libovolné dva body
[x. ] [xo» ¥oD)- .

Pfiklad 2. Budiz f(x, y) = x v kazdém bodé& [x, y], tedy napf. f(2,5) =
= f(2,0) = f(2, —3) = 2, f(7, 5) = 7 atd.?) Tato funkce je spojita v kaZdém bod&
[x0s ¥o]. Ditkaz: budiz & > 0; poloZme § = &. Pro [x — xo| < &, |y — yol < je
potom vskutku |f(x, y) — f(xo, yo)l = |x — x| < & =& Podobn& je funkce
g(x, y) = y spojita v kazdém bodg.

Piiklad 3. Obecnéji 1ze napft. kaZzdou funkci jedné proménné pojimat jako funk-
ci dvou prom&nnych, pfesné fefeno takto: budiZ f(x) funkce v oboru M (obor M je
tedy jistd mnoZina na ose &iselné). Definujme funkci g(x, y) dvou promé&nnych takto:
je-li x e M, y libovolné, budiz g(x, y) = f(x).*) Tém&f samoziejmé je toto: funkce g
je spojitd v bod& [x,, yo] tehdy a jen tehdy, je-li f spojita v bod& x,. Nebot pii spo-
jitosti funkce g v bod& [x,, ¥o] jde o splnéni nérovnosti

l9(x, ¥) — (%0, Yo)l < & Pro |x — xol <8, |y — yol <9,

tj. o spInéni nerovnosti [f(x) — f(Xo)| < & pro [x — x| < &;°) ale tyto nerovnosti
vystupuji prave v definici spojitosti funkce f(x) v bodg& x, (definice 17).

Priklad 4. Celistvou raciondlni funkci (nebo také mnohotlenem) proménnych
x, y nazyvime soudet konedného poétu &lent tvaru cx*y', kde c, k, I jsou konstanty,
k = 0 celé, I = 0 celé; napt. 2 + /3. x%y + 4x* — 2xy® + ny? (o tcmto mnche-
¢lenu Fikame, Ze je stupné &tvrtého, protoZe v ném vystupuje soudin xy*, v némz
soudet mocniteld pii x, y je 1 + 3 = 4, ale nevystupuje v ném Zadny ¢len, v némz by
byl soudet mocniteld v&si nez 4). Podle pfikl. 1, 2 a podle véty 166 je kazda celistva
raciondlni funkce spojitd v kaZdém bod&. Tzv. raciondini funkce, tj. podil dvou
celistvych racionalnich funkci, je spojitd v kaZdém bodg, v némZ je jmenovatel
rizny od nuly.

MoczZnost rozhodnout o spojitosti dalsich funkci ddva ndm véta o spojitosti
sloZenych funkci. Zde jsou mcZné riizné pfipady, napt.:

I Je z = f(u), u = ¢(x), takZe z = f(¢(x)); tento p¥ipad byl probran v kap. V,
véta 98.

IL Je z = f(u), u = ¢(x, y), takZe z = f(@(x, y)) se jevi jako funkce dvou pro-
ménnych x, y.
3) Graf je ,rovina z = x*; predstavte si to! Ze hodnota funkce f(x, y) vibec nezavisi na y,
nybrz jenom na x, nevadi: kazdé dvojici [x, y] je pfifazeno urdité &islo, totiZz pravé Cislo x.
4) Graf funkce g dostanete ovSem takto: v roving x, z provedete graf funkce f a kazdym bodem
ktivky z = f(x) vedete rovnob&zku s osou y. ’
5) Nerovnost |y — ¥o| < 8 je zde bezvyznamna, jezto f(x), f(xg) nezavisi vitbec na y, yq-

21
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IIL Je z = f(u, ), u = ¢(x), v = Y(x), takZe z = f(p(x), Y(x)) se jevi jako
funkce jedné proménné x.

IV. Je z = f(u,v), u = o@(x.y), v=y(x,y), takZe z = f(o(x,¥), ¥(x,¥))
se jevi jako funkce dvou proménnych x, y.

K tomu pfistupuji jedt8 dalsi pfipady, napt. z = f(u, v), u = ¢(x, y), v = Y(x),
takZe z = f(¢(x, y), Y(x)) se jevi jako funkce dvou proménnych x, y atd. Stadi
probrat nejsloZitéjsi ptipad 1V; ostatni pfipady jsou v ném obsaZeny, nebot funkce -
jedné proménné f(u), ¢(x), Y¥(x) atd., v nich se vyskytujici, Ize podle ptikl. 3 pojimat
jako funkce dvou proménnych, pfiéemZ se spojitost neméni.

Véta 167. Funkce ¢(x, y), Y(x, y) budte spojité v bodé[xo, yo]; funkce f(u,v)
budiz spojitd v bodé [uo, vo], kde klademe uy = ¢(xo, yo), o = Y(xo, yo). Potom
Jje funkce (proménnych x, y) f(@(x, y), ¥(x, y)) spojitd v bodé [xo, yo]-

Diikaz je obdobny dikazu véty 98; ale provedme jej. BudiZ ¢ > 0; méame
dokazat, Ze existuje 6 > 0 tak, Ze je

O] 1f(@(x, ¥) ¥(x, ¥)) = f(@(X0s Yo)s ¥(Xo0» Yo))l < &

Pro |x — xo| < 6, |y — yol < 6. K &islu ¢ existuje n > 0 tak, Ze pro |u — uy| < 1,
{v — vl <nje

©) - 1f (u, v) — f(uQ, vo)l < e.

K d&islu # existuji &isla 6, > 0, 6, > O tak, Ze je

©) lo(x, ) = o(x0 o)l <1, ti- o(x, y) = ol <7
Pro [x — x| <A51,: Iy = yol <6, a
©) W(x, ¥) — ¥(x0, o)l <1, tj. [¥(x, ) —vol <17

Pro [x — x| < 8;, |y — yol < 8,. PoloZme & = Min (6y, 8,); je-li [x — x| <
<8, |y — yol < 8, plati nerovnosti (6), (7) a tedy téZ nerovnost (5), piseme-li v ni
@(x, y), ¥(x, y) misto u, v; to je viak pravé hledani nerovnost (4), nebof uy =
= (P(xm J’o): Uy = ‘//(xm .Vo)-

Ptiklad 5. Funkce sin (xy) je spojitd v kaZdém bodg. Diikaz: polcime z =

= sin u, u = xy; xy je spojitd v kaZdém bod§, sin u rovnéz.
.
y
X je spojita v kazdém bodé [xo, ¥o], kde xo > 0, X * Yo

xX=Yy

Dikaz: pro x > 0 je x” = ¢’ '**. Funkce Ig x°) je spojitd v kaZdém bodg [x, y],
kde x > 0; funkce y6) rovnéZ; totéZ plati tedy o soudinu y . lg x. Funkce " je spojita
v kaZdém bodg u; tedy je ¢’ '** spojitd v kazdém bodé& [xo, o], kde xo > 0. Funkce

X — y je spojitd a riizna od nuly v kaZdém bodg [x,, yo], kde yo + X,: Tedy je podil

Pfiklad 6. Funkce

) Pojiman4 jako funkce dvou proménnych x, y; viz pfikl. 3.
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x” 1 (x — y) spojity v kaZdém bod& [x,, yo], pro n&jz je x, > 0, x4 * y,. Probiral
jsem piiklady 5, 6 schvalng trochu rozvla¢né; zkuseny &ten4f pozna spojitost takovych
funkci téméf na prvni pohled.

Jestlize ve funkci f(x, y) dosadime za y pevnou hodnotu y,, dostavdme funkci
jediné proménné x, totiZ f(x, yo). Plati pak tato véta:

Viéta168. Je-li funkce f(x, y) (dvou proménnych x, y) spojitd v bodé [xo, yo),
je funkce f(x, yo) (jedné proménné x) spojitd v bodé xo a funkce f(x,, y) (jedné pro-
ménné y) spojitd v bodé y,.

Dtkaz. PoloZme pro v&tsi jasnost g(x) = f(x, yo). BudiZ & > 0; podle pted-
pokladu existuje & > 0 tak, Ze nerovnost |f(x,y) — f(xo, ¥o)l < € plati pro
Ix — xol <6, |y — yol < 6;7) specialng plati tedy tato nerovnost pro vSiechny body
[x, ], pro néz je |x — xo| <9,
y = yo.0) takZe pro |x — x| < &
je 1f(x» ¥o) — f(xos ol <& tj.
lg(x) — g(xo)l < e, &mZ je prvni
tvrzeni dokazéno.

LA

5 8 ]

Obr. 47. Obr. 48.

Podobng se dokaZe druhé tvrzeni (viz siln& vytaZenou svislou Gse¢ku na obr. 47).
Ne&kdy se vyslovuje obsah této véty téZ takto: funkce f(x, y), jeZ je spojitd v bodg
[x0, ¥o], je v tomto bod ,,spojita vzhledem k prom&nné x* a té% ,,spojita vzhledem
k proménné y*. Obratit se tato véta neda, jak ukazuje tento zajimavy

Ptiklad 7. Budiz

8 _ 2xy_'
(_) f(x, y) i

pro [x, y] # [0, 0], (0, 0) = 0. Funkce f je spojita v kaZdém bod& riizném od po-
¢atku (racionélni funkce!). Pro viechna x je f(x, 0) = 0 (pro x % 0 to plyne z rovnice
(8), pro x = 0 z rovnice £(0, 0) = 0); pro viechna y je f(0, y) = 0. V bod& [0, 0]
je tedy funkce f spojita ,,vzhledem k x* i ,,vzhledem k y*‘. Ale funkce f(x, y) neni

7) Tj. pro viechny body uvnitf &tverce nakresleného na obr. 47.
8) Tj. pro viechny body, leZici na silng vytaZené vodorovné usece na obr. 47.
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spojitd v bod& [0, 0]. Nebot f(0, 0) = 0, kdeZto v libovolné blizkosti bodu [0, 0]
leZi body, pro n& je f(x, y) = 1; stadi totiZ volit x # 0 (ale libovolng& blizko nule)
a potom volit y = x, nageZ podle (8) je f(x, x) = 2x.x : (x* + x?) = 1. Priibéh
této funkce v okoli pocétku je vilbec zajimavy; sledujme jej na kétovaném priimétu,
viz obr. 48. Na obou oséch (tj. pro x = 0 nebo y = 0) je f(x, y) = 0. Je-li y = kx
(k =0, x %0, tj. lezi-li bod [x, y], riizny od po&itku, na pfimce o smérnici k,

jdouci po&atkem), je f(x, y) = (na obr. 48 jsou zakresleny pfimky o smérnici

k* +1
+1,+2,+4,+ %, + 1+ v potatku je f(0,0) =0, coZ oviem z ‘obrazku neni
patrné). BliZi-li sc bod po&atku nap¥. po pfimce y = 2x, je stale f(x, y) = %, pokud se
nedostanu do pocatku; v po€aiku skodi nahle funkce f na nulu. Pouzz postupuji-li
po ose x nebo y, nenastane Zadny skok. Snad si &tenaf uZ dovede udinit ptedstavu
o prib&hu funkce f(x, y); zarovei vidi, jak sloZity mie byt pribsh funkci dvou
proménnych, i takovych, jeZ jsou dany velmi jednoduchymi podetnimi vyrazy.
Obdobné k vété 168 plati podobni véta o limitach:

Véta 169. Existuje-li limita lim  f(x,y) = A, je téf lim f(x, yo) =

[x,y1-[x0,Y0] X=X0
= lim f(x,, y) = 4.
y=Yo

Diikaz. BudiZ e > 0; existuje-li prvni limita, existuje 6 > 0 tak, Ze pro [x, y] +
*+ [x0, Yol» X — %ol <6, |y — yol <& je |f(x,y) — A] <e. JestliZe tedy plati
0 < |x —x0] <8, je [f(x, yo) — Al <e (nebot' [X, yo] +* [xo, yo], [x — xof < 8.
1yo — Yol < &) a obdobn&: je-li 0 < |y — yol < &, je |f(xo, ¥) — 4| < &.

Ptiklad 8. Obratit se tato véta ned4; je-li f funkce z pfikl. 7, je lim f(x, 0) =

x—0
=limf(0,y) =0, ale lim f(x, y) neexistuje, jak je patrné z diskuse podané
y—0 [x,y1-[0,0]
v piikl. 7.

Poznamka 2. Pojmy ,,spojitost* a ,,limita* maji i u funkci dvou proménnych
lokalni charakter: je-li [x,, yo] bod, je-li 8 > 0 a je-li f(x, y) = g(x, y) ve viech
bodech intervalu (xo — 6, xo + 8) % (yo — 8, yo + 8), potom plati: je-li f spojita
v bodg [xo, yo], je téZ g spojita v bod& [, yo]. Podobné pro limitu v bod& [xo, y,];
pfi limit& nezaleZi dokonce ani na hodnot& funkce v bod& [x,, y,].

Poznamka 3. BudiZ J dvojrozmérny otevieny interval; je-li funkce f spojita
v kaZdém bod¥ intervalu J, fikame kratce, Ze je spojitd v intervalu J. Z poznadmky 2
plyne: je-li f(x, y) = g(x, y) ve viech bodech intervalu J a je-li f spojita v J, je téz
g spojita v J.
Cvideni®)
1. Je-li lim f(x, y) = lim A(x, y) = A a existuje-li ¢islo 6 > 0 tak, Ze pro [x, y] =+ [xq, ¥5l.
Ix = xol <6, |y — yol <8 je f(x, ) = g(x,5) = h(x, y), je téZ lim g(x, y) = A.

%) Znak [x, y] - [xg, ¥o] vynechivim.
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2. Je-lilim f(x, y) < lim g(x, ), existuje &slo d >> 0 tak, Ze pro [x, y] #+ {x, yol. [x — xol <
< 6’ ly - yOl <é jef(x’y) <g(xvy)-

3. Existuje-li 6 > 0 tak, Ze pro [x, ¥] & [xg, yol, [x — xo| <9, [y — ¥ol < d je flx, ») =
= g(x, y) a existuji-li.lim f(x, y), lim g(x, ), je lim f(x, y) < lim g(x, »).

4. Vyslovte specialni pfipady cviCeni 2, 3, je-li néktera z funkci f, g konstanta.
5. Rovnice lim f(x, ¥) = 0 plati tehdy a jen tehdy, je-li lim | f(x, »)] = 0.

6. Je-li lim g(x, y) = O a-existuje-li &islo 8.> 0 tak, Ze pro [x, y] & [xg, ¥ol. |x — x| < 6,
Iy = yol <8 ie f(x, 0] = 1gCx, 3110 je téz lim f(x, ) = 0.

7. Funkce f(x,y) = lgz(x : _vz je spojitd v kaZzdém bod¢ [x, y], v némZ je xy > 0,.x =+ y.
X% — y=

1
8. Doplnim-li definici funkce f z cvi€eni 7 definici f(x, x) =—2 5 Pro x = 0, je tato funkce
X

spojitd i v kazdém bodé€ [x,, xg], kde x, == 0. (Ndvod: je-li bod [x, y] blizko bodu [xg, xo], je

1 1lgd+24)
Ya+np—1%
zde je y blizko x,, zlomek pak odhadnu podle zobecnéné véty o priristku funkce. Nebo je x = y,

budto x =y, tj. x =1y (1 + 1), kde 1 &= 0 je blizko nuly, tedy f(x,.y) =

1 1
tedy f(x,y) = —5 , coZ je blizko —) .
y f(x, ) 553 » CoZje bl 2x(2,)

§ 3. Parcialni derivace. Dosadme do funkce f(x, y) za y pevnou hodnotu y,; tim
dostaneme funkci jedné prom&nné x, totiZ funkci g(x) = f(x, yo), MiZe se stat,
7e tato funkce g(x) ma derivaci v jistém bodg x,, tj. Ze existuje

(9) tim 90+ 1) = 9(%0) 5 i, SO0 + 1y yo) = S0, Yo)
k=0 h h—0 h

Tuto derivaci nazyvdme parcilni nebo &asteSnou derivaci funkce f(x, y) podle x
v bodé [x,, yo]- Podobng se miiZe stat, Ze funkce f(x,, ) (to je funkce promé&nné y)
ma derivaci v bodg y,, tj. Ze existuje limita

“0) ]imf(xo’ Yo + h) —f(an yo) :
h=0 h

tuto derivaci nazyvame parcidlni nebo &aste¢nou derivaci funkce f(x, y) podle y
v bod€ [x, yo]- Bod [X, yo] miZe byt oviem libovolny bod; pi§me déle kratdeji
X, y misto X, y,. Parcialni derivaci funkce f podle x v bodg [x, y] zna&ime znakem

‘%’fﬁ nebo f1(x, ) nebo f,(x, y). Zna&ime-li funkci f(x, y) pismenem z, piSeme téz
X

1%) Misto této nerovnosti by stagilo téz |f(x, »)| < k|g(x, y)|, kde k je jakdkoliv konstanta.
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z., z,. Podobné znaéime parcilni derivaci podle y znakem ———nebo f,(x ¥)

oz, af(x, y)
dy

atd. Podle definice je tedy
(11) M = limf(x + h, ,V) —f(x, y) ,

Ox k=0 h
(% 9) _ j fy + ) = f(xy)
oy B0 h

Zde je [x, y] pevn& zvoleny bod; vyraz za znamenim lim je funkce proménné h,
jejiz limita se hleda. Z (11) a snad je§t& 1épe z (9) vidi &tenaf, Ze se parcialni derivace
funkce f podle x v bodg [x,, yo] hleda tak, jako by y byla konstanta: hleda se deri-
vace funkce f(x, yo) v bod€ x,. RovnéZ parcialni derivace funkce f podle y (viz (10))
se hleda tak, jako by x byla konstanta. MZeme tedy pfi hledani parcidlnich derivaci
vydatné uZivat znalosti ziskanych v kap. VIII. Co bylo feCeno na konci pfedesiého
paragrafu o lokélnim charakteru pojmu spojitosti, plati zfejmé téZ pro pojem parcial-
nich derivaci.

Pfiklad 1. BudiZ z = 3x%y + 2x + y* — 1 + sin (xy?). Potom jeZ—z = 6xy +
. x

+ 2 + y* cos (xy?) (na y se divim jako na konstantu), z—z = 3x% + 3y + 2xy.
y
. cos (xy?) (na x se divim jako na konstantu).
vr . . . 0z -1 0z
Pfiklad 2. BudiZ z = x”; potom je pro x > 0: ™ = yx’77, P = x¥1g x.

Limity (11) zavisi oviem obecn& na tom, ktery bod [x, y] jsme zvolili; jevi se
of of

"ay
Tim dostavéme parcidlni derivace druhého Fddu funkce f, jeZ znagime takto: deri-

tedy — ™ — opét jako funkce promé&nnych x, y, jejichZ derivace ®p&t maZeme hledat.

vacna < flx y )) jeZ vznikne tim, Ze derivujeme funkmg—-f parcialné podle x,
X 0x x

. . *f(x, , -
oznalujeme kratdeji znakem —{39‘2—})) (nebo f7.(x, y) nebo f.(x, y) atd.); derivuje-
X

of of

me-li funkci P parcialng podle y, obdrZime derivaci 9 (6——) ,1Y) kterou znadime

dy \0x
o*f ” g y . .
5 nebo f;, nebo fy(funkci f jsme napfed derivovali podle x, potom podle
x Oy

kratceji

y). Derivujeme-li funkciZ—f parcialng podle x, obdrZime derivaci 56- (z—f:) , kterou
y x \0y

11y Znak (x, ¥) uf vynechdvam, coZ se leckdy &ini.
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o*f
dy 0x

podle x); derivujeme-li kone¢ng funkciZ—fparciélné podle y, obdrZime derivaci
y

znadime kratceji

nebo f, nebo f,, (funkci f derivujeme napted podle y, potom

2
a (6]') krat&eji z— nebo f, nebo f,,. Derivujeme-li derivace druhého fadu, vzni-
y?

dy \d
kaji parcialni derivace tfetiho fadu atd. Napf. If(x.)

0x dx 0y 0x 0y 0y dy
derivaci sedmého fadu, jeZ vznikne takto: funkci f derivujeme parcidlng podle x,
potom opét podle x, potom podle y, potom opét podle x a kone&ng tfikrat po sob&

3’f(x, ¥)

_ 0x? dy dx dy
oznac&eni dobfe uvédomil, aby pozdé&ji nevznikly omyly.

Pfiklad 3. Pro funkci z pfikladu 1 je

znadi parcilni

podle y. Misto toho se krateji psava . Je nutné, aby si ¢tenaf toto

2 2
g > = 6y — y*sin (xy?), ——?— = 6x + 2y cos (xy*) — 2xy3 sin (xy?),
y
2
oz _ 6x + 2y cos (xy?) — 2xy*sin (xy?),
dy ox
oz = 6y + 2x cos (xy?) — 4x2y?sin (xy?)
5 y y?).
Priklad 4. Pro funkci z pfikladu 2 je
9z 9%z : 0%z
— =y -1)x"2, =x"1 4y lgx = ,
ox? W= 1) ox dy Y dy dx
2
7z _ x¥lgtx.
oy?
« - . . 0%z %z
V obou téchto prikladech ndm vyslo = . To nebyla nihoda, jak uka-
Ox dy 0y ox

zuje tato véta:

*f o 5 - , s .
~Véta 170. Jsou-li v bodé [xo, yo] spojité, plati v bodé [x,, yo]
0x 6y dy 0x
2 2
rovnost of = of .
Ox dy 0dyodx

2 2
Dukaz. Funkce —— of 97 budte spojité v bod&[xo, ¥o]. Potom jisté existuje
dx dy 6y 0x
aZf 2f ; . . A
¢islo 6 > 0 tak, Ze funkce —— , jsou definovény v intervalu (&tvercovém)
dx dy 0y 0x

(-"0"‘)’ xo+5)x(yo“5, )’o‘*"s)'




330 ‘ ) KAP. XIII

Pro 0 < h < J sestrojme funkci proménné h

F(8) = = (f(x0 + by Yo + B) = f(xa + b, Yo) = f(ar Yo + ) + S (¥, 3o)

(12)
(zavorka je sestrojena z hodnot funkce f(x, y) ve vrcholech &arkovaného &tverce
na obr. 49). PoloZim-li (pfi pevné zvoleném h)

(13) @(») = f(xo + h, y) = f(%0, ¥) »

h = W) = 15 yo + B) = 1%, yo)
2 o] je podle (12)
[xore]
F(R) = = (o(30 + B) = 0(0) = = (bl(xo + ) = ¥(xo).
w1 (4
Obr. 49. Jezto 0 < h < §, ma funkce ¢(y) ziejmé derivaci v inter-

valu {yo, yo + h) (i v krajnich bodech) a je tedy v tom-
to intervalu spojita; podle véty o pfiristku funkce je tedy

(15) @(yo + h) — o(yo) = h ¢'(yo + ©,h) =

a
= h '—f(xO + h, Yo + th) - 2j"(XO’ Yo + 6lh) ’12)
dy oy

kde 0 < @, < 1 (&slo @, oviem zavisi na h). PoloZme g—f(x, Yo + O0;h) = g(x)
y

(je to, pfi pevném h, a tedy pevném @, funkce proménné x). LeZi-li x v intervaiu
{xq, Xo + h), leZi bod [x,y, + O@;h] v intervalu (xo — 8, Xo + 6) X (yo — 6,
o
dy dx
funkce dava g(x, + h) — g(xo) = hg'(xo + O,h), 0 < @, < 1, tj.

Vo + 0) a tedy existuje derivace'®) g'(x) = (x, yo + ©,h). Véta o pfirdstku

I3} é o2
'a—f(xo + h, yo + 0.h) — a_'}{(xo, Yo+ Oih)=h / (xo + Ozh,y0 + O,h).

oy 0x
Dosadim-li odtud do (15) a kone¢né do (14), dostavam
2
(16)  F(h) = of (xo + Ozh,po + O1h), 0<O; <1, 0<O,<1.

dy 0x

2 .
12) -ai(u, v) zna&i oviem hodnotu parcidlni derivace funkce f podle y v bod¢ [, v]; a podobn&
y
déle.

.
13y Funkci a—f derivuji podle x.
y
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Podobne (ale ted uZ trochu rychleji): je
(17) Y(xo + B) — Y(xo) = hy'(xo + O3h) =

2 a
=h(-_f:(xo+@3ha }’o+h)'"'£(x0+@3h’y°) ’
Ox ox

kde 0 < 65 < 1. Polozim-li (pii pevném h a tedy pevném O;)y(y) = —Zf (%0 +

. . 0?
+ O3k, y), je (pro y € {yo, yo + ) V'(y) = S . (x0 + O3h, ¥)'*) a tedy ¥(yo +

+ h) — ¥(yo) = .Y (yo + O4h), kde 0 < O, < 1, tj. —(xo + @3h, yo + h) —

of o*f
— = (xo + Ozh, y,) =h
ax( ° : }0) dx Oy

(xo + @O3h, yo + O4h). Dosadim-li odtud do (17)

a kone&ng do (14), dostavam

(18) (k)=

2
6_; (xo + O3k, 90 + O4h), 0<0;<1,0<0,<1.
y

Ke kaZdému h intervalu (0, 6) existuji tedy &tyfi Cisla @y, ..., @, intervalu (0, 1),
52 :
tak, Ze plati (16), (18). Jezto M jsou spojité v bod& [x,, yo], plyne z (16)
ax 8y’ By ox
a (18)

lim F(h) =

A0+

9? . o2
f (XO» ,Vo), llm F(h) = f (xO’ yO) .
x h-0+ Ox dy

JezZto levé strany téchto dvou rovnic jsou stejné, jsou stejné
1 pravé strany, tj.

azf
3y ox Xos yo) = 6. ( X0s )’o)

Poznamka 1. V druhém svazku tohoto Diferen-
cialniho poltu je obsaZena véta 192, jeZ je obecnéjsi
a tim i uéinngj§i neZ nase véta 170. To umoZiiuje také :
zobecnit nasi vetu 171 - v1z vetu 197 v D1ferenc1almm poctu II Neuvadlm zde

vevr

Obr. 50.

véty 170. :
&  Ff . o . —
Priklad 5. Nejsou-li —— , ——— spojité, nemusi si byt rovny, i kdyz CXlStlljl'
0x 0y "9 y 0x
VYezméme tuto funkcei f: pro [x| = |y| (tj. ve $rafovaném oboru na obr. 50) budli

o, .
) Funkci 5£ derivuji.podle y.
X

v
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f(x, ) = xy; pro [x| < ly| budiZ f(x, y) = 0. Zfejm& je ?(O, y) =0 pro y + 0;
X

pro y =0 je
af(o 0) = lim M_f(o_o) _QL_O'=0,
h—0 h-»o h
- Pro x #+ 0 je dale
af(x 0) = lim f(x, h) — f(x 0) 0 15)
h-0 h-»o h

a koneéné

2 (0,0) - i 1010~ f(0 0 _

h—'O

wlo
Il
=)

Tedy

of of of of lmo—
0x 0y .0 = [6y (ax):l, - ;].-»o ( 0.1 - ox A 0)> - ;1,.1:2 0=0,
°

y=

ale

S0~ [ miGno-Foo)mitor

Viz téZ cvideni 4.

Jsou-li parcialni derivace druhého fadu funkce f spojité v né€jakém otevieném
dvojrozmérném intervalu J, mame v tomto intervalu pouze tfi podstatné riizné
v 3 Pf _

"oy’ ox 0 y  0dyox

wwr

snadno zjistime, Ze obdobna véta p]an i pro derivace vyssich fada:

derivace druhého fadu misto &tyf: — . Uplnou indukci

Véta171. BudiZ n celé, n = 2. Budiz f(x, y) funkce, jeZ md v otevFeném drvoj-
rozmérném intervalu J spojité parcidlnf derivace aZ do Fddu n-tého. Potom jsou
tyto derivace (aZ do Fddu n) zdménné v J, tj. hodnota takové derivace zdvisi pouze
na tom, kolikrdt se derivuje podle x a kolikrdt podle y, nikoliv viak na tom, v jakém
poradi se tyto derivace provddéji.

Dikaz. I. Pro n =2 je véta 171 spravna podle véty 170. II. BudiZ n > 2
a predpokladejme, Ze tvrzeni véty 171 je spravné, piSeme-li v ném n — 1 misto n;
mame dokazat, Ze tvrzeni je spravné i pro hodnotu n. VySetfujme viechny parcialni
derivace n-tého radu funkce f, které vznikaji tak, Ze se derivuje k-krate podle x,
m-krate podle y, ale v riizném poradi (k > 0, m > 0, k + m = n). Mame dokazat,

1%) Nebot pro |h| < |x| je f(x, k) = xh.
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Ze v J jsou pfi daném k, m vSechny tyto derivace stejné. Kazda z téchto derivaci
vznikne budto tak, Ze se funkce f derivuje napfed k-krat podle x a (m — 1)-krét
podle y, tedy celkem (n — 1)-krate (pfiemZ na pofadi nezaleZ, jeZto derivace fadu
n — 1 jsou podle pfedpokladu zaménné), naleZ se vysledek derivuje podle y; nebo
se derivuje funkce f napfed (k — 1)-krate podle x a m-krate podle y (pfi€emZ opét
nezaleZi na pofadi) a vysledek se derivuje podlé x. TakZe viechny derivace, pfi nichZ
se derivuje k-krate podle x a m-krate podle y, maji tvar '

n—1 n—1
budto —2 (__6—f nebo —a- 6_}"_ .
oy \axk gym~! ox \ox*~1 gy

Je#to derivace aZ do fadu n — 1 jsou zAménné, lze prvni tvar téZ psat

(19) o(__f N_o(a/( T \\)
ay \ox*"1aym~tax) ay\ox \ox*~'oym-1 ’

kdezto druhy je

F rmif afaf oY
(20) —N =) === (====])) -
ox \ox*~1 aym~1ay dx \dy \ax*~1 gym~!

an—2f

Ale podle pfedpokladu ma funkce Py v intervalu J spojité parcidlni
ym

ox .
derivace druhého fadu; podle vty 170 je tedy jedno, derivuji-li tuto funkci nap¥ed
podle x a potom podle y nebo napifed podle y a potom podle x. Tim je dokazano,
Ze se vyraz (19) rovna vyrazu (20).

Piiklad 6. Prakticky uZitek této v&ty je zna&ny; jsou-li pfedpoklady splnény
napf. pro n = 3, sta¢i misto osmi derivaci tfetiho fadu poditat jen &tyfi:
& o (LB _ o
ox®’ 0x2 dy ox dy 0x 0y ox* ’
Sf (. _ &F\ o
Ox 0y

ayodxdy odyrox) oy’

wwr oo

Ze derivace, o né% b&%i, jsou spojité, pozname &asto na prvni pohled, bez jejich vy-
poétu. Vezméme ticba f(x, y) = x” pro x > 0, tj. v intervalu J = (0, + o0) x
of . of '

%y

- = x”lg x. Ze parciélni derivace
ox

X (* o, + OO). V intervalu J je = yx’~
a2
16) Pro kK = 1 oviem znali symbol 9x°, ze se podle x viibec nederivuje; napf. a—°_ay—2 znadi
x

2

372 ;Wznaéi funkci f.
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t&chto funkci — f f jSOU spojité v J, je vidét na prvni pohled;!7?) tedy staci vypodist
*f _ of _ _ o*f .

— = - 1)x 2, —2 =X 4 g x, —L = x¥Ig? x. Ze parcialni de-
ox? o ) ox dy g ay? ® P

rivace téchto tii funkci jsou spojité v J, je opét patrné na prvni pohled;'?)sta&i tedy
f f >f " &f

ox3 0x2 3y ax ay?” oy — (provedte to!).

vypodist —

Cvileni
2 2 2
f o°f o°f
. 2
1. Budiz f(x,3) = /7 + y2. Pro [x,5] + [0, 0] je (d ay) ox2 " oy?
2 2f
2. Budiz f(x,5) = 18> +»%). Pro [x,5] + [0, 0] je = + 2 =

a—-x?2+ 2
3. Budiz f(x, ») =1Ig A/ —%,g(x ¥) = arctg 2'_?}!2__—"’“’ X2+ 2 *1

A+ x)? 1
2 2 o
j _f =Y s -al -z . Je#to i parcialni derivace druhého fadu jsou pro x2 4 y? + 1 spo-
ox Oy 0y x

o @
Jlté dostanete derivovinim poslednich dvou rovnic (s uZitim zim&nnosti) afz + 81;

LA )
+ay

0,

2 __ 2
4. Pro [x, y] + [0, 0] budiz f(x, ) = x :?T:'z ; polozime-li jesté (0, 0) =0, je f viude

af x4 + 4x2y2 — y4 af x4 - 4x2y2 — y4~
jitd. P , 0,0] vyjde — =y —— = = L _xT 7 T . dal
~ spoji ro [x,y] +[0,0] vyj o G o B 0 % G2 T )2 e
) af(0, 0 af(0,0 of @
snadno zjistite, Ze —ﬁ ) = —f(——) 0aze —f , -I jsou v8ude spojité. Derivace druhého £4-
ox dy ox Oy
du existuji oviem vSude mimo pocatek a jsou tam spojité. Ale také v pocitku (tj. v bodé [0, 0])
a%f(0,0) 8%£(0,0 8%£(0,0 a%1(0, 0
existuji derivace druheho fadu: —J—I(— 2—) [(2—2 =0, — f-(———) = —1, ale _f£ —)
Ox oy ox Oy oy

Tedy: v pocatku nejsou parcidlni derivace 2. fadu zimé&nné, ac je funkce definovana velmi ro-
zumnym zplUsobem. DokaZte viechna tvrzeni a ukaite téz, Ze Zddna parcidlni derivace druhého
fadu neni spojitd v pocatku.

§ 4. Totalni diferencidl. Zopakujte si pfed ¢tenim tohoto paragrafu § 4 z kap. VIIL.
Ma-li funkcee f(x, y) v bodé [xo, Yo] parcialni derivace, plati toto: definuji-li funkci
74(h) rovnici

(21) £(%0 + By o) — f(¥or o) = Z{ (0, yo) - b + 71 () .

17y Podle x se totiz derivuje mocnina nebo logaritmus, podle y mocnina nebo exponencialni
funkce.
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tj. poloZim-li

Xo + h, — f(xo, 17)
74(h) =f( 0 Yo) = £ (%o, ¥o) _ ‘I(xo’ Yo)»
h ox
je
(22) lim 7,(h) = 0.
h=0
Obdobné: definuji-li funkci t,(k) rovnici
of
(23) S(x0. Yo + k) = f(x0, ¥o) = 5} (%05 o) - k + a(K) . k,
je
(24) lim (k) = 0.

k=0
e of of f et s s -
Parciélni derivace P (%05 ¥o), > (xo0» ¥o) nédm vsak nefikaji nic o p¥irtistku f(x, + h,
X y '

Yo + k) — f(xo0s ¥o), leZi-li bod [x, +‘h, Yo + k] uvnitF n&kterého z kvadrantd
I, 11, 111, 1V (viz obr. 51), nybrZ popisuji tento prirtistek (viz rovnice (21) aZ (24))
jenom pro ten piipad, Ze bod [x, + h, yo + k] leZi

budto na pfimce x = x, (tj. h = 0) nebo na primce i Xt
v = Yo (tj. k = 0). Abychom mohli pfirfistek funkce f (b ok
f(x() + h’ yO + k) - f(x0’ .VO) [X,,)’.] - Y=o
vySetfovat obecné, postupujeme obdobné jako v kap. VIII,
§ 4: ptame se, zda existuji &isla A, B (nezévisla na h, k) [} v
tak, aby rozdil
Otr. 51.

(25) f(xo + h, yo + k) — f(X0, ¥o) — (Ah + Bk) = {(h, k)

byl pro malé hodnoty |h], |k] podstatn& mensi neZ vzdalenost bodit [xo, Yol [¥o + b,
Yo + K], tj. tak, aby bylo

(26) im SR

[h,k1[0,0] \/m
PfepiSme rovnici (26) na trochu obvyklejsi tvar. Je
VI + K L |h] + [k < /2 /0 + K2 18) \
18) Dikaz % + k% — 2Jkk| = (4] — JkD)? =0, tedy 2Jhk| <h® + &2, tedy K% +K* <

< (|h] + [kD? = K + K* + 2|hk] < 2(h* + k?); odtud odmocnEnim plynou Zidané ne-
rovnosti.
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a tedy
U R _ e B 1R, R

SSEFR b+ K SRR

Rovnice (26) znamena tedy totéZ co .

(27)

(viz cviGeni 6 k § 2). Existuji-li &isla A, B tak, Ze funkce {(h, k) definovana rovnici
(25) vyhovuje rovnici (27), nazyvame vyraz Ah + Bk (ccZ je funkce proménnych h,
k) totdlnim (nebo iplnym) diferencidlem funkce f v bod& [x,, yo]. PoloZime-li jeté

n(h, k) = {(h, k) : (Ih] + |k]), mdZeme definici totalmho diferencialu vyslovit téZ
takto: ¥

Definice 33. BudiZ ddna funkce f(x, y) a bod [xo, yo|. Existuji-li dvé &isla A, B
tak, Ze funkce n(h, k), definovand rovnici
(28) Sf(xo + h, yo + k) — f(x0» yo) = Ah + Bk + (|h| + |k|) n{h, k),
spliiuje rovnici n
(29) lim n(h k) =0,

[h,k]1-[0,0]

nazyvdme funkci Ah + Bk (proménnych h, k) totdlnim diferencidlem funkce f
v bodé [xo, yo]-

Totalni diferencial dava tedy podle (28) pfiblizné vyjadfeni pfirastku f(xo + h,
Yo + k) = f(xos o) s chybou (lh| + |k|) n(h, k), o jejiz velikosti nés informuje
rovnice (29). Vedle totalniho diferencidlu mame jesté pojem parcialnich derivaci

L(h k) _
thi1~10,01 || + l’»l

gf Zf 2°) Budeme nyni vySetfovat, v jakém vztahu je totalni diferencial k parcidlnim
x  dy

derivacim.
Véta 172. Md-li funkce f(x, y) v bodé [x,, yo] totdini dzferenczal Ah + Bk,
f of

existuji v bodé [xo, yo] parcidlni derivace — ™ 23_ aje

oo el )
ox x=Xx0 ay x=x9

Y=ro Y=Yyo
Diikaz. PoloZime-li v rovnici (28) i # 0, k = 0, dostavame
Sxo + b, J/'ol) = f(x0, ¥o) — A+ l;] n(h, 0) .
L

19) Obor funkce 7 je oviem mnoZina on&ch boda [A, k] = [0, 0],Ipro néz je f(xg + A, yo + k)
definovéana. Ze 7(h, k) neni rovnici (28) definovano pro & = k = 0, nevadi.
2%) Jez dovedeme v mnohych pfipadech pocitat.
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Z rovnice (29) plyne podle vty 169, Ze je téZ lim n(h, 0) = 0. Tedy dostavame
" ) h-0 .

]imf(x" + h,yo) = f(%0,¥0) _ A

10 h

&imzZ je prvni rovnice (30) dokézéna. Druh4 se dokédZe obdobng (do (28) dosadime
h =0, k + 0). |

Véta 173. Md-li funkce f(x, y) v bodé [xo, Yo totdlni dtferenczal je funkce
Sf(x, y) v bodé [xq, o] spojitd.

Dutkaz. Z rovnic (28), (29) plyne ihned
]im f(xo + h9 Yo + k) =f(x0a yO) .

{h,k]1-[0,0]
Piiklad 1. Vite, Ze funkce f(x) jedné prom&nné, kterd ma v bodg x, derivaci,
je jist® v bod& x, spojita. Ale funkce dvou proménnych f(x, y), jeZ ma v bodg [x,, y,]
f f
ox’

f(x,y)=0pro x = 0 a pro y = 0 (tj. na obou osich soufadnic), f(x, y) = i pro
xy % 0, je zfejm& (?I) = ((Z> = 0, ale funkce f neni spojita v bodg [0, 0].

. 0x x=0 ay x=0

y=0 y=0
V kap. VIII, § 4 jsme vidéli, Ze funkce jedné proménné ma v bodé& x, diferencil
tehdy a jen tehdy, ma-li funkce v bodé& x,, derivaci. Ale pfiklad pravé probrany uka-
zuje, Ze funkce f(x, y) dvou prom&nnych, kterd ma v bodé& [x,, y,] parcidlni derivace,
nemusi mit v bod& [x,, yo] totilni diferenciél;??) nebotf uvedena funkce ma v bodé

parcidlni derivace — 5 nemusi byt v tomto bod& spojita.?!) Priklad: volim-li

[0, 0] derivace 6f 5! , ale neni v tomto bod¥ spojita, a tedy nema podle véty 173

y
af of

v bod& [0, 0] totalni diferencial. Ale existence a spojitost derivaci Pl stadi k exis-
x 0y
tenci totalniho diferenciélu, jak ukazuje tato véta:

Véta 174. Parcidlni derivace of (ax’ Y) , 6f(ax, Y) budte spojité v bodé [x0s ¥ol-
X y
Potom md funkce f v bodé [xo, yo] totdIn{ diferencidl.

Dikaz. Z predpoklidané spojitosti plyne existence &isla 6 > 0 takového, Ze

f f

™ emstup ve viech bodech intervalu J = (xo — 8, Xo + 6) X (yo — 6, Yo + ).

21) To je pochopitelné: zménite-li funkci f uvnitf kvadranta 7, II, III, IV (viz obr. 51),‘nemé to:
vliv na existenci parcidlnich derivaci v bod& [xg, ¥ol, ale spojitost v bod€ [xo, ¥ol se tim
muZe porusit.

b} . .

22y vétu 172 tedy nelze obratit.

22 — Jarnik: Diferencialni poget I.
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BudiZ [x, + h, yo + k] libovolny bod intervalu J, riizny od bodu [xo, yo] (viz
obr. 52). Potom je

(31) f(xo + h, Yo + k) "f(xo’ YO) =
= (f(x0 + h, yo + k) = f(xo + h, yo)) + (f(xo + h, ¥o) = f(Xo, ¥0)) -
Funkce g(y) = f(xo + h, ) je (p¥i pevném h, k) funkci jediné proménné y, jet ma
v intervalu (yo, yo + k)??) derivaci g'(y) =j—f(x0 + h,y) a tedy je v tomto
}Y
intervalu podle véty 122 spojitd. Podle véty o pfirtstku funkce je tedy pro k % 0
S(xo + . yo + k) = f(xo + B, y0) = g(yo + k) — 9(yo) =

(32) — kg(ye + OK) = kg—f(xo + by + 0,K)(0 < @, < 1),
y

a tento vzorec plati i pro k = U (nebof potom jsou viechny vyrazy v (32) rovny
nule). Podobné: funkce y(x) = f(x, yo) ma v inter-

. of
valu {xy, Xxo + h>?*) derivaci y' (x) = = (x, y
et gok] {Xos Xo > Y ( ) ox ( Yo)
, j a z véty o prirtistku funkce plyne pro k + 0
26 -
Borl Duthpl f(xo + hy yo) = f(xo0, ¥o) = ¥(xo + h) = ¥(xo) =
aof .
=hy(xo+ O,h)=h —f(xo + 0,h,¥,) (0<0,<1),
- ox
25 (33)
Obr. 52. ccZ plati i pro h = 0. Dosadime-li z (32), (33) do (31),

dostaneme
J
f(xo + h,yo + k) — f(x0, ¥0) = h a—{(xo + O3h, yo) +

(9 N
+ k a—(xo + h, yo + O,k).
y

PoloZim-li

cf d
:’5{ (-\'o + O,h, }'o) - Eé(xm .VO) = ﬂ(h, k),

i) d
—-f (XO + h, yo + @1k) - —Z (xo, yo) = l(h, k) -
dy dy

plynou ze spojitosti funkci,g > grovnice
ox dy
(35) lim  p(h, k)= 1lim AMh, k)=0;
[h,k1-[0,0] [h.k]1-[0,01

23) Je-li k < 0, je nutno psat ¥ + k, Yo>-
24)  Je-li b < 0, je nutno psat <xo + A, o>
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rovnici (34) 1ze pak psat
S(xo + b, yo + k) — f(%0, ¥o) = .
=h —(xo, Yo) + k—(xo, yo) + h u(h, k) + k A(h, k) .
Zvolime-li tedy v (25) za A, B &isla

% (%0, v0)» L (x0 y0)2%) G L0 I) = b w(h, B + ke A, K 5
ox dy

tedy
[hl + [k| (Al + |k (Al + 1|
tedy je podle (35)
Ak _

th,k1~10,01 |h] -+ lkl
‘takZe vyraz

of Y,
h. a—); (Xo, yo) + k. ‘é; (xO,yq)

je vskutku totalnim diferencidlem.

Tato véta je fasto uZite€na, jeZto se v praxi ¢asto setkavame s funkcemi, u nichZ
spojitost parcialnich derivaci dovedeme dokéazat.

Poznamka 1. Definici diferencialu u funkci jedné i dvou proménnych lze dat
jest€ ponékud jiny tvar, jenZ byva pro aplikace pohodInéjsi.

U funkci jedné prom&nné neni rovnici (viz rovnici (25) v kap. VIII, § 4)

*(36) f(xo + B) = f(xo) = Ah + h.(h)

hodnota t(h) definovana pro h = 0 (pro h = O je rovnice (36) splnéna, af volime
7(0) jakkoliv). Dopliime definici funkce t(h) tim, Ze definujeme 7(0) = 0. Potom

rovnice lim t(h) = 0 znamena podle véty 103 totéZ jako vyrok ,funkce 7(h) je spo-
h—0
jita v bodg 0“. Lze tedy definici diferencialu funkce f(x) vyslovit téZ takto:

Budi? f(x) funkce, x, ¢islo. Budi? A ¢islo; poloZme 1(0) = 0 a definujme t(h)
pro h % O rovnici (36).2%) Je-li funkce t spojitd v bodé 0, Fikdme, Ze funkce f md
v bodé x, diferencidl Ah.

25) Podlc véty 172 nemuZe Zddn4 jina volba &isel A4, B vést k cili.
26y Rovnice (36) je oviem splnéna téZ pro h = 0. Obor funkce (k) je mnoZina onéch c1se1 h,
prc néz f(xy + h) je definovano.

22¢
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Obdobné u funkci dvou prom&nnych: &islo (0, 0) neni rovnici (28) definovéno;
doplnime-li definici funkce n(h, k) tim, Ze klademe #(0, 0) = 0, znamen4 rovnice
(29) totéz jako spojitost funkce 7 v bodé [0, 0]. Lze tedy definici 33 vyslovit téZ takto:
Budi? dana funkce f(x, y) a bod [x,, yo]. Jsou-li 4, B dv& &isla, poloZme 7(0, 0) = 0O
a definujme funkci n(h, k) pro [h, k] + [0, 0] rovnici f(xo + h, yo + k) — f(xo,
Yo) = Ah + Bk + (lh| + |k|) n(h, k).27) Je-li funkce n spojitd v bod& [0, 0], nazy-
vame funkci Ah + Bk totélnim diferencidlem funkce f v bod& [x, yo]-

Poznidmka 2. Vezm&me funkci g(x, y), jeZ ,,nezdvisi na y*, takZe existuje
funkce f(x) tak, Ze je g(x, y) = f(x) (tj. ma-li jedna strana této rovnice smysl, ma
i druh4 smysl a obg strany jsou si rovny). Tvrdim: funkce g ma v bod& [xo, yo]
totalni diferencial tehdy a jen tehdy, ma-li funkce f v bodé x, diferencial (tj. vlastni
derivaci f'(x,)) a oba diferencily jsou si rovny. Dikaz: Pfedeviim je patrné, Ze

fa_g —0 aZe g(xo + h, yo) — g(xo, Yo) =f(xo + h) = f(xo)
dy h h

takZe Z—g (xo ¥o) existuje tehdy a jen tehdy, existuje-li f(x,). Neexistuje-li f(xo),
x .

neexistuje tedy (podle vity 172) ani totalni diferencial funkce g. Necht za druhé
existuje f'(x,). Potom je podle poznamky 1

(37) g(xo + B, Yo + K) — g(xo- Yo) = f(%o + h) — f(xo) =

= f'(xo) b + h(h),

kde 7(0) = 0 a z(h) je spojitd v bod¥ 0. Kladms i(h, k) = z(h), takZe (0, 0) =0
a funkce A(h, k) je podle § 2, prikl. 3 spojitd v bod¥ [0, 0], takZe lim A(h, k) = O

[h,k]-[0,0]
(véta 164). JestliZe pro [h, k] # [0, 0] poloZime
n(h, k) = A(h, k),
(k| + k|
je podle (37)
h

g(xo + by yo + k) — g(xo, yo) = f'(x0) b + (I1] + [k) w(h) =

k| + 1k
= f"(xo) b + (bl + IKI)n(h, k) pro [h, k] # [0,0];
dale je (pro [h, k] # [0, 0]) In(h, k)| < |A(h, k)|, takZe je téz  lim  n(h, k) = 0;

[4,k1-[0,0]
podle definice 33 je tedy vskutku f(x,) . h totalnim diferencialem funkce g v bodg

[x0s ¥o]-

27) Tato rovnice je oviem spindna téz pro h = k = 0. Obor funkce 7(h, k) je mnoZina téch
bodu [, k), pro néz f(xy + h, yo + k) je definovano.
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Pfejdeme nyni k obvyklému oznaceni totalniho diferencilu. Totalni diferencial
funkce f(x, y) v bodé& [x, y] se znagiva znakem df(x, y), takZe podle véty 172 je

of(x, ) L Uy,
O0x dy ’

existuje-li oviem tento totélni diferenciél (podle pfikl. 1 se miZe stit, Ze totalni
diferencidl neexistuje, i kdy? prava strana m4 smysl). Je-li f(x, y) dano n¥jakym .
pocetnim vyrazem, piSeme totalni diferencidl funkce f tak, Ze za symbol d napiSeme
onen poletni vyraz, napf. d(x®y + xy3) = (2xy + y*) h + (x* + 3xy?) k. Spe-
cialng pro f(x,y) = x vyjde %—f =1, -gl = 0, tedy dx = h a obdobn& dy = k.
. X y

Proto se proménnym h, k dava nazev ,,diferencialy nezévisle proménnych* a pise s¢
misto nich dx, dy; totalni diferenciél se potom piSe ve tvaru

df(x’ _}’) =

af(x, y) = L0 g 4 U6 9) g
ox dy
V daném bodé& [x, y] je totalni diferencidl mnohoclenem nejvySe prvniho stupn&
v proménnych dx, dy. Jeho vyznam je v tom, Ze pro malé hodnoty |dx|, |dy| dava
priblizné vyjadfeni pro priristek funkce f, totiz pro &slo f(x + dx, y + dy} —
— f(x, y); ozna&ime-li tento pfiriistek znakem 4 f(x, y), je mira pfesnosti tohoto
pfibliZeni d4na rovnicemi (25), (26), (27), jeZ 1ze psat ve tvaru

4f(x, y) — df(x, ») =0 nebo lim 4f(x, y) — df(x,y) =0
wx-10.01  /(dx)? + (dy)? lax, &1=10.01  |dx| + |dy|

Cviceni

azf(xo- J’o) -
ox Oy

of(x,y) of(x,
1. Majii funkee 209 & (xyy)

, v bod¢’ [xo, ¥ol totélni diferencial, je
ox -9

0 »
%y_o) (tato véta udiva tedy novou podminku, jejiZ spln&ni zarutuje zdménnost parciil-
. of . v p . e .
nich derivaci). Navod k dikazu: 6” spojitd v bod¥ [xg, Yol, takZe existuje v jistém intervalu

xg — 6, xo + ) X (¥g — b, yo + ). Nyni politime j;\ko v dikazu véty 170 aZ do rovnice (15).
Zde piSeme

af ’
P (xo + h, yo + Oyh) =
2

) d
= _f (xo. Yo) + h —f (x0,¥0) + @1h f 3 (%0 0) + (|A] + |©,R]) n(h, ©,1)

(xo, Yo +O;h) = —{(xo: Yo+ 06 h f (xo: ¥Yo) + IQ k] (0, 6,h),
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kde lim #(h, k) = 0. Odeétenim a dosazenim do.(15) a (14) vyjde
[h,k1—-[0,0]
2

or
lim F(h) = (Xo; Yo)»
h—0+ dy o

obdobné vyjde ze (17)
2

of
lim F(h) = (xo, Yo) -
h=0+ ox 9

§ 5. Derivovani sloZenych funkci. Zde jsou mozné riizné pfipady, napi.: [. = = f (u J
u = ¢(x), tedy z = f(p(x)). IL. z = f(u), u = @(x, y), tedy z = f(o(x, y)). 111,
z=f(u,v), u=g(x), v=y(x), tedy z = f(o(x), ¥(x)). IV. z = f(u,v), u =
= ¢(x,y), v =y(x,y), tedy z = f(o(x, ), ¥(x, y)). RezfeSime tyto pfipady po-
stupné, aé*bychom je mohli téZ feSit najednou. Komu se toto rozliSeni nezda zcela
uplnym, bude jist& uspokojen poznimkou 5.

Pfipad I byl rozfesen vétou 126: existuje-li derivace funkce ¢(x) v bod& x,
a derivace funkce f(u) v bod& u, = ¢(x,), existuje téZ derivace funkce f(¢(x)) v bodé
df(u,) . do(xo) .28)

X, @ ma hodnotu
du dx

Tuto vétu vyjadfujeme obycejné rovnici

d‘. dz du
dt du d‘(

«du f g cs g . R
kde ovSem d_ znamena derivaci funkce ¢(x), jez vyjadfuje u pomoci x; d_ znaci
X u

. . P . o d v g -
derivaci funkce f(u), jez vyjadfuje z pomoci u, a to v bodé u = ¢(x); d_z znaci deri-
-~ dx

vaci funkcee f(¢(x)), jeZ vyjadfuje = pomoci x; rovnice dz _ dz . du plati, ma-li pra-
dx du dx

.ooood d
va strana smysl, tj. existuje-li EE v bodé x a d—z v bodé u = o(x).
X u

Piipad II. Véta 175. Necht md @(x, y) parcidlni derivaci podle x v bodé
[*0, yol; necht maf(u) derivaci v bodé uy = ¢(xo, yo). Potom md té funkcef(q)(‘c )
» bodé¢ [xo, yo| parcidlni derivaci podle x, jeji hodnota je

df(“o) Co(xo, Vo)
du cx

d
fug) rozumim derivaci funkce f(«) v bodé v, znakem — A To-Jo Yo)

2") Znakem rozumim parcidi--

cy

ni derivaci funkce f(x, ») podle » v bodé [xg, ¥l apod.
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Diikaz. Jde o parcialni derivaci funkce f(¢o(x, y)) podle x v bod& [xo, yo].
PoloZme tedy y = y, a jde o derivaci funkce f(¢(x, yo)) (jedné promé&nné x) v bod& x,.
a(P(xO’ )’o)

JeZto funkce ¢(x, yo) (prom&nné x) ma v bodg x, derivaci 3
X

f( o)

a jeZto funkce

f(u) ma derivaci ——2'v bod& uq = ¢(xo, ¥o). Plyne véta 175 z pfipadu I, tj.

z véty 126.

0z dz Ou
Poznamka 1. Tato véta se opét psava ve tvaru — = — .—, pri¢emZ rovnice

ox du ox

- . " o Ou e
plati, ma-li prava strana smysl. Pfitom znacna— parcialni derivaci funkce ¢(x, y),
x

-

. s aws . d e o e ey e ,
jeZ vyjadfuje u pomoci x, y; d—f znadi derivaci funkce f(u), jeZ vyjadfuje z pomoci u,
u

a to v bod& u = ¢(x, y); ? pak znali parcidlni derivaci funkce f(¢(x, ), jeZ vy~
x

Jjadfuje z pomoci x, y. Za obdobnych ptedpokladi plati oviem téZ vzorec

Ptiklad 1. z = f(u), kde u = sinX. Potom Je— f'(w).=cos=,—= =
y y oy oy

=—-flv).= cos— , pfi¢emZ do funkce f'(u) jest dosadit u = smf Vzorce pla-
y? y y

ti za t&chto pfedpokladi: 1. y = 0; 2. f'(u) existuje v bod& u = sin z.
y

Ptipad ITL Véta 176. Necht funkce ¢(x), Y(x) majf derivaci v bodé x,; necht’
Sunkce f(u,v) md totdlni diferencidl?>®) v bodé [ug,vo], kde ug = @(xo), vo =
= Y(xo). Potom funkce f(¢(x), ¥(x)) (proménné x) md v bodé x, derivaci, jejiz
hodnota je

0f (uq, Uo) . do(x,) + 3f (uo, '70) . dlp(xo) .

38
{ ) Ju dx ov dx

"Poznamka 2. Tuto vétu vyjadfujeme opét rovnici — dz = —— 4+ ——, které
dx Oudx Ovdx

davame obdobny smysl jako v pfipadech I, II (du de ﬂ’ = v oz =9

dx dx dx dx ou ou’

2 9) Nestali pouhd existence parcidlnich derivaci! Viz o tom cvigeni 5. -
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oz _ a_f wew s = = ' E’ —_ gf = { X
a_v == (pncemz klademe u (o(x), v II/(X)), o de’ kde F (x) /i (ga(x), ‘p()))
do dy

Rovnice plati za pfedpokladu, Ze'existuje eE ;j—a ie v pfislu§ném bodZ [u, v] =
x, dx

= [¢(x), ¥(x)] mé funkce f(u, v) totilni diferencial.

Poznédmka 3. Vétu 175 (pfipad II) jsme prfevedli na pfipad I tim, Ze jsme pii
parcidlnim derivovani podle x pojimali y jako konstantu. Zde podobny postup nenf
mozny: zménim-li x, zm&ni se obecn& ve funkci f(u, v) obé proménné u = ¢(x),
v = Y(x). Proto musime uZit totalniho diferenciélu.

Diukaz. Podle pfedpokladu existuje funkce n(h, k) tak, Ze je (viz § 4, po-
znémka 1)

(39) fuo + b, vy + k) = f(uo, v0) = af('g;’ %) j, 4 (‘;‘: %) j 4

+ (I + 1K) n(h, §),
pfitemz n(O, 0) = 0 a funkce n(h, k) je spojita v bod& [0, 0]. Nasim cilem je vypolist
limitu
(40) lim S(@(xo + 1), ¥(xo + 1)) = fo(xo), ¥(xo)) .

t-0 t

PoloZili jsme jiZz

(41) Ug = (0("0) y Vo= tﬁ(xo) H

klad’me dale

42) h(t) = o(xo + 1) — o(x0); k(1) = Y(xo + 1) = ¥(xo),
-takZe

43) o(xo + 1) =ug + h(t), Y(xo + 1) = vy + k(t).

Jezto funkce ¢, ¥ jsou spojité v bod& x, (maji tam derivaci), jsou funkce h(t), k()
spojité v bodé 0; podle (42) je h(0) = k(0) = 0. Funkce n(h(1), k(7)) je tedy spoiita
v bodé& 0 a je tedy

@) im 1(13). K0) = 160 K0) = 10,0) = 0.

Dale je ,

(45)' lim k(1) = lim @(xo + 1) — ¢(xo) _ do(xo) , lim ﬁi). = dy(x,)
—~0 t 10 t dx ~0 t dx

Vyraz stojici v (40) za znamenim lim Ize tedy podle (41), (43) psat ve tvaru
(f(uo + (1) 5 vo + K(f)) — f(uo, vo)) : ¢,



§s 345

coZ podle (39) dava

(46) ?ﬂ%‘;—""—) . &t‘) + ‘%";”—") E(ti) + n(h(), k(1)) - (‘Kt"] + l—t—)

kde znameni + plati pro t > 0, znameni — pro t < 0.3°) Vyraz + (|h(f) : 1| +

+ [k(f) : 1]) ma tedy v bod& O podle (45) limitu zprava d(’;(xo) + dd;(x(’)
x
zleva touZ aZ na znameni, kdeZto n(h(f), k(t)) ma podle (44) v bodg 0 zprava i zleva
limitu nulu. Posledni &len v (46) vpravo ma tedy v bod¥ 0 limitu nulu (zprava i zleva).
Viimneme-li si je3t& rovnic (45), vidime, Ze vyraz (46) ma v bod& ¢ = 0 limitu (38).

a limitu

Ptiklad 2. Budiz z = f(u,v), u = €, v = 1; potom jeiz: = g.f—g.
x x Odu dv
lz . Vzorec plati v kaZzdém bodé x # 0 takovém, Ze funk.ce f ma totilni dife-
x .

rencial v bodé [e’, 1] .
x

Pripad IV. Véta 177. Nechf v bodé [x,, yo] maji funkce o(x,y), ¥(x, y)

parcidlni derivace 6(,0();0, Yo) , 6¢();0, Yo) . Necht funkce f(u, v) md totdinf diferen-
x X

cidl v bodé [u,, v,], kde uy = @(xo, ¥o), Vo = ¥(xo, ¥o). Potom funkce f(o(x, y)-
qp(x, y)) mé v bodé [xo, yo] parcidlni{ derivaci podle x, jejif hodnota je

df(uq, vo) . a(D(XOs J’o) + of (u,, vo) . W (xo, YO) .
ou 0x ov ox

Poznamka 4. Vétu 177 vyjadfujeme opét vzorcem

(47) 0z 0z du + g_a_v

dx Oudx Ovox

Za obdobnych piedpokladil plati oviem téZ

(48) z 0zdu A 0z ov

dy oudy ovay
Pfitom klademe

ou 6(p v aw oz af atd.,

ox ox 0y oy ou ou

30) Nebof prot > 0je —-

h h(¢
Al ‘ © , kdeZto prot < 0 je ——

t

Ih(t)l I@
t
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pfi¢emz u = ¢(x, y), v = Y(x, y); konedn& gf \ ? jsou parcialni derivace funkce
X oy

S(o(x, ¥), ¥(x, ). Vzorec (48) napt. plati tehdy, existuji-li -gil , -Z—v a ma-li,,vnéjsi*
y oy
funkee f(u, v), vyjadfujici z pomoci u, v, totdlni diferencial v bod& [u, v] = [¢(x, y).

Y(x, y)]-

Dikaz. JeZto jde o parcidlni derivaci podle x, poleZime y = y, a poCitame
derivaci funkce f(q)(x Vo) ¥(x, ¥o))®") v bod& x,. Funkee @(x, o), Y(x, yo) maji
(Voa.)o) aw(xo, .}O)
Ox ’ ox
v bodé [uo, v0] = [@(x0, ¥o)s ¥(Xo0» ¥o)]- MiiZeme tedy uZit vity 176, jeZ dava ihned
Zadany vysledek.

v bodé x, derivace <

a funkce f(u, v) ma totalni diferencial

Poznamka 5. Snad je téméf zbyteCné poznamenavat, Ze tento postup vede

k cili i tehdy, kdyZ nékterd z funkci ¢, ¥ zavisi jen na jedné z obou promé&nnych

x, y: napt. z = f(¢(x, y), ¥(x)) nebo z = f(¢(x), y¥(y)); situace je podobna jako pfi
spojitosti sloZenych funkci (viz text pfed vé&tou 167).

oz 0z ez

Pfiklad 3. BudiZ z = f(u.v), u = x + y, v = xy. Potom jef= 4 =
0x Ou ov

-

? = % + x %E . Vysledek plati, ma li funkce f totalni diferencial v bod&[x + y, xy].
y u v

Poznamka 6. Véty 126, 175 a2 177 se pamatuji velmi snadno, zapamatujeme-ii

si jen vzorec (47)— _ziu + = 9z v . Ze pro 5— Z plati obdobny vzorec (48), je jiz

ox dudx v c?x

. de
jasné. Zavisi-li u, v pouze na x, odpada vzorec(48) a ve vzorci (47) pifeme -d—- z du L

dx “dx

0z 0z 0z dz
misto — atd. Zavisi-li z pouze na u, odpada oviem — a misto — piSeme — . Pied-
0x ov cu du

poklad o existenci totlniho diferenciélu funkce f(u, v) v bodg [u, v] (v&ta 176 a 177)
f of

je ovSem splnén, jsou-li parcialni derivace — P
u’ v

v tomto bodé& spojité (viz vétu 174).

Odvodime jesté vétu .o vysSich derivacich sloZenych funkci, pfi€emZ proberu

vvvvvv

Véta 178. BudizZ n prirozené éislo; budte J, J, dva oteviené dvojrozmérné in-
tervaly. Predpoklddejme, Ze jsou splnény tyto tFi pFedpoklady:

1,) Funkce ¢(x, y), ¥(x, y) maji spojité parcidlni derivace a¥ do ¥ddu n-tého
v intervalu J.

31y Je to funkce jedné ﬁroménné x.
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2,) Funkce f(u, v) md spojité parcidlni derivace aZ do Fddu n-tého v mter
valu J;.

3,) Je-li[x, y] libovolny bod intervalu J, le#i bod [o(x, y), ¥(x, y)] v inter-
valu J,.

Potom plati toto tvrzent:

A,) Funkce f(o(x, y), ¥(x, y)) md v intervalu J spojité parcidlni derivace a¥
do Fddu n-tého.

Pozniamka 7. Dikaz provedu uplnou indukci. Abych vSak &tenéfi ukazal,
Jjak se derivace funkce f(@(x, ¥), Y(x, y)) skute&n& peéitaji, proberu napted pfipady
n = 1, 2, 3. Pfitom stéle pamatujte, Ze ze spojitosti parcidlnich derivaci plyne existence
totalniho diferencidlu (véta 174) a 'odtud spojitost funkce (véta 173).

2 2
Znaky% 0z . budou znadit. derivace funkce f (u, v); znaky% 0z

ou’ dudv’ ' ox 6x 6y

... budou znagit derivace ,sloZené funkce f(o(x,y), ¥(x, »)); znakya—,
X

- . ov o .
budou znadit derivace funkce ¢ a znaky PRERE budou znadit derivace funkce .
X .

BudiZ pfedn& n = 1. Jeli [x, y] € J, mé4 funkce f v bod¢ [o(x, y), ¥(x, )]
spojité parcialni derivace 1. fadu a tedy totalni diferencial; podle véty 177 je tedy

(49) 0z 0zou 0z Ov 0z 0z du + ?f@

dx odudx Ovox 0y Oudy 6v¢3y’
« 0z 0z, . I . <
kdeZ ovSem do funkci 6_ , a—(coz jsou funkce proménnych u, v, spojité v bodé
u "ov

[e(x, ¥), ¥(x, y)]) dosazuji za u, v &isla @(x, y), ¥(x, »); spojitost pravych (a tedy
i levych) stran rovnic (49) je tedy podle véty 167 zfejma.>?) Tim je p¥ipad n = 1
dokazan. BudiZ nyni n = 2, takZe pfedpokladam, Ze 1,, 2,, 3, jsou splnény; tim spise
jsou splnény pfedpoklady 14, 2, 3;, takZe v celém intervalu J plati rovnice (49).
Ma-li tedy v n&kterém bodg intervalu J prava strana nékteré z rovnic (49) n&jakou
parcialni derivaci,“) ma i leva strana touZ parcidlni derivaci. Parcialni derivace
pravé strany prvni rovnice (49) podle x je (podle pravidla o derivovéani soudtu a
souginu)

8
-(50) ig'_a_u__l_az a au +i§_z_@+_zi@’
ox\ou) ox  éu ox - 0x\0dv/ 0x  Ov Ox \Ox
d [ou d*u
pokud ovSem derivace zde vyznalené existuji. Piedné je zrejméé— Fm = PR
x x

32y Podobné zfejmé poznamky o spojitosti v daliim vynechavam.
33) 3de o funkce proménnych x, y, nebot za'u, v si musime myslit dosazeno ¢(x, ¥), ¥(x, »).
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0 (ov 62 0 (0= e " . NP
. Derivaci — [ — ) pcéitame pak podle véty 177 jako derivaci sloZe-
ax \ox 6x dx \Ju

né funkce: Z— je funkce u, v, jeZ ma podle pfedpokladu 2, spojité parcidlni derivace
u

o’z 9%z
ou?’ du dv
Y(x, y). Podle v&ty 177 je tedy.

2(%\_ 2 (0 o 3o aw_ = aw Pz @
ox \du 614 au ax ov\éu) ox ou® ox oGudv éx

a podobné

D[N0 () () b P, P o
ox \ v ou\av) ox = ov\av) ox 6vau'6x, a? ox
Dosadime-li odtud do (50) a uZijeme jet& véty 171 (zim&nnost derivaci), dostavame,

Ze existuje parcidlni derivace pravé a tedy i levé strany prvni rovnice (49) podle x
azZeje

51 i _az_ 2+2.iz%_au.au+£z 6_vz+gﬂ+aza_zv
(51) ax?  ou? ' Oudv ox dx  ov* \ox ou 0x*  0v Ox*

—— v bod¢ [o(x, y), ¥(x, y)]: ve funkm—je pak za u, v dosazeno ¢(x, y),

2
Spojitost funkce % v intervalu J je zfejma. Podobng (ale ted postupuji jiZ rychleji)
X

dostavam derivovanim prvni rovnice (49) podle y

0%z (622 ou o%z 60) ou 0z d%u
PRI LA g2

oxdy -\ou?dy @Gudvdy)ox oudx dy
: 0%z ou *zov\ov 9z 0*v 0%z du ou.
(52) + —t ==t = — = = —
dvoudy ov?ady v 0x dy  0Ou® dx dy
0%z du v + dv ou + 6_23 v dv 0z o%u 0z )
du ov \ox ay 0x dy

o2 dxdy oducixdy wdxdy’

coZ je zfejm& funkce proménnych x, y, spojita v J. Derivovanim druhé rovnice (49)
2

podle x by vyslo 9
dy

; ; je patrné, Ze vyjde funkce spojita v J, takZe v kazdém bodé&
X

0%z 0%z

intervalu J je
dy ox 0x dy

; vypodet si tedy miiZeme uspofit. Derivovinim druhé

rovnice (49) podle y vychazi koneng

Pz _ &z (ou\? 0’z udv | 9%z (dw\? 0z3% 9z 9%
(53) + 2 ——+ — (= ——+ = —.
ay T ou? dudvdydy dv>\dy du dy* v 6y
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3
Vezméme jesté pripad n = 3 a pocitejme tieba 662_26 ; derivujme k tomu cili rovnici
X" 0y
(51) podle y. Vychazi**)

03z 03z du oz v ﬂu 0%z au au
I (=24 . +
ox? dy ouddy ou?ov 0y ou? 6x ox dy
2 03z au 8z Qv 6u 61)
du dv Cu 8y ou av® [);

" 0%z 62u v u &%
+2—— + = +
du v \0x dy dy ox  ox ox ay

3z ou Pz aw\?* 0%z _&v %
+ ZrZ20) (2 + 222 +
o’ oudy v dy ox o 0x ox dy
((‘)zz ou 0%z _('ig) Pu 9z u

— + — —
ou?dy oOudvdy/ox*  ou dx®ady
(622 ou izau)gz_“_az 2%

dvoudy dv*dy)ox*  ovoxtady

Slougenim a uZitim zim&nnosti (v&ta 171) by se tento vyraz dal jet& zjednodusit.
Ctenafi je, doufam, jiz jasné, jak se v jednotlivych ptipadech postupuje. Vezméme
jesté jeden priklad:

Ptiklad 4. Budizz = f(x,y), x = u + v, y = uv (volim schviln& obricené
oznaleni proménnych, aby si &tenaf zvykl uZivat téZ jinych pismen). Za pfislusnych
predpokladii o spojitosti parcialnich derivaci funkce f je

(54) gg__+azv, Q___l_az
du 0x dy dv 0x 0y
K podéitani derivaci vysSich fadi nedosazujme oviem do sloZitych obecnych vzorcl

(51), (52), (53), nybrz derivujeme piimo rovnice (54) podle pravidel o derivovéani

soudtu a soucinu, uZivajice pro derivovani,,sloZenych funkci* Zz Z—Z- véty 177:
X 0y
2 2 2 2
oz _0= +Zazv+a—zvz,
ou?  ox? dx dy ay? ,
d* _ 0%z 0%z 0’z )
z — + (u+v)+——uv+—z
dudv ox 0x Oy dy

0%z 0%z 2
u+ —
ox (7y oy2

6
6
7 cu 0 2y
34 «
) Jeoviem — [ — ) = d.
6y( ) 8xay< ) 8x8x6 apo

+ 2
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Mile je napf.:

Pz 9z 3z

=— + u+2 + 2uv + v?) +
outov  ox*®  ox? ( v) 2( )
3., 2 2
+ o’z uv® + 2 oz +2 (—3—2
ay? dx dy oy?

Diikaz véty 178. Mame dokdzat pro kazdé pfirozené n tuto vétu: ,,Jsou-1f
splnény predpoklady1,.2,,3,, plati tvrzeni 4,*. Na za¢atku pozndmky 7 jsme dokdazali
tuto vétu pro » = 1. Budiz dale n pfirozené {islo a predpokladcjme, Ze véta je jiz
dokazana pro tuto hodnctu n; mame ukazat, Ze potom je tato véta spravna téz pro
hednetu n + 1. Budte tedy dany funkcee f(u, v), ¢(x, y), ¥(x, ), spliujici podminky
1,41 25415 3,4, Potom plati podle véty 177 v intervalu J rovnice (49), jeZ pisi
obsirngji takto:

0z _ 0f(u.v) 29(x, y) , of(u,v) dY(x, y)

ox cu ox v ox

(55) 9z _ 0f(u.v) op(x, y) + af(u, v) a¥(x, y)
dy ou dy v ay

. 0p ay — o vl cire g e
Zde Jsoua— ) e 5* funkce proménnych x, y majici v J spojité parcialni derivace
X y

aZ do fadu n-tého; g ,gfjsou funkce proménnych u, v — piSme ——— f( i v) (u, v),

ou ov

"
ajiu, v - .o P L tnr . x vz . .
—fi—) = h(u, v), jeZ maji v J; spojité parcidlni derivace aZ do fadu n-tého; do nich

oviem méame dosadit u = ¢(x, y), v = Y(x, y); ,,sleZené funkee* g(o(x, y), ¥(x, y))
h(o(x, y), ¥(x, y)) maji tedy podle A4, v intervalu J spojité parcidlni derivace (podle
x, ) aZ do fadu n-tého. Pifeme-li jest& F(x, y) = f(o(x, ), ¥(x, y)), 1ze rovnice (55)
psat podrobné

) — gl ). ) 25D it ),y ) D),
0x 0x ox

dF(x, y)
dy

Gdtud je (podle pravidel o derivovani soutu a soudinu) patrné, Ze pravé a tedy
i levé strany téchto rovniz maji v J spojité parcialni derivace fadu n-tého;3°) tj.

) Jsou li totiz fi(x, ), ..., f4(x,¥), Ctyfi funkce majici v J spojité parcidlni derivace aZ do
fadu n-tého, ma téz funkce f,f, + f3f4 v J spojité parcidlni derivace aZ do fadu a-tého.
Podrobné by se toto téméF samoziejmé tvrzeni dokdzalo uplnou indukci, coZz si muaZe
Ctendf sam provést.

+ h(o(x,y), ¥(x,y

= glo{x, ), ¥(x. ) 6—(/);\—”
y

Y(x, y)
) e
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vunkce F(x, y) = f(o(x, ¥), ¥(x, y)) ma v J spojité parcidlni derivace aZ do adu
n + 1, &imZ je tvrzeni A, dokazano.

Poznidmka 8. Jak se postupné derivace funkce f(o(x, »), ¥(x, y)) v praxi
2
poditaji (znaéxh jsme je v poznamce 7 znaky -Z—z 66 ; , .--)s vyloZili jsme jist& dosta-
x dy
tené v poznamce 7 a v pfikladu 4. Vzhledem ke spojitosti derivaci lze pfi tom uZivat
véty 171 o zaménnosti. Pokud se tyde ptedpokladd 1,, 2,, 3,, vyskytuje se v praxi
nejéastdji tento pfipad: mame pocitat parcialni derivace funkce f(¢(x, y), ¥(x, »))
v né&jakém bod& x,, yo; polozme uy = @(xo, yo), Vo = Y(xo0, ¥o). Pritom obylejné
yime, Ze funkce ¢(x, y), ¥(x, y) maji v jistém ,,0koli* bodu [xo, yo], tj. v jistém
intervalu (xo — &y, Xo + 6;) X (Yo — 81, Yo + 6;) spojité parcidlni derivace aZ
do fadu n-tého a Ze funkce f(u, v) ma obdobné spojité parcidlni derivace aZ do fadu
n-tého v jistém intervalu (uy — 65, 1o + 8,) X (vo — 02,V + 8,) = J;. Ze spoji-
tosti funkei @, Y v bod& [x,, yo] plyne, Ze existuje &islo 85 > 0 tak, Ze pro |x — Xo| <
< 83, |y — yol < 85 je |o(x, y) — uql < 85, |Y(x, y) — vo] < &,. PoloZime-li tedy
8 =Min(d,,08;), J=(xo— 0, X0+ &) X (vo— 8, yo + &), vidime: funkce ¢,
¥ maji v J spojité parcidlni derivace aZ do n-tého Fadu; leZi-li bod [x, y] v J, leZi
bod [¢(x, y), ¥(x, y)] v J,. MiZeme tedy v intervalu J — a tedy specialng v bodg
[x0, o] — uzit véty 178 a postupu uZitého v poznamee 7.

Pozndmka 9. Véta 178 se tykala p¥ipadu IV (viz potatek tohoto paragrafu).
Ostatni pfipady I, 11, III se daji na tento pfipad prevést takto: kde se v nich vyskytuje
funkce jedné prom&nné (napf. f(u) misto f(u, v)), pojimém ji jako funkci dvou pro-
ménnych; parcialni derivace podle té druhé proménné je rovna nule, misto parcialni
derivace podle té prvni promé&nné piSeme oby&ejnou derivaci (se symbolem d); spojitost
se neporusi (viz § 2, pfikl. 3). Jako pfiklad uvedme vétu odpovidajici pfipadu III:

BudiZ n pfirozené &islo. Budte splnény tyto pfedpoklady:
1) Funkce o(x), ¥(x) maji spojité derivace a do tadu n-tého v jistém otevieném
(jednorozmé&rném) intervalu J.
2) Funkce f(u, v) ma spojité parcialni dcrivace aZ do n-tého fadu v jistém
otevieném (dvojrozmé&rném) intervalu J,.
3) Je-li xe J, je [o(x), Y(x)] € J;.
Potom ma funkce f(¢(x), ¥(x)) v J spojité derivace aZ do n-tého Fadu.
Tyto derivace se oviem pogitaji podle véty 176 takto (pisi-li z = f(u, v), u =
= ¢(x), v = Y(x)):
dz _ofde  ofdy.
dx  Oudx 617 dx ’
d?z f Y dod e (d of d2p°  of d?
—_— __( >+2._f_2l+_f_l// +_f_¢+.0'_f__'.patd.
dx? dx dudvdx dx  av? \dx ou dx* Qv dx?
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Poznamka 10. Pravé tak jako jsme se omezili ve vét& 178 na piipad IV, mohli
jsme se omezit na vétu 177 a dokazat véty 126, 175, 176 jako specialni ptipady véty
177; volil jsem radéji obsirnéjsi zphsob, jenZ je snad pro zagatenika prijemnéjsi.

Cviceni

Nésledujici &tyti cviCeni jsou dosti dilezitd; jde o priklady, jeZ se Casto vyskytuji. .

1. Budiz z =f(x,»), x =rcosqp, y = rsingp. (Tomuto vztahu mezi proménnymi X, ..
a proménnymi r, ¢ odpovida tzv. ziména pravouhlych souiadnic za polarni, viz obr. 53.) Ma-li
fvbodé P = [rcos ¢, rsin ¢] totdlni diferencial, je

622_*_('322 622+1 322
ox dy or r2\op/)

y B
p~
< %
\ % :\ X
N
" e
I
ﬂ :
[}
o)y X
X
Obr. 53. Obr. 54.

Ma4-lif v jistém otevieném intervalu obsahujicim bod P spojité parcidlni derivace do druhého ¥adu, je
2?2z 9%z 9%z 1 &%*z 1le:
ax2 8y o2 rr et ror’
2. Budi « dané &islo, z =/f(x,y), x = x;cosx — y, sinx,y = x; sinx + y, cosa.

(Tomuto vztahu mezi proménnymi x, y a proménnymi x;, y, odpovida ,,otoeni os soufadnic®,
viz obr. 54.) Za piedpokladi obdobnych jako ve cvieni 1 je

oz 2+ o2\ [ ez 2+ oz \? "’-z+azz 6zz+3zz
ox oy 0xy ay, *oax? 6y2_3xi ayf'

3. PodrZme oznaleni piedeslého cviceni. Potom je (ma-li f v bodé [x, y] totilni diferencial)
56) a + oz |
—— TS e— Co —_ s -
P S & 3, Sino

Tento vyraz mi jednoduchy vyznam. Je z = f(x; cosx — y, sin«, x, sina + y; cos«); nechdm-li
zde y; pevné, x; proménné (tj. nechdm-li se bod [x, y] pohybovat po pfimce svirajici s osou x
thel ), bude z funkci jediné proménné x,; jeji derivace je pravé vyraz (56), proto se vyrazu (56)
Fikd téz ,,derivace funkce f(x, ») v bodé P = [x, y] ve sméru a*‘. Ve tvaru limity lze vyraz (56)
psat takto: hodnotu funkce f(x, ») v bodé P = [x, y] znatme f(P). Zvolme bod P; posunme jej
ve sméru kladné osy x; o délku &; tim dostaneme bod P, (obr. 54). Dcrivace funkce f v bodé I
ve sméru « je potom dana limitou

. f(P) —f(P)

lim " ————-—

h-0 h
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a udava tedy, s jakou rychlosti vzrista funkce f, posunuji-li bod P smérem «. Zajim4 nds proto,
ve kterém sméru bude tato rychlost nejvétsi, tj. pro které« bude vyraz (56) nejvétsi.>®) To nastava
préavé pro jeden smér o, a to pro ten, jenZ je definovan rovnicemi

of of
ox oy

e ——— Sinxg =+

2 2
Derivace v tomto sméru oy ma hodnotu ,\/ (6_}’) + <€£) . V,,protilehlém* sméru &g + 7 méd
ox dy

derivace touz hodnotu aZ na znameni;3”) v obou smérech ,,kolmych* ay + 1z, oy — 27 m4 deri-
vace hodnotu 0.

4. Vkap. VIIL § 2, prikl. 9 jsme potitali derivaci funkci tvaru £(x)9¢%). To lze uéinit téz podle
véty 176, klademe-li z = u*, u = f(x), v = g(x). Provedte!

2
5. Definujme f(u, t) takto: f(u, v) = —2-'%2 pro [u, v] + [0, 0], (0, 0) = O (takze funkce f
u v

2 a
Jje v8ude spojitd). Je a—f ©,0) = -a—'f (0, 0) = 0. Dile je f(x, x) = 2x. Polozime-li tedy z = f(u, v),
u ) :
. (4z 1 - - .
u=x,v=xje . = 3; mechanické pouZiti v€ty 176 by dalo nespravny vysledek
x=0

dz 0z du 0z dv
d—' = '3— . d— + 'a— o\ T = 0 .
X/ x=0 “Ju=0 \9%/x=0 ¢ Ju=0 \9%/x=0
v=0 v=0
Jist& tedy nemai funkce f v bod3 [0, 0] totdlni diferencial (pfesvédite se o tom pfimo!). Tento

pfiklad ukazuje, Ze existence parcidlnich derivaci nestaci k tomu, abychom mohli uZit ptedpisu
obsaZeného ve vété 176.

36) Pi pevnd zvoleném bodé P = [x, y]. V daldim vykladu pfedpoklidam, %e v bod& P nen’
of of

il 0; potom by totiz byl vyraz (56) ve viech smé&rech roven nule.
X y

37y Smér o -+ 7 je tedy smérem ,,nejrychlejsiho klesdni** funkce f v bodé P.

23 — Jaraik: Diferencid!ni poZXet L.
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