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Kapitola XIV

IMPLICITNI FUNKCE

§ 1. Zikladni véta o FeSeni rovnice F(x,y) = 0. Velmi Casto se vyskytuje v mate-
matice tento problém: BudiZ dana funkce F (x, y) dvou promé&nnych; ptame se, které,
body [x, y] vyhovuji rovnici

(1) F(x,y)=0.

Oznaéme znakem M mncZinu vech bodt '[x, ¥], jeZ vyhovuji rovnici (1); nasim
tkolem pak je studovat, jak vypada mnoZina M. Vezméme n¢kolik bé&Znych prikladu,

Pfiklad 1. Budte a,b,r tii &isla, r > 0; poloZme F(x,y)=(x —a)® +
+ (y — b)*> — r%. MnoZina M on&ch bodi [x, y], které vyhovuji rovnici
() (x—a?+(y—b2—-r*=0,
se nazyva kruZnici o polomé&rv r a o stfedu [a, b].

Ptiklad 2. BudiZ F(x, y) = 2y — 3x; mnoZina M on&ch bodi [x, y], jez vyho-
vuji rovnici 2y — 3x = 0, je pravé mnoZina vSech bodu leZicich na pfimce y = %x.

Ptiklad 3. BudiZ F(x, y) = (2y — 3x)?; zde je mnoZina M taZ jako v pfedeslém
prikladé.

Piiklad 4. Budiz F(x, y) = x*> — y* rovnice F(x, y) = 0,tj.(x + y)(x —y) =
= 0, je spln€na tehdy a jen tehdy, je-li budto y = x nebo y = — x. MnoZina M se
tedy zde sklada ze vSech bodil pfimek y = x, y = — x.

V dosavadnich piikladech ma mnoZina M vlastnosti, které zrakovy nazor
piisuzuje ,,kfivkdm* nebo ,,6aram*. Vskutku mnohé kfivky, kterymi se geometrie
zabyva, byvaji dany rovnici tvaru F(x, y) = 0, z &ehcZ je dleZitost naseho problému
patrna. Ovsem leckdy miiZe mit mnoZina M tvar, ktery ma jenom malo nebo viibec
nic spole¢ného s nazornou piedstavou kfivky, jak ukazuji nasledujici ptiklady.

Priklad 5. Budiz F(x, y) = x* + y* + 1; pro Zadny bod [x, y] neni x? + y? +
+ 1 = 0, mnoZina M jz tedy prazdna.
Priklad 6. Rovnice x* + y? = 0 plati tehdy a jen tehdy, jz-li x = y = 0.
Polozime-li tedy F(x, y) = x> + y?, sklada se mnoZina M z j:diného bodu [0, 0].
Ty

Priklad 7. BudiZ F(x, y) = sin — pro x # 0, F(0, y) = 0. Rovnice F(x, y) = 0
: x

23*
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je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li budto x =0 nebo y =kx(k=0, £1, +2,
+ 3,...). MnoZina M se zde sklada z nekonetn& mnoha pfimek (naértngte si obrazek).

Ptiklad 8. Poloime F(x,y) = /x%y? — xy. Podle definice odmocniny je

V)x = |xy|. Je-lixy = 0 (tj. leZi-li bod [x, y] na ose x nebo na ose y nebo v prvnim.
nebo v tfetim kvadrantu), j2 |xy| = xy a tedy F(x, y) = 0; je-li viak xy <O, je
|xy| = — xy a tedy F(x,y) = — 2xy > C. MnoZina M se tedy sklada z prvnihc
a tfetiho kvadrantu (vEetn& os soufadnic).
PoloZime si napied tuto otizku: je moZné popsat mnoZinu M rovnici tvaru

y = f(x)? To znamena: je moZné nalézt funkci f(x) tak, aby viechny body mnozmy
M byly pravé ony body [x, y], jeZz vyhovuji
rovnici y = f(x)? To je moZné napf. v pfikla- Jlp
~ dech 2, 3: zde skutedné kaZdimu x odpovida

jedna a jen jedna hodnota y = f(x) tak, Ze bod
[x, ¥] vyhovuje rovnici F(x, y) = 0; zde je to
funkce f(x) = 2x. Ale uZ v priklad& 1 to neni
moZné; nebof ke kazdému x intervalu (a — r, -
a + r) piisludi nikoliv jedna, nybrZz dvé hod-
noty y tak, Ze bod [x, y] leZi na kruZnici (2),
totiz hodnoty

(3a) y=b+/r=(x—a),

(3b) y=b—rr —(x—a)’.

Podobné je tomu v piikl. 4, kde ke kaZzdé hodnoté x 3 O prislussji dvé riizné hodnoty
y,totizy =x;y = — x.

b [
r-

Obr. 55.

Proto tento problém zuZime a vyslovime jej takto: vezmu néjaky bod P =
= [xo, ¥o] mnoZiny M a ptam se, zda je moZné sestrojit okolo bodu P jako stfedu
n&jaky dvojrozmérny interval J = (xo — 4, Xxo + 4, ) X (¥o — 42, Yo + 43)
tak, aby se aspofi ona &ast mnoZiny M, jeZ lezi v intervalu J, dala vyjadfit rovnici
tvaru y = f(x) (viz napt. bod P a interval J na obr. 55, kde mnoZina M je kruZaice (2)).
Tedy podrobné fedeno: Dana je funkce F(x, y); budiZ [xo, o] n&jaky bod vyhovujici
rovnici F(xo, ¥o) = 0. Ptame se, zda existuji kladna &isla 4,, 4, tak, aby ke kazdému
x intervalu (xo — 4y, xo + 4,) existovalo v intervalu (yo — 45, yo + 4,) jedno
a jen jedno y tak, Ze je spln&na rovnice F(x, y) = 0. Existuji-li takova kladna &isla
4y, 4,, je toto y funkci prom&nné x v oboru (xo — 4,, xo + 4,), oznadme ji pisme-
nem f; tedy mnoZina viech bodd intervalu J = (xo — 4,. X + 4,) x (yo — 43,
Yo + 45), je2 patii k mnoZin& M, je pravé mnoZina onéch bodai [x, y]. jeZ vyhovuji
podminkam y = f(x), |x — x| < 4,. Zajimaji nas pctom oviem je§t¢ dal3i vlastnosti
funkce f, napf. otizka, zda ma funkce f v intervalu (xo — 4,, x, + 4,) prvni,
druhou, ... derivaci a jak se tyto derivace vypoctou. Tomuto problému je vénovana
tato kanitola.
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Podivejme sc ticba na piiklad 1. Volim-li bed P v mnoZin& M (tj. na kruz-
nici (2)) a interval J tak, jak je vyznaeno na obr. 55, je skutedn& ona &ast kruZnicc,
jeZ je obsaZena v intervalu J, popsina rovnici tvaru y = f(x), totiZ rovnici (3a).
Totéz plati pro bod P’ (na dolni pclokruZnici) a interval J’, a% na to, %e musime
vzit rovnici (3b). V bod& P” = [a + r, b] viak tento postup selhava: at zvolim inter-
- val J” (obsahujici bod P") jakkoliv maly, vZdy budou
existovat &isla x (0 néco mensi neZ a + r) tak, ek ta-
kovému x existuji dvé rtzné hcdnoty y,, y, takové,
Ze oba body [x, y,], [x, y,] leZi na kruZnici (2) a sou-
Sasnd v intervalu J”. Podcbng selhava tento postup
v bodd P” = [a — r, b]. Viimn&me si jestE této okol-

nosti: v naSem prikladg je Z—F = 2(y — b); na kruZni-
y

L. @F
ci (2) IeZi pravé dva body, pro n&Zje— =0,tj. y = b; .
dy Obr. 56.
jsou to pravé ony body P”, P", v nichZ ns postup selhal.

Pedivejme se podobn& na piiklad 4, v némZ se mnoZina M sklada z pfimek
y=x,y = — x; zvolim li v této mnoZiné¢ M bod P rizny od pocatku, mohu opét
sestrojit interval J (obsahujici bod P) tak, Ze ona ¢ast mnoZiny M, jeZ leZi v intervalu
J, je upln& popsdna budto rovnici y = x (viz na cbr. 56 bod P) nebo rovnici y =
= — x (viz na obr. 56 bod P’). Tento postup selhava v bodg [0, 0]. V naSem pfi-

padé je %E = — 2y; jediny bod mnoZiny M, v ném% je Z—F =0 (tj. y = 0), je pravé
y . oy
bod [0, 0], v ndmZ n4§ postup selhal. Podle piikladil 1, 4 se tedy zd4, Ze v t&ch bo-

. « .y OF o < oz
dech mnoZiny M, v nichZ je Z— = 0, mohou byt poméry znané sloZité; proto se
y

. ... OF
omezime na ty body mncZiny M, v nichZ je %— % 0.
y

Vezméme tedy n&jaky bod [x,, yo], leZici v mnoZiné M, tj. vyhovujici rovnici
F(xo, yo) = 0; budeme piedpoklddat, Ze funkce F ma v jistém dvojrozm&rném

. . oF or
otevieném intervalu, obsahujicim bed [x, yo], spojité parcidlni derivace —,—

ox’ay’
popk. jeStd téZ spojité parcialni derivace vystich rada (obecné aZ do fadu n tého,
kde n = 1). Mimoto budeme predpoklddat, Ze (@) % 0. DokaZeme pak
y xX=Xxp
tuto vdtu: y=yo

Véta 179. Budiz F(x, y) funl:ce, [Xo, yo] bod v roviné, n pFirozené &islo. Necht
xistuje otevieny dvojrozmérny interval L obsahujici bod [x,, y,] a takovy, Ze funk--
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ce F(x,y) md v L spojité parcidlni derivace aZ do rddu n-tého. Budi? dile

F(xo, .V()) = 0’ QF'(.ZG—”YO} =5 0'1)

Potom existuji kladnd ¢isla A,, 4, tak, Ze plati toto:

I. Ke kaZdému ¢&islu x intervalu (xo — Ay, xo + A4;) existuje v intervalu
(yo — 4,3, yo + 43) jedno a jen jedno ¢islo y tak, Ze je F(x,y) = 0. Oznadim-li
toto y znakem f(x), je rovnice F(x,y) = 0 pro
Xo— A4y < X< Xg+ A1,y — A4, <y <y, +

¥y C
! + 4, splnéna tehdy a jen tehdy, je-li y = f(x).
4 !4 P
1 1 .
o | } | II. Funkce f(x) md v intervalu (xo — 4,.
+H 4+ ++ + 1e-n 16 deri % do Féd i
J___ﬂ}%!d_____z > xo + 4,) spojité derivace aZ do Fadu n-tého.
| 1o= ) "
o] . =4 Poznamka 1. Smysl této dileZité véty,
[ jeZ je vlastaé jedinym obsahem této kapitoly, si
musi ¢tendf dokonale promyslit.
! .
X% X Diuakaz. Bez ijmy obecnosti miZeme pied-
, . OF(xy. y
Obr. 57. pokladat, ze je __(ao_h_) >0 (kdyby bylo
y
OFx,, R . ‘
__\):30_J’()_) < 0, vySetfovali bychom misto funkce F funkci — F, coZ na obsahu
y
véty nic neméni, jeZto rovnice F = 0 znamena totéZ co — F = 0). PoloZzme
dF(xq, y o - 0F . .
—%@ = a, takZe a > 0. Ze spojitosti funkce;— plyne existence cisla ¢ > (
y

1akového, Ze ve viech bodech [x, y] intervalu K = (xo — ¢, X + ¢) X (yo — ¢,
Yo + ¢©) je
OF(x, y) _ dF(Xo, yo) <!
ay cy

a tedy

(4) (7F(.\‘, }') = 1

x> 0.
dy 2
Volme mimoto ¢ tak malé, Ze K = L; potom jsou tedy vSechny parcialni derivace

funkce F aZ do fadu n-tého spojité v intervalu K.?)

oF(x,, ¢F(x,y
-—0—@ znadi oviem hodnotu funkce (. 7)

1) Znak v bodé [xg, yol-

2 Prosim Ctendre, aby si soucasné s vykladem nalrtaval obr. 57.
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I. Funkce F(xo, y) (jediné prom¥nné y) mé v intervalu (y, — ¢, yo + ¢) podle
(4) kladnou derivaci a je tam tedy rostouci; pro y = y, m4 hodnotu nulovou
(F(xo,y0) = 0), tedy ma v bod& y = y, + 3¢ hodnotu kladnou a v bod& y = y, — 3
hodnotu zapornou, tj. F(xo, yo + 4¢) > 0, F(xo, yo — ¢) < 0.3) Funkce F(x,, +
+ 2¢) (jediné prom&nné x) je v bod& x, spojitd a kladnd; funkce F(x, yo — 1c) je
v bodé& x, obdobné spojita a zaporna. Existuje tedy &islo 4, > O tak, Ze je

(5) F(x,yo —2) <0, F(x,y,+32)>0 pro [x — xo| <4y;

volme zaroveii 4, < c. BudiZ nyni x, libovolné &islo intervalu (xo — 44, xo + 4;)-
Funkce F(x,,y) (jediné proménné y) je podle (4) spojitd a rostouci v intervalu
(yo — ¢ yo + ¢), tedy téZ v intervalu (y, — %c, Yo + %c}; pro y = yo — %c je
hodnota funkce F(x,, y) podle (5) zaporn4, pro y = y, + 3¢ je kladn4. Podle véty
129 existuje tedy v intervala (yo — 3¢, yo + 3¢) &islo y, takové, Ze je F(xy, y,) = 0;
a jezto F(x,, y) je rostouci funkce v tomto intervalu, existuje jen jedno takové &islo
y; v intervalu (y, — %c, Yo + %:) Tim je tvrzeni I dokazano: poloZime-li 4, = %c,
vidime, Ze ke kaZdému x intervalu (x, — 44, xo + 4,) existuje v intervalu (y, — 4,,
Yo + 4,) jedno a jen jedno &islo y tak, Ze jo F(x, y) = 0; toto &islo y oznaéme zna-
kem f(x). Zaroveii vidite, Ze diikaz byl velmi nazorny.

II. Zbyvé cokézat tvrzeni II. DokaZme napfed tvrzeni
A) Funkce f(x) md v intervalu (xo — 4y, xo + 4,) derivaci
dF(x, y)
ox
OF(x, y)
dy
(kde vpravo je tieba za y dosadit f(x)).

(6) f'(x) = -

Dikaz. Budte [xy, y;],[*; + h, y; + k] dva body intervalu K. Funkce

aF(xs yl)
0x

F(x, y;) (proménné x) ma v intervalu (xo — ¢, X, + ¢) derivaci ; funkce

OF(xy + h,y)

F(x; + h,y) (prom&nné y) m4 v intervalu (yo — ¢, yo -+ c) derivaci 5
y

Véta o prirstku funkce dava pak
(7) F(xl + h, yl + k) —_— F(xl, yl) =
= (F(x, + h,y, + k) — F(xx + h, .Vl)) + (F_(x1 + h, )’1) - F(x_p y)) =

—k OF(x; + h, y, + O,k) +h OF(x, + Oh, y,)
dy ox ’

3) Na obr. 57 je znameni funkce F v uréitém bodg vyznageno piipsanym znaménkem + nebo —.
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pii¢emZ 0 < @, < 1, 0 < @, < 1. Tato rovnice plati oviem téZ pro k = 0 (potom
odpada prvni ¢len vpravo) i pro h = 0 (potom odpada druhy &len vpravo). Zvolme
specialnd x; v intervalu (x, — 4y, xo + 4,), ¥y = f(x,) (takZe y, — 4, < y, <
< yo + 4,). Budiz dale h + 0 a budiZ |h| tak malé, Ze také bod x; + h leZi v in-
tervalu (xo — 4y, Xo + 4,). Definujme funkci k(h) rovnici

K(h) = f(xy + B) = f(x1), tedy flx; + h) = f(x,) + k(h) ;

je oviem (podle tvrzeni I) yo — 4, < f(%; + h) < yo + 4;. Je#to F(xy, f(x;)) = 0, .
F(xy + h,f(x;) + k(h)) = F(xy + h, f(x, + h)) = 0, plyne z rovnice (7)

OF(x; + h, f(x,) + @, kih) L OF(xi + @, 7(x,)) _

k(h 0.
( ) dy ox
g, OF . . .
. Jezto ™ + 0 (viz (4)), plyne z posledni rovnice
y
OF(xy + O,h. f(xy)) I
ox
8 x; + h) — f(x,) = k(h) = — ' .
© T+ 1) =JG) = M) = = S ) + 0.k)
dy

Podle (4) je jmenovatel vpravo v&t3i nez 1x, tedy

2|, 0F(x; + O,h, f(x,))
©) (il = = - ox '

Ze spojitosti funkce gf zfejmé plyne
X

i OF(xy + 4k f(x)) _ OF(x1 f(x)) |
h-0 cx ' 0x ’

(10)

z pravidla o limité soucinu plyne pak

hm aF(xl + G)lh’f(xl)) . h = 0,
h=0 ox

naceZ z (9) plyne
(11) limk(h) = 0.

h=0
Odtud viak snadno plyne (jeZto pro i — 0 se bod [x; + h, f(x;) + ©, k(h)] podle
(11) blizi bodu [x,, f(x,)])

‘1) tim OFCe + B f(x)) + @5 k(R) _ 0F(xy, f(xy)) .
h-0 oy dy
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Obsirny diikaz rovnice (12): BudiZ & > 0; ze spojitosti funkce gf- plyne, Ze existuje
y

8, > 0 tak, Ze pro |x — x,| < &3, |y — f(x1)l < &y je
(13) 0OF (x, y) _ OF (x4, f(x1))
dy 0y
Podle (11) existuje 6, > 0 tak, Ze pro 0 < [h] < &, je |k(h)] < J,. PoloZme & =
= Min (8,,8,); je-li 0 < [h] < 8, je |xy + h — X3 < 8 < 8y, |f(%1) + O k(h) —
— f(x1)] = |03 k(h)| < |k(h)| < &;, takZe nerovnost (13) plati pro x = x, + h,
y = f(x1) + O, k(h); pro 0 < |h| < & je tedy

OF(xy + h, f(x,) + @, k(h)) _ 9F (xy, f(xy))

<e.

<g,
dy dy
&imz je (12) dokazano.
0 .
Jezto i‘(_x,(;Lx,)) % 0 (viz(4)), plyne z (8) a z(10), (12) podle pravidla o limit&
y . .
podilu oo S50+ ) = f(sy) _
k=0 h
OF(x( + O,h, f(x,)) OF(xy, f(x1))
- — Iim ox _ 0x
0 OF(xy + h, f(x,) + @, k(h)) OF (x4, f(“l))
dy . dy

Tim je tvrzeni A) dok4zéno, nebot x, byl libovolni bod intervalu (xo — 4;, Xo + 4,).
Spojitost funkce f(x) v tomto intervalu je patrné ze vzorce (6), nebot do spojitych

funkci g—’-: , z—F dosazujeme za y spojitou funkci f(x) (f(x) je spojitd, protoZe ma
x Oy
derivaci).

Tim je zaroveii dok4zano tvrzeni II pro n = 1. BudiZ tedy n > 1; mime je$té&
dokézat existenci a spojitost derivaci f®(x) pro 2 < k < n v intervalu (xo — 4,
Xo + 4,). Provedme to napfed — pro v&tsi ndzornost — pro k = 2. JeZto pfedpo-
kladam spojitost parcidlnich derivaci funkce F(x, y) v intervalu L(a tedy téZ v inter-
OF(u,v) dF(u,v)

ou v
alni derivace 1. fadu. Dosadime-li sem u = x, v = f(x), kde |x — x,| < 4,, vidime
podle véty 176 (jezto bod [x, f(x)] leZi v K), Ze existuji derivace

d (oF 9*F(u,v) du  0*F(u, v) dv.
— (= f(x)) = —+ =,
dx (au G f( ))) ou* dx oudv .dx

iy ) = A S AT,

valu K) aZ do fadu n = 2 maji funkce v intervalu K spojité parci=

ovou dx o?  dx
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v . - . . d
kde oviem vpravo za u, v dosazujeme x, ;(x); je pak oviem d—u =1, do_ S'(x)- Podle
x x

pravidla o derivovani podilu existuje tedy derivace pravé a tedy ilevé strany rovnice
(6), a je

(14) I(x) =
(62F(x, ) 4 3*F(x, ) y OF(x,y) _ 9F(x, y) (@*F(x, ) + %F(x, v) V
0x? dx dy dy 0x oxdy . 0y?

b}

oF(x, y)\?
( ay )

kde vpravo jsem zase psal pismena x, y misto u, v; pfitom y znadi f(x), y’ zna&i
J'(x). Tim je existence a zfejmé i spojitost funkce f”(x) v intervalu (xo — 4y, Xo + 4,)
dokazana.

Ditkaz pro obecné k piijde ovsem indukci. Tvrdim toto: budiZ k celé, 1 < k <
< n;*) potom plati

torzeni Cy: V intervalu (x, — 4,, X, + 4,) existuje spojita derivace f*®(x) a je

(13) F9(x) = (?—F (x5 f(x»)"". B

Oy

kde V;(x) je souget kone&ného poétu &lend tvaru _

" (16) ¢ Fy(x, f(x)) Fax, f(x)) ... f,(x, f(x)) Yi(x). Yy(x)... Y(x),

pti¢emZ F(x, y) znadi n&jakou parcidlni derivaci funkce F aZ do fadu k, Y(x)
néjakou derivaci funkce f(x) aZ do fadu k'— 1 (miZe byt téZ s = 0, tj. Cinitelé Yy, ...
..., Y; mohou chybgt).

Podle vzorce (6) je tvrzeni C, spravné pro k = 1 (podle vzorce (14) téZ pro
k = 2). Stadi tedy dokazat je§té toto: Budte tvrzeni Cy, C,,..., Ci—1, C; spravna
pro jistou hodnotu k (1 < k < n); potom je spravné téz tvrzeni Cy.4.°)

Dutkaz tvrzeni Ci,y: Omezme se — aniZ to budeme stile zdraziiovat —
na hodnoty x intervalu (xo — 4y, Xo + 4,). Podle véty o derivovani mocniny,
soudinu a sloZené funkce bude se derivace pravé a tedy i levé strany rovnice (15)
rovnat

(1) -k (F f(x»)""‘. & (x,f(x») W) +

dx
JoF
+ (- (x, f(x)))
Oy
4) Predpokladam n > 1, jeto pro n = 1 je dikaz jiZ hotov.

5) Jeito tvrzeni Cy je sprdvné, bude tim dokdzdno, Ze je spravné tvrzeni C,, tedy téZ Cj, tedy
Cy, ..., tedy C,_,, tedy C,.

~* dV(x)
dx
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pokud oviem existuji derivace
dV(x
5 (5 ren), .

Ale prvni z t&chto derivaci existuje podle véty 176 (zde jde o funkci

0F(u, v)

dv

, kde

u=x0v =f(x)) a rovni se

(19 5 (5 e s6p) = ) D,

kde do vysledku dosazujeme f (x) za'y. Derivace funkce V,‘(x) se rovnd soudtu derivaci
jednotlivych soutind (16) a derivace kaZdého takového soudinu se rovnid soudtu
&end, v nich¥ se vZdy vSichni &initelé aZ na jeden nechaji beze zmény a tento Einitel
se derivuje — pokud oviem jeho derivace existuje. Jde tedy o derivovani t&chto
funkci proménné x:

Fifxf(x)),  Y{x). .
Funkce F(u, v) je n&akou parcialni derivaci funkce F fadu nejvySe k < n; tedy ma
jest& spojité parcidlni derivace 1. ¥idu a tedy totalni diferencial; jeZto existuje f'(x)
(podle C)), je podle véty 176

d OF; OF; ,

— (Fi(xf(x)) = L (x f(x) + = (% f(x).f();

X 0x dy
parcialni derivace vpravo jsou ngjaké pﬁr’cié]ni derivace funkce F, fadu nejvyse
k + 1. Déle je Y{(x) n&jaka derivace funkce f(x) fadu nejvyse k — 1, tieba Y,(x) =
= f¥(x), | £ k — 1, takZe podle tvrzeni C,, ..., C, existuje g’(—x) = f4+1(x), pfi-
dV(x )

dx

aZ na to, Ze F; ‘mie znadit derivace a% do adu k + 1, Y; derivace aZ do fadu k.

Je tedy vidét, Ze existuje derivace pravé a tedy i levé strany rovnice (15), tj. Ze existuje

(viz (17), (18))
FE(x) = (g—;(x,f(x‘)))._k_1 { (> f(x)) .

gemZl + 1 £ k. Tedy vskutku existuje —=—" a bude zase soudtem vyrazi tvaru (16),

de( x) _

(19) [ O°F OF | . ,
—k (ay_ax (S + 5 (16D (x)) . n(x)}.

Oznatime-li vyraz ve vinité zavorce Vi 4(x), je vidét, Ze Vi.+1(x) je opét soudet vy-
razi tvaru (16), aZ na to, %e F(u, v) miiZe znagit parcialni derivaci funkce F aZ do
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fadu k + 1 (misto k), a Ze Y,(x) miZe znatit derivaci funkce f aZ do fadu k (misto
k — 1). Spojitost pravé a tedy i levé strany rovnice (19) je pak patrnd z toho, Ze
parcidlni derivace funkce F(u, v) aZ do fadu k + 1 (ba dokonce aZ do Fadu n) jsou
spojité a Ze f¥(x) (a tedy i f*~V(x), ..., f'(x), f(x)) je spojita podle Cy. Tim je tvrzeni
C,+1 dokazano.

Poznamka 2. Posledni indukce (krok z C, na Ci+1) byla trochu nudna; ale
ukazuje piece jednu pozoruhodnou vlastnost. Vlastné nim $lo jenom o diikaz tohoto
trzeni Dy (pro 1 < k < n): Vintervalu (xo — 4y, Xo + 4,) existuje spojitd deri-
vace f®(x). Misto tcho jsme dokazali obsirngji tvrzeni C,: v intervalu (xo — 4y,
Xo + 4,) existuje spojitd derivace f*(x) a md tvar, popsany v (15), (16).

Prid¢lali jsme si snad zbyte€nou praci? Nikoliv, nebot s tvrzenim D, bychom
nedovedli provést indukci: predpokladejme, Ze tvizeni Dy, D,, ..., D, jsou spravna,
tj. Ze existuji spojité derivace f'(x), f7(x), ..., f*(x). Zde neni vibec vidt, jak do-
kazat tvrzeni Dy, {, nebot ze spojitosti funkce f*)(x) je3t& nikterak neplyne existence
jeji derivace. Tato ckolnost se ¢asto vyskytuje pii uplné indukci: mame-li dokazat
indukei, Ze n&jaky vyrok A, (zavisly na k) plati pro k = 1, 2, ..., sta&i dokazat toto:
1. Vyrok 4, plati. 2. Plati-li vyrok A, pro jisté ptirozené &islo k, platiivyrok A;4,.%)
Leckdy se druhy krok neda provést a tu si ¢asto vypomahame zpisobem, ktery jsme
pravé vidéli pti tvrzeni C,: vedle vyroku A, dokdZeme soudasné jesté dcuhy vyrok
B, a to tak, Ze dokazZeme: 1. Vyraky A,, B, plati. 2. Plati-li vyroky A4,, B, pro jisté
celé k = 1, plati i vyroky Aysq, Bisq.') Tim jsou dokazany vyroky A, By pro
k =1,2,3,...; tedy mame dokazan Zadany vyrok 4, (a vedle ného téz — jako vedlejsi
vysledek — vyrok B,, ktery ns oviem leckdy nezajima).

Poznamka 3. Ve v&t& 179 byla f(x) ona jedind hodnota y, jeZ vyhovuje pod-
minkdm F(x, y) = 0, |y — yo| < 4,. Pro x = x, vyhovuje témto podminkdm hod-
nota y =y, (nebot F(x,, yo) = 0). Je tedy f(xo) = yo, ti- ,kfivka® y = f(x)
prochazi bodem [xq, o], z ného? jsme vysli.

Pozndmka 4 (velmi ddlezitd pro pocgetni praxi).” Oznatme J = (xo — 4,.
.,XO -+ Al)’ Jl = (Xo -_ Al" .\'0 + Al) X (}"0 —_ Az, yO + AZ)' C‘isla AI’AZ byla v dﬁ'
kazu véty 179 vclena tak, Ze F(_x, y) ma v J, spojité parcialni derivace az do n-tého

v ey o OF , o . .
fadu, pfiGemz > % 0. Je-li x € J, lezi podle tvrzeni I bod [x, f(x)] v intervalu J,.
v .
Ukazali jsme, Ze f(x) ma v J spojité derivace aZ do Fadu n-ténoj; ty by se daly pogitat
postupnym derivovanim vzorce (6) (to jsme provedli pro f"(x) a vlastng jsme timto
zpGsobem provadéli i obecny dilikaz existence tichto derivaci). Ale pohodIngjsi a
v praxi téméF vphradné pouivany zplisob pro pocitani derivaci funkce f(x) je tento:

%) Pii C;. byl postup zddnlivé trochu jiny: pfedné se indukce koncila u hodnoty k = n, za druhé
vypadal druhy krok takto: Plati-li C;, C,, .:., Cy, plati i G ;. Malou formilni zm&nou by
se toto schéma dalo prevést na obvyklé schéma uplné indukce; viz cvideni 5.

7y Vtip je pravé v tom: Casto je t82ko ukazat, ze z Ay plyne Ay +1,ale da se ukdzat, Ze ze spravnosti
obou vyroktt A, B, plyne spravnost vyrokl 4., By+1-
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Pro viechna x e J je F(x, f(x)) = 0; viechny derivace levé strany se tedy rovnajf
(v intervalu J) derivacim pravé strany, tj. rovnaji se nule. Derivace levé strany mohu
viak potitat op&tovnym pou’itim vsty 176, v niZ pclozim ¢(x) = x, Y(x) = f(x)

dx dx?
F(u, v) spojité parcidlni derivace aZz do fadu n-tého, ‘takZe karda parcialni derivace
fadu nizZ8iho nez n-tého ma je§té spojité parcidlni derivace 1. fadu a tedy totalni
diferencial. Tak dostavdme postupnym derivovanim rovnice F(x, f(x)) = 0 tyto
rovnice®)

2
(tedy oviem do _ =1, Lo _ =0 atd> Stadi si uvédomit, Ze v intervalu J, ma funkce

ox dy

9*F(x, y) 62F(x y) 6 F(}., y)( V" o+ 6F(x, y) -0
x> 0x dy ’
0*F o°F o*F
PR dear b A 2()’ —( PH+3—+
Ox 0x* 0y 6 cy 0x dy
2
+3 a——?y'y” + a—F-y”' = 0 atd.
ay ay

Znam-li pro n&akou hodnotu x pfislunou hodnotu y (tj. f(x)), vypodtu z prvni

., . v ¢+ OF . S
rovnice y (to je moZné, jezto a—y— * 0) , potom z druhé rovnice y”, z tieti y” atd.,
pokud oviem dovedu pcditat parcidlni derivace funkce F. Tohoto zpliscbu vypodtu
se téme&f vyhradné& uZiva v praxi. Pfesto vSak nebyl dikaz tvrzeni II véty 179 zby-
te€ny; nebot pouZiti rovnic (20) je teprve tehdy opravnéno, vim-li jiZz odjinud, Ze
existuji derivace y’, y”, ... — a tuto existenci jsme pravé v tvrzeni II dokazali.

Poznidmka 5. Je-li dana rovnice F(x, y) =0, je ji za jistych pfedpokladt
a s jistymi omezenimi®) definovano y jakoZto funkce x; rika se, Ze ,,y je implicitni_
funkce x* nebo snad Iépe, Ze ,,y je rovnici F(x, y) = 0 (a piislu§nymi omezenimi)
definovano implicitné jakoZto funkce proménné x“, jeZto se tato okolnost netyka
podstaty funkce f(x), nybrZ pouze zpiisobu jejiho vyjadfeni. Nap¥. rovnice (x — a)? +
+ (y — b)> = r*> = 0 spclu s nerovnosti y = b (,,hcrni polokruznice*) je splnéna
tzhdy a jen tehdy, je-li y = b + /r* — (a — x)?; ¥ikdva se proto, Ze tato rovnice
dava ,explicitni vyjadfeni funkce, jeZ je ,,implicitn&* dana podminkami (x — a)® +
+ (y - b)? = r* =0, y = b. K ilustraci uvedme dva ptiklady.

8) V nichz do parcialnich derivaci funkce F(x, y) je tieba dosadit £(x) za y; misto f(x), f"(x), ...
pisi krat&eji ¥, ¥”, ... Ma-li Fv intervalu J; spojité parcidlni derivace viech fdd. mohu vzit
n libovolné velké, takZe v sestavovani rovnic (20) mohu postupovat tak dlouho, jak chci.

%) Podrobng jsou tyto pfedpoklady a tato omezeni — napf. omezeni boda [x, y] na interval
(xg - 44, %9 + A1) X (99 — 45,y + 4,) — popsany ve vété 179.
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Piiklad 9. Vezméme ,,kruZnici*

(21) (x—al+(-b?r-r*=o0.
Tato rovnice je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li budto
(22a) y=b+Jr* —(a — x)?
nebo

(22) y=b—rr—(a—x7.

Vezmu-li n&jaky bod [x, y] na kruZnici (21), rizny od bodt [a — r, b], [a + r, b].
mohu v blizkosti tohcto bodu uzit véty 179, kde F(x, y) = (x — a)* + (y — b)*> — r%.

oF = 2(y — b) # 0. Funkce f(x) z véty 179 je zde dana budto rovnici (22a) nebo

(22b) podle toho, zda zvoleny bed leZi na horni nebo dolni polokruZnici. Derivace
pfisluné funkce (22a) nebo (22b) dostaneme z rovnice (21) takto:

x—a+(y=0b)y =0, 1+y*+(y—->b)y" =0,
3y,y”+(y_b)y”’=0 .

odkudz postupng (je (x — a)? + (y — b)*> = r% jeito bod [x, y] leZi na krui-
nici (21))

yom X ”=_(y—b)'+(x—a)2=__ r
y—b’ (v = b)? (v — b)*’
oo 3r2(x —(l)
= —_(y_b)s,...

Mohli jsme tyto derivace vyboéist téZ pfimo z rovnic (22a), (22b), ale nas postup je
zajisté pohodIngjsi. v

Pfiklad 10. x?y° + x*y — 2xy* + y> = 1 = 0. Oznadme znakem F(x, y)
levou stranu této rovnice; vezmu-li n&jaky bod, v némZ je F(x, y) =0, ale gE =
= 5x%y* + x* — 6xy® + 2y + 0 — oznadme jej [xo, yo] — lze viechny body,
vyhovujici rovnici F(x, y) = 0 a leZici dosti blizko bodu [xo, ¥o], vyjadfit rovnici

y = f(x), kterazto &ara prochazi bodem [x,, yo] (tj. f(xo) = ¥o) a derivace y’, y”, ...
funkce f(x) 1ze pogitat udanou metodou; tedy

2xy5 + 4x3y - 2y3 + (5x2y4 + x4 _ 6xy2 + 2}’) ,V’ = 0,
2y% + 12x%y + (20xy* + 8x> — 12y%) y’ +
+(203%y% — 12xp + 2) () + (SxPy* + x* = 6xy> +2y) )" = 0

atd. Jakmile znam jediny bod k¥ivky y = f(x) (tj. jakmile znam pro jedinou hodnotu
X pfisluinou hodnotu y), dovedu v tomto bod& pocitat y’, y”, ..., tj. dovedu napk.
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stanovit tenu, oskula¢ni kruZnici apod.; viz cvieni 1. Na tomto pfikladg, v némZ by
obecné uréeni y = f(x) nardZelo na zasadni obtiZe (rovnice F(x, y) = 0 je-patého
stupné v ), je snad dosti jasn& vidét vyznam véty 179.

Pozndmka 6. Kdybychom ve vét& 179 misto Z—F (x0» o) * 0 ptedpokladali
y

JF . . < oty o g
6_(x°’ Yo) * 0, platila by véta op&t, ov§em s tou zménou, %e bychom musili vym&nit
x

x s y; zhruba fedeno, byla by mnoZina M popsana v blizkosti bodu [ x,, yo] rovnici

tvaru x = f(y). Napf. pro F(x,y) = (x —a)® + (y — b)> — r? (kruznice) plati

v bodé P" =[a + r, b] (viz cbr. 55) vztahy F =0, Z—F =2y —-b)=0, gf =
y X

= 2(x — a) = 2r = 0; v blizkosti bedu P”, napf. v intervaiu J”, lze vyjadfit body

vySetfované kruZnice rovnici x = a + /r* — (y — b)~

. O < - OF
Poznamka 7. Je-li v n&jakém bodg [xo, yo | soudasnd F(xo, yo) = g—- (x0r ¥o) =
' X

vvvvvv

oF . .
= (xo» ¥o) = 0, mohou v blizkesti bodu [x,, y,] nastat sloZit&jsi pripady. Napf.
ay

pro F(x, y) = x* + y*(ptiklad 6) je v bed& [0, 0]: F = 0, z—F =2x =0, oF _ 2y =
x

ay
= 0. Vskutku ma tento bod zvla§tni charakter: je, jak se fika, osamélym nebo
izolovanym bodem mncZiny M.!°) Pro F(x, y) = x* — y? (ptiklad 4) je v bodg&

F F L rve .
[0,0] rovnéz F = Z— = %— = 0 a tento bod mé opét zvlastni — ale jiny — charak-
X y
ter: mncZina M se sklada ze dvou pfimek y = x, y = — x, jeZ se protinaji v bodé
[0, 0]; fikava se proto, Ze mncZina M ma v bodg [0, 0] dvejny bod. Pedrobnéjsi
vySetieni pfipadu F = gf = gE = 0 pfesahuje ramec této knihy. Podotkl bych
x dy

pouze, Ze v tomto pfipadé mohou (jak jsme vid&li), ale nemusi nastat sleZit&jsi po-
méry. Napf. budiZ F(x, y) = (2y — 3x)? (ptiklad 3); mnc¥ina M je zde velmi jedno-
ducha, je to pfimka 2y — 3x =0, tj. y = %\'. MncZina M se zde tedy dokonce
v celém svém rozsahu da popsat rovnici tvaru y = f(x), tj. y = %v; piesto pro

JoF
kazdy bod mnczZiny M plati gf = — 6(2y — 3x) =0, Fol 42y — 3x) = 0.
x y

Cviceni

1. Pro funkci F(x, y) z prikl. 10 je F(1, 1) = 0. Zjistéte, %e oskula&ni kruZnice v bodé [1, 1]
ma rovnici (11x — 1)% + (l1y — 6)* = 125.

10) A znati stale mno#inu viech bodi [x, y], jez vyhovuiji rovnici F(x, y) = 0.
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2. Kiivka y2(2a — x) — x> = 0 (a > 0)'?) se nazyvi kisoida. V kazdém bodé této kfivky,
3 vyjimkou bodu [0, 0], 1ze uzit véty 179. Zjistéte, Ze oskulaéni kruZnice v bodé '[a,a] mad rovnici
Bx + 7a)® + By — 8a)? = 1254°. Kiivka se sklad4 ze dvou ,,vétvi“ y = + £(x) (0 < x < 2a);
v bodé& 0 ma f(x) derivaci zprava rovnou nule. Nakreslete si obrazek!

3. Ktivka (x? + y*)? — 24%(x% — y?) = 0 neboli (@® + x* + y?)? = a?(a® + 4x?) (a >
> 0) je tzv. Bernoulliova lemniskata. Jeji oskulaéni kruZnice v bodé [a\/i, 0] ma rovnici (3x —
— Zaﬁ ) + 9y2 = 2a? (zde musite vzit x jako funkci y). Je patrni soumérnost podle obou os.
Z druhého tvaru rovnice snadno vypodtete y2; odtud snadno zjistite, Ze potatkem prochazeji dvé
,»Vétve'* kiivky, jejichz teCny v pocCédtku ;sou y =Xx,y = — x (staCi se omezit na kladnd x, y

a z druhého tvaru rovnice pogitat lim ’}-}7 podle metod kap. XI).12) V ostatnich bodech kfivky
x=0+ X

Ize uzit véty 179. Rysovat muZete kfivku pomoci ,,parametrického vyjadieni*: zvolme ¢&islo
a hledejme pruseéiky — rtizné od poldtku — kfivky s pfimkou y = tx; vyjde x = + a\/f\/l —12:
:(1 + 1?) (tedy ptichézeji v uvahu jen hodnoty [t] <1, tj. viechny body kiivky — s vyjimkou
poZatku — vyhovuji nerovnosti |y| < [x]).13)

4. Krivka x3 + y3 — 3axy = 0 (a > 0) je tzv. Descartestv list. Ve viech bodech kromé
potatku lze uZit véty 179 (popk. s pozndmkou 6). Zjistéte, e oskuladni kruznice v bodé [3a, 3a}
mé 1ovnici (16x — 21a)?> + (16y — 21a)?> = 184%. Pro rysovani uZijme parametrického vyja-
dfeni: prisetik kfivky (rtizny od polatku) s piimkou y = rx m4 abscisu x = 3ar: (1 + £3);
vyloudeny jsou tedy hodnoty ¢ = 0, — 1. Pfipustim-li v rovnicich

24) x=3at:(1+13, y=3a?:0+3 ¢+-1)

téz hodnotu ¢ = 0, dostanu celou kfivku (i s po€atkem). Prubgh kiivky v okoli pocatku vySetiim
tfeba takto: rovnice kfivky se nezméni, vymé&nim-li x s y; omezim se tedy na tu &ast kfivky, pro
kterou je |y| < |x|, ti. — 1 <1 < 1; tuto &st kiivky oznaime tfeba K; (ostatni body k¥ivky
dostanu pieklopenim podle pfimky y = x). Z (24) je vidét, Ze na kfivce K, je bod [x, y] blizko
potatku tehdy a jen tehdy, je-li ¢ blizko nuly. Pro mald |7| (napf. v intervalu(— 1, 3\/’%)) vyjde

dx . -
ar > 0, takZe x je rostouci spojitou funkci #; podle véty o inverznich funkcich (véta 114) jevi se

de
¢ jako spojitd rostouci funkce x (v intervalu (— o, 2a3\/_%)), majici derivaci p > 0 (véta 125).
x

11y To znamena oviem: mnoZina viech bodi [x, ¥] vyhovujicich této rovnici.
12y Rikame proto, e lemniskata ma v po&atku dvojny bod.

13) Budte dany dvé funkce @(r), 4:(?) v intervalu J. Probih4-li ¢ interval J, probiha bod [x, y]
o soufadnicich

(23) x =g@t), y=wut)

jistou mnozinu M; Fikime pak, Ze rovnice (23) davaji parametrické vyjidieni mnoziny M
(¢ je , parametr**). Nejnazornéji si to miZeme piedstavit ticba tak, ze r udava c&as, ¢(t), v (1)
pak jsou soufadnice pohyblivého bodu v okamzZiku r. MnoZina M je potom draha tohoto
bodu.

Piiklad: rovnice x =acost, y=bsint (a >0, b > 0) déavaji parametrické vyjadieni
elipsy b2x? + azy2 = a?*b? (probéhne-li ¢ napf. interval <0, 27), prob&hne bod [x, y] pravé
jednou celou elipsu). Ve cviceni 3 je. mald odchylka (rovnice maji tvar x = + @(1), y =
= 1(£ P(1)); zavedenim jiného parametru by se dala dvojznainost znaménka odstranit).
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Z druhé rovnice (24) plyne, Ze y se jevi jako funkce x, tj. y = f(x) (prox < 2a3{/§).14) pfi¢em2
(_i,x = d—y . Sﬁ . Pro x = 0, tj. pro ¢t = 0 vyjde d_y =0, tedyd—y =0. Tedy: v blizkosti bodu [0, 0]
dx dr dx dt dx

Ize kiivku K, psit ve tvaru y = f(x); osa x je v poCitku te¢nou. Picklopenim podle pfimky
y = x dostdvam druhou ,,vétev** Descartesova listu, prochazejici potatkem, o rovnici x = f(»);
teCnou v poclitku je osa y. Podobné& jako u lemniskaty se zde jevi poéitek jako ,,dvojny bod*.

5. Indukce v dikazu tvrzeni II véty 179 postupovala podle tohoto schématu: Je diano pfi-
rozené Cislo n > 1. Pro k = 1, 2, ..., n je pfedloZeno jisté tvrzeni C;. Tato tvrzeni Cy, C5, ..., C,
mime dokdzat. Postupovali jsme takto: dokdzali jsme, Ze C; plati; dile jsme dokazali: je-li &
celé, 1 < k < n, a plati-li Cy, Cs, ..., Cy, plati 162 C44.1°) To je zpisob zdanlivé ponékud
odliny od obvyklého schématu dplné indukce; d4 se viak na obvyklé schéma tplné indukce
pievést takto: je-li k libovolné pfirozené Cislo, budiZz Ey toto tvrzeni: ,,tvrzeni C, je sprdvné pro
kaZdé prirozené r < Min (k, n)*‘. Potom lze vyli¢eny postup vyslovit také takto — z &ehoZ je
i jeho upln4 formdlni shoda s obvyklym schématem uplné indukce patrnd: 1. E; plati. 2. Je-li &
piirozené &islo a plati-li Ej, platii Ey 4, (pro k& = n je toto tvrzeni trividlni). Tedy plati viechna
tvrzeni E;, tedy téz E,, tj. C, C,, ..., C,.

14) Tim oviem jeSt¥ neni celd kiivka K; vylerpana; zbyvaji jest& body odpovidajici hodnotim
Visest
l5) Nemusite se starat o to, jakd byla tvrzeni C}; ide zde o zcela obecnou tvahu.

24 — Jarnik: Diferencidlni poZet I,
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