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Kapitola XV

KOMPLEXNI CISLA

§ 1. Zavedeni komplexnich &isel. Roziifime nyni obor redlnych &isel, vybudovany
v kap. 1, o nova &isla, ¢imZ dospéjeme k oboru tzv. komplexnich &isel. Véc je vam asi
pon€kud zndma ze Skoly; proto budu postupovat dosti rychle. Ostatng je pfechod
od disel redlnych k &islim komplexnim, jak uvidite, nesrovnatelng jednodussi nez
piechod od &isel raciondlnich k &islim redlnym, provedeny v kap. I.

Pfedmé&tem nasich uvah budou uspofddané dvojice [a, b] realnych &isel; pFitom
dvojice [a, 0] budiZ pouze novym oznalenim pro realné &islo a, kdeZto dvojice
[a, b], v nichZ b + 0, budou novym pfedmé&tem nasich uivah. Dvojice [a, b] budeme
nazyvat komplexaimi &isly; &islo a nazyvame redlnou &asti, &slo b imaginarni &4sti
&sla [a, b]. Cisla reiln4 jsou specialnim p¥ipadem komplexnich &sel: jsou to ona
komplexni &isla, jejichZ imaginarni &4st se rovna nule. Dv& komplexni &isla [a,, b, ],
[a3, b,] jsou si rovna tehdy a jen tehdy, je-li a, = a,, b, = b,; v tomto ptipads
pieme [ay, by] = [a,, b,]; neni-li tomu tak, piSeme [ay, b,] + [a,, b,]. Kom-
plexni &isla budeme krat&eji oznaCovat téZ jedinym pismenem; v této kapitole budou
mald feck& pismena znamenat vidy komplexni &isla, mala latinsk4 pismena budou
znamenat realna &isla — s jedinou vyjimkou: latinské pismeno i nebude znadit
redlné éislo, nybrz &islo [0, 1]. (JeZto také kaZdé re4lné &islo je komplexnim &slem,
nevadi, brde-li n&jaké realné &slo — napt. kladna &sla ¢, & ve vétich 181, 184 —
ozna&eno feckym pismenem.)

Definice 34. Jsou-li oy = [a,, b,], ¢, = [as, b;] komplexnf &isla, nazyvime
Sislo [ay + aj, by + b,] jejich souttem (znak oy + a,) a ¢&islo [aja; — byb,,
ayby + a,b,] jejich soudinem (znak aya, nebo a, . o).

Pro b; = b, = 0je pojem soudtu a soudinu podle definice 34 ve shod€ s pojmem
soudtu a soucinu realnych &isel; vskutku vychazi [a,, 0] + [a,, 0] = [a; + a,.0];
[ay,0].[a;, 0] = [a,a3, 0]. Pro soudet a soudin komplexnich &sel plati, jak uké-
Zeme, véty 1— 10, které plati pro realna ¢isla, jak jstae ukizali vkap. I. Uvét 1, 2, 3, 5,
6. 7, 8 (zdkony komutativni, asociativni, distributivni, pfi¢itdni nuly, nasobeni
jedni¢kou) provedeme dilkaz prostym po&tem; provedme to tfeba pro vétu 6. Méme
dokazat, ¥e (o;0;) o3 = ay(ct,t3). Leva strana této rovnice je')

[aia; — byby, ayb, + azby] . [a3, b3] =
| o= [alazas - blb2a3 - a1b2b3 - azblbs, alazbs - b1b2b3 + a1b2a3 +
+ azbias];
1y Pisi stile &, = [y, ;).
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propodtete-li pravou stranu, dostanete totéZ. Podrobny dikaz vét 1, 2, 3,5,6, 7, §
mohu zajisté pienechat Stenafi. DokaZeme nyni vétu 4: jsou-li ddna a4, a,, existuje
jedno a jen jedno & tak, Ze a, + & = a, (znak: & = o; — a,; misto 0 — «, se piSe
kratce — o). Dikaz: rovnice [a,, b,] + [x, y| = [a,, by] je spInéna tehdy a jen
tehdy, je-li a; + X =ay, b, + y = by, tj. x = a, — a,, y = by — b, (takZe hle-
dané &islo € je & = [a; — ay, by — b,]). Dale dokaZeme vétu 10: jsou-li ddna
o, 0 a je-li o % 0, existuje jedno a jen jedno & = [x,y] tak, Ze ¢ = a,
(znak {:-‘- , 0 :az). Diikaz: ma byt [a,, by]. [x, ¥y] = [ay, by], ti. a;x — byy =
2

= ay, byx + azy = by. Je#to a, + 0, neni a, = b, = 0, tak¥e jist& a? + b2 > 0;
a,a, + b,b,

uvedené rovnice pro neznimé x, y maji tedy pravé jedno fefeni x = T2
a 2

b4

_ b]az - aibz

a + b3
vét (viz kap. I, § 2, cviCeni 1). Tim jsou dokéziny véty 1—10 téZ pro komplexni
gisla; tedy plati pro komplexni &isla i vSechny véty, jeZ z t&hto v&t plynou (viz
pozn. 4 v kap. I, § 2).

Mezi disledky vét 1—10 patii také vzorce (33), (34) z kap. I o mocninéch; tedy
i tyto véty plati téZ pro komplexni &isla, definujeme-li mocniny komplexnich &isel
(s celym mocnitelem) podobné jako u reilnych &isel: a® = 1, @' =, 2* = a. .,
a~3 = 1:a3 atd. Spoétéme i?; je

(1) #=[01].[0,1]=[0.0-1.1, 0.1+1.0]=[-10]=—1.

. Vétu 9 koneéné nemusime dokazovat, nebof plyne z ostatnich

Véty 1 —10 nam dovoluji uvést komplexni &isla [a, b] na obvykly tvar. Je totiz
a + bi =[a,0] + [b,0].[0,1] = [a,0] + [0, b] = [a, b].

Komplexni &slo [a, b] s redlnou &Asti a a imaginarni &sti b 1ze tedy psat ve tvaru
a + bi; s témito &isly se pak podita podle pravidel vim b&Znych (plynoucich z vét
1—10), pfi¢emZ se uZiva jestd rovnice (1): i = — 1. Ted uZ si nemusime pamatovat
ani definici 34; chceme-li po&itat soudet dvou komplexnich &isel (tj. chceme-li stano-
vit jeho redlnou a imaginarni &st), poditime prost& podle b&Znych pravidel:
(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d) i. Podobn& pfi rozdilu, soudinu a podilu;
pfitom uZivime oviem té% rovnosti i = — 1. Tedy napf. (a + bi) — (¢ + di) =
=(a— )+ (b —d)is;(a + bi)(c + di) = ac + ibc + iad + i*bd = (ac — bd) +
+ (be + ad) i. Podil 2 : Sl (za ptedpokladu ¢ + di # 0, tj. ¢* + d*> 0) snad
Cc 1
nejpohodingji poditdme takto: nisobime ¢itatele i jmenovatele &islem ¢ — di # 0;%)

2y Cislo a — bi nazyvame &islem komplexné sdrufenym k &islu a + bi; k &slu a — bi je kom-
plexné sdruZené opét &islo a + bi. Dilefity je vztah (a + bi) (a — bi) = a®> + b2. Cislo
komplexné sdruZené k &islu « se znaéi @. Rovnice & = & plati zfejmé tehdy a jen tehdy, je-Ii
o redlné. Viz téZ cviteni 3.
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vychézi
a+bi _(a+bi)(c—di) ac+ bd be —ad |
c+di (c+di)(c—di) cF+d>  *+d?
Poznimka 1. Komplexni &islo je, jak vime, &islem redlnym, je-li- jeho imagi-

nérni ¢ast rovna nule. Je-li redlna &ast komplexniho &isla rovna nule, nazyva se toto
&slo ryze imaginarnim; to jsou tedy &isla tvaru bi. Cislo

0 je tedy jediné d&islo, které je realné a soudasné ryze %
imaginarni.
v 1 & %%

Poznimka 2. Cisla komplexni mii¥eme pfifadit Dbl T
bodim v rovin€ tim jzplisobem, Ze &islu a + bi pfitadi- © b N
me bod o soufadnicich [a, b] (viz obr. 58). Cisla realna, < @ fee=lobl
popi. ryze imaginérni se zobrazuji na obé& osy soufadnic. ol = i e
Dvé &isla komplexn& sdruZend a, & (viz%)) se zobrazuji ‘&b
na dva body, soumérn& poloZené podle osy realnych Obr. 58.

disel. S¢itani Eisel a,, ¢, vede k velmi n4zorné konstrukci,
b&Zné napf. z fyziky (,,rovnob&Znik sil“; viz body «,, o, o; + @, na obr. 58).

Prostou (absolutni) hodnotou &sla a = a + bi (znak |x]) nazyvime ¢&islo
/a* + b?; geometricky je to vzdalenost bodu & od po&4tku. Jest jednou: klademe
) : ‘ la + bi] = \/a® + b>.

Pro reélna &isla (tj. pro b = 0) méme prost& |a] = /a? coZ je ve shodé s definici
podanou v kap. I, § 2. Plati pak tato

Véta 180. A) || = |¢| = |— a|. B) Pro a =% 0 je |¢| > 0. C) ayar,| = |ay| . [o,].
e o -
D) Pro a, 0 je cc_l‘ = :a—ll- E) oy + a5 £ oyl + [25]. F) [y + 3] = Jley] —
2 2
= lasll. G) le)* = . .

Diukaz. A) B), G) jsou zfejm4. C) dokaZeme takto: podle (2) je |(a, + ib,).
- (az + iby)1> = (a1a; — byb,)* + (braz + byay)* = (af + b3). (a3 + b3); odmoc-
nénim dostaneme C). Pro «, # 0 je podle C): [« | = % o, = ’ﬂ, . |a,[; odtud plyne
] ) .
D). Abychom doka4zali E), stagi dok4zat nerovnost '

(3) \/(a1+az)z+(b1+b2)2§\/a§+b%+\/gg+ b2 .

JeZto zde jsou obé strany nezdporné,.znamena nerovnost (3) toté% jako nerovnost,
kterou dostaneme, umocnime-li ob& strany na druhou; po zruseni &lend a2, b2, a2, b3
bude to nerovnost

) aja, + byb, < /(af + b3) (a3 + b3).
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Nerovnost (4) bude jist& splnéna, plati-li nerovnost
(5) laja; + biby| < \/(a + b7) (a3 + b3) .

Ale to je nerovnost mezi nezépornymi &isly; tedy bude (5) spln€na, je-li splngna
obdobna nerovnost mezi druhymi mocninami, tj. nerovnost (a;a, + byb, )* <
< (a? + b)) (a% + b%) tj. nerovnost 2a,a,b,;b, < a3b? + bZa?; ale tato nerovnost
plati, nebot a3b? + biaj — 2a,a,b b, = (a;b, — bya,)? 2= 0. Tim je E) dokazéno.

F) plyne z E), A) takto: |a| =|— o, + (2 + o) S |— o] + Jay + o] =
= log| + oty + o], tedy log| — oz < |ty + 5], tedy t€Z |ay] — Joy| < Ja; + 4] =
= [ty + ap]. Pro redlna x je viak |[x| = Max (x, — x), takie |Jay] — |lo,|| =

= Max (o] = [oz], = leg + [era]) £ oy + sl

Poznamka 3. JeZto |— a,| = [«y], plyne z E), F) téZ [lay| — |oo]] < oy —

— o] = og| + Jaal.

Poznéimka 4. Nerovnost E) fikd — geometricky feSeno — Ze v trojuhelniku
neni Z4dna strana v&t3i neZ soudet druhych dvou (viz obr. 58; trojuhelnik, o n&jZ jde,
miZe byt téZ ,,zvrhly*, tj. jeho vrcholy 0, ay, a; + «, mohou leZet na piimce).

Cviceni

— 2 1
1. Vypoltéte &isla (2 + 31) (m — \/2) — (7 + 5% SL?,' (tj. najdéte jejich redlnou
— 1

a imagindrni &st). Vyjde (2n + 3,/2 — 24) + i(3n — 2,/2 — 70); — 11 + 22.i.

2. Doka¥te |y + &5 + oo + x| = |oeq] + Joa| + oo0 F [,)s ]cxlzxz vee o] = o] o sl e
<. |, (n pFirozené). Pro celé nje|«”] = |«|% |6 ™" = 1 :la]"(a.= 0 je nutno po pfipadé& vylougit).

3. Oznatme znakem « &islo komplexnd sdruZené k &islu . Dokaite: « + f = « + E;
a—f=a—fiof=a.f;a:f =a:p(posledni pro f =+ 0). Z toho plyne: vytvofim-li n&jaké

&islo A Styfmi zékladmml vykony po&etnimi z &isel «, B, ¥, , ..., dostanu &islo 4 tak, Ze élsla &, ﬂ ..
nahradim c‘.lsly &, ﬂ’, .y napf. je-lli A =G + 258 — ty) (ﬂ62 + 20), je 1= G+ Zocﬁ + ty)
(] (6)z + 29) (vS$imnéte si ovSem, Yei= — 7). Déle je &" = (a)" pro celé n (pro n <0 je numo

vyloudit & = 0).

4. Pro ktera komplexni & = a + bi je &slo «? 1) kladné, 2) zdporné, 3) ryze imaginarni
(vyjdou tyto podminky: 1)a 0,6 =0;2)a=0,b +0;3)a = + b).

5. Ke kaZdému komplexnimu &islu « = a 4 bi & 0 existuji pravé dv€ Cisla x takova, Ze
x% = «; jsou to &isla

x—-:tT(\/\/a +a+ik\/\/a—2+b2—a),
kde k=1prob =0,k = — 1 pro b < 0. Jak vypadaji tato dvé& &isla pro « kladné, « zaporné,

. - — b
& ryze imagindrni? (x = L Ja, x=+i/—ax=x=% % A + ik).)
2
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6. Ctenéf si snad viiml, 7e jsme v oboru komplexnich &isel nezavedli vztah & > B, tj.
pofadi podle velikosti.?) Ukazme: v oboru komplexnich &isel neni mo¥no definovat vztah & > B
tak, aby platily véty 11, 13, 14.%) Predpokladejme, e né&jaky takovy vztah mame; z toho odvodime
spor. JeZto i % 0, je podle véty 11 budto i > 0 nebo 0 > i. V druhém pfipad& podle véty 13
je0+ (—i)>i+ (—i),tj. —i>0.Vprvnim pfipadé podle véty 14je — 1 =i.i>1.0=0;
v druhém obdobné — 1 = (—i).(— i) > (—i).0 = 0. Tedy je jist¢ — 1 > 0.5) Odtud podle
véty141 = (—1).(—= 1) > (— 1).0=0; ze vztahu 1 > 0 plyne pak podle véty 13 1 + (— 1) >
>0+ (—1),tj.0 > — 1, Tedy mdme sou€asnd — 1 > 0, 0 > — 1,coZ je ve sporu s vétou 11.

§ 2. Posloupnosti a Fady s komplexnimi <¢leny. Budiz
(6) dy, s, ... (2, = a, + ib,)

posloupnost komplexnich &isel. Posloupnost (6) nazyvdme omezenou, existuje-li
gislo K tak, Ze je |o,| < K pro vSechna n.) Posloupnost (6) je omezend tehdy a jen
tehdy, jsou-li omezené obé posloupnosti

(7 ay,03,...5 by, byy...

Dikaz: je-li [a,| = /aZ + b2 < K pro viechna n, je tim spise [a,| = \/;f <K
a obdobné |b,| £ K; je-li naopak |a,| £ K;, |b,| £ K, pro vSechna n, je |a,| =
=Jal + b < /K + K;.
Definice 35. Existuji-li vlastni limity lim a, = a, lim b, = b, Fikdme, Ze
n—o0 n-o0

posloupnost (6) je konvergentni a md limitu a + bi (znak lim a, = a + bi).”)
n-* oo

Posloupnost (6), kterd neni konvergentni, nazyvime divergentni.
— 2 —
Piklad: lim (2" 40 "+1i)=2+§i.

n- o n 3’12 -1
Tuto definici 1ze pfepsat téZ v tento tvar, jenZ je upln& obdobny definici 6:

Véta 181. Posloupnost (6) md limitu « = a + bi tehdy a jen tehdy, jestliZe
ke kazdému ¢ > 0 existuje ny tak, Ze pro v§echna n > ng je |a, — a| < &.

Dikaz. I. BudiZz vyslovena podminka splnéna; ke kaZdému ¢ > O existuje
tedy n, tak, Ze pro viechna n > ng je |0, — of = \/(a, — a)* + (b, — b)* <&,

3) Tedy také pojmy kladny (> 0) a zépqrn)" (< 0) jsme nezavedli nikde mimo obor &isel redlnych.

4y vet12,15si tedy ani nemusime v§imat.

5) Ze tento vztah neplatil p¥i pofadi realnych &isel, zavedeném v kap. I, nevadi: nase nyné&jsi
poradi muZe byt zcela jiné.

6) Tedy je K = 0, nebot 0 < |x,| < K. Uvédomte si, Ze jsme mimo obor realnych &isel viibec
nedefinovali vztah o < f3 a tedy ani pojmy ,,x je kladné** (tj. « > 0), ,, je zdporné** (tj.« < 0).
Znak n bude v tomto paragrafu znamenat vidy pfirozené &islo (tak¥e napf¥. vyrok ,,pro
viechna n > ny** znati: pro viechna pfirozena &isla n, jeZ jsou vétsi nez ng).

7) Podle této definice a podle véty 51 nemiZe mit posloupnost (6) vice neZ jednu limitu. Ze pro
redind o, je tato definice ve shod& s definici 6 z kap. II, je jasné.
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tim spife tedy \/(a, — a)* <e, tj. |a, — a| <& a obdobn& |b, — b| < e&; tedy je
(podle definice 6) lim a, = a, lim b, = b a tedy lim a, = a + bi = a (podle defi-
nice 35).

II. Budi# za druhé lima, = o = a + bi, tj. (podle definice 35) lima, = a,
lim b, = b. BudiZ & > 0; potom existuje podle definice 6 &islo n, tak, Ze pro
n>ng je la,—al < %a, |b, — b] < %s. Pro n>n, je potom |o,— af =
= /(a, — a)* + (b, — b)? < /38 + 3&* <&, takZe podminka vyslovena ve v&t&181
je spinéna. : '

Z definice 35 plyne ihned, Ze véty 52, 53, 54(o konstantni posloupnosti, 0 zm&ng
kone¢ného po&tu &lenli, o omezenosti konvergentni posloupnosti) plati téZ pro
posloupnosti s komplexnimi &leny. Déle plati véty 55, 56, rovnice (31) z kap. II,
véta 57 a véta 62 (limita soudtu, rozdilu, souinu, podilu a prosté hodnoty; lim a, = 0
znamena totéZ jako lim |a,] = 0; vybrané posloupnosti) té% pro posloupnosti s kom-
plexnimi &leny. To seznite takto: k diikazu on&ch v&t (prohlédnéte si je!) jsme uZili
pouze béZnych vét o ¢tyfech zdkladnich vykonech pogetnich a vét o prosté hodnoté
(jez plati téZ pro komplexni &isla, viz vétu 180) a kone&ng definice 6 (ktcrou nyni
nahradime vétou 181).

O nekonecné Fadé s komplexnimi ¢leny
. (8) al +a2 +Ot3+...(<z,,=a,,'+ ib,.)

budeme fikat, Ze je konvergentni, je-li konvergentni posloupnost g, 73, ..., kde
o, =ay + 0ty + ... + a,; ¢islo limg, nazyvame potom soudtem Fady (8) (viz obdob-

n-* oo
-]

nou definici 12 pro fady s redlnymi ¢leny; oznadeni Z o, apod. uZivime i zde v po-
n=1

dobném smyslu jako dfive). Radu, ktera neni konvergentni, nazyvame divergentni.

Je zfejmé, Ze fada (8) konverguje tehdy a jen tehdy, konverguji-li fady

9 . ay+a;+...,by + by +

a Xe potom plati Z o, = Z a, + 12 b,. Véty 76, 77, 80 plati i pro fady s komplex-

=1 n=1

nimi ¢leny (dukazy podané v kap. IV plati, jak ihned seznate, i zde). Té% véta 78

plati v tomto tvaru: je-li k pfirozené &islo a konverguje-li jedna z fad ) o, Y, @,
n=1 n=k+1

konverguje i druha z nich, a je

Uy =0y F oy F e F G+ Y 0.

n=1 n=k+1

Dale plati
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Véta 182. Rada
(10) log] + loo] + ...

je konvergentni tehdy a jen tehdy, jsou-li Fady (9) absolutné konvergentni.

Dikaz. Jde totiz o fadu (10) a o fady
(11) lagl + laal + ooy [by] + [bg] + .. 5

viechny tfi fady maji realné nezaporné Cleny. Jeito |a,| < / az + b2 = Ioz_L |6, <
< Ja2 + b} = |, je vid&t, Ze z konvergence Fady (10) plyne konvergence fad (11)

(viz vétu 82). Naopak, z konvergence fad (11) plyne konvergence fady Y (|a,l +
n=1
+ |b,|) a tedy i konvergence fady (10), nebot

lo] = /aZ + bZ < la,| + |b,|

Z véty 182 a z vty 90 plyne: konverguje-li Fada (10), konverguji Fady (9) a tedy
konverguje i fada (8); v&ta 90 plati tedy i pro fady s komplexnimi &leny. Konverguje-li
fada (10), budeme Fikat, Ze fada (8)%) je absolutné konvergentni. Piettete-li si v kap.
IV véty 91, 92, 93 (kritéria pro divergenci nebo absolutni konvergenci) a jejich
odivodnéni obsaZené v poznamkach®) aZ 9) pod &arou, vidite ihned, Ze tyto véty
plati i pro fady s komplexnimi ¢leny.

§ 3. ¢* pro komplexni . Rada

(12) L+ =4+ =+ = +...

©
je absolutn& konvergentni pro viechna &, nebotf podle vty 157 je fada ) |&[" : m!
n=0

konvergentni (ma soudet el*!). Pro realna & se soudet fady (12) rovna e%; pro jina ne
realna & nebyl symbol e dosud definovan. Rozsitime nyni definici symbolu €° pro
vSechna komplexni & tim, Ze klademe

o] n

(13) é=Y é_ pro kazdé &.

n=0 n!
Pro realna &, n plati rovnice
(14) e = &1,
Dokazeme nyni tuto vétu:
Véta 183. Rovnice (14) plati pro vSechna komplexni &, 1.

8) Jez je konvergentni, jak jsme pravé zjistili.
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Dikaz. PoloZime-li (pro pfirozené k)
k é" k m
n
Oy = 2: > T = 2: T
n=0 n! m=0 m!

k 1
Ak = z (é + ’7) ,
1=0 I

je podle (13) lim g, = €%, lim 1, = ¢, lim 4, = ¢**". DokéZeme-li rovnici
k= k- k-

(15) lim (O‘k’tk - A.") = 0,

k=
bude tim podle vzorcit (31) v kap. II dokézano, Ze lima, . lim 7, — lim 4, = 0,
tj. e’e” — ¥ = 0, coZ je rovnice (14) .

Souéin a;, . 1, je ziejmé soucet vSech ¢lenti tvaru

(16) <
: n!'m!
pronéZje0=n=<=k0=m= k;.
n,m
(17) Tk = Y, é’-.
o<azk n! m!
0sm=zk

Rozvineme-li (¢ + n)' podle binomické formule a piSeme-li m = | — n, obdrZime

()= =)
Lo

(18) ;—'(é )=ty

It 5o nl(l — n)!.

n_m
en l—n __ é" 9
<h = .
a20,m20 1! m!
' m+n=I

Vyraz 4, dostaneme tak, Ze vyraz (18) s&itdme ptes vechna I od 0 do k, takZe 4, je
soudtem vech ¢lend (16), pro néZje n + m < k; tj.

énlm
(19) A= Y =T
n20, m2z0 0! m!
n+msk

Sestrojim-li rozdil 6,7, — 4, zrusi se viechny vyrazy (16), pro néz je n + m < k.
takZe zbude

or
osmskn!m!’

0snsk
n+m>k

0T — A =

Tedy je (klademe-li pro zjednoduseni [¢] = a, |y] = b)

anh"l (Iﬂbm
(20 lo-k‘rk - lkl é
) osmsk nl m! ~ nzolmzo, n! m!
0sn sk k<n+mg 2k
n+m>k

A

9) Doufim, ¥e &tendfi je jasny smysl symbolu Z a podobnych symboli; tento symbol
nz0,m20,
n+m=/

znamena: sCitd se pfes vSechny celé neziporné hodnoty n, m, jejichZ soucet se rovna ¢islu /.
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{(nebot, jeli n < k,m < k, je n + m < 2k, takZe posledni soucet obsahuje jisté
viechny ¢&leny pfedchézejiciho soudtu). Ale soudet viech &lend a"b™ : (n! m!), pro n&%
n + mse rovna danému &islu /, je podle (18) roven (a + b)' : I!, takZe podle (20) je

- a+ bl _ & (a + b)!
(21) IO'k‘tk - lkl Z ( ) Z ( )

I1=k+1

posledni vyraz je viak zbytek konvergentni fady Y (a + b) : I! = €**® a m4 tedy
I=0
pro k — oo limitu 0. Podle (21) plati tedy (15) a tedy i (14).

Disledky véty 183. Klademe-li ve (14) n = — & (tedy n + & = 0), obdrZime
e.c7% = ¢ = 1. Tedy

(22) € +0, e®=1:¢ pro kazdé ¢.
Dale dokaZeme:
(23) (€% = €™ pro kaZdé & a kazdé celé n .

Dikaz. Pro n = 0, 1 je (23) zfejmé. BudiZ(23) jiZ dokézéno pro jistou hodnotu
n = k (k pfirczend), takZe (¢°)* = €. Potem je (f)f*! = (f). (f)! = €. ¢° =
= "*% = ¢** 1% (ptedposledni vztah plyne z (14)), ccZ je vzorec (23) pron = k + 1.
Tim je (23) tplnou indukci dokéazano pro kazdé prirozené n. Je-li koneén& n celé
zéporné, poloZme n = — m, takZe m > 0, (¢*)" = ™. Tedy (uZijte (22))
E)r=Em=1:(Ff)"=1: =™ =¢°.

Vsimnéme si hodnoty €® pro ryze imaginirni £. PoloZme tedy v fadg (13) ¢ = iy
(y realné); vyjde (srovnej vétu 156)

ei’=(1—§+§—...)+i(ﬁ—§;+£— ...)=cosy+isiny;
piSeme-li zde jest¢ — y misto y, mame

(24 e? =cosy+isiny, e ” =cosy — isiny pro kaXdé redlné y .
Seétenim a odectenim plynou odtud dileZité vzorce Eulerovy:

e + e~V e’ —iy

(25) cos y = — siny = ;—.e pro kaZdé rediné y.
i
Dosadime-li do vzorce e"” = (e”)" (pro pfirozené n) podle (24), dostaneme dile-
Zitou formuli Mcivreovu
(26) cosny + isinny = (cos y + i sin y)" (n pi"irbzené, y redlné).

Srovnate-li zde redlné a imaginarni ¢asti cbou stran, snadno dostanete vyjadfeni Cisel
cos ny, sin ny pomoci cos y, sin y (viz cvideni 1). Vzorce (14), (24) dovoluji stanovit
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redlnou a imaginarni ast, jakoZ i prostou hodnotu &isla €° (¢ = x + iy; x, y realna).
Je totiz e**¥ = ¢*. e” = e*(cos y + isin y), tedy [e**?| = |¢*| . |cos y + isin y| =
= e".\/coszy + sin? y = ¢,

Pro redlnd x, y je tedy
(27) e = ¢*(cosy + isiny), [TV =",
Kdy je e*? =1 (pro redlna x, y)? Musi byt predeviim |e**?| = [1], tj. e* =1,
x = 0, nadeZ jde o rovnici e” = cos y + isin y = 1, jeZ je splnZna tehdy a jen tehdy,
jellicosy=1,siny=0,tj. y=2kn (k=0,1, — 1,2, — 2,...). Rovnice ¢ = 1
plati tedy tehdy a jen tehdy, je-li & = 2kri (k c21é). Rovnice ¢* = ¢" plati tedy tehdy a
Jjen tehdy, je-li & = n + 2kni (k celé); nebot jde o rovnici ¢*™" = 1.

Odvozené vzorce nadm poskytuji nové uczlné vyjadreni libovolného komplex-
niho &isla ¢ = x + iy % 0. PoloZme r = \/xz + y? = |¢|, takZe r > 0. Potom je

y y

X . - X 2 2 .
E=r———+i 7 J;jeito| —— ) +[———) = 1, exis-
VX2 +y? VX2 + )P NG JxE+ P
X

,sina =

tuje podle kap. XII, § 7, cvieni 2 &islo a tak, Ze je cosa = ————
\/ x% + y?

=Y ; tedy je
JxE+
(28) ¢ =r(cosa + isina) = re” (r > 0, arealné).
Kazdé &islo & # 0 lze tedy psat ve tvaru (28). Pfitom je &islo r &islem £ jednozna&ng
ureno, nebot z (28) plyne [¢] = |r| . [e"], tj. r = |£] (nebot

r > 0). Z rovnice (28) potom plyne e’ = & : |¢], takZe Cislo
e je &islem ¢ urdeno; tedy je &islo ia urfeno jednoznadné
y aZ na nasobek &isla 2xi, tj. ¢islo a je uréeno aZ na nasobek
&isla 2n. Geometricky odpovid4d prechod od tvaru x + iy
k tvaru re® prechodu od pravothlych soufadnic k polar-
nim, viz obr. 59. Cislo a, uréené aZ na nasobek disla 2z, se
nazyva argumentem neboli amplitudou &isla & = re™.

f=x+iy

Cviceni

2 2

1. Z (26) odvodte: cos2x = cos® x — sin? x = 2cos® x — 1. sin 2x = 2 sin x cos x;

€08 3x = 4 cos® x — 3 cos x, sin3x = sinx(4coszx— 1); cosdx = 8cos* x — 8cos® x + 1,
sin 4x = sin x (8 cos® x — 4 cos X).

2. Uvedte &isla i, — 1, —i, —5, 144, \/3—i, —1+i na tvar re' (r>0).

. . . . — . — 1.

Visledek: i = e¥™l, — 1 = e™, —i=e73", — 5 = 5e™, 1 4i= /23", \[3 —i=2e""",

- 3
—1+i= 2"
’ 3. Dokazte: probiha-li & viechna komplexni ¢&isla, probihi e® viechna komplexni &isla
~azna od nuly. €% (& = x + iy) je kladné tehdy a jen tehdy, je-li y = 2kn; zaporné tehdy a jen
-<hdy, je-li y = 2k + 1) 7 (k celé).



54 381

4. Je-li £ = re'® n = Re’t (r > 0, R > 0, a redlné, A reslné), je &= rRe'("""‘),‘g = 1%.
7

. 1 1 , .
.el@=4) =5 e~ Cislo komplexn& sdruzené ke & je re ~ . Pro libovolné celé n je & = rei"s,
r

Vidite, Ze se s tvarem (28) pfi ndsobeni, déleni, mocnéni a pfi pfechodu ke komplexné sdruZenému
¢islu pohodIné pracuje.

5. BudiZ n celé kladné. Rovnice & = 0 je splnéna pouze pro £ = 0. Je-li « =+ 0, tedy & =
= re'? (a redlné, r > 0), je rovnice §" = « splnéna pravé pro n riznych hodnot § = "J ¥ ei@+2kn)/n
k=0,1,2,.c,n—1).

6. Rovnice £* = — 1 m4 koteny ei®2k+1)/4 (k = 0, 1, 2, 3); tyto kofeny lze psit té% ve

1410
tvaru i——ih—' (viechny &tyfi kombinace Znamének).

7. Rovnice & ='— 1 4 i mi kofeny §/2.etmi+#kxi (k =0,1,2); tyto kofeny lze téz
psét
14

= ?\/_E— s
1
&3 = - (—1+ /3 4+i(—1-—,/3).
3 . 3\/2 \/— \/_
8. Definujete-li cos &, sin & obvyklymi fadami (viz v&tu 156) také pro viechna komplexni &,
plati vzorce (24), (25), (26) i pro viechna komplexni y.

1
3 = ——(—=1=4J34+i(—1+J3),
1 & 23\/2( JI3+iC YO

§ 4. Komplexni funkce reilné proménné. Budi? M né&jaki mnoZina redlnych &isel;
je-li kaZdému &islu x € M ptifazeno jisté komplexni &islo ¢(x), Fikdme, Ze ¢ je kom-
plexni funkce redlné proménné; mnoZinu M nazyvame oborem funkce ¢. Na rozdil
od komplexnich funkci nazyvame funkce ve smyslu kap.V téZ redlnymi funkcemi
(jedné realné proménné). Dat funkci ¢ znamena, dat pro kazdé x e M ¢&islo ¢(x),
tj. realnou &st f(x) a imaginarni &ast g(x) tchcto &isla @(x), takZe ¢(x) = f(x) +
+ ig(x); dat komplexni funkci ¢ znamen4 tedy totéZ jako dat dv& reilné funkee f, g.
Pro komplexni funkce zavddime pojem limity a spcjitosti takto:

Definice 36. O funkci ¢(x) = f(x) + i g(x) Fikdme, Ze md v bodé c limitu A +
+ iB (znak: lim ¢(x) = A + iB), je-li lim f(x) = A, lim g(x) = B. Rikdme, Ze
x=c x=c b 3ad
funkce ¢ je spojitd v bodé c, jsou-li obé funkce f, g spojité v bodé c. (Obdobn& pro
spcjitost a limitu zprava a zleva, jakoZ i pro limitu v bodech + o0, — .)!9)

Podobné jako v § 2 se dokaZe °

Véta 184. Komplexni funkce ¢(x) md v bodé c limitu « tehdy a jen tehdy,
jestlize ke kaZdému ¢ > 0 existuje & > O tak, Ze pro 0 < |x — c| < & je |p(x) —
— a| < &. Funkce ¢(x) je spojitd v bodé c tehdy a jen tehdy, jestliZe ke kazdému
£ > 0 existuje & > 0 tak, Ze pro |x — c| < & je lo(x) — ¢(c)| < &. (Obdcbn& pro
spojitest a limitu zprava a zleva, jakoZ i pro limitu v bodech + o, — c0.)

10) . Slovem ,,limita** nebo ,,derivace* rozumim v tomto paragrafu vlastni limita nebo derivaci.
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Ditkaz (velmi jednoduchy a obdobny diikazu véty 181) pfenechavam &tenafi.

Podobné jako v § 2 zjistite nyni na zaklad& definice 36 a véty 184, Ze nasledujici
véty z kap. V plati i pro komplexni funkce: v&ta 101 (o jednoznadnosti limity), vity 99.
102 (o vztazich mezi jednostrannou a oboustrannou spojitosti, popt. limitou), véty
103, 104 (spojitost v bod& ¢ znamena lim ¢(x) = ¢(c)), véty 97, 100, 106, 107 (o spo-
jitosti a limit& prosté hodnoty, soudtu, rozdilu atd.), cvideni 8,9z § 5, cvi€eni 1 2§ 7
(pouze pro vlastni limitu). Spojitost komplexni funkce v intervalu zavadime jako
v § 8 (definice 23).

Limitu
im B —o(x) _ S+ h) — () el + ) = g(x)
h-0 h h=0 h h—0 h

=f'(x)+ ig'(x)
nazyvame derivaci funkce ¢ v bod€ x (jestliZe ovSem tato limita existuje, tj. jestlize

w()

existuji vlastni derivace f'(x), g'(x)); znak ¢’(x) nebo —— apod. (tedy ¢'(x) =

= f'(x) + ig’(x), mé&-li prava strana smysl). Podobng& deﬁnuyeme derivaci zprava
a zleva. Projdete-li si dikazy z kap. VIII, § 2 a uZijete-li on&ch vt z kap. V, jejichZ
spravnost pro komplexni funkce jsme pravé zduraznili, zjistite, Ze i pro komplexni
funkce plati v&ta 122 (z existence derivace plyne spojitost), véta 123 (vztah mezi
derivaci a derivacemi zprava a zleva — oviem jen pro vlastni derivace), véta 124
a poznimky 2, 3 k této vété (derivace soudtu, soudinu, rozdilu, podilu). Derivace
vy$Sich fad zavadime obdobné jako v kap. VIIL, § 3. Poznamka 1 a pfikl. 4, 5 z tohoto
§ 3 (vy33i derivace soutu a soucinu) plati rovn&Z pro komplexni funkce.

Poznamka 1. Zobecnéni, provedené v tomto paragrafu, je pomérné malo
podstatné: kaZdému redlnému x z jisté mnoZiny M pfifadim dv& redlna ¢isla f(x),
g(x); mam zde tedy nikoliv jednu, nybrZ dvé& realné funkce f(x), g(x); misto abych
je vySetfoval kaZdou zvlait, spojim je dchromady rovnici ¢(x) = f(x) + i g(x)
a vySetfuji funkci . Nic podstatng nového zde vlastng neni (coZ je vidét také z toho,
Ze jsme mrohé véty o redlnych funkcich i s jejich diikazy mohli beze zmény prenést
na komplexni funkce). Ale komplexni funkce jsou &asto uZite&né tim, Ze zjednodusuji
vypodet i vysledky; napf. je jist® pohodIngjsi pracovat s vyrazem (i + x)'° nez
napf. s jeho redlnou &asti; Gcelnost zavedeni komplexnich funkci zjistite jesté pfi
mnoha piileZitostech (viz téZ cvieni 3).

Mohli bychom ovSem vySetfovat téZ funkce komplexni proménné &; napf.
bychom kaZdému komplexnimu ¢ mohli pfifadit &islo ¢(¢) = €* + &2; tim bychom
vSak byli vedeni k otazkdm podstatné jiného razu, které nezapadaji do ramce této
knihy (soustavng se t&mito otdzkami zabyva tzv. teorie analytickych funkci).

Pf'iklad 1. Budi¥ @ = a + bi komplexni &slo; kaZdému redlnému x pFitadme

&islo e = ¢ . e®* = ¢ (cos bx + isin bx). To je komplexni funkce reilné pro-
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ax

ménné x; tvrdim, Ze pro kaZdé realné x je = ae™* (stejnd jako pro realné a).
Podle pravidla o derivovani souéinu dostanu vskutku

d eax

dx

= ae* (cos bx + isin bx) + be®*(— sin bx + icos bx) =

= €™(a + ib) (cos bx + isin bx) = ae™ .

Uvedme jesté tuto vétu:

Véta 185. BudiZ ¢(x) komplexni funkce, jeZ je spojitd v intervaly J a md deri-
vaci rovnou nule v kaZdém vnitinim bodé intervalu J. Potom je funkce ¢ konstantni
v J (to znamen4 oviem, Ze pro viechna x € J je ¢(x) totéZ &islo).

‘Ditkaz. PoloZim-li ¢(x) = f(x) + i g(x), jsou realné funkce f, g podle pred-
pokladu spojité v J a v kaZdém vnitinim bod? intervalu J je f'(x) = g’(x) = 0.
Podle véty 135 (posledni pfipad) jsou tedy funkce f, g konstantni v J.

Véta 186. Budte ¢(x), Y/(x) dvé komplexni funkce spojité v intervalu J; v kaZdém
vnitinim bodé intervalu J budii ¢'(x) = Y'(x). Potom je funkce ¢(x) — y(x)
konstantni v J.

Diikaz. UiZijte véty 185 na funkci ¢(x) — y(x).

Cvideni

1. Definujete-li cos &, sin &, jak bylo vyli¢eno v § 3, cviéeni 8, zjistite, Ze vzorce (cosxx)’ =
- - & sinax, (sinxx)’ = « cos «x platiApfi redlném x) téz pro libovolné komplexni .

2. Je-li h(x) reidlnd funkce, ¢(») = f(») + ig(y) komplexni funkce, plati pro spojitost,
limitu a derivaci sloZené funkce @(h(x)) véty 98, 108, 126 (o funkci h pfedpokladam, Ze je redln4,
abych mél zaru&eno, Ze do funkce @(y) dosazuji za y redlné &islo h(x)).

3. PoloZme @(x) = f(x) + ig(x) = cos x + isin x; budiZ n pfirozené &islo. Podle (26)
plati velmi jednoduehy vztah @(nx) = ¢"(x). Pro redlnou funkci f(x) = cos x plati vzorec pod-
statné sloZit&jsi:

fnx) = f(x) — (’2') A A - ) + (:) A = 20?2 -
n\ n-6 2, 3
- (6)f @A -2 + ...

(iada pokracuje tak dlouho, pokud ve vyrazu (2';‘) je2k = n) .

4. Zavedte komplexni funkce dvou redlnych proménnych @(x,») = f(x,y) + ig(x, y,
pro tyto funkce definujte limitu, spojitost, parcialni derivace, tot4lni diferencial a zjist&te, Ze vity
163 a% 178 z kap. XIII plati i pro tento pfipad. Ve v&tich o sloZenych funkcich je oviem nutné
pfedpokladat, Ze ,,vnitini* funkce jsou redlné.
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