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KAPITOLA V.

REALNE FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

Tato kapitola obsahuje detailndj8i studium nékterych vlastnosti
redlnych funkeci jedné reilné proménné, které souvisi se spojitosti,
limitou a derivaci, jakoZ i studium né&kterych specidlnich t¥id funkef
- (funkce monotonni, funkce s variaci konetnou, funkce absolutné
spojité, funkece konvexni). Soudasné je tato kapitola, ve které se vy-
kladaji téz zakladni pojmy z theorie mnoZin realnych &isel, piipravou
na obecn&jsi Gvahy v kap. VI.

§ 1. MnozZiny v E,. Pajde o mnoZiny, jejichz prvky jsou ,,body*
v E,, t. j. konetna redlnd ¢isla. Pfitom se sezndmime s né&kolika z4-
kladnimi pojmy a v&tami, které se v obecné&j$im tvaru objevi v kap.
VI; proto definice neéisluji.

Vzdalenosti bodu a, b, v E, rozumim ¢&slo |a — b| = |b — a|; tato
vzdalenost je rovna nule pro a = b, jinak je kladna. Vzdélenosti
(ob&irngji: dolni vzdilenosti) bodu a od mnoZiny M rozumim ¢islo

(1) ola, M) = inf o — z|.2)
TeM

Jeli a e M, je oviem g(a, M) = 0, ale tato nerovnost muZe platiti
i jindy: na pf. bod 3 mé vzdédlenost 0 od intervalu (1, 3). Mnozina
viech bodu a, pro néz je

2) ola, M) =0,

se nazyvd uzdv€rem mnoZiny M; budeme ji znadit M. Kdy pati
bod @ do M? Ziejm® tehdy a jen tehdy, jestlife pro kazdé e > 0
obsahuje interval (@ — ¢, @ + ¢) aspoii jeden bod z M (nebof tento
interval je prdvé mnoZina vSech bodid, jeZ maji vzdédlenost od a
mensi nez ¢). Na pf. uzavérem kteréhokoliv z intervala

@) (a, ), <a, b), (a,b), <a,b) (kde — © <a <b< + ©)

je zfejmé interval (a, b).

1) Je-li M = 0, je toto &fslo + o (jde o infimum prézdné mnoZiny); pro
M #* ¢ je kone&né nezéporné.
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Vidy je M c M; jestlize je soudasnd také M c M (tedy M = M),
fikdme, Ze mnoZina M je uzaviend. Ze vSech druhi intervali jsou
uzavienymi mnozinami pravé tyto: {a,bd, (— oo, bd>, <a, + ),
(— o0, + ©). Také jednobodova a prizdnd mnoZina jsou uzaviené.

Bod a nazyvame vnitFnim bodem mnoziny M, jestlize existuje
e > 0 tak, Ze (@ — ¢, a + ) C M (naleZ oviem jisté a ¢ M). MnoZina
véech vnitinich bodi mnoZiny M se nazyva vnitfkem mnoziny M,
znak M°. Je oviem vidy M° C M.Je-li také M C M° (tedy M = M°),
t. j. je-li kazdy bod x ¢ M vnitinim bodem mnoZiny M, fikdme, Ze
mnoZina M je oteviend. Ze viech druhi intervald jsou otevienymi
mnozinami pravé tyto: (a,bd), (— ,b), (a, + ™), (— oo, 4 )
(posledni interval je soucasné uzavienou mnoZinou). Vnitfkem které-
hokoliv z intervala (3) je interval (a, b).

Véta 64. Mnofina M je uzaviend tehdy a jen tehdy, jestliZe mnofina
N =E, ~ M je otevfend.

Dikaz. Necht pfedné M je uzaviend, t. j. M = M. Budiz a ¢ N.
Bod a nepatii k M, t. j. k M; tedy existuje £ > 0 tak, %e #4dny bod
intervalu (@ — ¢, @ + ¢) nepatii k M. Tedy (@ — ¢, a 4+ ¢) C N, t. j.
a je vnitfnim bodem N. Tedy a e N =>a ¢ N°, t. j. N c N°.

Necht za druhé N je oteviend, t. j. N = N°. BudiZ a ¢ M; kaidy
interval (@ — ¢, @ 4 ¢) obsahuje bod z M, t. j. neni (@ —¢,a 4 &) C
C N. Bod a nepatif tedy k N°, t. j. nepatii k N, t. j. a e M. Tedy
aeM =aeM,t. j.McM.

Tento vztah mezi otevienymi a uzavienymi mnoZinami ndm &asto
zkrati dukazy.

Véta 65. Sjednocent libovolného systému. otevienych mnoZin je oteviend
mno#ina. Pranik koneiného poltu otevienych mmnofin je oteviend mno-
Zina.

Dukaz. I. Budte M, (r ¢ T) oteviené, M = Y M,. Budiz a ¢ M.

el
Existuje 7 tak, ze a ¢ M,. Dile existuje ¢ > 0 tak, Ze (@ — ¢, a 4 ¢) C

cM, Tedy (@ — e, a4 ¢e)C M. Tedy a e M°. T. j.: M c M°.

II. Budte M, (k=1,...,n) oteviené. Budiz M = N M,. Budiz
P
aeM, tedy ae M, (k=1,...,n). Tedy existuji &isla &z >0 (k =
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=1,...,n) tak, Ze (@ — &, a + &) C M,. Poloime ¢ = Min (¢, ...

..y €0) > 0. Potom (@ —¢,a 4+ e)C O M, = M, tedy ae M°. Tedy
k-1

Mc M.

Vé&ta 66. Sjednoceni koneéného systému uzavienych mnofin je uzaviend
mnofina. Prianik libovolného systému uzavfenych mnofin je uzavfiend
mnogina.

Dukaz. Jest (viz vétu 1)
n n
(4) 51—'-UMk=ﬂ(51—'-Mk)-
k-1 k=1
Jdsou-li M, uzaviené, jsou (véta 64) E, — M, oteviené, tedy prava

n
strana v (4) je oteviend (véta 65), tedy i levé je oteviena, a tedy U M,
k-1

je uzaviend (véta 64). Vidite, jak zcela mechanicky z véty o otevienych
mnoZindch plyne véta o uzavienych. Podobné plyne druhéd &ist véty
66 ze vzorce (viz vétu 1)
El_.' n.M‘,=U(E1';M.,).
TeT T

Bod a ¢ E, nazyvame hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro
kaZzdé ¢ > 0 obsahuje interval (@ — ¢, @ -4 &) nekoneéné mnoho
bodt mnoZiny M. MnoZinu viech hromadnych bodi mnoZiny M na-
zyvame derivaci (nebo derivovanou mnoZinou) mnoZiny M a znaéime

ji M’. PHklady: Mnogina viech Sisel -11; (n=1,2,3,...) mé jediny

hromadny bod 0, a ten k mnoZiné nepatii. Derivace kteréhokoliv
z intervalii (3) je interval <a, b). Bod, ktery patii k mnoziné M, ale
nenf jejim hromadnym bodem, se nazyvé isolovanym bodem mno-
Ziny M.

Poznédmka 1. Bod a patii jistd k M, existuje-li posloupnost z,,
Zy, ... bodlt z M 8 limitou lim z, = a. Bod a je jisté hromadnym bo-

n—0

dem mnoZiny M, existuje-li prostd posloupnost z,,z,,... bodu
z M s limitou lim z, = a. Obd& tato kriteria lze obratit: Je-li a ¢ M,

n—0
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existuje ke kazdému n € N bod z, € M tak, Ze |a — z,| < % Vyberu-li

ke kazdému n takové z,, dostanu posloupnost, pro kterou lim z, = a;

n—w

jestlize je a ¢ M', potom existuje v M nekoneéné mnoho bodu z, pro

nez |r —a| < ‘,,1;’ takze, kdyZ z,,...,2,-, byly zvoleny, lze voliti

1 .
z, e M tak, Ze |z, —a| < 2 Ze z, je rizné od =z, ..., z,—,. Tak

dostdvame prostou posloupnost s limitou a. Jiné kriterium: a je
hromadnym bodem mnoZiny M tehdy a jen tehdy, kdyz kazdy in-
terval (@ — ¢, a + ¢) (¢ > 0) obsahuje aspoil jeden bod z M, rizny
od a. Je-li totiZ a e M’, je tato podminka ziejmé splnéna. Neni-li
viak a ¢ M’', existuje interval (& — ¢, @ + ¢,), obsahujici nejvyse ko-
neény podet bodi z M, naleZ ziejmé existuje mensi interval (@ — e,
a + &), neobsahujici Zddny bod z M kromé snad bodu a samotného.
Z tohoto kriteria je také vidét: bod a € M je isolovanym bodem mno-
ziny M tehdy a jen tehdy, neni-li hoiej$i kriterium splnéno, t. j.
existuje-li interval (@ — ¢, a + ¢), neobsahujici krom&§ bodu e jiZ
Zddného daliiho bodu mnoZiny M. Vie je velmi ndzorné, délejte si
nadrtky!
Véta 67. M = M v M.

Dikaz. Je jasno, 26 M u M’ c M. Budiz za druhé y ¢« M. Potom
je budto z ¢ M nebo x ¢ M — M. V druhém piipads lezi v kazdém in-
tervalu (x — ¢, x + €) bod z M, ktery je oviem rizny od z. Tedy
xz e M’ podle pozn. 1. Tedy: kazdy bod z M lezf budto v M nebo
vM;t.j. McMu M.

Poznidmka 2. M je uzaviend tehdy a jen tehdy, je-li M'c M
(nebot toto znaéi podle véty 67 totéz jako M = M). Naproti tomu
M c M’ znadi, Ze M nems isolovanych bodit. Neprazdné mnoZiné bez
isolovanych bodu se fika husté rozloZend; to tedy znati, Ze § + M C
Cc M'. Uzaviend husté rozloZzend mnoZina se nazyva dokonald nebo
perfektni; to tedy znadi, Ze § += M = M'. (Né&ktefi autofi pfi t&chto
definicich vynechévajf podminku M =+ 0.)

Poznémka 3. Budiz 4 c BCE,. Rikdme, 7¢ A je hustd v B,
jestlize B C 4; to tedy znamené: Ke kazdému bodu b ¢ B a ke kazdému
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e > 0 existuje bod a € 4 tak, Ze a e (b — ¢, b + ¢). Pfiklady: MnoZina
P je husté v E,. MnoZina vech racionalnich &isel libovolného intervalu

J je hustd v J. Dokonce na pf. mnozina viech &isel tvaru 2% (kde &
probihéd vSechna celd &isla, » vSechna pfirozend &isla) je hustd v E,.2)
V&ta 68. Kazdy disjunkini systém intervali v E, je spoletny.
Podrobné feéeno: Budiz dan systém intervald
J. (zeT),

kde JJ,=0 pro teT, ceT, v + 0. Potom T je spotetni mno-
Zina.

Dikaz. KaZdy interval J, obsahuje racionalni éisla; vyberme jedno
z nich a oznaéme je r,; tedy r eJ,. Jeli v + o, je r, &+ r,, jeito
JJ, = 0. Pitadim-li tedy kazdému r ¢ T &islo r,, dostivdm prosté
zobrazeni mnoZiny 7' na jistou mnoZinu racionalnich ¢&isel. Tedy je
T spodetna.

Pozniamka 4. Bod a nazvu hromadnym bodem mnoZiny M zprava
(resp. zleva), jestliZe kazdy interval (a, a + ¢) (resp. (a — ¢, a)), kde
¢ > 0, obsahuje nekoneéné mnoho bodii mnoZiny M. Ziejmé: a je
hromadnym bodem mnoZiny M tehdy a jen tehdy, jestlize je budto
jejim hromadnym bodem zprava nebo zleva. Tvrdim:

Budiz M C E,; budif N mno#ina onéch boda mnoZiny M, je£ nejsou
hromadnymi body mnofiny M zprava. Potom N je spoletnd.

Dikaz: Kazdému bodu z ¢ N pfifadme uréity interval J, = (x,
x 4+ &) (e, > 0), neobsahujici Zddny bod z M.3) Kterékoliv dva in-
tervaly J,, J,, pfifazené dvéma riznym bodim ze N, y e N, jsou
disjunktni. Nebof je-li na pf. < y, musf bod y (jezto patii k M)
lezeti mimo J,, tedy y = = + ¢,. Podle véty 68 je tedy systém vSech
mtervali J, (z € N) spoletny. JeZto jsou tyto intervaly vzajemné jed-
noznad¢né pfifazeny bodim « € N, je N rovnéz spodetna.

2) Vskutku, je-liil;' < 2¢, obsahuje (b — ¢, b + ¢) aspoii jeden bod tvaru
k.2-m (k celd).

3) Jistd existuje interval (z, z + ¢), obsahujicf jen konedny podet boda z M;
vhodnym zmenSenim &isla & dostanu interval, neobsahujici Z4dny bod z M.
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Podobné véta plati ,,zleva‘‘. Specidlné: MnoZina vdech isolovanich
bodw libovolné mnofiny M C E, je spoletnd.

Poznamka 5. Budif f funkce (reidlnad funkce jedné redlné pro-
ménné), definovand v tntervalu (a, b). BudiZ M mnoéina onéch bodi
¢ € (a, b), v nichZ f md ostré lokdlni maximum.t) Potom M je spoletnd.

Dukaz: Ke kazdému c € M existuje n ¢ N tak, Ze
1
(5) 0<|x-—c|<;:>f(x)</(c).

Budiz M, mnoZina onéch bodi ¢ € (a, b), pro néz plati (5); zfejmé
1

M = G M,. Kazdému bodu ¢ € M, pfifadme interval J, = ( — o
n=1

c+ Elﬁ) JelideM,, d ¢, je |c—d|l = %; nebof” jinak by bylo
0<le—d| < %’ a jezto pro body z M, plati (5), musilo by byti

/(@) < f(c) a soudasn® f(c) < f(d), coZ neni mo#no. Tedy |c — d| = %

J . Jq =0, tedy (v&ta 68) systém intervali J, je spoletny, tedy M,
je spocetnd,®) tedy M je spocetnd.

Podobné oviem pro ostrs lokilni minima.

PopiSeme nyni iplné strukturu otevienych mnozin v E;:

Véta 69. Budiz G #+ § oteviend mnoZina v E,. Potom
(6) G = U I ns
neN
kde vpravo je sjednocent disjunkiniho systému oteviengjch intervali I, + ¢
(takZe podle véty 68 je N spoletnd ).8) Toto vyjddient je jednoznainé. T. j.
je-li

(63‘) G= U Jm
meM

4) Viz DI, def. 28.

5) Co% plyne snadno i jinak.

¢) Ze naopak sjednoceni jakéhokoliv systému otevienych intervali je ote-
viend mno%ina, plyne z vty 65.
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jiné vyjddfeni téhof druhu, je kaZdy I, roven nékterému J,, a kaidy
I o roven nékterému I,.

Dikaz. Uvazme napfed toto: A. Jsou-li I = («, 8), J = (y, 8) dva
intervaly leZici v G, p¥i ¢em% Zadny z bodu «, B8, y, 6 nelezi v G,?)
potom je budto I = J nebo IJ = §. Diukaz: Je-li I 3= J, je budto
o« % ynebo f + J; budiz tieba o« + y, ato « < y. Kdyby bylo IJ + 9,
musilo by byti y < B, ale potom by bylo y € («, B), tedy y ¢ G — spor.
Tedy IJ = 0.

Piifadme nyni kazdému é&islu z € G interval H, = (x,, 8,) takto:
budiZ 8, supremum oné&ch &isel § > z, pro né% interval (z, §) lezi v G.
Takova f existuji, jezto = je vnitinim bodem G. Tedy B, > z. Tvrdim
predng, Ze

(7) {z,B.) ¢ G;

nebot je-li z < y < B,, existuje podle definice suprema f > y tak, Ze
{z, B) € G, tedy y € G. Za druhé tvrdim, Ze B, nelezi v G. To je jasné,
kdy% B, = + . Kdyby B, < + oo leZelo v @, existovalo by ¢ > 0
tak, Ze (B, — ¢, Bz + €) C G, nadeZ by z (7) plynulo, Ze (x, 8, + ¢) C
C @, ale to je ve sporu s definici &isla 8,. Podobn& budiZ «, infimum
onéch & < z, pro néz (x, ) C G. Podobné se dokdZe, Ze («x,, 2> C G,
ale %e «, neleZi v G. Tim je tedy kaZdému z ¢ @ pfifazen otevieny
interval H, = (., B.) 8 témito vlastnostmi:

(8) zeH,C@; krajni body H, nelezi v G .
Tedy je
(9) G=UH,.

ze@
Podle tvrzeni A a podle (8) plati pro kterékoliv dva body z,y z @
budto H, = H, nebo H H, = @. Tedy je mozno (9) psiti jako dis-
junktni sjednoceni (napidi tam kaZdy interval jen jednou — po-
drobng viz v poznidmce f)). Tim dostdvime jedno vyjidieni tvaru (6).

) PHpady « = — o, y = — o, f = + ©, § = + o nejsou vyloufeny

8) Tomu je rozuméti takto: Budi¥ & mnoZina intervalu takto definované:
Interval I nechf patif do & tehdy a jen tehdy, je-li I roven ndkterému H,,
tak¥e @ je sjednoceni vSech intervali I € &. JeZto dva rizné intervaly z & jsou
disjunktni (nebot H, + H, = H,H, = (§), je mnoZina & spodetné (podle
vty 68), tak¥e intervaly I € & lze oznaditi I, (n € M), kde N je spodetnd mno-
Zina, nafeZ méme pro G vyjédieni (6).
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Podotknéme, %e v ka%dém takovém vyjadfeni (6) s disjunktnimi
séitanci plati, Ze krajni body Zidného intervalu I, = (yn, d,) nepatii
ke G. Nebot kdyby bylo na pt. 4, € G, musil by bod 8, leZeti uvnitf
nékterého I, (k + n), ale potom by ziejm& bylo I.I, + ¢ — spor.
A nyni téZ snadno plyne jednoznaénost: Jsou-li (6), (6a) dvé takova
vyjadfeni a vezmu-li néjaké I,, existuje bod z e I,, naleZ existuje
nutng m tak, Ze x eJ,,, tedy I,J, + 0, a tedy I, = J, podle A.
Podobn¥ ke kazdému J,, existuje I, tak, ze I, = J,,. '

Poznidmka 6. Tim je také popsina struktura vSech uzavienych
mnozin v E;. Budiz ¢ + M + E,, budiz M uzaviens, tedy M = E, —
= @, kde @ * 0, G + E, je oteviend. Podle véty 69 tedy dostanu M
tak, Ze z E, odstranim sjednoceni disjunktniho spoéetného systému

otevienych intervald U I,, pfi éem% intervaly I, jsou jednoznad&ng
neN

uréeny; ¥ka se jim stycéné intervaly mnoziny M.?)
Poznamka 7.Je-li @ + M C E; shora omezena, je ziejmé sup M
¢ M; jestlize tedy M je neprazdna, shora omezens a uzaviena, exi-

2 w1

stuje v M nejvétsi Cislo, totiz sup M. Podobné pro inf M.

Poznamka 8. Sestrojime nyni jednu dokonalou mnoZinu v E,,
dulezitou po mnohych strankich, kterd ndm ziroveii poskytne ne-
trividlni p¥iklad k oZiveni obecnych vyklada. Vime,19) Ze kaZdé é&islo
« intervalu <0, 1) lze psati v trojkové soustavé ve tvaru

L ST . | Gn
(10) a=F g gttt
(piseme kratce 0,a,a,a, ...), kde ,,cifry‘‘ a, jsou ¢isla 0, 1, 2 (pro @, =
= a, = ... = 0 dostaneme « = 0, pro a, = a, = ... = 2 dostaneme
« =1). Mam-li dva takové rozvoje rizné « = 0,a,a,a;..., f =

= 0,b,b,0; ... a je-li » nejmensi index, pro néjz a, + b,, potom v piipadé
b, > a, je B > « — s touto vyjimkou: Je-li § = 0,b,b,...b,_, 2222 ...
(samé dvojky na konci, b,_, < 2), « = 0,b,b, ... (b.—; + 1) 0000 ...
(samé nuly na konci), je = «. Oznaéme znakem D mnoZinu onéch
¢isel intervalu <0, 1), jeZ lze aspoti jednim zpiisobem napsati ve tvaru
(10) tak, zZe Z4dné a, neni rovno jedné. Mnozinu D dostaneme tim, Ze

) N&kdy se tak fikéd jenom t8m intervalim I,,, které jsou omezené.
10) Viz vétu 9.
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z E, odstranime pfedné intervaly (— oo, 0), (1, + 0), za druhé in-
terval (1, 3) (nebot &isla tohoto intervalu jsou privé ona d¢isla, jez
maji nutné prvni cifru 1, kde#to &islo § lze jeStd psati 0,02222...), za
teti prostfedni tfetiny zbyvajicich intervala (0, 3), <%, 1), t. j. in-
tervaly (3, %), (3, ) (nebot &isla t&hto intervald jsou pravé ona ¢&isla,
jeZ maji sice prvni cifru riznou od 1, ale druhou cifru nutné rovnou 1)
atd. Pfi (» + 1)-nim kroku odstranim vSechny intervaly (0,a,a, ...
.. @p,l, Oma,...a, ,2), kde cifry a,,...,a,_, jsou ruzné od 1.
(Podet téchto intervali je 2-1,.délka kazdého z nich je 3— a tyto
intervaly se sklddaji pravé z téch ¢&isel intervalu <0, 1), jez maji
prvni az (n — 1)-ni cifru riznou od 1, ale n-tou cifru nuiné rovnou 1.)

2
9

£ 5§ % 1

o
Ol
Gl

Obr. 2.

Ozna¢me G sjednoceni intervali (— oo, 0), (1, 4+ o) a viech in-
tervali, které jsme dostali pfi druhém, t¥etim, ... kroku. To je ofe-
vfend mnozina, jeZ je sjednocenim spodetného systému disjunktnich
otevienych intervali:

(_ 0) (l + w) (’5’ §) (9’ 9) (‘;’ ) (2’7, 2_) (227 !B'i): (i';’%%

(£3, #5), -
(viz obr. 2). Ziejmé jest
D = E, — (. Tedy piedné je D uzavfend. Za druhé je D husté rozloZend.
Dikaz: Budiz « = 0,a,a,a, ... € D, t. j. cifry a,, a,, ... jsou 0 nebo 2.
BudiZ «, &islo, které se od « lifi jen n-tou cifrou (a to tak, Ze je-li
a, = 0, resp. a, = 2, volim n-tou cifru v «, rovnu 2, resp. 0). Tedy
on €D, , *+ a, lim x, = &. Tedy « je hromadnym bodem D.'!) Tedy

N—>0

D je dokonald (t. j. uzaviens a husté rozloZzend). Tvrdim déle, Ze @ je
hustd v E,. Dikaz: Je-li « < 0 nebo & > 1, je « € G, tedy « € G. Je-li
viak «€(0,1), lze psiti « = 0,a,a,a;...; budiz g, = 0,a,a,...

..a,111 ... Zfejmd B, € G, lim 8, = «, tedy opét &« ¢ @. Tedy @ = E,,
t. j. G je hustd v E,. Tato duleZit4 mnoZina D se nazyva Cantorovo
diskontinuum.

11) Nebof kaZdy interval (x — &, « + ¢) obsahuje bod z D, ruzny od «.

159



Rozvaite si sami toto: Soudet délek vsech omezen}'rch styénych

22
intervald mnoZiny D (t. j. t&ch, které lezi v 0, 1)) ]e + § +
3
+ 2i+ ... = L. Za drubé: Pifadite-li katdému bodu _1 + 2
+ % ... mnoZiny D (a, = 0 nebo 1) bod % + + + cen

dostanete zobrazeni mnoziny D na <0, 1). Vylouclte-h zD spocetnou
mnoZinu M téch bodii, kde viechna a, aZ na koneény podet jsou
rovna nule, bude parcidlni zobrazeni (s oborem D -— M) prosté.
Odtud (uzitim véty 7) plyne, Ze D ma mohutnost kontinua, aé na
pohled vypada tak ,Fidké“.

Poznamka 9. K intervalim, zavedenym v DI v kap. V, § 1, se
nékdy pfipojuji je§té t. zv. ,zvrhlé intervaly, t. j. jednobodové
mnoziny (pile se pak téz <{a, a) misto (a)) a prazdné mnoZina. Pra-
cujeme-li v E}, pfipojujeme n&kdy jeété intervaly (— o0, b) =
—-6’(— o< z<b), (— oo,b)——é’(— w<2z<b) a pod. V této

kaplt;ole viak, pokud nebude ]mak poznamendno, se omezime na
intervaly zavedené v DI, kap. V, § 1.

Cviéeni

1. BudiZ @ + M = E,, M uzaviens. Doka%te: Bod z ¢ M je isolovanym bodem
mnoZiny M tehdy a jen tehdy, je-li spoleénym krajnim bodem dvou styénych
intervalu. Tedy: M je dokonalé tehdy a jen tehdy, nemaji-li Z4dné dva sty&né
intervaly spoleény krajni bod.

2. Bod a ¢ E; nazvu kondensaénim bodem mnoZiny M C E,, jestlize kaZdy
interval (@ — €, @ 4 ¢) obsahuje nespodetné mnoho bodu z M (t. j. prunik
M. (a — ¢ a + €) jo nespoletnéd mnoZina). KaZdy kondensaéni bod je oviem
hromadnym bodem. DokaZte: MnoZina M, vSech kondensaénich bodi mnoZiny
M je uzaviena (také M’ je vidy uzaviend — dokaite!).

3. Zadny bod a € M, neni isolovanym bodem mno¥iny M ,. Ndvod: Necht a je
isolovanym bodem M, takZe jisty interval I = (@ — 6, a 4+ J) neobsahuje
kromé& a Zddného bodu z M. Ke kaZdému bodu z € I, = & a existuje interval
(a,, by) s raciondlnimi krajnimi body (a, < x < b_,), obsahujici jen spoletns
mnoho bodii z M (nebot x neni kondensa¢nim bodem). Ruznych intervali (a,, b,)
je jen spodetnd mnoho & jejich sjednoceni obsahuje tedy jen spofetn$ mnoho
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boda z A. Ale toto sjednoceni obsahuje mno%inu I = (a), tak¥e I obsahuje
jen spotetnd mnoho boda z M. To je ve sporus a ¢ M,.

4. MnoZina M, je prdzdné nebo dokonal4d — plyne z cvié. 2, 3.

5. MnoZina M ~ M, je spodetni. Navod: Ke kaZdému bodu ze M ~ M,
existuje interval (a,, b;) s raciondlnimi krajnimi body (e, < = < b,), obsahujict
jen spodetnd mnoho bodi z M. Téchto intervali je jen spoetnd mnoho a jejich
sjednoceni obsahuje M =~ M,.

6. Ka¥dou uzavienou mnofinu M CE, lze psati ve tvaru M =4 U B
(AB = ), kde A je prazdné nebo dokonald, B spodetni. Dukaz: M = M, J
U (M — M,). To je t. zv. véta Cantor-Bendixsonova.

§ 2. Borelova véta. Rikime, 7e systém & mnoZin
A, (z € Z)
pokryvé mnoZinu M, jestliZe
(11) McUA,.
zeZ

Dokazeme tuto dulezitou vétu (Borelovu) o mnoZinich v E;:

Vé&ta 70. BudiZ M C E, uzaviend a omezend. Budte A, (z € Z) otevFené
mnoZiny, pokryvajict M, t. ;. necht plati (11). Potom existuje koneény
polet mnofin A,, pokryvajici M; t. j. existujt 2, € Z, ..., z, € Z tak, %e
(12) McAzluA,‘u...uA,'.

Dukaz: Budiz M + 0 (jinak je v8e jasné). Budiz

Jao (mn=1,2,...)
systém vech styénych intervali mnoZiny M (viz pozn. 6 v § 1),
takZe
(13) EE~M=uylJ,.

Jeito M je omezen4, je mezi intervaly J, téZ interval tvaru (— oo, a)
a interval (b, + co) (délejte si nacrtek!), dejme je na prvni mista:
(14) J,=(— o0,a), Jy= (b, + o0).

Viechny mnoZiny A, a intervaly J, dohromady tvoifi systém &
otevienych mnoZin, pokryvajici cely interval (— oo, 4 o) = E,.
Bod z ¢ E; nazvu regulirnim, jestliZe interval (— oo, x) lze pokryti
koneénym podétem mnoZin systému T (t. j. jestlize existuje koneény
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pocet mnozin z ¥, jejichZz sjednoceni obsahuje interval (— oo, z)).
BudiZ « supremum mnoziny vSech reguldrnich bodu. Jezto bod a je
zfejmé regularni (viz (14)), je a < « < + oo. Piedpoklddejme, ze & <
< + . Bod « lezi v nékteré (oteviené!) mnoziné B systému ¥ a tedy
existuje ¢ > 0 tak, Ze (o« — ¢, & 4 ¢) C B. Jist& existuje regularni bod
f > o« — . Tedy interval (— oo, f) lze pokryti koneénym poétem
mnoZin z . Pfiddm-li k nim mnoZinu B, je pokryt cely interval
(— o0, & + &), tedy &« + ¢ je reguldrni; ale to je spor, jezto &« + £ > «.
Tedy je jisté x = + oo a tedy jisté existuje reguldrni bod y > b
(viz (14)). Existuje tedy koneény polet mnozin z I:

(15) B, B, ..., B,,

ktery pokryva interval (— oo, y) a tedy mnozinu M (nebot M c
c {a, b), y > b). Mezi mnoZinami (15) mohou byti jednak mnoZiny
A,, jednak intervaly J,. Ale intervaly J, nemaji spoleénych bodd
8 M; vynecham-li tedy z (15) intervaly J,, dostanu opét systém mno-
zin pokryvajicich M, sloZzeny pouze z mnozin 4,.

Cvideni

I. Neni-li M omezend, neplati pro ni tvrzeni Borelovy véty. Dikaz: Inter-
valy (— n,n) (n =1, 2,...) pokryvaji M, ale Zadny koneény systém téchto
intervali nepokryva M.

2. Neni-li M uzaviend, neplati pro ni tvrzeni Borelovy véty. Dikaz: Existuje

1 1
boda e M’ ~ M.Intervaly [ — o, a — -—) yla+—, + o) (n=12,...) po-
n n

kryvaji M, ale Zadny koneény systém t8chto intervalii nepokryva M.

3. UZitim Borelovy v&ty dokaite v&tu 63 o stejnomérné spojitosti. Nadvod:
BudiZ ¢ > 0; ke kaidému z e <{a, b) existuje interval J, = (z — d,, =z + 4,)
tak, e (y e <a, b, ly — z| < 24,) = |f(y) — f(z)| < }e. Existuje koneény potet
bodti z,,...,z, tak, %e <{a, bd>C J, U ... U J,,,. BudiZ 6 = Min (4,,, ...,6,,).
Je-li zela,b), ye<a,b), |x —y| <9, lezi x v ndkterém J, (1 <r < p),
tedy |x — z,| < 6,, |y — z,| < 25,,, a odtud snadno |f(x) — f(y)| < }¢ + }e.

§ 3. Spojitost a limita. Slovem funkce budeme rozuméti v této ka-
pitole, pokud nebude jinak feéeno, redlnou funkei jedné redlné pro-

ménné ve smyslu kap. I, § 9. Oborem funkce bude tedy vidy néjaki
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mnoZina M C E;; pro hodnoty f(z) funkce f pfipoustim viak také
hodnoty 4 o a — o0; kde jde o koneéné funkee, feknu to zvlaits.12)

Zobecnime trochu pojem limity a spojitosti. Budiz A C E; n&jakd
mnozina, budiZ a € E, jeji hromadny bod (t. j. @ € A’). Budeme Fikati,
Ze funkce f ma v bodé a limitu (vlastni) ¢ vzhledem k mnoziné A4,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

(16) (red,0<|z—a|<d)=|fz) —c|<e;
znak
(17) lim f(z) = ¢ .

Ted

Je-li soucasné také lim f(z) = d, je nutné d = c (. j. f mé v @ vzhledem

z—a
Ted

k A nejvySe jednu limitu). Dikaz: k libovolnému ¢ > 0 existuje
6 > 0 tak, Ze plati (16) a soudasné

(18) (xed,0< |z —a|<d)=|flx) —d|<e.

Jeito a je hromadnym bodem mnoZiny 4, existuje = tak, Ze premisa
implikaci (16), (18) je splnéna, takZe plati (pro toto z) nerovnosti
v (16), (18) vpravo, a odtud

o —d| < o — fla)] + |ftz) — d] <2e.
Tedy |c — d| je mensi neZ kazdé kladné &islo, tedy ¢ = d.

Rozdil proti definici 19 v DI je jen ten, Ze si zde v8§imédme jen hodnot
zeA.Jelina pt. 4 = (a, a’) (¢’ > a), znaéi (17) prosté limitu zprava,
je-li 4 = (a’, a) (¢’ < a), znadi (17) limitu zleva; je-li @ vnitinim bo-
dem mnoziny 4, znaéi (17) prosté limitu v bodé a ve smyslu def. 19
v DL

Podobné definujeme: Jeliae A’, potom
(19) lim f(z) = + o

I—(
Ted

12) Jediny rozdil proti definici 14a v DI je ten, %e piipoustime té% hodnoty
f(z) = + o, f(x) = — . To je vhodné: nebylo by pfehledné ¥ikat na pf., Ze
derivace f’ je funkese, kterd nenf definovdna v bodech, kde f'(z) existuje, ale
je nevlastni. Ted oviem jiZ vzorec f'(x) = +4- o nebude nedé&litelnym znakem,
nybrZ bude prost® znamenat: Funkce ' mé v bod$ z hodnotu + oo.
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znadi, Ze ke kazdému koneénému K existuje § > 0 tak, Ze
(red,0< |z —a| <d)=flz) > K .12
Podobné pro limitu — oo.
BudiZ opét 4 C E,, ale nyni a ¢ A (nemusi byt a € A’). Budiz pfedné

f(a) koneéné. Potom fikame, Ze f je spojitd vzhledem k 4 v bodé a,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze

(20) (xed, |r—a|l <) =|flx) — fla)] <e.

Budiz za druhé f(a) = 4 co. Potom ifkdme, Ze f je spojita v a vzhle-
dem k A, jestlize ke ka?dému koneénému K existuje 6 > 0 tak, Ze

(21) (xed, |z —a| <d)=>flz)> K.

Podobné pro f(a) = — oo.
Je-li a e AA’, znamend tato spojitost zfejmé totéz jako

(22) lim f() = f(a)
Ted

(viz podobné véty 103, 104 v DI). K dikazu sta¢i poznamenat, Ze
(20) znadi totéz jako (16) pro ¢ = f(a) (podobné v piipadé f(a) = + oo,
f(a) = — o0). Je-li v8ak a isolovanym bodem mnoZiny A, je kazd4
funkce, pro kterou f(a) je definovano, spojitd v a vzhledem k A. Toje
jasné, nebot pfi dostateénd malém 8 > 0 plati (z e 4, |z — a| < 6) =>
=z = a, tedy f(z) = f(a). Je-li f spojitd vzhledem k A v kazdém
bodé mnoziny A, fikdme kritce, Ze f je spojitd v A (to je ve shodé
s definici pojmu ,,f je spojitd v intervalu I‘“ v DI, def. 23, pokud
oviem f je koneéna v I).

Zachovivame téZ stard oznadeni: lim f(x), lim f(z), lim f(x) znamena

—>a+ I—a-

—a

limitu v bodé a vzhledem k E,, vzhledem k (@, 4+ 0), vzhledem
k (— oo, a). Podobné spojitost v bodé a, spojitost v bodé a zprava
(zleva) znamend spojitost v bodé a vzhledem k E,, vzhledem k {a,
-+ o0), vzhledem k (— oo, a).

Viechny tyto pojmy probereme s obecnéjsiho stanoviska v kap. VI.

Priklad 1. BudiZ f(x) = 1 pro raciondlni z, f(x) =0 pro iracio-
nalni z. Budiz P mnoZina vSech racionalnich, I/ mnoZina vSech iracio-

13) Zde ovSem ndkteré hodnoty f(z) mohou byt + co.
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nalnich é&isel, A mno%ina vSech &isel tvaru Vr_, kde r je racionalni.
Potom pro kazdé a je
lim f(z) = 1, lim f(z) = 0, lim f(z) neexistuje.14)
z—a

—a r—a
zeP zel zed

Dile: f je spojité v P, f je spojité v I, ale f neni spojté v P v I = E,.
Piiklad 2. Budiz A ¢ B CE,.
Potom plati: 1. Je-li @ € 4°,

lim f(z) =c, jetéz limf(z)=c.
7B e

2. Je-li v bodé a € 4 funkece f spojitd vzhledem k B, je téz v bod& a
spojitd vzhledem k A. To je ziejmé.

Zavedme nyni tento pojem: Necht f je definovéna v jistém intervalu
(@ — 6, a + J) (6 > 0). Jestlize f neni spojitd v bodé a, ale jestlize
existuji

lim f(z), lim f(z),
£—a + T—a-

fikame, Ze bod a je bodem nespojitosti prvniho druhu (pro funkeif).

V&ta 71. BudiZ f definovdna v otevieném intervalu J; budiZ M mno-
Zina jejich bodi mespojitostt 1. druhu, jeZ leZi v J. Potom je M spoletnd.

Dukaz. BudiZz M, mnoZina onéch bodu zeJ, pro néz lim f(y)
y—7+

existuje, ale je ruznd od f(x). BudiZz M, mnoZina onéch boda z ¢ J,

pro né&z lim f(y) existuje, ale je riznd od f(z). Stadi dokazati, ze M,
—z—

M, jsouyspoéetné. Staéi dokonce dokazati, Ze M, je spocetna (spocet-

nost mnoziny M, plyne pak pfechodem k funkeci f(— z)). Jest M, =

=M, v M,,, kde M,, je mnoZina onéch zeJ, pro néz f(z) <

< lim f(y), M,, pak je mnoZina onéch z ¢ J, pro néz f(x) > lim f(y).

y—r+ y—oIr+
Staci ukazati, Ze M, je spoletna (spoetnost mnoZiny M,, plyne pak
piechodem k funkei — f(z)). Ke kaZzdému x ¢ M,, lze piifaditi racio-
nalni &slo r(x) tak, %e f(z) < r(z) < lim f(y). (Cislo r(x) je moZno
y—z+

1) To je vidSt z toho, %e jak raciopdlnf &isla z A, tak iracionélnf &isla z 4
tvoff mnoZinu hustou v E; (dokaZte!).
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jednoznaéné definovati tfeba takto: MnoZinu P vSech raciondlnich
disel srovndme néjak v posloupnost, nadez bude r(z) prvni élen r
této posloupnosti, pro né&jz je

(23) flx) <r <lim f(y) .)

v+
Pro ka#dé r ¢ P budiz N, mnoZina onéch z ¢ M,,, pro néz je r(z) = r.
Je tedy M,; = U N,; jeito P je spodetns, staci ukazati, Ze kazda mno-
reP

Zina N, je spoletna. Budiz tedy r racionalni ¢islo. Pro kazdé z ¢ N,
plati (23) a existuje tedy d6(z) > 0 tak, Ze pro z <y <z + () je
f(y) > r. Tvrdim: jsou-li z,, #, dva razné body mnoziny N,, tieba
z, < x,, maji intervaly (z,, 2, + d(z,)), (x,, z, + 6(x,)) prazdny pri-
nik. Kdyby tomu totiz tak nebylo, bylo by ., <z, <z, 4+ d(=z,),
tedy f(z,) > r, coz neni moZno, nebot z, ¢ N, a tedy f(z,) < r.

Méme tedy kazdému bodu z ¢ N, vzajemn& jednoznacné ptifazen
interval (z, z 4+ d(z)) a tyto intervaly tvofi disjunktni systém. Tedy
je systém téchto intervali spoletny (véta 68), tedy i N, je spocetné.

Cvilenfi

I. Budiz f(z) = [x]; jediné body nespojitosti jsou body x = n (n celé) a ty
jsou vesmsés 1. druhu.

2. Budi# f(x) = 1 pro racionslni z, f(x) = 0 pro iracionalni z. Zadny bod
v E, neni bodem nespojitosti 1. druhu. Dokonce: v Zddném bod$ nem4 f limitu
ani zprava, ani zleva.

1
3. BudiZ f(x) =0 pro z £ 0, f(x) =sin — pro z > 0; jediny bod nespoji-
tosti jest 0 a ten neni 1. druhu. u
4. Podobn$ jako v kap. IIL, § 1, pozn. 4 plati toto: BudiZ a ¢ 4A’. Potom
rovnice
’ lim f(z) = ¢
z—a
Ted
(¢ koneéné nebo nekonedné) plati tehdy a jen tehdy, jestlize plati toto:
1. Ke ka’dému ¢’ > ¢ existuje 6 > 0 tak, Ze (z ¢4, 0 < |x — a| < )=
=>flz) < ¢
2. Ke ka%dému ¢” < q existuje § > 0 tak, %e (zxed, 0 < |z — a| < §)=>
=f(x) > q".
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Podobns: f je spojitd v bodd a e A vzhledem k A tehdy a jen tehdy, plati-li
toto:

1. Ke ka’dému ¢’ > f(a) existuje 6 > 0 tak, ¥e (zed, |r — a| < )=
=flz) < ¢".

2. Ke ka¥dému ¢” < f(a) existuje 6 > 0 tak, %o (xed, |r —a| < &)=
= f(z) > q". (To plati, at je f(a) konetna &i nekone&n4.)

§ 4. Podminky pro existenci limity. V&ta 72. BudiZ A CE,;,ae A’.
Potom limita (vlastni nebo nevlastni)
(24) lim f(z)
T—>a
Ted
existuje tehdy a jen tehdy, jestlize je splnéna tato podminka (P): Pro kaZ-
dou posloupnost xz,, z,, ..., pro kterou je

(25) Z, +a,z,ed pron=12 . . limz, =a,
existuje
(26) : Nim f(z,) .

Je-li tato podminka splnéna, je limita (26) pro vdechny uvedené po-
sloupnosti tdz a je rovna limité (24).

Poznamka 1. Tato véta dovoluje tedy pievésti pojem limity
funkce na pojem limity posloupnosti (ov8em, zjistuji-li existenci
limity (24), musim vySetiiti vdechny posloupnosti s vlastnostmi (25)).

Dukaz. I. Nechf limita (24) existuje, oznaéme ji c. BudiZz t¥eba
¢ kone¢né. Budiz =z,, z,, ... posloupnost s vlastnostmi (25). BudiZ
& > 0. Podle definice z § 3 existuje 6 > 0 tak, Ze

(27) (xed, 0<|z—a|<d)=>|fz) —c|<e.
Podle (25) existuje =, tak, Ze
n>ny=>Z, e 4,0 < |z, —al<d).

Je-li tedy n > n,, je premisa v (27) splnéna pro z = z,, tedy je splnén
i zavér, t. j. |f(z.) — ¢| <e¢, t. j. lim f(x,) =¢. T. j. (P) je splnéna.

II. Necht podminka (P) je splnéna. Méme-li dv& posloupnosti
by by, ooy Uy Uy, ..., Pro NéZ t, F a F U, t,ed, ued, limt, =

= lim %, = a, potom existuji
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(28) lim f(t,) = o, lim f(u,) = § .

Tvrdim, Ze « = B. Nebof posloupnost ¢, u,, ,, %,, ... rovnéZ splituje
podminku tvaru (25), a tedy posloupnost f(¢,), f(u,), f(2.), f(us), f(ts). ..
mé limitu y. Ale v (28) stoji limity vybranych posloupnosti, tedy
o« = B = y. Tedy: pro vdechny posloupnosti s vlastnosti (25) md (26)
tou hodnotu, kterou oznaéim c. Budiz tieba ¢ koneé¢né. Tvrdim, ze .
(29) lim f(x) =¢.
>

Necht to neni pravda. To znamend: Neni pravda, Ze ke kazdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze plati implikace (27). T. j. existuje jisté
e > 0 (které nyni podrzime pevné), k némuZ neexistuje pFisluiné
é > 0. T. j. pro kazdé é > 0 implikace (27) je nespravna, t. j. ke kaz-
dému 6 > 0 existuje xz, které spliiuje sice premisu, ale nespliiuje

zavér, Tedy specidlné: ke kazdému ¢islu % (» =1, 2,...) existuje z,

. . 1 . ,
tak, Ze jer, e 4,0 < |2, —a| < w’ ale Ze neni

(30) flza) —c| <e.
Vyberu-li ke kazdému ptirozenému n jedno takové z,,!'%) dostavam
posloupnost z,, z,, ..., ktera spliiuje (25), ale nespliiuje rovnici

lim f(z,) = ¢ (nebot pro zidné = neplati (30)), coz je v8ak ve sporu
n—wo
s tim, co jsme jiz dokazali. Tedy plati (29).

III. Predpokladali jsme ¢ koneéné. Pro ¢ = + oo je diitkaz obdobny,
pouze misto |f(z) — ¢| < & se piSe f(x) > K. Podobné& pro ¢ = — oo.

Poznamka 2. Odtud plyne ihned, Ze plati véta o limité absolutni
hodnoty, souétu, souéinu, podilu, maxima a minima, obdobna v&té 13
o posloupnostech. A odtud plyne podle § 3 (viz text okolo vzorce
(22)) obdobné véta o spojitosti absolutni hodnoty, souétu atd.

Priklad: Necht lim f(x) = ¢, lim g(x) = d (vlastni nebo nevlastni)

I—a Tr—a
Ted Ted

a necht cd ma smysl. Potom pro ka?dou posloupnost s vlastnostmi

15) Je zajimavo, Ze zde vystupuje axiom vybé&ru.
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(25) je lim f(z,) = ¢, lim g(z,) = d (véta 72), tedy lim f(x,) g(z,) = cd
(véta 13), tedy lim f(z) g(x) = cd (véta 72).
Fed
Véta 73. Budif A CE,, a e A’. Potom vlastni limita
(31) lim f(z)
ed

existuje tehdy a jen tehdy, jestlife je splnéna tato (t.zv. Bolzano-Cau-
chyova) podminka:

(B. C.) Ke kaZdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze
(32) (zed,ye A, 0< |z —¢|<0,0< |y —a|l<d)=>

= |f(z) — f(y)] <e.

Dukaz. I. Necht existuje vlastni limita (31), oznaéme ji c¢. Ke kaz-
dému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, Ze

(xed,0<|z—al <) =|flx) —c| < 3}e.
Jestlize tedy x, y spliiuji premisu implikace (32), je |f(z) — ¢| < }e,
i) — el < e, tedy |f(z) — fly)] <e.

II. Necht podminka (B. C.) je splnéna. Necht z,, z,, ... ma vlastnost
(25). Budiz ¢ > 0. Potom existuje 6 > 0 tak, Ze plati (32). Za druhé
existuje (podle (25)) n, tak, Ze pro kazdé n > n, je
(33) T, ed,0< |z, —a|<$.

Je-li tedy n > n,, m > n,, plati vedle (33) jests z, ¢ 4, 0 < |z,, —
— a| < 4, takZe podle (32) je |f(z,) — f(*m)| < & pro n > ng, m > n,.
Podle véty 26 existuje tedy vlastni lim f(z,), a to pro kazdou posloup-

nost z,, x,, ... s vlastnosti (25). Podle véty 72 existuje tedy vlastni
limita (31).

§ 5. Monotonni funkce. BudiZ f funkce (ne nutné konecnd) defino-
vana v mnoziné A C E,. JestliZze
(e A, x5 e A, 2, < 7)) = f(z,) < f(=y)

fikdme, Ze f je neklesajici v A. Podobné& funkce rostouct (f(z;) < f(z,)),
klesajict (f(z,) > f(x,)), merostouct (f(z,) = f(x,)). Spoletny nézev:
funkce monotonni v A.
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Véta 74. BudiZ | neklesajici v A. Potom plati:

1. Je-li a hromadnym bodem mnoZiny A zleva, existujel®)

(34) lim f(x) = sup f(z) .
.'ruf::’a<ﬂ I;S<Aa

I11. Je-ls a hromadnym bodem mnotiny A zprava, existuje

(35) lim f(z) = inf f(z) .
zed, 250 red

Poznamka 1. Pfechodem k funkei — f(z) dostaneme obdobnou
vétu pro funkce nerostouci (vymeéni se jen sup a inf).!?) Pfechodem
k funkei g(x) = — f(— x) se vyméni limity zprava a zleva a supre-
mum s infimem (provedte podrobné!), takze staéi dokazati I.

Dikaz. Polozme sup f(x) =b. Jeli b= — oo, je (34) ziejma
z<n
Ted

(f(x) = — o0 pro z <a, zeA). Budiz tedy b > — co. Zvolim-li

libovolné b’ < b, existuje podle definice suprema ¢islo z, € 4, 2z, < a
(tedy z, = a — 6, 6 > 0) tak, Ze f(x,) > b’'. Jeito f je neklesajici v 4,
plati:

(xedia—d<z<a)=b <flz)<b

(b je supremum!). Ke kazdému b" < b takové 6 > 0 existuje; ale
odtud zfejmé plyne (34) .18)

Poznimka 2. Obdobné plati (dukaz pfenechavam &tenafi): Budiz
f neklesajici v A. Neni-li A shora omezena, existuje
lim f(x)'®) = sup f(z) ;

Ir—>+ red
red

neni-li 4 zdola omezena, existuje

lim f(x)'?) = inf f(x) .
I—> - Ted
red

18) Limitni znak znaéi limitu v bodé a vzhledem k priniku 4 .(— o, a).

17) TotéZ plati o dalSich v&téch tohoto paragrafu; proto je vyslovuji &asto jen
pro funkce neklesajici.

18) Viz § 3, cvié. 4.
1%) Smysl t&chto symboli je jist$ Stendfi jasny.
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Je-li specidlné A otevieny interval, dostdivime z v&ty 74 ihned:

Véta 75. Budif f neklesajici v (a, b). Potom plati: V kaZdém bodé
c € (a, b) existuji (podle véty 74) lLimity

(36) lim f(x) = sup f(z) , lim f(z) = inf f(z),
T — a<zr<c z—>c+ e<z<b
takZe zfejmé
(37) lim f(z) < f(c) < lim f(z)
T—>C— —c+

(z (36), (37) plyne, Ze obé limity pfi koneéném f jsou vlastni). Vechny
body mespojitosti, lefict v (a, b), jsou tedy 1. druhu a jejich mnoZina je
tedy spobetnd (podle véty T1).

Vime, Ze funkce spojitd a koneénd v intervalu (a, b) zobrazuje
(@, b) na interval nebo jednobodovou mnozinu (DI, véta 130). Pro
monotonni funkce se viak tato v&ta dd obratit:

V&ta 76. Budif f funkce monotonni v (a,b), jeZ zobrazuje (a, b) na
interval nebo jednobodovou mmoZinu.2°) Potom f je spojitd v (a, b).

Dukaz stadi provésti pro neklesajici funkeci. Necht f neni spojitd

v jistém bod® c € (a, b). Tedy neni f(c) = lim f(z), takie podle (37) je
—C

lim f(z) < lim f(z). PoloZim-li tedy A = sup f(z), B = inf f(x),je podle

Z—Cc— T—c+ a<z<C ce<zr<b

(36) A < B. Funkce f nabyva jisté hodnot f(z) < 4 (pro a < z < ¢)
i hodnot f(x) = B (pro ¢ < = < b), ale nabyva nejvyse jedné hodnoty
intervalu (4, B) (totiz — moZnd — f(c)). Tedy mnozZina vSech hodnot
f(z) (@ < z < b) neni ani jednobodové, ani interval.

Poznamka 3. Ve vété 76 neni tieba predpoklddati, Ze interval
jest otevieny, jak si ¢tendf sam rozvazi. Vétu 75 je tfeba v tomto
pripadé nepatrné modifikovati, coZ si étenai sam provede.

Yy

Pojedndme nyni o rozsiieni oboru funkei jedné proménné. Budiz
f funkce koneéna v uzaviené mnoziné M C E, (M + @). Definuj-
me koneénou funkei g v intervalu (— oo, 4 o) takto:

1. Pro z ¢« M klademe g(x) = f(z).

20) Neni-li f konenéd, musim ovSem pripouststi také intervaly, obsahujici
bod — o nebo 4 o, na pf. {— o, b), {(— o0, b) a pod.; viz § 1, pozn. 9.
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2. Je-li (@,, b,) = J, omezeny styény interval mnoZiny M, kla-
deme pro zeJ,
(38) 9(x) = f(a,) +

r—Qa,
bn—an

(f(ba) — f(@n)) 5

prava strana je linearni funkce, majici pro = a, resp. b, hodnotu
f(a,) resp. f(b,), takZe viechny jeji hodnoty pro z e J, lezi v intervalu
f(@n), [(Ba)>-*)

3. Je-li M zdola omezeni, existuje styény interval tvaru (— oo, a);
v tomto intervalu kladme

9(z) =fla) + = —a.
4. Je-li M shora omezend, existuje styény interval tvaru (b, 4 0);
v tomto intervalu kladme

g@) = fb) + = —b.

Véta 77. BudiZ | koneénd v uzaviené mnoZiné M =+ @. Sestrojme g
tak, jak bylo popsino. Potom plati:

«) Pro x € M je g(z) = f(z).

B) Je-li f spojitéc v M, je g spojitd v (— oo, + o).

y) Je-li f neklesajici v M, je g neklesajict v (— oo, + 0).

0) Je-li f rostouci v M, je g rostouct v (— o0, + o0).

Dikaz. ) plyne z 1.

f) Budiz f spojitd v M. Budiz c € E,. Je-li ¢ v nékterém styéném
intervalu nebo poc¢iteénim bodem nékterého styéného intervalu, je
g v jistém intervalu (c, ¢ + d) linedrni, a tedy je spojitd zprava v bo-
dé c.

Zbyva piipad, Ze ce M a %e pfi tom ¢ neni poc¢iteénim bodem
Zadného stycéného intervalu. Neni tedy mozno, aby né&jaky interval
(c,c~+ A) lezel v E, — M, t. j. ¢ je hromadnym bodem M zprava.
BudiZ ¢ > 0. Ze spojitosti funkce f v bodé ¢ vzhledem k M plyne, Ze
existuje bod ¢, > ¢, ¢, ¢ M tak blizko bodu c, zZe

(39a) c=z=c,zeM)=f(z)e(flc) — & flc) + ).

21) Pro f(a,) > f(b,) bych m8l vymenit krajni body; pro f(a,) = f(b,) se in-
terval redukuje na bod. Ale &ten4i mng porozumi.
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Budiz nyni z n&jaky bod z {c, c,>, ktery nelezi v M, tedy lezi v né-
kterém styéném intervalu K = (4, u). Jezto body ¢, ¢, pati k M,
nemohou lezeti v K, t. j. c S 1 < u < c; oviem Ae M, u e M, takze
podle (39a) lezi hodnoty f(4), f(u) v intervalu (f(c) — &, f(c) + ¢);
podle 2. v8ak v témZe intervalu lezi f(x). Tedy také

30b)  (c<w<e,zek = M) =f@) e (flc) — & f(0) + ) .

Ale z (39a), (39b) plyne ¢ < z < ¢, = |f(z) — f(c)| <& t. . f je spo-
jitd v bodé& ¢ zprava.

Podobny je dukaz pro spojitost zleva.

y) a 8) Budiz f neklesajici [rostouci]?2) v M. Podle 2, 3, 4 je f neklesa-
jici [rostouci] v kazdém styéném intervalu. Budiz z, < z,. Le#i-li
z,, Z; v témze styéném intervalu, je f(z,) < f(x,) [f(z,) < f(x,)]- Ne-
lezi-li v témZe styéném intervalu, je prinik M . (z,, z,> neprizdna
uzaviend mnozina; budiZ z; jeji nejmensi, z, nejvétsi ¢islo.23) Potom
budto z, = 2, nebo z, lezi ve styéném intervalu o koncovém bods z,,
tedy f(z,) < f(2,) [rovnost jen pro z; = 2,]. Déle budto z, = z, nebo
Z, leii ve styéném intervalu o poditednim bodé z,, tedy f(z,) < f(x,)
[rovnost jen pro z, = z,]. Akoneéné je z, e M, 2, e M, 2z, < z, a tedy
f(z,) < f(z,) [rovnost jen pro z,; = z,]. Tedy f(z;,) < f(x;) [rovnost by
mohla platit jen pro z, =z, =z, = z,, ale to neni moZno, jeito
x; < z,]. Tim je dikaz hotov.

Pro neuzaviené M mame aspoii tuto vétu:

Vé&ta 78. Budiz @ + M C E,, budif [ neklesajici a koneénd v M.
Budif J nejmendi interval, obsahujici mmofinu M. Potom existuje
funkce g, neklesajict a koneénd v J, pro kterou plati, Ze x e M =>g(x) =
= f(x).*)

Dukaz. Budiz @ = inf M, b = sup M. Potom J jest interval o kraj-
nich bodech a, b, pfi ¢emZ a patii (nepatii) do J, jestlize a patii
(nepatii) do M; podobné pro b. Pro z ¢ J poloZme

1) Slova a vzorce v hranatych zédvorkéch se vztahuji na pfipad J (f rostouct
v M).
33) Toto nejvdtsi a nejmensi &islo existuje podle § 1, pozn. 7.
.;l‘x)uSklé.dé-li se M z jediného bodu, redukuje se J také na bod & v¥e je tri-
viélni.
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(40) g(x) = sup f(y) -
ycﬁl
Y=z
Zi"ejmé je g neklesa,jici v J. Jeli zed, exist-uji v M body =z, gx,

x, > z, a podle (40) je ziejmé f(z,) < g(z) < f(z,), takZe g(z) je ko-
neéné. A je-li z ¢ M, je sup f(y) = f(z), t- j. 9(x) = f(=).

y(M
y=x

Cvideni
I. Budi¥ M mnoZina vSech racionélnich ¢&isel intervalu (0, 1). KaZdému
raciondlnimu é&islu ¢ = _’qi e M (p, q cela, nesoudélnd, 0 < p < q) piifadme
&islo s(t) = ¢~3. Zobecndna Fada (viz kap. III, § 3){%{3(0 jest absolutn® konver-

gentni. Pro 0 < z < 1 kladme f(z) = Zs(t). Dokaizte: 1. f je rostouci v (0, 1).
teM
t<z

2. f neni spojita zleva v Zédném bod® mnoZiny M (takZe jeji body nespo-
jitosti tvofi mnoZinu hustou v (0, 1)).

3. f je spojita zprava v kazdém bod$é mnoZiny M.

4. f je spojitd v kazdém bodd mnoZiny (0, 1) — M.

§ 6. Limes superior a inferior. Budiz A C E, a ¢ A’. Budiz f funkce,
definovani ve vech bodech z mnoZiny 4, pro néz 0 < |z — a| < 4,
kde 4 je jisté kladné ¢islo. Potom pro 0 < 6 < A jsou definovany
funkce (proménné 4)

(41) D(0) = D4(9) =, fll_P‘ ‘,f(x) ,
Ted
(42) p(0) = @,(8) = inf f(z).

O<|z-a|<d
red

Ziejms je ¢(6) < D(9), a dale je P funkce neklesajici (pti zvétieni &fsla
0 se supremum v (41) nemiize zmensSit) a ¢ je nerostouci v (0, 4.
Tedy existuji podle véty 75 limity (po pfip. nevlastni)

(43) lim &(8) = lim sup f(z), lim () = lim inf f(x)
0%+ red ot Ted

(¢ti: limes superior a inferior funkce f v bodé a vzhledem k A). Vidy
je oviem lim inf < lim sup, jeZto @(d) < D(d).
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Poznémka 1. Polozme lim sup /() = 8. Potom plati: I. Je-li p'> 8,
red

potom existuje 6 > 0 tak, Ze
(44) (ed,0< |z —a| <) =fz)<p
(nebot pro dostateénd malé & je @(0) < B’ podle definice (43)).
I1. Je-li viak 8’ < B, potom takové é neexistuje. Nebot f = hm (D(d)

= inf @), takie pro kazdé 6 (0 < < A4) je D(9) >ﬂ a tedy

0<és4a
existuje x e A tak, Ze

0<|x—al<d, flz)>4p.
Jinymi slovy: lim sup f(z) je infimum mnoziny téch &isel ', k nimz

r—a
Ted

existuje 6 > 0 tak, Ze plati (44).2%) Nebo také: lim sup je supremum
disel B’ s touto vlastnosti: Ke kaZidému 6 > 0 existuje z takové, Ze
(45) zed, 0<|r—al|<é, fx) > p .

Za ptedpokladi udinénych na poéatku tohoto paragrafu existuje
lim sup, liminf v#dy, kdeZto limita nemusi existovat. Plati pak

Véta 79.
(46) lim f(z)

zed

existuje tehdy a jen tehdy, je-li

(47) lim sup f(z) = lim inf f(z) ,
A ed

nabez &isla (46), (47) jsou stejnd.

Dukaz. I. Necht existuje limita (46), oznaéme ji c.Je-li ¢ = + oo,
potom ke kazdému K < -+ oo existuje d, > 0 (d, < 4) tak, Ze pro
zed, 0<|z—a|l<d je fx) > K, tedy ¢(d) = K, tedy téz
lim p(d) = sup ¢p(6) > K; tedy lim inf = 4 o0 a tedy i lim sup = 4 co.

30+ 0<d=d

Podobn& pro ¢ = — oo (vySettuji &(4)). Koneéné budiz ¢ konecéné.
Budi? ¢ > 0. Existuje §, > 0 (d, < 4) tak,Zeproze 4,0 < |z — a| <

%) To platf i pro limsup f(x) = 4+ oo; potom toti% mnoZina t8ch &isel 3’ je
prézdné a jejf infimum je + .
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<bgjec—e<fl®) <c+e tedy c — e < p(dy) < DBy) < ¢ + ¢,
tedy

c—eX sup ¢(d) =limg(d) L lim @) = inf PB) <c+¢.
U<d6<4 8 >0+ 60+ 0<é<L4

v wv7r

Jezto to plati pro kazdé ¢, jsou obé éisla v (47) rovna c.

II. Necht é&isla (47) jsou obé& rovna &islu ¢. Necht pfednd ¢ = 4 oo.
Ke kazdému K < + oo existuje 6 > 0 tak, ze ¢(0) > K, tedy

(ed,0< [z —a|<d) =f=z)>K,

tedy limita (46) existuje a je 4 co. Podobné pro ¢ = — co. Budiz
koneéné ¢ koneéné. Budiz ¢ > 0. Jeito Cisla (47) jsou rovna c, existuje
0 > 0 tak, Ze

c—e<@pB) S P0) <c+e¢,
tedy
(xed,0<|z—al<d)=>(Cc—c<flx)<c-+e).
Tedy limita v (46) existuje a ma hodnotu c.

Poznimka 2. Je-li lim g(z) = ¢ vlastni, je

Zed
(48) lim sup (f(x) + g(z)) = lim sup f(z) + lim g(z) .
:rcA 21:4’.‘ nA

Dukaz. BudiZ &> 0. Existuje §, > 0 tak, Ze pro zed4,0 <
< je—a| <dyjec — e < gl) <c+e, tedy f(x) + ¢ — e S H(z) 4 g(z) <
< f(x) 4+ ¢ + &. Pro 0 < 6 < 6, plyne odtud ziejmé @,(8) + ¢ — ¢ <
< D, ,(0)  D,(8) + c+¢, nacez hm D,0)+c—es hm q>,+,(a) <

< hm (D,(d) + ¢ + ¢, a to plati pro kazde e > 0; tedy plat1 (48).

Poznimka 3. Jest lim sup(— f(z)) = — lim inf f(%); proto jsem
uvadél nékteré véty jen pro lim sup.

Poznimka 4. Je-lid = (a — 4, a + A4), po piip. 4 = (a,a + 4),.
po pkip. 4 = (a — 4, a),¢) piSeme kratdeji llm sup f(), lim sup f(z),

z—a+

) Kde 4 je n&jaké kladné &islo.
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lim sup f(x) a ¢teme: limes superior funkce f v bodé @, v bodé a zprava,
v’i:)&é a zleva. JeZto
sup f(x) = Max (sup f(z), sup f(z)),
0<|z~al<é a<r<a+d a-é<z<a
je
lim sup f(z) = Max(lim sup f(x), lim sup f(z)) .

=1 —a+ z—a -

Podobns pro lim inf (Min misto Max).

Cvi&eni

1. PoloZzme g(z) = f(— z). Potom

lim sup f(z) = lim sup g(z) ,
z—a+ —>-a-

je-li f definovéno pro e < z < a + 4 (4 > 0). Podobn? pro lim inf.
2. Vysledek pozn. 2 plati i pro ¢ = 4 oo, maji-li ob® strany v (48) smysl.
3. V obecném piipad?d plati pro lim sup (f(z) + g(x)), lim inf (f(z) + g(x)) ne-
rovnosti, obdobné nerovnostem z vty 24 (pro posloupnosti).

1 1
4. lim sup sin — = 1, lim inf sin — = — 1. Obdobn$ zleva.
70+ z 2504 z
5. Je-lia e A’, A C B, f definovéno v B, je lim sup f(z) < lim sup f(z). Obra-
cend pro lim inf. b b

6. Je-liaeA’,aeB’, f definovéno v A U B, je
lim sup f(z) = Max (lim sup f(z), lim sup f()) .

—a z—>a T
zed U B 2ed zeB

Obdobns (s jakou zm&nou?) pro lim inf.

7. Z véty 129 v DI plyne ihned, %e ka¥d4 funkce f jedné realné prom&nné,
ktera je redlnd, konedn4 a spojita v intervalu I, ma tuto vlastnost:

Jsou-li a, b kterékoliv dva body z I(a < b), potom f nabyva v (a, b) viech
hodnot, které leZi mezi &isly f(a), f(b).

Ale také ndkteré nespojité funkce maji tuto vlastnost. Sestrojime jako pri-
klad koneénou redlnou funkei f v oboru I = (— o, + ), kterd zobrazuje
kaZdy interval (a, b) na interval (— o0, 4 o). Tedy zfejm& m4 f uvedenou
vlastnost a pfitom neni spojitd v Z4dném bods.

Sestrojme naptred funkei ¢ s periodou 1, kterd v intervalu <0, 1) je defino-
véna takto: BudiZ

a s

ag
x=7+_2_2+§+...(a,,=0nebo 1)
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dyadicky rozvoj &isla x € €0, 1) (viz v&tu 9; mé-li x dva takové rozvoje, vezmu
ten, ktery kongi nulami). BudiZ p(n) podet jednidek mezi éisly a,, ..., a, (neboli

p(n) =a, + a3 + ... + a,) a poloZme ¢(x) = lim sup -—(—) Tim je ¢(x) defi-
7n—>0
novéana pro 0 < z < 1; pro ostatni = je definovéna pod.minkou periodicity:
je-li n celé, 0 < z < 1, klademe ¢(n + x) = ¢(x). Funkce ¢ zobrazuje kaZdy
interval na interval <0, 1). (DokaZte!) PoloZme y(z) = 4, je-li ¢(z) = 0 nebo
¢(x) = 1; pro ostatni x kladme y(r) = ¢(x). Kone&ns poloZzme f(z) = cotg ny(x).
Funkce f ma Zaddanou vlastnost.

§ 7. Obecné v&ty o derivaci. Vzpomeiime si na definici derivace,
derivace zprava a derivace zleva v bod& z (u koneé&né funkce f):

@) = lim [EER =) ) gl B = @)

fz + h) — f(x).
f(z) = 11151_ —
limity mohou byt téZ nevlastni.

Vé&ta 80. BudiZ f spojitd a koneind v {a,a 4+ A), kde 4 > 0. Necht
existuje vlasing nebo mevlastni limita

(49) lim f(z) =

r—>a+
Potom existuje f',(a) = A
Podobna véta oviem plati ,,zleva‘.
Dikaz. Podle (49) existuje f'(z) (tfeba i nevlastni) v jistém inter-

valu (a,a + 4,) (0 < 4, < 4). Podle véty o ptiristku funkce (DI,
véta 133) plati pro 0 <k < 4,

M___’Z—f(“)=/’(a+@h) 0<O<1).

Podle (49) je tedy vskutku
| m fe 1) — /@

h—>0 +

=A4.

Véta 81. Budif | funkce konetnd a spojitd v otevieném intervalu J,
jeZ md v kaZdém bodé intervalu J derivaci (vlastni nebo nevlastni).
Funkce f' budiZ monotonni v J. Potom je f' spojitd v J.
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Dikaz. BudiZ ¢ libovolny bod intervalu J. Podle véty 75 existuje
hmj ()= A4, hm f'(x) = B. Podle véty 80 jest A = f (c), B = f+(c)

Ale fle)=F¥ +(c) = f'(c), takze f'(c) = hmf (x); tedy jest f'(x) spojita
v bodé c.

Véta 82.27) Budif | funkce koneénd a spojitd v intervalu {a, b), je£
md v kazdém bodé tohoto intervalu vlastni nebo nevlastni derivaci. Potom
plat: je-li C libovolné Eislo, leZict mezi f'(a), f'(b), existuje aspori jedno
éislo c € (a, b) tak, Ze f'(c) = C

Pozndmka 1. Z dikazu uvidite, Ze v krajnich bodech stac¢i pfed-
pokléddati existenci derivaci f,(a), f_(b).

Poznidmka 2. Véta82by byla dasledkem véty DI 129, kdyby funkce
f’ byla koneéna a spojitd v {a, b); je viak zajimavo, Ze plati i tehdy,
neni-li f* spojita v {a, b>.

Dukaz. Stadéi vyfettovati piipad f'(a) > f'(b), takie f'(a) > C >
> f(b) (ptipad f'(a) < f'(b) by se Fesil pfechodem k funkeci — f(x)).
Polozme g(z) = f(z) — Cz, takZe g'(x) = f'(x) — C, g’'(a) > 0, 9'(b) <
< 0. Spojitd funkce g nabyvd v nékterém bodé c¢ intervalu {a, b)
své nejvétii hodnoty, t. j. g(z) < glc) pro e < z < b. Jeito

gla + ") 9@) _ (@) > 0, jo pro dosti mals A >0 podil

h—>0 +

g(e + h’Z — g(a) kladny, tedy g(a + k) > g(a); tedy ¢ + a. Jeito
tim 20 hl)z —0_ g'(d) <O, je L h})b o) <0 pro za-
h—0—

porné k dosti blizké nule, tedy g(b + k) > g(b), tedy ¢ + b. Je tedy
a < ¢ < b; v bodé ¢ nenfi g ani rostouci ani klesajici, tedy neni g'(c) > 0
ani g'(c) < 0 (viz DI, véta 131);jeito vSak g'(c) = f'(c) — C existuje,
je nutné g’(c) = 0, t. j. f'(c) = C

V&ta 83. Necht koneénd funkce f md v intervalu {a, b) vlastni derivaci
f'; pfi tom v bodé a oznabuji slovem ,derivace’ a znakem f derivaci
zprava [, (a), v bodé b derivaci zleva f_(b). Funkce [’ budif spojitd
v {a, b). Potom ke katdému ¢ > 0 existuje é > 0 tak, Ze

17) T. zv. v&ta Darbouxova.
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(z, € {a, b), 25 € {a, b), 0 < [&;, — x| < &)=>
(50) I CARS (CANP ‘ ..
Ty —
Poznamka 3. Konvergence vyrazu (f(z,) — f(x,)) : (z; — 2,) k ¢&islu
f'(z,) je tedy v jistém smyslu ,,stejnomérnd‘‘: ¢islo d mizeme — pti da-
ném e — voliti totéZ pro viechna z, € {a, b).

Dukaz. Budiz ¢ > 0. Podle véty 63 je ' stejnomérné spojitd
v {a, b), t. j. existuje 6 > 0 tak, Ze plati: je-li z, € (a, b), & € (a, b),
|z, — & < 6, jest |f'(&) — f(x)| <e. Jeli

zrela, by, z,eda, by, 0 < |r, — x| <9,

vr_o

existuje (podle véty o ptirtistku funkce) éislo & mezi z,, z, tak, Ze plati

f(zs) — f(xl_)
—x

= = f'(£); potom vSak jest & e(a,b), |§ — x| <
2 1

v . Z,;) — J\& ' ’ ’
<oy — ) < 8, takso \FEL=TO) _ piay| ) — pia) <,
2 1
¢éimz implikace (50) dokazina.
Zobecnime nyni pongkud Rolleovu vétu (DI, véta 132) zplsobem,
jehoZz se Casto uziva v aplikacich (ale omezime se pfi tom jenom na
vlastni derivace).

Véta 84. BudiZ n pfirozené &islo. BudiZ f(x) funkce, majict tyto
vlastnosti:

1. Je koneénd a spojitd v {a, b> a md vlastni n-tou derivaci f™(x)
v kaZdém vnitfnim bodé intervalu {a, b).

II. Funkce | se rovnd nule aspoft v n + 1 raznych bodech intervalu
{a, b, t. j. existuji Cisla x,, ..., 2, tak, Ze a S 2, <2y < ... <
< Ty b, f(x,) = f(®3) = ... = f(Xp1) = 0. Polom existuje aspor
jeden bod £ tak, %e a < & < b, f™(£) = 0.

Dukaz. Pro n =1 je véta spravna podle véty Rolleovy. Budiz
tedy n > 1 a piedpoklddejme, Ze véta 84 je sprivnd, piSeme-li v ni
n — 1 misto n. Jsou-li splnény ptedpoklady I, II, existuji podle véty
Rolleovy é&isla &, ..., &, tak, Ze

2, <E<T,<E <. o<x, <E < Tnyys
f(&)=0
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pro j = 1, ..., n. UZijeme-li nyni véty 84 (s hodnotou » — 1 misto =)
na funkei g(z) = f'(x) a na interval (&, &,), vidime, Ze existuje ¢&islo
Etak,fea <& <&E< & <b, g V(&) =0,t.§. f(¢) = 0.

Je zdhodno, zobecniti trochu tuto vétu. Je-li x ¢ E;, n ¢ N, f(z) =
= f'(x)=... = f* V(x) = 0, tikdme, Ze funkce f m4 v bod§ z koten
aspoil n-nasobny. Tvrdim nyni, Ze véta 84 zistdva v podstaté v plat-
nosti, poéitam-li kazdy koten funkce f(x) s jeho nédsobnosti. Pfesné
bude na§ vysledek formulovan takto:

Véta 85. Budiz n ¢ N. BudiZ f(x) funkce, majict tyto viastnosts:

I. Md vlastni derivact ¥ddu n-tého v kaZdém bodé intervalu {a, b)>.28)

11. Eaxistuje celé &islo k > 1 a &isla

<< ... <%
v intervalu {a, b) tak, Ze funkce f md v bod& z; kofen aspo® m;-ndsobny,
Pt em?
m;>0, m+m+...+m=>n+1.

Potom ezistuje aspors jedno & tak, e a < & < b, f™(£) = 0.

Dukaz. Pron = 1 je véta spravnd podle véty Rolleovy. BudiZ tedy
n > 1 a pfedpokladejme, Ze v&ta 85 je spravnd, piSi-i v ni n — 1
misto n. Budte splnény podminky I, II. Podle Rolleovy véty ma funkce
f koten (aspoii ,,jednoduchy*‘, t. j. jednondsobny) v & — 1 bodech
& oo, &y takovych, Ze z, <& <z << < T < EHL<
< z,. Dale m4 (podle definice nisobnosti) funkce f' koien aspoii
(m; — 1)-ndsobny v kaidém bodé& z,, pro néjz m; > 1; tyto body

oznaéme 7, %, ..., ;- Madme tedy pro funkei f kofeny (navzijem
riazné) _
(51) Eiy s Excty My ooy (B — 1> 0)

a soudet ,,ndsobnosti‘“ jest aspoii

E—14 (my—1) 4 (mg— 1)+ ... 4 (my — 1) =
=mF .. F+m—12n.

Pii tom je patrno: je-llil=0, t. j. jelim, =...=m, =1, je k
>n+ltedye>2,k—12>2,jeliviakl>0,jek — 141>

28) I v krajnich bodech (nechci ditkaz zbytetn¥ komplikovati). Tedy jest
/ spojitd v <a, b>.
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Pocdet bodi (51) je tedy aspoii 2; mizZeme tedy uziti na funkei g(z) =
= f'(x) a na interval <{a, b) véty 85 s hodnotou n — 1 misto n. Tedy
existuje & e (a, b) tak, Ze g~ (&) = 0, t. j. f™(&) = 0.

Poznamka 4. Vyloudili jsme hodnotu k = 1, které by odpovidal
tento piipad: funkce f md v bodé x;, kofen aspoil (n + 1)-nasobny.
Tento ptipad je trividlni, nebot podle definice nasobnosti je potom
f™z,) = o.

Poznédmka 5. K néasledujicimu piikladu pfipomeiime toto: Budiz
P polynom neboli mnoho¢len stupné nejvyse n-tého, t. j.

(52) P(z) = agz" + a 2" + ... + Gp T + @ ;

je-li ay &+ 0, fikame, Ze P je stupn& n (polynomu, ktery ma vSechny
koeficienty rovny nule, nepfisuzujeme Zadny stupeii). Abychom zby-
te¢né nespecialisovali, pfipoustéjme i komplexni koeficienty (a; € K).
Plati véta: Polynom @ stupné m ma nejvyse m riaznych komplexnich
kotend, t. j. v K existuje nejvyse m ruznych ¢isel z, pro néz Q(z) = 0.
Dikaz byl proveden v DI, kap. V, § 2 — sice jen pro realna a,, z, ale
ihned se presvéddéite, ze ditkaz plati i pro komplexni ¢isla. Odtud ihned
plyne: Jestlize polynom (52) mé vice neZz n ruznych kofend, je a, =
=@, =...=a, = 0; nebot jinak by mé&l P jisty stupeii m < n
a tedy nejvySe m ruznych kofeni. Jesté jinak fec¢eno: Je-li vedle (52)
dén je$té daldi polynom Q(z) = byx*+ ... + b, a je-li rovnice
P(z) = Q(z) splnéna pro vice nez n riznych komplexnich é&isel z, je
a, = by, a, =b,,...,a, =b, (nebot polynom P(x) — @Q(z) ma vice
neZz n koteni).

Piiklad 1. (Lagrangeiv interpolaéni polynom.) Budiz
dano n + 1riznych éisel 2y, zy, ..., z, (n = 1). Prokazdéj (=0, 1, ...
..., n) sestrojme polynom

ﬁ(x — )
iy

pifx) = 3
[T — )
£=0
ki

(v ditateli je tedy vynechin &initel z — z;, ve jmenovateli z; — z;).
Je to polynom n-tého stupng; dile ziejmé p;(%;) = 1, p5(zx) = 0 pro
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k<93 (¢, k=0,1,..., n). Jeli nyni ddna funkece f, jeZ je definovina
(a koneénd) v bodech z,, Z, ..., Z,, mé polynom

n
(53) P(z) = 3 f(z;) pi(x)
1=0
zfejmé tyto dvé vlastnosti:

1. P je polynom nejvyse n-tého stupné.2?)

2. P(z;) = f(z;) pro j = 0,1, ..., n.

Kaidy polynom @ s vlastnostmi 1,2 mé v n + 1 bodech z; touz
hodnotu jako P, a tedy ma stejné koeficienty jako P (viz pozn. 5); t. j.
P je jediny polynom s vlastnostmi 1, 2. Je to t. zv. Lagrangetv in-
terpolaéni polynom (p#isludny k funkei f a k bodim z,, ..., z,).

Az dosud platilo v3e i pro komplexni ¢isla. Nyni piedpokladejme,
Ze f je koneéné realna funkce, majici v intervalu (a, b vlastui (n + 1)-ni
derivaci a Ze body z; lezi v {a, b); oéislujme je podle velikosti:

alz, <1, <...<2, X b.
Ptame se, jak lze odhadnouti rozdil
R(x) = f(z) — P(z)
pro a<z<b.

Jest oviem R(z;) = 0(j = 0, 1, ..., n). Zvolme tedy pevné z ¢ (a, b),
ruzné od z,, ..., Z,, a sestrojme funkei proménné ¢

F(t)=(x — xy) ... (x — z,) R(t) — (t — =) ... (¢ — z,) R(x) .
Tato funkce ma v (a,b) vlastni derivaci F®**)(¢) = (x — =) ...
v (@ — =) fPO(E) — (m + 1)! R(z) (nebof P**D() =0, a tedy
R®+1)¢t) = f®+1)(t)). Funkce F se rovna nule pro t&chto n + 2 hod-
not intervalu {a, b>: t = x,, ..., t = z,, t = z. Podle véty 84 tedy exis-
tuje ¢ € (a, b) tak, ze F"+1)(¢) = 0, t. j.
(x—zp) ... (x —

(n 4 1)!
Vim-li na pt., Ze |f"+1)¢t)| < M proa < ¢t < b, dostdvam odtud odhad

(54) Ri) = Zn) fntix)

%) T. j. P(x) = ag™ 4 6,2"1 + ... 4 ay; neni vylou€en piipad, e viechny
koeficienty jsou rovny g,
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M(b —_ a)ﬂ+1
(n 4 1)
Na pi. budiz f(z) =e= (c > 0); potom 0 < f*+)(z) = ¢**le* <

< c**le® pro z < b, tedy
c‘n+1(b —_ a)n-i—l
<O =a
R < Sor
Tedy: volim-li pro kazdé n body %, g, Zny, ..., n, (Navzijem razné)
v intervalu <a, b) a sestrojim-li k nim p¥isludny polynom P,, pro funkei
f(x) = e, je

|R(z)] < pro viechna z € {a, b) .

e® ) pro ze{a,b).

cn-i-l(b — a)n+1
(n 4+ 1)

takze lim P,(x) = e stejnomérné v (a, b).

n—>w

Jo — Py(x)| < et pro z ¢ (a, b,

§ 8. Derivovani &isla. Definice 10. BudiZ f redlnd funkce jedné redlné
proménné; zavedme oznalent
z,) — f(x y
Qsls, @) = [(_:;)_:%)—’31) takze Q(z,, z,) = Q,(2,, 2,) .
2
Budi% a € E; a necht existuje A > 0 tak, Ze f(x) je definovdna a koneénd
proa X z < a + A. Potom nazjvdme Eisla
55) D*f(a) = lim sup @,(a, a + k), D,f(a) = liminf Q (a,a + &)
h—0+ h—0+
hornim a dolnim derivovanym Eislem funkce f v bodé a zprava. Obdobné
definujeme horni a dolni derivované &islo zleva rovnicemi
(56) D~-f(a) = lim sup Q/(a, a + k), D_f(a) = lim inf Q@ (a, a + &),
h—)- h—0 -
je-li | definovdna a konelnd v jistém intervalu (a — 4, a), kde 4 > 0.
Poznimka 1. Cisla (55) jsou si rovna tehdy a jen tehdy, existuje-li
limita (tfeba i nevlastni)

f+(@) =lim @ a,a + k) = lim
h—0+ h—0+

fla + k) — Ha)
h 3

kterouZto limitu jsme nazvali derivaci zprava. Obdobné: ¢isla (56)

30) Toto mé za limitu 0 pro n — .
31) Qy(zy, x;) je smérnice piimky, prochézejici body [z,, f(x;)], [%s, f(Xs)].
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jsou si rovna tehdy a jen tehdy, existuje-li derivace zleva f (a).
Viechna &tyfi derivovand ¢isla jsou si pak rovna tehdy a jen tehdy,
existuje-li

lim j(a + h) _ f(a) — //(a) .

A0 h

Poznamka 2. Pro derivovana ¢&isla souétu dvou funkei muzZeme

n8kdy uziti pozn. 2 v § 6 (uvaiime-li, Ze Q,,,(z,, z,) = @,(%,, %,) +
+ @Q,(x,, x,)): Ma-li ¢ v bodé z vlastni derivaci zprava, obdrzime

D+ (f(z) + 9(x)) = D" f(x) + ¢’ () ,

D, (f(x) + 9(x)) = D, f(x) + ¢’ (2) ;
mé-li koneéné g v bodé z vlastni derivaci, obdrzime D*(f(x) + g(x)) =
= D*f(z) 4+ g'(x) a podobné pro dalsi tfi derivovan4 &isla.

Véta 86. Jsou-li D+*f(a), D, f(a) koneénd éisla, je funkce f spojitd
zprava v bodé a; obdobné zleva.

Dukaz. Volme «e¢E, feE, tak, Ze D, f(a) > «, D*f(a) < §p.
Podle pozn. 1 v § 6 existuje § > 0 tak, Ze pro 0 < h < J jest
x< [@XD 1D g ha < fa+ B — fla) < BB, tedy
lim (f(a + %) — f(a)) = 0.

A0+

Pozniamka 3. Jsou-li tedy vSechna derivovana &isla funkce f ko-
neéns v jistém intervalu J, je f spojitd v J. Pfi tom, patii-li pocatedni
(koncovy) bod intervalu J k intervalu J, beru v ném v tivahu pouze
derivovang ¢isla zprava (zleva).

Dulezité je toto zobecnéni véty Rolleovy:

Véta 87. Budif | koneénd a spojitd v intervalu {a, b); budif f(a) =
= f(b) = 0. Potom plati:

1. Ezistuje-li asport jeden bod x e (a,bd) tak, e f(xz) > O, existuje

aspor jeden bod c, € (a, b), v ném& obé derivovand Cisla zleva jsou me-
zdpornd, obé derivovand &isla zprava nekladnd. Je-li viak v (a, b) stdle

f) < 0, jest
(57) D.f(a) < D*f(a) £ 0, D-f(b) = D_f(b) > 0.
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I1. Existuje-li asport jeden bod z e (a,b) tak, Ze f(z) < 0, existuje
aspor jeden bod c, € (a, b), v némZ obé derivovand CEisla zleva jsou me-
kladnd, obé derivovand éisla zprava mezdpornd. Je-li v¥ak v (a, b) stdle
fl@) = 0, jest

D*f(a) 2 D,f(@) 20, D_f(b) < D-f()) < 0.

Dikaz. I. Existuje-li = e (a, b) tak, Ze f(x) > 0, nabyvé funkce f
v nékterém vnitfnim bodé& ¢, intervalu <a, b) své nejvétsi hodnoty:

fle, + k) — f(c,)
h

f(@) < f(c,) pro kazdé z € {a, b). Potom zfejmé vyraz
je nekladny pro & > 0, nezdporny pro h < 0 (pokud a < ¢, + & < b).
Odtud limitnim pfechodem plyne tvrzeni I v tomto piipadé. Je-li
viak f(z) < 0 pro viechna z e (a,bd), jest M}FZ@ < 0 pro
h >0, m’jh}l;ﬂb)go pro h < 0 (pokud |h| < b — a), z &ehoz
plyne (57). Tvrzeni II dostanu, aplikuji-li tvrzeni I na funkei —f(z).
Véta 88. Budif f(x) konelnd a spojitd v otevfeném intervalu J. Potom
jest
(58)  sup D*f(z) = sup D,f(z) = sup D~f(x) = sup D_f(z) =

zeJ zeJ zeJ T
= sup Q(z,, z,).
ZieJ, ZoeJ
T3z,
Obdobnd rovnice plati pro infimum.

Dukaz. Budiz G = sup Q(z,, x,), H = sup D*f(x), K = sup D, f(z).
Necht pfedné G > K. Existuji tedy v J body z,, z, (2, < z,) tak, Ze
Qs(21, 25) = f______(z:) — fz) > K.

2

Definujme funkei F v {z;, 2;) rovnici

F(x) = f(%) ~ f(2,) — Q215 25) (x — 2y) ;

ihned zjistite, ze F(z,) = F(z,) = 0. Z v&ty 87, II plyne tedy: existuje
¢ tak, ze
75¢<z, DF(c)=0.
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Podle pozn. 2 je viak D F(z) = D f(z) — Q,(2,, 2,), takZe D,f(c) >
2 @Qy(2,, 23) > K, coz neni mozno. Tedy je G@ < K.

Nechf za druhé H > @. Potom existuje bod « € J tak,Ze D*f(x) >
> @; podle definice ,limes superior existuji libovolng malé & > 0
tak, Ze @,(x, x + h) > G, coZ neni moiné. Tedy je H < G.

Konetnd je zfejmd K < H, tedy K < H < G < K, takZe tato tii
éisla si jsou rovna. Obdobné dostdvame daldi rovnice v (58), coz si
étenat jiz provede sdm (viz nasledujici pozndmku); rovnice pro in-
fimum dostavame pfechodem k funkei — f.

Poznamka 4. Poloime ¢(z) = — f(z), y(x) = — f(— z). Je jasno,
%e D ,p(x) = — D*f(x) atd. Pro y je to trochu slozit&jsi:

fa+B) — f@) _ — (b + k) + ()
h ’

kde b = — a, k = — h; limitni pfechod % — 0 4 ddvd D*f(a) =
= D-y(b) atd. (prost& se vyméni ,,zprava‘ a ,,zleva‘‘).
Véta 89. Budiz A > 0; funkce f budiZ koneénd a spojitd v {a, a + A).
Necht existuje asporti jedna (tFeba ¢ nevlastni) ze Gtyf limit
(59) lim D*f(z), lim D f(z), lim D-f(z), lim D_f(z);
z—a+ z—a+

T—>a+ —>a+
potom existuji v¥echny tyto limity a jsou si rovny. Je-li L spoleénd hod-
nota téchto limit, jest D*f(a) = D, f(a) = L, ¢. j. funkce (proménné x)
D+f(x), D f(x) jsou spojité zprava v bodé a®2) a existuje derivace zprava
f (a) = L.
Ditkaz. Budiz 0 < 6 < 4.
Definujme S(d), s(6) rovnicemi

(60) 8(8) = sup D*f(z) = sup D,f(x) = sup D-f(z) =

a<zr<a+d a<z<a+é a<z<a+d
= sup D_f(x) = sup @z, z,)
a<r<a+d a<r;<a+d
a<re<a+d
5T,

(rovnost vSech téchto péti vyrazl plyne z véty 88),

32) Je.li L = 4+ , je to ovSem spojitost ve smyslu definice v § 3 (viz im-
plikaci (21)).
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(61) $(0) = inf D*f(x)=...= inf Q,(z,, ,).
a<zr<a+o a<r,<a+d
a<z:I’-_-::+6

Z definice lim sup, lim inf plyne:
lim S(8) = lim sup D*f(x) = ... = lim sup D_{(z) ,

-0+ r—>a+ T—a+
lim s(6) = lim inf D*f(z) = ... = lim inf D_f(x) .
>0+ r—a+ z—a+

Existuje-li tedy jedna z limit (59) — jeji hodnotu oznaéme L —

existuji v8echny ¢tyfi (viz vétu 79) a maji hodnotu L = lim S(9) =
804

= lim s(d). Zbyva dokazati rovnici f',(a) = L. Budiz 0 < h < }4.

60+
Naésledkem spojitosti funkce f je

fla +h) — f(a) _ fla+h+h)—flat+h)
h h ’

(62) lim
hy—0--
ale pro h e(0,%) je a<a+h <a+h+h <a-+ 2k a tedy
podle (60), (61)
(63)

3(2h) S Qua+hy,a + h + k) =

7 — ’

takZe limitnim pfechodem A, — 0 4 plyne z (62), (63)
s(2h) < M—_FM < 8(2h);

ale zde prvni a posledni vyraz maji pro 2 — 0 + limitu L, tedy téz
lim et 2 —f@) _
h—u+ h
Poznidmka 5. Obdobnd véta plati oviem téZ ,,zleva‘’. Kombinu-
jeme-li vysledky zprava a zleva, dostdvame tuto vétu: BudiZ f kone¢na
a spojita v (@ — 4, a 4 4) (4 > 0). Existuje-li jedna z limit
lim D*f(z), lim D f(z),

lim D-f(z) , lim D-f(x)

f—=a TF—a

(oznacme ji L; smi byti L = + o), existuji vSechny &étyfi a maji
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touz hodnotu L; a soudasné je f'(a) = L (takZe vSechna &tyti derivo-
vand &isla jsou spojitd v bodé a, majice tam pravé hodnotu L).
Véta 80 je zfejmé jednoduchym specidlnim piipadem véty 89.

Poznimka 6. Viechna &yfi derivovand éisla funkce f(x) budte
koneénd a spojitd v bodé a; potom je funkce f koneénd a spojitd v jistém
intervalu (@ — 6, a + 8) (kde 6 > 0) a existuje vlastni derivace f'(a).
Dukaz: Z pfedpokladi plyne, Ze v jistém intervalu (@ — 4, a + 9)
jsou vSechna derivovana C¢isla koneénd, takZe podle poznimky 3
je f konedna a spojita v tomto intervalu; existence vlastni derivace
f'(a) plyne pak na pf. z véty 89.

v l

S

"

Obr. 3a. z e N;. Obr. 3b. z e N,.
Piimky I, II, I1I, IV maji po ¥add smérnice D+f(z), D.f(z), D~f(z), D_f(z)-

Véta 90. Budif f konecnd v intervalu (a, b). BudiZ N, mnoZina onéch
x e (a, b), pro né&Z D¥f(x) < D_f(z); budif N, mnofina onéch x € (a, b),
pro néZ D-f(z) < D, f(x). Potom je N, v N, spocetnd mnoina.

Poznamka 7. Na obr. 3a, 3b je schematicky naznadeno, jak asi
vypada prubéh funkce v okoli bodu mnoZiny N, (obr. 3a) nebo mno-
Ziny N, (obr. 3b); graf funkce mé tam jakysi ,,roh*. (Pribéh miZe
byti oviem je¥t& mnohem sloZit&jsi.)

Dikaz. Ke kazdému bodu ¢ € N, existuje raciondlni éislo r tak, Ze
(64) D*f(e) < < D_f(c).

Pii pevné zvoleném r oznaéme znakem A, mnoZinu ondch c e N,
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pro né&Z plati (64). Jeito N, = U 4, a jeito P je spodetnd, stadi do-
reP
kazati, Ze kaZda mnoZina 4, je spodetna. Je-li ¢ € 4,, plati (64); podle

pozn. 1 v § 6 existuje 6 > 0 tak, Ze pro 0 < kb < é jest

fetM=fe) _, fo=R =10

(65) —

Poloime g.(x) = f(x) — rx; potom z (65) plyne pro 0 < h < é:

g-lc +h) —g,(c) =flc+ k) —flc) —rh < 0,
g.(c — k) — gc) = flc — k) — f(c) + 7R < O,

takZe funkce g,(xr) mé ostré lokalni maxi-
mum v kazdém bodé c € 4,. Podle pozn. 5
v § 1 je tedy mnoZina A, spoetni. Tedy
jest i N, spodetnd. Pro N, je dikkaz obdobny.

Poznidmka 8. Specidlnd je tedy spodet-
né4 mnoZina ondch bodd, v nichz f, (z), f_(x)
existuji a nejsou si rovny (obr. 4). Nebof
misto f,(z) < f_(x) mohu psiti D*f(z) <
Obr. 4. < D_f(z) a misto f’ (z) < f.(x) mohu psati
D-f(z) < D,f(x).

Pozniamka 9. K thematice tohoto a pfedeslého paragrafu se pki-
pind jests § 13 v kap. VII.

Cvideni

I. Budit f(0) = 0, f(z) = = sin —la;Pro @ # 0. Potom jo D¥/(0) = D=(0) =1,
D, f(0) = D_f(0) = — 1.
2. BudiZ f(0) = 0, f(z) =

1
z sin— | pro z = 0. Potom je D+f(0) =1, D4f(0) =
x

=0, Df(0) = 0, D_{(0) = — L.

3. BudiZ f(z) = 1 pro raciondlni, f(z) = 0 pro iracionilni z. Potom pro ra.
ciondlnf z je D+f(z) =0, D, f(x) = — o, D f(z) = + o, D_f(z) = 0- Pro
iracionélni x dostaneme po ¥ad® + <0, 0,0, — 0.

4. Ukaite, Ze véta Rolleova (DI, v&ta 132) plyne pfimo z vty 87.
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5. O funkci f Fikejme, %e je v bod® a rostouci zprava, existuje-li § > 0 tak,
¥ea < x < a-+ 6=f(x) > f(a); fikejme, %e je v bod¥ a rostouci zleva, existu-
jelid > 0 tak, e a — 6 < x < a=>f(r) < f(a). Vyménime-li f(z) < f(a) 8 ne-
rovnost{ f(x) > f(a), dostaneme definici funkce klesajici v bod¥ a zprava
nebo zleva. Podobn& neklesajici & nerostouci (pfipoukti se znameni rovnosti).
Ukaizte: je-li Dy f(a) > 0, je f rostouci v bod¥ a zprava, je-li D+f(a) < 0, je f
klesajici v bod$ @ zprava, je-li D f(a) < 0 < D+f(a), neni f ani neklesajicf ani
nerostouci v bod$ a zprava.

6. Je-li D, f(a) >0, D-f(a) <0, mé f v bod¥ a ostré lokilni minimum;
podobné pro maximum.

7. Z véty 88 dokaZte: Budiz f spojitd v <a, b). Je-li n8které ze &tyi derivo-
vanych &isel stale = 0 (po pfip. £ 0) v (a, b), je f neklesajici (nerostouci)
v {a, b); je-li mimo to mnoZina on&ch z, pro néZ toto derivované &islo je ruzné
od nuly, husté v (a, b), je f dokonce rostouci (klesajici) v <a, b). Toho lze uZiti
k hleddni lokélnich extrému, neexistuje-li derivace. Vyslovte piislu¥né zobec-
néni véty 141 z DI.

§ 9. Funkce s variaci kone&nou a funkce absolutn& spojité. Po-
znamka 1. Zavedme napfed toto oznadeni: Je-li a redlné ¢&islo (smi
byti 4+ co nebo — o), poloZme

(66) at = Max (a,0), a- = Max (— a, 0);

t. j. )

o7 at=a=1a pro a>=0,a*=0 proa=so0;
(67) a-=0 proa>0, a-=—a=|a] proa<0.
Odtud

(68) la| =a* +a-, a=a* —a.

Dale zfejmé
(69) at =(—a), a=(—a)

Vidy je a + b < a* 4+ b*, 0 < at 4+ b* (pokud a + b ma smysl),
tedy

(70) @+v*<at +bt, (@4b)-Za +0-,

pokud a 4 b mé smysl (druhd nerovnost plyne z prvni pomoci (69)).
Daéle je

(71) at —b+r < (a—b)t, a=—b-"< (e —b)-,
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pokud @ — b ma smysl. Dokazme prvni nerovnost; druhd pak vyplyne
z (69). Je-li b = + oo (a tedy a < + o), jeat — bt = — o0 a ne-
rovnost plati. Je-li b = — oo (a tedy @ > — ), je (@ — b))t = 4
a nerovnost opét plati. Je-li za tfeti b koneéné, je podle (70) a* =
= ((@a — b) + b)* < (@ — b)* 4 b*, nadez prevedenim b+ doleva do-
staneme (71).

Poznimka 2. V tomto paragrafu budeme mluvit o intervalech
(x, B>, kde — 0 < & < B < + oo, pripoustime tedy téZ jednobodové
intervaly {x, a> = (x).

Budiz f funkce koneéna v intervalu <a, b); budiz & systém koned-
ného poctu intervald

(72) 6: <a1’ b1>’ <a2’ b2>) tee <am bn> (n Z l) ’

jeZ vesmés lezi v {a, b) a tvori systém ,,skoro disjunktni‘‘; tim rozumim,
Ze kterékoliv dva z téchto intervali maji spoleény nejvyse jeden
bod, a ten pak neni vnitinim bodem Zidného z nich. Jinymi slovy:
pfi vhodném oéislovani jest

(73) 00,55, L0,55, < ... L0, X5, S0
Polozme nyni

(74a) @, /) =3, If) — fle)]

(74b) BE, /) = 3 (1) — fla))*,

(74c) NG, f) = 3 (b)) — f(ay)- .

j=1
Lze také fici: P resp. N je soulet onéch élent z B, pro néz rozdil
f(b;) — f(a;) je kladny (resp. zaporny); ostatni Gleny jsou nahrazeny
nulami. Ztejmsé
(75) B, f) =S, /) + RS, /) -
Probiha-li & v8echny systémy (72) s vlastnosti (73), probiha B(S, f)

jistou mnoZinu nezdpornych ¢isel. Jeji supremum oznaéime

(76) V(a, b); f) = sgp BS, f);
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podobné klademe
(77)  PKa, b f) = sup VS, ), N(a,b)f)= sup NS, /).

Nazvy: totdint variace (V), positivni variace (P), negativni variace (N)
funkce f v (a, b). Jsou to t¥i mezdpornd, konetnd nebo nekoneénd &sla.

Poznimka 3. Jasno je toto:

1. Jestlize néktery interval (72) je jednobodovy, t. j. b; = a,, je
j-ty scitanec v (74a), (74b), (74c) roven nule, takZe tento interval lze
vynechati. Soucasné je patrno, Ze V(<a, a); f) = 0 (podobn& pro P
a N).

2. Priddm-li k intervalim (72) je§té daldi interval (ale tak, aby
podminky (73) zustaly zachoviny), nezmensi se Zadny ze soudti
(74a), (74b), (74c); pfiddm-li tedy k systému & je¥té intervaly33)
{a, a,>, by, By, ..., {bu_y, @, (by, b>, nezmensi se Zadny z uvede-
nych souétt. Pii hledani suprema v (76), (77) mohu se tedy omezit
na systémy & tohoto tvaru: provedu libovolné rozdéleni

(78) D: a=c¢,L¢,X...5¢,=b
a vezmu za & systém
(79) S: (o, €15 (€1 €Dy -0y KCnyy Cp)

(Vzhledem k 1. nemusim p¥i tom v ptipadé a < b Zadny bod opakovat;
t. j. mohu psati a = ¢y < ¢, < ... <c¢, = b.) Potom bude
(80) B, f) = 3 lflen) — 1)
i=
a podobné& P, N.

3. Rozdélim-li libovolny interval (a; b,> v (72) (nebo <{c;_,, ¢;>
v (79)) bodem d ¢ {a;, b;> na dva intervaly (a;, d), {d, b,), zméni se
soudet (74b) tak, Ze misto (f(b;) — f(a;))* pEijde (f(b;) — f(d))* +
+ (f(d) — f(a;))* = (f(b;) — f(a;))T (viz (70)), takZe P se nezmensi.
Totéz plati pro N, B.

4. Pti hledani suprem v (76), (77) na pf. se mohu omezit podle 3.
na takové rozddleni (78), kterd jsou zjemnénimi libovolného ptede-
psaného rozdéleni

33) Nagrtn&te si to!
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(81 4: a=dy<d; <...<d,=0b.3)

Tyto Ctyfi trividlni pozndmky mé&jme stile na paméti.

Pozndmka 4. Vidy jest
(82) V(a, b); f) = P({a, b); f) + N({a, b); f).

Dukaz. Z (75) a z defini¢nich rovnic (76), (77) je patrno: Je-li
P = 4 0%) nebo N = 4 0, je téZ V = 4 oo; je-i V = + o0, je
budto P = 4 oo nebo N = + . Zbyvd ptipad, kdy V, P, N jsou
koneéna. Z (73) plyne B(S, f) < P + N, tedy prechodem k supremu
V < P + N. Budiz za druhé ¢ > 0; existuji rozdéleni D,, D, a k nim
piisluiné systémy tvaru (79) — oznadme je S,, &, — tak, ze

PG, )>P —te, MEsf)>N—1e;
tytéZ nerovnosti plati, nahradim-li rozdéleni D,, D, jejich spoleénym
zjemnénim D a systémy S,, &, pfisluSnym systémem . Ale potom
podle (75)
B, )=PS& N+ NS, )>P+N—¢,
tedy V> P 4+ N — ¢ pro kaidé ¢ > 0, tedy V> P + N.
Pozndmka 5. Proa < ¢ < b jest

(83) V(Ka, b); /) = V(a, c; f) + V({c, b); f)
a podobné pro P, N.

Dikaz. Omezme se na rozdéleni (78), kterd mezi délicimi body c;
obsahuji bod ¢. Kazdy systém & (79), kde na pf. ¢ = ¢, lze rozdélit
na dva systémy

61: {a, €1)s +o+r {Chors c>; gz: <C, Cii1)s - oor {Cnmys b,
a naopak: kazdé dva takové systémy &,, &, davaji dohromady
systém & (v némi c je délicim bodem). Ztejmeé B(S, f) = B(S,, f) +
+ B(S,, f); odtud pak (83) plyne pfechodem k supremu tak snadno,
%e to pfenechavam étenafi.
Poznamka 6. Z (83) plyne
(84) V(@ b3 f) 2 V(a3 )
m,,zjemnéni“ znadi, Ze kazdy z bodu d,, ..., d, se vyskytuje mezi

body ¢; v (78).
38) Zkracuji oznadeni.
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pro a < ¢ £ b. Tedy: Budif [ koneénd v {a, b). Pro krdtkost poloZme
V(Ka, z); f) = v(z) , P(Ka, z); ) = p(x) , N(a, 2)); f) = n(z) ;
potom funkce v, p, n jsou neklesajict v {a, b); v(a) = p(a) = n(a) = 0.
Podle (82) jest '
(85) v(z) = p(r) + n(z) .
Vezmu-li nyni specidlné systém & tvaru (79) (¢, = a, ¢, = b), jest
podle (74)

PS, ) — NS, /) =_i ((f(e;) — f(es—))™ — (F(es) — fle;-1))7) =

)=1

- ilmcj) — f(e;2)) = 1(6) — f(@)
P(S, 1) = f(b) — f(@) + NS, f) ,

a pfechodem k supremu

(86) . P(a, b); f) = {(b) — f(a) + N(a, b); f) ;
tedy médme (pifice  misto b)
(87) p(z) = f(x) — f(a) + n(z) .

Definice 11. BudiZ f redlnd a koneénd v {a, b). Rikdme, %e f md variaci
koneénou (zkratka v. k.) v {a, b), jestlize V({a, b); f) < 4 oo.

Poznamka 7. Necht f ma v. k. v-(a, ¢) i v {c, b); potom ma v. k.
v {a, b). — Necht f mé v. k. v {a, b> a nechf a < ¢ < d < b. Potom
f mé v. k. v (¢, d>. To plyne z (83).

Poznamka 8. Md-li f v. k. v {a, b), je f omezend v {a, b). Dikaz:
Neni-li f omezend, existuje ke kazdému koneénému é&islu K éfslo
¢ € {a, b) tak, Ze |f(c) — f(a)| > K, tedy V(<a, b); f) > K, V({a, b); f) =

Poznidmka 9. KaZdd funkce koneénd a monotonni v {a, b) md v. k.
v {a, b).%%) Dikaz: VSechny nenulové rozdily f(c;) — f(c;_,) v (80)
maji totéZ znameni, tedy

B@. ) = |3, (fe) — fle,-D] = If®) — @),
Va5 1) = If®) — f@)]

3¢) Existujf tedy nespojité funkce majici v. k. Naopak existuji spojité funkce,
majicf vanaci + oo, viz cvic. 1.
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Véta 91. Necht f, g maji v. k. v {a, b). Potom funkce |f|, f + g, fg,
Max (f, g), Min (f, 9) — a koneéné v pFipadé, Ze funkce % je omezend

v {a, b), také % — maji v. k. v {a, b).

Diikaz. Funkce f, g jsou omezené v (a, b> (pozn. 8): |f(z)| < K,
lg(x)] < K. Jest

”f(b;)l - If(ai)” < If(bj) - f(“f)l ;
[(£(6;) £ 9(b;)) — (f(a;) £ g(a))] <
< If(b,-) - f(aj)l + !g(bi) - g(a;‘)l 5
[£(8,) 9(b;) — f(a;) 9(a;)| =
(88) = |f(b;)(g(b;) - g(a;)) + g(a,)(f(b;) — f(a))| <
< K(lg(by) — ga))| + |f(b,) — f(@)]) 5

[Max (f(b;), g(b;)) — Max (f(a,), 9(a;))| <
< Max (|f(bj) — f(a,-)|, lg(bi) - g(a,-)|) ;37)

je-li konecné < L, je

1
9()
| 11| |g(a;) — g(by)
19(;)  g(a;) g(a;) g(by)
Odtud pak véta bezprostfedné plyne, nebot na p¥. podle (88) je
B(S, fg9) < K(B(S, /) + B(S, 9)

< Lg(b;) — g(as)| -

atd.
Véta 92. BudiZ f redlnd a konelnd v {(a, b). Potom f md v. k. v {a, b)
tehdy a jen tehdy, lze-li psdti
f(x) = hi(x) — fal=),
kde f,, f, jsou koneéné a neklesajict v {a, b).

Dukaz. I. Jsou-li £, f, koneéné a neklesajici, ma f, — f, v. k.
v {a, b) podle poznamky 9 a véty 91.

37) Je totiz |[Max («, y) — Max (8, d)| =< Max(JaL — Bl, |y — é]) pro kone¥ns
«, B, v, 6. Dakaz: Nasledkem symetrie staéi vysetiit pfipad, e « = Max («, 8,
¥, ), nade% leva strana je o — Max (f, 0) < « — f.
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II. Mé-li f v. k. v {a, b), jsou v(z), p(x), n(x) podle pozn. 6 neklesa-
jici a koneéné v {a, b); podle (87) je pak
f(z) = (f(a) + p(z)) — n(=) .
Tato véta uplné popisuje charakter funkei s v. k.

Poznamka 10. Podle véty 75 ma tedy funkce, jez ma v. k. v {(a, b),
v intervalu (a@, b) pouze spodetnou mnozinu bodu nespojitosti, a ty
jsou vSechny 1. druhu.

Vé&ta 93. Necht funkce f md v. k. v (a, b) (a < b). Budif z, € {a, D).
Potom tyto t¥i vyroky jsou ekvivalentni:

1. f je spojitd v bod¢ z, zprava.

2. v je spojitd v bodé x, zprava.

3. Obé funkce p, n jsou spojité v bod¢ z, zprava.

Obdobné pro spojitost zleva, je-li x, € (a, b).

Dikaz. A. Podle (85) je pro 0 <k < b — z, (jeito p, n jsou ne-
klesajicf) 0 < p(x, + &) — p(zo) < v(zo + k) — (o), 0 < n(zo + k) —
— n(xy) < v(zy + k) — v(z,). Tedy ziejmé: plati-li 2, plati 3.

B. Plati-li 3, plati 1. To plyne z rovnice (87) neboli f(z)— f(a) =
= p(z) — n(z).

C. Dokézali jsme, %e z 2 plyne 3 a Ze z 3 plyne 1. Zbyva dokazati,

ze z 1 plyne 2. Predpoklidejme tedy, Ze 1 plati a 2 neplati; z toho
jest odvoditi spor. Jezto v neni spojita zprava v bods z,, je

(89) inf »(z) = lim v(z) = v(z,) + 4, kde 1> 0.

Te<zZDb Z—>To+

Jezto f je spojitd zprava v bodé z,, existuje 4, > 0 (9, < b — z,) tak,
Ze
(90) (2 < 2 < o + 6;) = |f(z) — flz) < 1A.
Tvrdim nyni:

(D) Ke kaZdému y € (%o, z, + 0,) existuje y' € (zo, v) tak, Ze
(91) o(y) — o) =V v ) > 44
Diikaz: Podle (83) je

V(<o 23 ) = vly) — v(2e) 2 4.
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Existuje tedy systém intervalii
S: {Cps €1, (C15 2D o+ 3 {Campy Ca)3 To = Cp < € < ... < Cp=y;n > 1

tak, Ze

(92) BS, f) = 3 Ifles) — fles)| > 3.
=1
Jeito z, < ¢, < 7o + d;, je prvni &len v tomto soudtu mensi nez }4,
takie > |f(c;) — f(c;—1)| > 34 a tedy V({cy, ¥>; f) > 14, a stadi poloziti
y = é1;~aby platilo (91).
Volme nyni v (D) y = y, = x, + 6,; existuje y, tak, ze

Zo <y, <1, vy) —v(ys) > 42,
volme nyni y == y,; existuje y; tak, Ze

Ty <ys <7y, vys) —v(ys) > 34

atd. Tak dostdvame posloupnost z, + 6, =y, > y, >y, > ... >z,
tak, Ze

v(ye) — v(yees) > 34tk =1,2,3,..)
a tedy pro kaidé ptirozené =

v(y1) — U %) = v(y1) — UYnia) > 74 ;
odtud plyne »(y,) = + co — spor.

Hlavni vysledek je ten, Ze funkce f a jeji variace v maji tytéz
body nespojitosti ,,zprava® a rovnéz ,zleva“. Z véty 93 a z (87)
plyne ihned:

Véta 94. Je-li | spojitd v {a,b) a md v. k. v {a,b), lz¢ psdt;
f(@) = fo(x) — fy(2), kde f,, f, jsou neklesajici, konelné a spojité v <a, b,

Definice 12. BudiZ f funkce koneénd v (a, b) (— 0 <a < b < - o0).
Rikdme, Ze f je absoluin& spojitd v {a, b) (zkratka a. s. v {a, b)), jestlise
ke kafdému ¢ > O existuje 6 > 0, tak, Ze pro kaZdy systém

(93) &: <y, by, Om by (@< 0, £, <0, <5, <. S <
<b,<b)
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plati implikace
(94) (36— a) < 8) = (B&, /) <e).

Poznamka 11. Budif f a. s. v {a, b); potom je { spojitd v {a, b) a md
v. k. v (a, b).

Duikaz: 1. Spojitost: Z (94) plyne specialng

@Sz<ysbh y—z<0)=|fy) — ) <e.

2. Variace: Zvolme specidlné ¢ = 1 a sestrojme prisluiné 4. Roz-

délme (a, b) na p intervali délky < ¢ délicimi body a = ¢, < ¢, < ..
.. < ¢, =>b. Nésledkem (94) mé funkce f v kaidém intervalu

{¢;_y, ¢;» variaci koneénou (nejvySe rovnou jedné). Tedy ma f v. k.
v {a, b)>. Véta se nedd obratit: Existuji spojité funkce s v. k., jez
nejsou a. s.; viz zavazné cvié. 4.

Pozndmka 12. Je-lifa.s. v{a,b),ajelia < c<dX b, Jeltei
a.s. v (¢, d).

Poznidmka 13. Je-li fa.s. v {a,c) iV {c, b), je f téZ a. s. v {a, b).
Diikaz: K éislu ¢ > 0 najdu 6 > 0 tak, Ze

@S SAHS San<paSe im—m<m»
=3 1160 — o)l < e
98) 1 e<p <o, <. TSm<as, 2(6k—yk)<6)=>

:>z |£(3:) — f(ri)] < %5

BUd]i nyni a;-/_a’l é bl é cee éa‘ngbﬂéb) Z(b; —'ai) <6
gt
Tvrdim, Ze

(96) S 16) — fa) <.

J=1
Pfi dikazu smim piedpokladat, Ze bod c nelezi uvniti Zadného
{ay;, b;>; potom se vSak soucet (96) rozpada na dva soudty, které podle
(95) jsou mensi nez }e.%%)

%) Kdyby bylo c € (a4, by), nahradil bych <{ay, b, intervaly <a,, ¢), ¢, bg>;
tim se soudet v (96) nezmensi, a i tento zvétSeny souet je podle pfedeslé ivahy
<e
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Véta 95. Véta 91 zastdvd v platnosts, nahradim-li v nt vSude slova
0. k. slovy ,a. 8.
Dikaz. Plyne piimo z nerovnosti v dikazu véty 91 a z definice 12.

Jak se poznd, Ze dand funkce je a. s.? Uvedme aspoifi dv& jedno-
ducha kriteria.

Poznimka 14. Budif f spojitd v {a, b) a necht nékteré z jejich 4 de-
rivovanych Cisel je omezené v (a, b) (t. j. mensi v absolutni hodnoté nez
jisté éislo K (0 < K < + o0)). Potom f je a. s. v {a, b>. Dikaz: Podle
véty 88 je
H(®@) — f(=,)

<K
271—-%2 -

proa< z <z, < b (pro z, = a nebo z, = b to plyne limitnim pre-
chodem ze spojitosti). Tedy 3 |f(b;) — f(a,)| < K>(b; — a;) a véc je
jasna.

Poznamka 15. Necht f je spojitd a md v. k. v {a, b). Necht pro kazdé
a’ € (a, b)je fa.s.v<a’, b). Potom f je a. s. v {a, b).?°)

Dikaz. Budiz ¢ > 0. Podle véty 93 je v(x) spojitd zprava v bodé
a, dale v(a) = 0; tedy existuje §, > 0 (5, < b — a) tak, Ze v(a + ;) <
< }e. V intervalu {a + 6, b> je f a. s. Tedy existuje > 0 tak, Ze

m
@+ S SphS . SanSPasb 3 (B —a)<d)=
97 m i=1
®7) = 1(B) — Kxs)| < e -

)=1
Je-li nyni
asaléblé'“ganébﬂéb: Z(bi—ai) <é,

j=1

mohu pfedpoklidat, Zze bod a + 0, nepadne dovniti Ziadného inter-
n

valu <a;, b;>.4°) Soudet > |f(b;) — f(a;)| se rozpadne na dva soutty:
i=1

prvni se vztahuje na ty intervaly <{a;, b;), jeZ lezi v (a + d,, b), a tento

3%) Toté% ovSem plati s prisluinymi zménarmi, je-li ,,nepiijemny*¢ koncovy
bod b. A konetn& také tehdy, da-li se <a, b) rozd¥lit na koneény podet takovych
intervala.

40) Kdyby bylo a; < a + &, < b;, rozdélim <a;, b;> na {a;,a + ¢;>, <a +
+ 61’ bi>‘

200



soulet je mensi nez }¢ podle (97); druhy se vztahuje na ty intervaly
{a;, b;, které lezi v <a, a + 9,), a ten je nejvySe roven v(a + 6,) < }e.
Cely soucet je tedy mensi nez e.

Piiklad 1. Budiz s >0, 0 <b < + . Funkece z* je v <0, d)
Spojitd a monotonni, tedy tam ma v. k. V kazdém intervalu {a, b)
(0 < a < b) m4 omezenou derivaci a je tam tedy a. s. podle pozn. 14.
Tedy je tato funkce a. s. v €0, b) podle pozn. 15. (Pozn. 14 by pro 0 <
< 8 < 1 sama nestadila, jezto derivace sz*~! ma limitu 4+ oo pro =z —

-0 4).

Cvideni

1

nemé tam v. k. Navod: Pro celé k > 0 je .
CTC

—+

ac

1
1. Polozme f(0) = 0, f(x) = cos? pro z = 0. V int. <0, 1) je f spojit4, ale
! Z i diverguje.
-1 k

1 1
’(E)_’((Hl)n) =
tTEFDR

2. Ve vSech cvidenich puijde jen o koneéna &isla. Pro kratkost budeme znadit

fle +) =lim f(z), f(c —) =limf(z). Rozdily f(c +) — f(c), f(c) — fc —)
T—>C+ z—>C—~

(maji-li smysl) nazveme skoky (nebo diskontinuitami) funkce f v bodé c zprava
a zleva; skok zprava na pf. je roven nule, je-li f v bod$ ¢ spojité zprava.

Budiz
(98) Ty, Loy Tgy eee
prosté posloupnost (nekoneéné nebo koneéné, ba dokonce muZe byti ,,prazdna‘‘)
bodu intervalu <{a, b). Budte Za,,, Zt,, absolutnd konvergentnf fady (sditd se

n n
ptes ta n, pro néZ z, je definovino; tedy jsou to po pip. obydejné soudty).4?)
Funkei S v oboru <a, by definujme rovnici
(99) S@ = 2 tn+ 2 tai
=z Zp<T

kaZdou funkei tohoto druhu nazyvidme funkei skokt. DokaZte:

1. V bod& z,, mé S skok zprava t, a zleva s,,.43)

2. V ostatnich bodech intervalu <a, b) je S spojité.

41) Je-li z, = a (resp. = b), nebudiZ s, (resp. t,) definovéno a piisluiny
élen fady jest vynechati.

42) Neformuluji zvl4%¢ drobné odchylky, nutné v krajnich bodech a, b. Cte-
naf to doplni sém.
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3. Tedy: funkce skoku je jednoznaénd uréena svymi skoky.
4. S m4a v {a, b) koneénou variaci

V(<a, by 8) = Dlspl + Dltal -
n n

3. Necht f ma v. k. v <{a, b). VSechny body nespojitosti funkce f (v int.
<a, b)) srovnejme v prostou posloupnost (98) a oznaéme s,, t, skok funkce f
zleva a zprava v bodé z,. DokaZte:

1. Rady Zs,,, zl,, jsou absolutné konvergentni.

2. Existuje jeden a jen jeden rozklad (t. zv. Jordanuv rozklad) funkce f
na Soudet

(100) fx) = C(=) + S(=),
kde C, S maji v. k. v {a, b, pfi éem% C je spojits v {a, b>, S je funkce skoki.

3. Funkce S v (100) je funkce (99), kde s,, ¢, jsou skoky funkce f zleva
a zprava v bod$ z,,.

4. Podame ptiklad funkee £, ktera v (0, 1) je spojité a neklesajici (tedy ma
v. k.), ale neni tam a. s. V intervalu (}, ) definujme f(z) = }» dale f(x) =1
pro z e (3, 2), f(x) =  pro z e (}, §), f(z) = § pro = ¢ (5%, ;%) atd. Obecnd:
v omezeném styéném intervalu Cantorova diskontinua (§ 1, pozn. 8), jehoZ kon-

. . . 2a, 2a, Ay
covy bod mé rozvoj ra + ETS + ... 4+ 3 (a; = 0 nebo 1), klademe f(z) =

_ % 4 % Fo+ ;‘E; mimo to poloZime f(0) = 0, f(1) = 1 a doplnime de-

finici funkce f v oboru <0, 1> podobn$ jako v diukazu v&ty 78. Potom je f
neklesajici a spojitd v 0, 1)>.4°) UvaZme, Ze soufet délek viech omezenych
styénych intervalii Cantorovy mnoZiny je 1; tedy ke kazdému 6 > 0 lze nalézti
styéné intervaly (B;, a3), (Bzs &3)s coos (Bu1s )y (0 < By < g < By < g < ...
voo < Py < & < 1), jojichZ soudet délek je > 1 — d. PoloZime-li tedy «; = 0,
B, =1, je soudet délek intervali (x;, f1), (%g Bs)s -++s (&y, B,) mensi neZ J;
jeZto pak ve styénych intervalech je f konstantni, vyjde snadno

D (8;) — fla) = f(1) — f(0) = 1.

i=1
Priklad nebyl trividlni. To je ptirozené podle pozn. 15: jestlize f je spojita
a ma v. k. v <a, b), ale neni a.s. v {(a, b), nemuZe byti posledni okolnost zptiso-
bena piitomnosti jediného ,,nepifjemného bodu‘‘ (nebo konefného poétu ta-

#9) Na sty®nych intervalech Cantorovy mmoZiny nabyvé f viech hodnot
tvaru % (k, m cela kladnd, k < 2™), takZe jeji hodnoty nevynechédvaji Zadny
interval obsa¥eny v (0, 1), a odtud snadno plyne spojitost.
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kovych bodu). To je zcela jiné neZ u spojité funkce s nekoneénou variacf, kde
na pf. v cvié. 1 nekoneénost variace byla zpusobena prub&hem funkce v okoli
jediného bodu =z = 0.

§10. Spojita funkce, nemajiciderivaci viidnémbodé&. Poznamka 1.
Dtive nez pfistoupime k hlavnimu thematu, uvedme tuto drobnost.
Budiz — 0 <a<b<c< -+ o a sestrojme body P, = [a, f(a)],
P, = [b, {(b)], P; = [c, f(c)] (¢isla f(a), f(b), f(c) budte koneénd).
Cisla

(101) ety = 101D 6.6 0), Qa0

jsou smérnice pfimek P,P,, P,P,, P,P,. Odtud je ihned vidét: Lezi-li
bod P, pod pfimkou P,P,, je

(102) Qyla, b) < Qyla, c) < Qy(b, ¢);
lezi-li bod P, nad pfimkou P,P,, je
(103) Q/(a, b) > Qy(a, ¢) > Q,(b, ¢) ;

lezi-li bod P, na ptimce P, P, jsou si ¢éisla (101) rovna. Vidy je tedy
(104)  Min (Q4(a, b), @b, ¢)) < @y(a, ) < Max (Q/(2, b), Q,(b, ¢)) ;
této poznamky leckdy pouZijeme. Aritmeticky dikaz je uZitetnym
cvidenim v poéitini s nerovnostmi.

Vé&ta 96. Existuje koneénd funkce f v oboru E,, jeZ md tyto vlastnosti:

1. Funkce f je spojitd v (— o0, + o0).
II. Pro kaZdé x, € E, jest
- 1@) — fg) _

limsupﬂ—)—ﬂﬁ’Z + o, limi

Tz, Zg o1, X — X

— 0.,

III. Podle II mneexistuje tedy vlastni ant nevlastni derivace f'(x)
v Zddném bodé.

Dukaz provedeme tim, Ze takovou funkei sestrojime. Pro k& = 0,
1,2,... definujme funkei f,(x) takto: pro 0 < 2 < }.10-2% jest
fr(x) = 10kz; funkce f. je suda (t. j. fi(— z) = fi(x)) a ma periodu
10-2¢ (t. j. fo(x + 107%*) = fi(x)). Grafické znizornéni funkce f, je
schematicky naznadeno na obr. 5; sklddd se z tdsedek o smérnicich
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+ 10*. Funkce f, nabyvé své nejmensi hodnoty 0 v bodech m . 10-2
(m celé) a své nejvétsf hodnoty 1.10-* v bodech (m + }).10-2¢
(m celé). Kladme

(105) f@) = 2 fa(@) ;

n=0
tato fada je v (— oo, + o) stejnomérné konvergentni (jeito 0 <
S fax) £3.10-") a tedy je f spojitda v (— oo, + o0) (véta 60).
Pro vSechna z,, z, je dile zifejmé

(106) |fal,) — fn(xz)l < 10|z, — ,| .

0 10~* a
Obr. 5.

L

Budiz dén bod =z, ¢ E;; mime dokazati toto: af je ddno jakékoliv
(jakkoliv malé) kladné éislo 4 a jakékoliv (jakkoliv velké) kladné
islo K < 4+ oo, existuji body z,, , tak, Ze

(107) 0<hr—%kmmf“0_ﬂ%ﬂ>K,
x, — %,

(108) 0< |2, —zo| < 4, f(xe) — (o) <—K.
x, — T,

Tim bude totiz dokdzano, Ze pro ka?dé K < + oo jest

2T, 0 T—>Ty xr — xo

t. j. bude dokazano II.

Budte tedy dana: 2, ¢ E;, 4 > 0, 0 < K < + c0. Zvolme pfirozené
k tak, Ze

(109) 2.107% < 4, 210> K.
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Zvolme &tyfi &isla «, B, y, 8, riznd od z, podle tohoto predpisu:

o nejvétsi hodnota < x,

B ost nejmensi hodnota > =z,

y ) nejvétsi hodnota < z,

é l nejmensi hodnota > z,
0

l, pro kterou funkece fi(x) na-

11
byvé, hodnoty ilg_k

0
obr. 5). Jest 0 < B —ax<2.10%, 0 <8 —y < 2,102, tedy

(zfetelnd vidite smysl tohoto pfedpisu na

BB — 1) _ o L .
R = 10— > e,

(110) 1+(8) — fuly) L1 .
 — = — 110 6—-7‘3‘_—:}10 .

Body «, §, 7, 0 jsou celistvé nasobky é&isla } . 10-2, tedy jsou téz
celistvymi nasobky ¢&isla 10-2" pro kazdé n > k; tedy jest

fﬂ(o‘) = /n(ﬂ) = fn(y) = /n(é) =0 pron> k.
Podle (105), (106), (110) je tedy

1B — ) _ § mﬁ) - fn(a) > 10 5

ﬂ -« n=0 n=0
(1) 10* 10 — 1
R T L LA
[0) — 1) _ < 1a®) — Faly) o 10%
A — < +
(112) d—y T -y K3

+ 2010n<—§5—6.10k<—K.
Ne=

Podle pozn. 1 (uvazme, Ze x < Z, < f) plati aspoii pro jedno z ¢&isel
x, f — oznaéme toto Cislo z, — nerovnost

fle) — flow) o 1) = 1)
Ty — % ﬂ
Obdobné: aspoii pro jedno z ¢&isel y, 6 — oznaéme toto ¢&islo z, — plati
f(z3) — f(zo) <l‘(6)"f(7’) < —K.

T, — X,

to
(=}
[



Soucdasné oviem (viz (109))

ey — 2| <p—a < 2.107% < 4,

|2, — 2| <6 —p < 2.102% < 4.
Tedy plati vskutku (107), (108).

Poznamka 2. Prvni piiklady funkei s vlastnostmi I, IIT sestrojili
Bolzano a Weierstrass. Od té doby bylo sestrojeno mnoho takovych
ptikladt. Jeden velmi jednoduchy piiklad pochazi od K. Petra (Ca-
sopis pro péstovani matematiky a fysiky 49 (1920), str. 25—31). Ob-
tizna je konstrukce spojité funkce, kterd v Zédném bodé nemd ani
jednostrannou derivaci (koneénou ani nekoneénou). Takovou
funkei sestrojil A. S. Bezikovié. Zcela jiny dukaz véty 96, pochazejici
v podstaté od polskych matematiki Banacha a Mazurkiewicze, je vy-
lozen v knize Ed. Cecha, Bodové mnoziny (Praha 1936, str. 249 az
252),

Cvideni

1. Necht f,, f maji tyZ vyznam jako v dikazu vsty 96. Budi¥ & = m . 10-2%
(m celé, k ptirozensd). Potom pro celé r > k a pro 0 < |z — &| < $10-*7 plati:

fa@) — fo(&) = 10%z — & = 10kz — &|prok <n <73

fal@) — fa(&) = — 10"z — &| > — 10Kz — §| pro 0 < n < k;

f-n(x) - fn(é) g 0 pron > 7.
Odtud f(z) — f(§) = (r — 2k + 1) 10¥|z — &, takZe f (&) = — oo, f,(§) =
= + 0; v bod& & mé f ostré lokdlni minimum. JeZto body & uvedeného tvaru
tvoii mnoZinu hustou v E;, neni f monotonni v Z4dném intervalu.

2. VySetiujme funkce F, G takto definované: je-li x iraciondlni, budi¥ F(z) =
= G(z) = 0; je-li x = p:q (p, ¢ celd, nesouddlna, ¢ > 0), budizZ F(z) =1:gq,
Gz) =1:¢.

I. Ob& funkce jsou spojité v kaZdém iraciondlnim bod® &. Je-li totiZ @ pri-
rozené &islo a je-li § vzdalenost bodu & od mnoZiny vSech &isel p : g (p, g celé,
¢ > 0), pro n&% q¢ < Q, plati pro |x — £ < é nerovnosti 0 < G(z) < F(z) <
< 1:Q; v bod8® £ samotném je pak F(§) = G(&) = 0.

II. Je-li £ raciondlni, neni ani F, ani G spojita zprava. ani zleva v bodé &
o jost F',(6) = G',(§) = — w, F'(£) = G_() = + .

III. Funkce F nemé derivaci ani v Zadném iracionélnim bod® &. Dukaz:
kdyby F’(£) existovala, musila by byti rovna nule, jeZto pro iraciondlnf z je
(F(x) — F(&)): (x — &) = 0. Ale ke ka¥dému piirozenému q existuje celé p tak,
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1
Ze r_ ¢ | < —, tak¥e > 1(dokonce neexistuje ani
q q

Aol
q q

derivace zprava nebo zleva, protoZe bod L lze voliti vlevo i vpravo od £).
q

IV. Ale funkce G m4 derivaci rovnou nule na pf. v kaZdém iraciondlnfm
bods$ &, pro ndjZ &2 je raciondlni. Dikaz: budiZ ¢ takové é&fslo, tedy £ iraciondlni,

&=+ Vi (r, 8 pfirozend ¢&isla). JeZto podil (G(z) — G(£)) : (x — &) je roven
s

nule pro iraciondlni z, stadf, vySetiime-li jej jeSt& pro x tvarux = p : q (p, g celd

nesoudélnd, ¢ > 0). Potom jest
r
(*V: i ﬁ)’ 1
7 . 4.
q

sp? — r¢?

6@ —6E@) _ 1 1 é+4s

z—§f  Pe—§ ¢o-F
Bli%i-li se x = p : ¢ hodnotd &, roste ¢ nade vSechny meze (viz I), kdeito 4 je
omezené: nebot jmenovatel je celé &islo &= 0 a ditatel je omezeny, jeito 7, 8
jsou pevné a p : ¢ se bliZf &islu &: 1in jo dikaz proveden.

1
7

Maéte ovSem podrobng dokazati vSechno, co bylo v tomto cviéeni naznadeno.

§ 11. Konvexni funkce. Definice 13. Funkce |, koneénd v intervalu
J, nazyvd se konvexni v J, md-li tuto vlastnost: Jsou-li z, < z; < z, tfi
lrbovolné body z J, leZi bod [z,, f(x;)] budto pod pFimkou, spojujici body
(21, (1)), (2, f(2.)], nebo na ni.

Pozndmka 1. Viz téz DI, def. 26. Mnozi autofi pozaduji uvedenou
vlastnost pouze pro x; = }(z, 4 z,); potom se obdrzi trochu obecné&;jsi
tiida funkei. Je ziejmo: Jsou-li J,, J, dva intervaly, J, C J, a je-li
f konvexni v J,, je téZ konvexni v J,. V dalsim vySetfovani se omezime
hlavné na oteviené intervaly J.

Véta 97. BudiZ | konvexnt v otevieném intervalu J. Potom plati:
V intervalu J existuje vlastni derivace zprava f',(x) a viastni derivace
zeva [ (z). Pro zeJ jest f_(x) X f,(x). Pro z,eJ, z,¢eJ, 2, < 2,
jest fi(x;) < f_(x2).

Pozndmka 2. Z véty 86 a 97 plyne ihned: Je-li funkce f konvexni
v otevieném intervalu J, je spojita v J; ony body v J, v nichz f nemé
vlastni derivaci, tvofi spoéetnou mnoZinu (viz pozn. 8 v § 8). Funkece
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(@), f- () jsou neklesajici v J (nebot podle véty 97 plati pro x, e J,
x, € J, Z; < x, nerovnosti
@) S fole) S f2@) 5 fi(@) S f(2) < fi(y) -

Dikaz. Budiz ¢ ¢ J a zvolme A > 0 tak, aby {¢c — 4,¢ + A) C J.
Jeito pro ¢ < 2’ <2 X ¢+ 4 lei bod [/, f(z')] pod spojnici bodi
[e, f(c)], [=, f(z)] nebo na ni, je zfejm&*4)
Q(c, ') < Qylc, ) =

g_ Qf(c) c + A)

(viz obr. 6 a pozn. 1 v § 10),
takie Q,(c, z) je neklesajici
funkce proménné z v inter-
valu (¢, ¢ 4+ 4), takZe exis-
tuje limita

.

fle-4 fle+d) ,
' /4-(0) = lim Q,(C, x) é
H S ' f—ct
! ; oo < QMe,c+4)< + .
! i ' | I
o A} Y c x%; c+l 2 Obdobné (viz obr. 6): pro
c— AL y<y <c jest
Obr. 6. Q,c,y") =2 Qe y) 2

Z Qf(c’ c— A) ’
takze @,(c, y) je neklesajici funkce proménné y v intervalu (¢ — 4, ¢),
takZe existuje limita

f_(e) = lim Q(c, y) = Q/(c,c — 4) > — ..
yre

Proc— 4 <y<c<z<c+ 4 lezi bod [c, f(c)] pod spojnici bodi
[z, f(x)], [¥, f(y)] nebo na ni, tedy (viz obr. 6) @,(c, y) < @,(c, z); od-
tud (limitnim pfechodem z — ¢ + pti pevném y << ¢) Q,(c, y) < f'.(c)
a odtud (limitnim piechodem y —c—) f.(c) < f.(c); tedy celkem
—w<fl)< f.(c) < + co. Budte déle ¢, < ¢, dva body intervalu
J. Jsou-li z,, z, tak voleny, Ze ¢, < z, < x, < ¢, je zfejmé Q,(c,, z,) <
< Qy(xy, 73) £ Q,(xy, ¢;) (obr. 7). Z merovnosti Q,(c,, z,) < Q(x,, ¢,)
plyne (z; = ¢, —) Q,(c,, 7,) < f-(cy) a odtud déle (z, — ¢, +) /’4.(01) <
< f(ea)-

%) Smysl symbolu Q; viz na zadatku § 8.
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Je-li f konvexni v otevieném intervalu J, je f spojitd v J a mé
v J neklesajici derivaci zprava (viz vétu 97 a pozn. 2). Naopak do-
kaZeme:

Véta 98. Budif | spo-
jitd v otevieném intervalu
J; v J necht existuje deri-
vace zprava f', (z) a funk-

ce f,(x) budii neklesajici fle) : fe)
v J. Potom je f konvexni ! 1flx,) :'ﬂxzi .

Dikaz. Budte z, < [ X, % C
< z3 < z, tii body z J; Obr. 7.

mame dokizati, Ze bod

[%3, f(x5)] lezi budto pod spojnici bodu [z,, f(z,)], [, f(x;)] nebo na ni.
K tomu cili staéi dokézati (viz stdle pozn. 1 v § 10), Ze

Q/(xy, 25) < Q(5, 2,) -

Funkee F(z) = f(x) — f(z;) — @/(2;, 5) (& — ) je spojitd v (2,, 23,
F(z,) = F(z;) = 0. Podle véty 87, II existuje tedy & tak, Ze z, <
Sé<awy, F)=D,F) 20, t.j. fi(f) — Qsfz;, 7s) 2 0. Vyle-
tfenim funkce G(z) = f(x) — f(z;) — Qs(%5, %,)(x — 3) obdrzime bod
7 takovy, Ze 2, <9 < 2, Gy (n) = D*G(n) <0 t.j. f (1) — Qs
z,) £ 0; ale & < 1, tedy £, (&) < f.(n), takie méme celkem

Qs(xy, 25) < f;-(f) < f;(’?) < Qylzs, ) -
Odvodme jedt& tuto nerovnost:

Vé&ta 99. BudiZ f konvexni v intervalu J (jakémkoliv). Budte x,, x,, ...,

@, (k > 1) jakékoliv body intervalu J, budte py, P, ..., P kladnd isla.
Potom jest

(113) f (plxl + e + kak) < Pxf(?h) + e pkf(zk) .
20 PR o % Pr+ oo+ Pi
Dikaz. I. BudiZ pfedné k = 2; je-li z, = x,, jsou obé strany rovny
f(x,). Pfedpoklidejme tedy x, + x, a volme oéislovéani tak, Ze z, < z,
2a% + Pt
P+ P

Potom jest z;, < < x,; sestrojme pfimku
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—xl),

y = fx) + ————f(x;: — i(lx‘) (x

prochézejici body [#y, f(@)], [ f(%2)]-

Bod [p_l;_i_i_z_:{%, j(?%ﬁ)] lezi na této pfimce nebo pod
ni, t.j.
D%y + pzxz) < H(®s) — (=) (plxl T+ D%y )
l( P+ Ps S fle) + z,—2 \ P+ P af
& Puf (1) + Pof(xs)

Prava strana této nerovnosti ddva po upravé prav Pt P
1 2

¢im% (113) dokazéno pro k = 2.

II. Budiz k > 2 a udilime indukéni pfedpoklad, Ze véta je spravna

s hodnotou k& — 1 misto k. Budte déna z,, ..., z;, Py, ..., Pr. PoloZme
Pi%y + ...+ Pr1Zr—1

114 = Yy =%,

(114) % P+ e+ Pr—1 Ye *

(115) r1=pl+"'+pk—1 Pk

Pt +p rz_}ﬁﬂ‘---'*‘?k'
Jest y,eJ; déle Min (z,, ..., 2,_;) < v, < Max (x,, ..., %;,), takze
také y, eJ. Koneénd je r, >0, r,> 0, r, + r, = 1. Podle vzorce
(113) pro k = 2 je tedy

(116) fry, + 73Y3) g. rif() + raof (ye) -
Zde je 1y, + ryy, = Pt oo T P
J 1?/1 23/2 @l-l-,_,—}-pk
Déle madme podle (114) a podle induké¢éniho piedpokladu
(117) fly,) < nuf(@) + ... + Deaf(@e-s) )
- D1+ e+ Pr-a

Dosazenim ze (117), (115), (114) do (116) plyne (113).
Z véty 99 odvodime tuto nerovnost:
Véta 100. Jsou-li ay,a,, ..., a, nezipornd &isla, jest |a, ...a, <

<a1+...+a,, -
= n

nejvySe rovna jejich aritmetickému praméru).

(t. j. geometricky pramér n nezapornych disel se
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Dukaz. Véc je jasna, je-li nékteré a; = 0. Budte tedy viechna
a; > 0. Vezmeme-li logaritmy a zménime znameni, vidime, Ze staéi
dokazati nerovnost

(118) _Iga‘+...+a,, —lgal—...—lga,,.

n n

V intervalu (0, 4 o) je funkce — lg spojitd a mé tam rostouci
derivaci — 1: z, je tam tedy konvexni (véta 98). Klademe-li ve v&té
99 z;, = a,, p; = 1, f(x) = — lg =, obdrzime pravé (118).

I

Cviceni

1. Zobecndte vétu 100 takto: jsou-li py, ..., Py, @y, .., @, kladni é&isla, jest

1
p.”.a:..)p.+...+p,. < P81 + ... + pnan.

a
(e P+ oo+ Pp
2. Je-li f konvexni v (a, b), existuji budto tii intervaly (a, c), (¢, d), (d, b) tak,
%e f je klesajici v (a, ¢), konstantni v (c, d), rostoucf v (d, b); nebo néktery
z t&chto intervali, po pifp. i dva, schazf, tak¥e na p¥. f muZe byti konstantn{
v (a, b), nebo klesajici v (a, c), rostouci v (c, b) a pod.
3. Budi? f(x) koneéné v (a, b). Potom je f(z) konvexni v (a, b) tehdy a jen
tehdy, jestlize kazdym bodem [z,, f(z,)] kiivky &:

y=Jfx),a<z<b

prochézi p¥imka y — f(x,) = k(x — z,) tak, Ze vSechny body ktivky & leZf nad
touto piimkou nebo na nfi. (Na pf.: je-li f konvexni, lze voliti za k ka¥dé &islo
takové, Ze f! (z,) < k < ' (,), ale 24dné jiné ¥islo k.)

4. Funkce f(z), koneénd v intervalu J, je konvexni v J tehdy & jen tehdy,
mé-li tuto vlastnost: Je-liz, eJ, 2ged,t; = 0,8, 2 0,¢, + t; = 1, jest f(t,x, +
+ t37s) S 6f (@) + Lo (z2).

§ 12. Nerovnosti. V tomto paragrafu zavedeme nésledujici oznadeni:
je-li geE,, ¢+ 0, ¢ & 1, bude ¢’ znamenati vidy é&islo, definované
rovnic{

(119)

1 1 . q

4 S=1, tj ¢ = 45

7 4 A

Odvodime mékolik dileZitych nerovnostf; jejich zdkladem budou né-

45) Poznamenejme: Je-li ¢ > 1, je ¢’ > 1; je-li 0 < g < 1, je ¢’ < 0; je-li
g<0,je0<g <l
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sledujici dvé jednoduché véty. VSechna &isla v tomto paragrafu jsou
koneéna disla.

Vé&ta 101. Budif a > 0, b > 0, ¢ > 1. Potom jest

q b7

(120) s7 5
znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li a® = b®.

Dikaz. Pro b = 0 je véc jasnd; budiz tedy b > 0. Vy&etfujme, pfi
pevném b, tuto funkci proménné a:

a? | b
a) = — + — — ab .
vo) =4+ 3
Tato funkce je spojitd v <0, + o) a ma v (0, 4+ o) derivaci ¢'(a) =
1

= a?-! — b. Tedy je funkce ¢ klesajici v intervalu <0, b”‘—'>, rostouci
1 1

v 1L 1 o), nejmensi hodnoty nabyvi tedy pro a = b7, t. j.

pro a* =b""'=%7. Pro tuto hodnotu a je ¢(a)= bl + @
q ’

— a.a?-1 = 0,kdeZto pro viechny ostatni hodnoty a > 0 jest (a)>0.
Také pro ostatni hodnoty g #+ 0, 1 plati obdobnd véta, ale s opaé-
nym smyslem nerovnosti:

Vé&ta 102. Budifa > 0,b> 0,9 < 1, ¢ + 0. Potom je
q be
121 ab>% 2,
(121) = + 7
znameni rovnosti plati tehdy a jen tehdy, je-li a® = b®.48)
Diukaz tém&f doslovné jako u véty 101; zde jest oviem ¢ — 1 < 0,
1 1
takZe ¢’(a) = a?-! — b je kladnéd pro a < b?~', zdporné pro a > b?"',

takZe funkce ¢(a) nabyva pro a? = b své nejvétii hodnoty (rovné
nule).

Véta 103 (t. zv. Holderova nerovnost). Budte a,, ..., a,; by, ...
.» b mezdpornd &isla; budiz ¢ > 1. Potom iest

(122) i ab, < (2 ad)e Z by
k=

) Hodnoty a = 0, b = 0 jsem vylouéil, jeZto zde vystupuje zdporny moc-
nitel (budto g nebo ¢’; v z 15)).
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Dukaz. Jsou-li viechna a; = 0 nebo viechna b; = 0, je nerovnost
(122) zfejma. Nenastane-li tento piipad, poloZme
a b
(123) A, = k By=——"—(k=1,..,n).

Gare (S

Potom jest A 4 ... + A2 = BY + ... 4+ BY =1 a z véty 101 plyne
4,B, < %A; + %Bg’ pro k= 1,..., n. Odtud sedtenim > A,B, <
i

o

< % + % = 1. Dosadime-li za 4, B, podle (123), obdrZime (122).

Piiklad 1. V&ty 103 se uziva ¢asto pii studiu konvergence a souétu
nekonednych fad. Budte a,, a,, ..., b, b,, ... vesmés nezaporna ¢isla,

g > 1. Potom plati: konverguji-li fady z al, 2 b, konverguje téz
k=1 k=1

v v

@
fada 3 a,b, a mezi soudty téchto tii fad plati nerovnost

@ © 1 4] 1
(124) Sab S (S af) (2 bE)7 .
=1 £ £

Dukaz. Jsou-li prvni dvé fady konvergentni, je prava strana
v (122) omezend pro v3echna n € N, tedy i leva strana, takZe i tfeti
fada je konvergentni. Nerovnost (124) pak plyne z (122) limitnim
piechodem n — co. Podobnym ziejmym zpusobem se da i jinych vét
tohoto paragrafu uZiti k studiu nekoneénych Fad; nebudeme se tim
zdrZzovati a budeme psiti vysledky tohoto paragrafu jen pro kone¢né
soudty.

Pro ¢ < 1, ¢ + 0 plati véta obdobna k v&té 103, ale s obricenym
znamenim nerovnosti:

Véta 104. Budif q <1, q %+ 0; budte a,, ..., a,; by, ..., b, kladnd
¢isla. Potom plati nerovnost obrdcend k nerovnosti (122) (t. j. se zname-
nim > misto < ).

Dukaz jako u véty 103, misto (120) se viak uZije obricené nerov-
nosti (121).
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Vé&ta 105. (T. zv. Minkovského nerovnost.) Budif q > 1. Budte
ay, by nezdpornd pro 1 < k < n. Potom jest

n

n L a1 1
(125) (kzl(ak + b)) < (kzla:)” + (kzlb:)' .

Dtkaz. Pro ¢ = 1 je véta jasnd. Budiz tedy ¢ > 1. PiSme

(126) gl(ak + b)° =glckak +glckbk »
kde
Ce = (@ + bp)?! = (a; + bk)?

(¢’ jest op&t definovéno rovnici (119)).
Véta 103 dava

n

3o < (3 e)7 (3a)e = (3 (@ + 0097 (3 ae

a obdobné pro Z ¢y Tedy (viz (126))

n 1
Z(a’k+bk)q<(z(ak+bk)q ( zak +(Zbi)7)-
£
. 1 1
Jeito 1 — 7 = 7’ plyne odtud (125).
Véta 106. Budte a;, b, kladnd (1 < k< n), ¢ <1, ¢ + 0. Potom

plati nerovnost obrdcend k (125).

Dikaz. Jako u véty 105; pouze misto véty 103 se uZije obriacené
nerovnosti z véty 104.

Poznamka 1. V&t 103 aZ 106 lze uziti také na komplexni &isla.
Na pi. jsou-li a;, b; komplexni, mame pro ¢ > 1 (vzorec (128) plati
iprog=1)

120 S S 3 b < (3 )T (3 T
n 1 n 1 n 1 n 1
(128) (3 o+ BelJ7 < (3 (ol + 67 S (3 Jael)T + (3 bul) -
k=1 k=1 k=1 k=1
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Velmi dasto se uZivd nerovnosti Buiiakovského, t. j. nerovnosti
(127) pro ¢ = 2 (nacez také ¢’ = 2):

(129) 1S abf <5 a3 ak
k=1 k=1 k=1

Dulezity je také p¥ipad b, = 1 v (127) pro ¢ > 1:

n n
(130) | > axlt < na1 3 |ayle .
. E E<1
Budte nyni déna neziporné é&isla a,, ..., a,; sestrojme vyraz
) 1
131) S, = 8,(a,, ..., a,) = (}!{ > a;‘:) (x + 0).
k=

Tento vyraz, t. zv. aritmeticky pramér stupné « z &isel a,, ..., a,, je
pfi danych @, funkei promé&nné «; vlastnosti této funkce budeme vy-
Setfovati.

Napted vSak poznamenejme: 1. je-li & < 0, nemé vyraz S, smyslu,
kdyZ nékteré a, se rovna nule (viz vSak cvié. 5). Abych véc ne-
komplikoval, budu pfedpoklidati v dalsim vdechna a, kladnd; roziifeni
vysledki na piipad, Ze nékterd a, by se rovnala nule, dostal bych
snadnym limitnim pfechodem.

2. Vyraz (131) nemé smyslu, je-li « = 0. Definujme proto S, =
= Sy(a,,...., a,) jako limitu:

(132) 8y =lim S, .

Existuje tato limita?
Pro « #+ 0 plati (131). Logaritmujme (131); jde o limitu vyrazu

1 ai + ... + a2
— g (@ >0)

(133)
v bod¢ 0. PiSeme-li f(x)=Ig iﬁ;";—'iﬁ, jest f(0) = lg% =0,

take vyraz (133) jest — (f(x) — /(0)) & jeho limita jest

£(0) = (a";lga1 +...4+alga,

1
ai + ... + a2 )“_0=;,j(lgal+...+lga,,).
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Prechodem od logaritmii k ¢islim dostaneme
EE%S“ = Val eea @y}
definujeme-li tedy S, rovnici (132), jest

(134) 8 = Sy(@y,e.-, a,) = Ja, ... a,,
t. j. S, je ,,geometricky pramér*.
V dalSim budeme piedpoklidati: jest déno n kladnych ¢isel a,, ...

ey @p; funkei S, (promé&nné «) definujme pro « % 0 rovnici (131),
pro « = 0 rovnici (132), nacez plati (134).

Véta 107. 8, je neklesajict funkce v intervalu (— oo, + o).

Dukaz. I. Budiz 0 <« < f, tedy f = qx, ¢ > 1; definujme ¢’
rovnici (1 19) Ve vété 103 piSme a; misto a,, 1 misto b;; vyjde Zak h

< (Za“)" n" 17), Jeito %: 1— ; , 1ze tuto nerovnost psati téz
1
(135) 71 Sag < (n-1 Jai*)? .

Umocnime-li obé strany na % a vSimneme-li si, Ze f = go, dostaneme
S, 8, pro 0 <o <B.

II. Budiz 0 > &« > B, tedy g = gx, ¢ > 1; jako dfive obdrZime
nerovnost (135). Umocnime-li nyni obé strany na zdporny mocnitel

l ’ .2 . v
=’ obriti se smysl nerovnosti a obdrzime S, > S; pro 0 > « > B.

IIT. Podle I, IT jest S, neklesajici v intervalu (0, + o0) i v intervalu
(— o0, 0). Stadi tedy, dokazati jesté toto: je-li f < 0 < «, jest Sz <
< 8, < 8,. Dikaz: zvolme 6> 0 tak, Ze 0 < «, — 6 > . Potom
podle I, II jest S, < 8_;, 8; < S,. Pro 6 > 0 4 obdrzime odtud
podle (132) vskutku 8; < 8, S, < 8,.

Poznamka. Podle vty 107 je specialng S, < §,, coZ je véta 100.
Véta 108. Funkce F(«) = lg S5 je konvexnt v intervalu (— oo, + ).

47) S¢it4 se ovSem podle k od 1 do n.
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Dikaz. BudiZ &, < & < a,; tedy lze psati « = £,a;, + £y (£, > 0,
t4>0, t, +t, =1). Rovnice pfimky, spojujici body [«,, F(x,)],
(g, F(x,)], jest

(136) y=Fla) + (Fleg) — F(w) 2 .
2 — X
Méame dokazati, Ze
(137) F(a) < F(o) + (F(o) — Floy)) 7>
2 1
Jeito « = tyx; + tyxy, 8, + t, = 1, lze (137) téZ pséti
(138) F(o) £ t,F(oy) + t.F(xg) -

Tuto nerovnost mame dokdzati. Ve vété 103 kladme aj'*, aj** misto
ay, by dile kladme ¢ = ti’ takie ¢’ = 71—; vyjde
1 2
20 < (Za)" . (Sa)"s

jezto t, 4+ t, = 1, lze psati téz
(139) — ez < (i Za:‘)t' : (l Za;:')t' :
n n n
Jest viak %Za{ = 84, coz plati i pro § = 0, nebot potom jsou obé
strany rovny 1. Misto (139) lze tedy téZ psati
87 < Szt Sz
logaritmovanim plyne odtud (138).
Véty 103 az 106 lze prepsati téZ pomoci funkce S,. Je-li na pi.
g <1, g # 0, plati nerovnost obricend k (125); ndsobime-li ji n~ %,
mizZeme ji psiti ve tvaru '
(140) Sy(ay + by, -..y @y + bp) = Sy(@y, - -5 @) + Sy(by, ..., by)

(pro ¢ = 1 plati nerovnost opaénd). Nechdme-li v (140) konvergovati
q k nule, dostdvame

So(a, + by, ...y @y + b)) = So(ay, -.., @) + Solbys -, ba)
t. j. dostdvame tuto vétu o geometrickém priaméru:
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Vé&ta 109. Jsou-li a,, ..., a,,; by, ..., b, nezdpornd, jest

n n n
(141) Vi, +8) ... (@, +8,) = Va,...a, + Vb, ... b, .
Dokézali jsme tuto vétu vlastné za pfedpokladu, Ze viechna a,,
b; jsou kladni; je-li viak na p¥. nékteré b, rovno nule, odpadé posledni
¢len v (141) a nerovnost je samoziejma.

Cvideni

1. Ve v&ts 103, 104 plati znamenf rovnosti tehdy a jen tehdy, je-li
ag: by =agd:bg =...=al:by .43
2. Ve vété 105, 106 plati pro ¢ 3 1 znameni rovnosti tehdy a jen tehdy, je-li
a,:b, =a,:b;, =... =a,:b,.49)

3. Rovnice S,(ay, -.., a,) = S4(a,, ..., a,) plati pro « < § tehdy a jen tehdy,
jellia, =a, =... =a,.

4. Ve vztahu (138) plati znameni rovnosti tehdy a jen tehdy, je-lia; = a, =
= ... = q,.4%)

5. Definujme S,(a,, ..., a,) pro « < 0 i v tom pfipads, Ze ndkterd a, jsou
rovna nule (a ostatni oviem kladnd): ona a,, jeZ jsou rovna nule, nahradim

dislem 6 > 0 a najdu limitu pro 6 — 0. Tato definice davé S,(a,, ..., a,) = 0
pro & < 0, jakmile n&které &islo a, je rovno nule.

6. Viechny vysledky tohoto paragrafu lze pondkud zobecniti. Budte pevnd
déna kladné &isla y,, ..., ¥,; pro kladné a, ..., @, a pro o + 0 definujme*?)

=
Yag|

n

S, = @u(a,...,a)=(—._.
* ! " 12 S iR ol 2 3oy |

dale definujme &, = lim &,; vyjde
a—)

1
So(@1 o ay) = (af*...alMrt ot n,

(Pro y; = ... =y, = 1 pfechdzi &, v nafe diiv8jsi S,.) PiSeme-li ve v&ts 103
1 1
y§a, misto a,, ¥§ b, misto b,, obdrZime pro ¢ > 1

S1(a1dys +- o1 Bpby) < Sy, --v By) Slby, .ovy by)

Zobecnste podobnym zpusobem ostatni v8ty tohoto paragrafu, jakoZ i cvien{
1—4.

48) Pro jednoduchost se omezuji na kladné a;, b;.

499) Pro &« > 0 mohou byti té% n&kterd a, rovna nule; také pro « < 0 mohu
pfipustiti a;, = 0, postupuji-li podobng& jako v cvié. 5.
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§ 13. Funkciondinf rovnice pro funkce az, 22, a%, alg z. Vé&ta 110.
Budi% | koneénd redlnd funkce v oboru E,, kterd md tyto dvé vlastnosti:

I. Pro ka%dé x <E,, y <E, je
(142) flz +y) = f(=) + () .*)
II. Existuje interval (y,d), ve kterém [ je budto shora mebo zdola
omezend.
Potom existuje a « E, tak, Ze pro vdechna x ¢ E, je f(z) = ax.

Dikaz rozdélime na nékolik kroki. Ze (142) plyne f(z) = f(x+ 0) =
= f(z) + £(0), tedy
(143) f(0) =o0.

Dile f(22) = f(z) + f(z) = 2f(), f(32) = f(22) + f(z) = 3f(=), a in-
dukei ithned

(144) frz) = rf(a)

pro r=1,2,3,... a kaidé z. Déle f(x) + f(— z) = f(x — z) = O,
tedy

(145) (—2) = — f(z) .

Odtud a ze (144) pro celé zdporné,r = — m: f(rz) = — f(mz) =
= — mf(z) = rf(z), tedy (viz jesté (143)): (144) plati pro viechna celé r.

Pro pfirozené n je dile f(z) = nf (% x) (podle (144)), a tedy pro
raciondlni r = %" (m celé, n celé kladné)

fra) = f (%‘ x) — mf (% x) =m. - fz) = rf(@)

t. j. (144) plati pro kadé raciondlnt r a kaZdé x.

Mohu déale pfedpokladati, Ze y, 8 maji totéZ znameni (staci, vezmu-li
dast intervalu (y, 8)), a konedné Ze y, ¢ jsou kladn4:

o<y<éd,
nebof podle (145) je f zdola nebo shora omezend v (— 8, — y).

%) To je ,,funkcionélnf rovnice‘‘ pro funkei f, t. j. vztah mezi jejimi hodno-
tami v raznych bodech.
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Smime koneéné predpoklidati, Ze f je shora omezend v (¥, 9) (jinak
bych vySetfoval funkei — f):

f@) S K<+ o proy<z<s.

Jeli y <z <9, jetél y<y+6—z<é, tedy f(z) =fly +6) —
—fly + 6 — ) = f(y + 8) — K, takze f je Vv (y,9) i zdola omezena.

(146) f@))EL<+ o0 proy<z<é.

Budiz z > 0; sestrojme raciondlni r tak, ze y < rz < 4, t. j. %<

< —:—< ; Podle (144), (146) je

@)l = fira) S =
Vzhledem k (143), (145) je tedy pro kasdé x
) < el 2
Ale f(z) = f(x — y) + f(y), takie
o) =t = lfw — 9l S 21—

Odtud je ihned vidét, Ze f je spojitd v E,. Polozme f(1) = a, takZe podle
(144) f(r) = ar pro v8echna raciondlni r. Budiz z ¢ E,; existuje posloup-
nost raciondlnich ¢isel r, r,, ... tak, Ze lim r, = z. Ze spojitosti plyne
f(x) = lim f(r,) = lim ar, = ax.

Podrobnégjsi informace, na pf. také pro funkcionalni rovnici kosinu,
viz na konci této knihy (Dodatek, § 4).

Cviéeni

I. Budiz F koneén4 realna funkce v oboru E,, ktera ma tyto vlastnosti:

I. F(x + y) = F(z) F(y) pro 2 ¢ E;, y ¢ E,.

I1. Existuje interval (y, 4), v ndmz F je shora omezena.

Potom je budto F = 0 nebo existuje a ¢ E, tak, Ze F(x) = €% pro viechna
Z e El. .

Névod. Je-li F(z) =0 pro jedno r, je F(x) = 0 pro vSechna z (podle I).
Vyluéme tento pripad. Potom F(r) = F*(4x) > 0. Poloite f(z) =Ig F(x) a
uzijte véty 110.
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2. Budi% g koneéna realna funkce v oboru (0, + o), ktera mé tyto vlastnosti:

L g(zy) = g(=) g(y) prox > 0,y > 0.
II. Existuje interval (y, d) (0 < y < é), v n8m% g je shora omezen4.
Potom je budto g = 0 v (0, + o) nebo existuje a ¢ E, tak, Ze g(x) = a° pro
v3echna z € (0, + o0). Navod: Polo%te F(t) = g(e?) a uZijte cvid. 1.
3. Budiz k koneéna redlns funkce v oboru (0, + ), kter4 mé tyto vlast-
nosti:
L. h(zy) = h(x) + h(y) prox > 0, y > 0.
II. Existuje interval (y, d) (0 < y < ), v n8mZ je h shora nebo zdola ome-
zZend.
Potom existuje a € E, tak, Ze h(x) = algx pro vSechna x > 0. Navod: Po-
loZte f(t)= h(e!) a u%ijte vty 110.
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