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KAPITOLA VII.

PARCIALNI DERIVACE A TOTALNI DIFERENCIALY

V této kapitole bude slovo ,,funkce* znamenati vidy koneénou
komplexni funkei nékolika (feknéme r) redlnych proménnych. Je-
jim oborem je tedy néjakd mnoZina M C E,, jejimi hodnotami jsou éisla
z K,. N&které z vét této kapitoly plati jenom tehdy, omezime-li se na
redalné funkce; tato okolnost je ve znéni véty vidy vyslovné uvedena.
Ale pozor! Také u nékterych vét, platnych pro komplexni funkece,
je dukaz proveden tak, Ze je spravny jen pro reilné funkce. V tom
piipadé si étendf doplni vysledek pro komplexni funkei f = f; + if;
tak, Ze uZije dokdzaného vysledku zvlast na reilnou é&ist f, a zvlast
na imaginarni &ast f,. Piiklad: Hned v § 1 véta 182 plati jen pro
realné funkce. Naproti tomu véty 183, 184 jsou vysloveny i pro funkce
komplexni (nebot v jejich znéni se nikde realita nepozaduje). V jejich
dukazech se viak uZiva véty 182, t. j. podané dukazy jsou spravné
jen pro realné funkce. Pouzitim vét 183, 184 na reilnou a imagindrn{
¢ast komplexni funkce ovéif si ¢tenai sdm (obyéejné se o tom vibec
nezmitiuji), Ze v&ty 183, 184 plati i pro komplexni funkce. N&které
dikazy jsou v8ak poddny také tak (na pf. u véty 202), Ze plati pfimo
pro komplexni funkce.

Prostor E, pojimédme jako normovany redlny linedrni prostor (kap.
VI, § 1, piikl. 4). Jsou-li z = [z, ..., 2,], ¥y = [¥1,-.-,¥-] body z E,,
a ek, znati z +y =[x, + ¥y, ..., %, + Y.}, 6% = [ax,, ..., ax,]. Za
normu |z|| bodu z budeme vidy briti n&které z &isel

r L
=] = Max |z;| nebo |jz|| = ( 3 |=[?)" (p = 1);
1555r j=1
vzdélenosti bodi x, y rozumim pak é&islo o(z, y) = |lx — yl|. Metriky
v E,, které odpovidaji uvedenym normam, jsou ,,skoro stejné ve
smyslu kap. VI, § 1, pozn. 4, a pro vétiinu naSich problému bude
lhostejno, pro kterou z nich se rozhodneme. Pokud nebude feteno

nic jiného, budeme stile poditati s normou |jz/| = Max |z,| a tedy s me-
15j<r
trikou o(z,y) = | — y|| = Max |z; — y;|, naleZ oviem ,koule*
1Sisr
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2a,8) = E@x <E,, |x; —a;| <d pro j=1,...,r) je interval tvaru
z

,»krychle*.

Slova ,,uzivér, ,,uzavieny“ a pod. znamenaji ,uzavieny v E
atd. Podobné slova ,,funkce spojita v bodé ¢*, ,limita funkce v bodé
¢ (bez dalsiho dodatku) znamenaji spojitost a limitu vzhledem
k E,. Oviem slova ,,funkce spojitd v mnoziné M zachovavaji svij
vyznam podle def. 16 (funkce spojitd v kaidém bodé mnoZiny M
vzhledem k M). Pokud neni jinak fedeno, minim slovem limita a
znakem lim vidy koneé&nou neboli vlastni limitu: kde jde vyjime&né
o nekoneénou neboli nevlastni limitu, jde vidy ¢ limitu 4 co nebo
— 00 (nikdy o limitu c0); podobné pro derivace.

Hodnoty vySetfovanych funkei jsou ¢&isla z E, nebo z K,; vzdalenost
takovych dvou ¢isel z, y m&fim oviem ¢&islem |z — y| (neuZivim tedy
redukovanych metrik o*, *p z kap. VI, § 4, piikl. 1, 2). Ve shodé s tim
znadi slova ,,Posloupnost funkei f, konverguje k f stejnomérn& v mno-
Zing M toto:

Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, ¢ N tak, Ze (z ¢ M, ne N, n >> no) =
= |fa(z) — f(z)| < &. Podobné& stejnomérna spojitost funkce f v mno-
Ziné M znadi, Ze ke kazdému ¢ > O existuje 6 > 0 tak, Ze

(zeM, yeM, |z —yl|l <) =|fx) — fly)] <e.
Misto ||z — y|| lze oviem psati Max |z; — y,].
1<i<r

Pro &tendfe, kterym se v kap. I, § 8, pozn. 5 snal nelibilo, Ze pro
kartézské souliny vlastn® neplatil asociativni zdkon (obesli jsme to
jakymsi ,,ztotoZiiovanim‘‘), podotykam, Ze u prostora E, se muZeme
této obtiZzi vyhnouti takto: Definuji E, jako mnozinu v8ech r-&lennych
posloupnosti [z, ..., z,] koneénych redlnych &isel. Je-li na pi. 4 C E,,
BCE, CCE,definuji A X B X C jako mnozinu vSech posloupnosti
[%1, Zg, ..y Tpyeye] takovych, Ze [z, ...,%,) €A, [®riy, --- Tpys) € B,
[@giss1s <5 Zpysee) € C. Specialné E. X E;, X E, = E,,,,,, E; X E; X
X ... X E; = E, (r &initelu vlevo) a pod. Je ziejmo, Ze pii této de-
finici plati asociativni zdkon: (A X By x C =A X BX C = A4 X
X (B x C) a pod. Podobn& lze postupovati u K, = K; X ... X K;
nebo u prostora E} X ... X Ef, *K; X ... X *K, a u jejich ¢asti.
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Podotknéme jeste, %e E,. K, jsou separabilni tplné prostory (viz
def. 30 a 18). KaZd4 mnozina, uzaviena v E, (resp. v K,), je tedy také
upln4 (véta 148). Mnozina M C E, (nebo M c K,) je kompaktni tehdy
a jen tehdy, je-li omezena a uzaviend (véta 156).

Budeme uzivati znakd O, o ve smyslu kap. VI, § 13 (napisi-li na
pt. f(x) = O(g(z)) pro = — ¢, minim tim ,,pro z —->c¢ v E,*). Bod
[0, O, ..., 0] ¢ E, budeme nazyvati poditkem nebo nulovym bodem
v E,; mohli bychom jej znaédit o,, ale budeme jej znaditi prosté o, bez
obavy, Ze by doslo k zdméné na pi. mezi o, = [0, 0] a 0; = [0, 0, 0]
nebo k zaméné se symbolem o(g(z)).

Znadime-li urditou funkeci znakem f, zna¢ime jeji hodnotu v bodé&
z znakem f(x) nebo f(z,, ..., z,). Casto si viak dovolujeme , licenci‘
a uzivime poslednich dvou znaki i pro funkei, pisice na p¥.: ,,funkce
z,z; sin (z,2,7,) a pod.

§ 1. Parcidlnf derivace (viz téz DI, kap. XIII, § 3). Budiz f redlnd
funkce r proménnych, definovand v bodé a = [a,, ..., a,]. Zavedme
funkei g.jedné proménné, definovanou rovnici g(z;) = f(ay, --., @;_y,
Z;, a4y, ..., a,) (pokud prava strana ma smysl). Existuje-li derivace
g'(a;), nazyvame ¢&islo g'(a;) parcidlni derivaci funkce f podle
j-té proménné v bodé a (tato derivace muZe také byti nevlastni, ale
od tohoto okamziku budeme uZ miniti vyhradné vlastni derivace).
Tato parcidlni derivace zavisi na a, je to tedy jistd funkce r promén-
nych, oznadime ji tteba znakem f; a nazveme ji prosté parcidlni de-
rivaci (1. ¥fddu) funkce f podle j-té proménné; jeji hodnotu v bodé z
(nebo a, nebo z, ...) znaéime pak oviem f,(x) (nebo f;(a), nebo f,(2), ...).
Tato funkce f; miZe miti v nékterych bodech opét derivaci na p¥.
podle k-té promé&nné, kterou potom znadéime f;, nebo f;, to je t. zv.
parcidlni derivace druhého ¥ddu funkce f, a to (napied) podle j-té,
potom podle k-té proménné. Obdobné muzZeme definovati a znaditi
parcidlni derivace vy¥¥ich fadid. Tohoto oznadeni nékdy budeme uZi-
vat; ale nékdy je nepohodIné, ponévadz na pf. indexy potfebujeme
také k tomu, abychom rozliSovali rizné funkce (a bylo by trochu
drahé, tisknout na pf. indexy, znamenajici derivovéni, zelenou bar-
vou). Proto zavadime tasto jind oznadeni, znama d&tendfi z DI, kap.
XIII, § 3. Znadime-li hodnoty funkce f znakem f(x) nebo f(z,, ..., z,),
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piéeme miSto fh ll.k ¢asto nebo f;j’ l:i‘lt nebo fz’: fx"z

ox;’ 0x,0%, x
(to jsou tedy funkce).l) Hodnoty téchto derivaci v bodé z =
— & l(x) azf(xlt seey zf)
= [z, ..., %] Znalime pak oviem na pf. T O o, nebo W .

Neékdy si dovolujeme jestd dalii licenci a oznaéu]eme na pf. poslednim
znakem funkeci f;, a nikoliv hodnotu f,,(z). Ctendti je pravé
tento zpisob (ne zcela disledny) bézny z DI, kde jsme ho pievainé
uzivali; na p¥. je mu jasné, co rozumime rovnici

% (sin (2%*yz)) = 2xz cos (x*yz) — 2x3yz? sin (2%yz).

Hrozi-li nékde nedorozuméni, pomahéame si pfipojovianim vysvétluji-
&, =, 2) (0, 2, 1),

cich symbold; na pr.[ 0 Ot o’

] je rozhodné jasnéjsi nez
t=1)

I-'_
z=1

oviem zcela jasny je zde téZ symbol f,,(0, 2, 1). Vite z DI, kap. XIII,
§ 4, ptikl. 1, Ze funkce r proménnych, jez ma v néjakém bodé parcidlni
derivace (1. fddu) podle vdech proménnych, nemusi byti v tom bodé&
spojita, je-li r > 1. NapiSme jesté explicite definici parcidlni derivace
v bodé z = [z, ..., z,]:

8/(3:) oy, ..., x,) _

o0x;

(1) (=) =
= hm 4 (f(@, ooy Tjg, 5 + Ry Zjpqy ooy ) — &gy ooy Xy, ..oy Z,)).

* Tym% zpusobem definujeme (a oznatujeme) parcidlni derivace kom-

plexni funkce reilnych proménnych f = ¢ + ilp, definujeme 3%{‘
rovnici (1) nebo — coz je totéZ — rovnici ( o _ 61/; Abychom

3‘”5_%;

1) V tomto oznadeni je jistd nedliislednost: JestliZe f je funkce dvou prom&nnych
a napifi-li znak f,, bude tim &tenat asi rozuméti derivaci funkce f podle prvni
proménné (predstavuje si asi oznadeni (=, Y)). Ale n&kdy se mysli na pf. na
oznadeni f(¢, z), & potom se znakem f, mini derivace podle druhé prom&nné.
Proto budeme téchto oznadenf uZivat jen tam, kde nedorozumdni je vylougeno.

Ctenéaf zné také z DI oznadeni typu
*f csf
ox? a2 9x,0%,0%,0%,0,

a pod.
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nemusili vyludovati funkce jedné proménné (r = 1), pfipoustime i pro
o &f
né znaky — Pl TR . vedle obvyklejsich = i
Dokézeme nyni vétu, analogickou vét& o pfirtistku funkce (véta
133 v DI):
Vé&ta 182. Budi? f(x,, z,, ..., ,) redind funkce, majici parcidlni deri-
f

vace — (j=1,...,r) v jistém intervalu I. Budte a = [a,, ..., a,],
oz,

b=1[by,...,b,] dva body z I. Potom existuji body &, ..., &7 (&) =
= [&, ..., 7)) s témito vlastnostmi:

@ 16) — f(a) = za»,—a,) a"f

Min (a;, b)) < £ < Max (a;, b) pro j = l, ot k=1,..,r
Nadértnéte si obrazek pro r = 2, r = 3.
Dukaz. Jest
(3) f(b) — f(a) =
= z (f(ys -y bjy @jyqy oes @) — f(bys ony by, @pp oo a,).

Pro kazdé 7 ma funkce

gi(&) = f(by, -, by_py &, @44y, ..., ay)
derivaci v <a;, b,)?) (a je tam tedy spojitd). Podle v&ty 133 v DI je
tedy j-ty s¢itanec v (3) roven
3/(5‘”)
9;(b;) — g5(a;) = (b; — a,) 91(4}) = (b; — a;) —/——,

kde £ = [by, ..., b;_y, &s @guas -+, @), & £; leZi mezi ay, b,. Staéi nyni
dosadit do (3).

Odtud plynou dva dusledky:

Véta 183. Parcidlnt derivace 1. fddu funkce f budte omezené v oteviené
mnotiné M. Potom f je spojitda v M.

Dikaz. BudiZ a € M. Je-li b dosti blizko a, plati (2) a odtud ihned
lim f(b) = H(a).

b—a

?) Prob; < a; bych mél psati <b;, a;>; prob; = a; je j-ty &len v (3) roven nule.
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Véta 184. Pro funkci f(z,,...,x,) budiZ T 0 ve

vdech bodech oteviené souvislé mnofiny M. Potom f je konstanini v M.

Poznéamka 1. Budiz M = (0, 1) u (2, 3); f(x) = 0v (0, 1), {(z) =1
v (2, 3). Zde je f' = 0 v M, ale f neni konstantni v M. OvSem M neni
souvisld; pfedpoklad o souvislosti je tedy podstatny.

Dikaz. BudiZz pfedné M otevieny interval. Budte a, b dva body
z M. Vzorec (2) ihned dava f(b) = f(a), takZe f je konstantni v M.

Vezméme za druhé obecny piipad. Budte opét a, b dva body
z M. Podle véty 172 existuji oteviené intervaly I, ..., I, tak, Ze a € I,,
bel,, I, c M, 1,1, + 9.V kaidém I, je f rovno jisté konstanté c;.
Ve spoleéném bodé intervala I;, I,,, je f(x) = ¢;, f(x) = ¢;,,, tedy
C; = Cipy, tedy f(a) = c; = ¢y = ... = ¢, = f(b).

Dusledek. Maji-li funkce f, g v oteviené souvislé mnozing¢ M
stejné parcidlni derivace 1. fadu (stile oviem minim vlastni deri-
vace), je rozdil f — g konstantni v M.

Ptiklad 1. Budiz f funkce r prom&nnych v oboru B C E,, kde B je
oteviend, a necht funkce f nezivisi na poslednich » — s proménnych
(1 £ 8 < r)2) (viz kap. VI, § 10, pozn. 10). To tedy znamend toto:
Je-li A ,,projekce’* mnoziny B, t. j. mnozina onéch bodu [z, ..., z,],
k nimZ existuje aspoil jeden systém z,,, ..., z, tak, Ze [z,,..., z,,
Z,41 -+ Z,] € B, potom existuje funkce g v oboru 4 tak, Ze

[y, ooy 2] € B = f(xy, .00y 2,) = g(24, .0y Z) -
Podle kap. VI, § 10, pozn. 8 je A rovnéZ oteviena.

Snadno dokdZeme: f mé v B viechny parc. derivace aZ do n-tého
fddu tehdy a jen tehdy, ma-li g v A vSechny parcidlni derivace az do
n-tého ¥adu, nadez plati toto:

Je-li n&které z &isel 7y, ..., j. (m < n) vétsi nez s, je

o

0x;, ... 0x;, =0vBEB.

32) Také se Fikd, %e f zdvisi jen na prvnich s prom&nnych.

360.



Jsou-li viak j,, ..., j,, nejvyse rovna s, je pro kaidé z = [z, ..., %,] ¢ B

ami(xl’ ce xr) _— 3'"9(2'1, b .’t,) .

ox;, ... 0x;, ox;, ... 0%,

Pro n = 1 plyne dikaz ihned z rovnice (1): posledni zidvorka vpravo
je nula pro j > s, a je rovna obdobnému rozdilu pro funkei g, je-li
j < s. Dali dikaz indukei podle n.

§ 2. TotdIni diferenciil. Definujme podobné, jako jsme to uéinili
pro r = 2 v DI, kap. XIII, § 4:

Definice 37. BudiZ | funkce r proménnych, definovand v jistém okoli
bodu a = [ay, ...,a,). Zvolme é&isla A,, ..., A, a definujme funkci n
(ptéeme n(h) = n(hy, ..., b,)) rovnicems
(4) fla + k) — f(a) = Ashy + ... + Ak, + |[B]| . 7(R)

(5) n(0) = 0.3)

Lze-ls &isla A,, ..., A, voliti tak, Ze funkce 7 je spojitd v bod€ o (t. 7. Ze
lim (k) = 0), nazyvdme funkci bodu h, danou vyrazem

ko

(6) Aby + ... + 4R, Y
uplnym nebo totdlnim diferencidlem funkce f v bodé a a Fikdme, Ze f md
totdint diferencidl v bodé¢ a.

Poznamka 1. UZijeme-li symbolu o z kap. VI, § 13, miZeme de-
finici 37 vysloviti struéné&ji téz takto: Funkei bodu %, danou vyrazem
(6), nazyvame totdalnim diferencidlem funkce f v bod¢ a, jestliZe je

(1) fa+ k) — f(@) = Aghy + ... + Ah, + ofkl) prok —>o.

Nebof tato rovnice neznamend nic jiného, nez Ze jeji posledni ¢&len,

déleny ||k|| — coZ je prave 5(h) z rovnice (4) — méa pro A — o limitu 0.
Z (7) je vidét, Ze smysl definice 37 by se nezménil, kdybychom

normu |[|k|| nahradili nékterou z norem,’ uvedenych na podéitku této
kapitoly. Nebot okolnost, Ze pro néjakou funkci g je g(h) = o(||||),

3) Pro b = o nenf y(h) rovnici (4) definovdno — rovnice je splnéria, av volim
n(o) jakkoliv.

4) Pii ¢emZ A, jsou tak volena, Ze 7 je spojitd v bod$ o.
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g(h
t.J. lhlm ll(h||) = 0, znamend totéz, af pod normou j|A|| rozumimeMa<x |4
—0 l;j='
¢i (ZJ’%'I");, kde p > 1, nebot podil t&chto &isel leZi vintervalu <;—, 1>

’=
(Viz nerovnosti (8) v kap. VI, § 1, p¥ikl. 3).

Pozndmka 2. Podrobny vyklad k této definici (pro r = 2) byl
podén v DI, kap. XIII, § 4; tam jsme v definici 33 uZili normy |&,| +
+ ... + |h,|, ale vime, Ze na tom nezileZi. Definice 37 se uziva také
tehdy, je-li f komplexni funkce r redlnych proménnych (viz k tomu
pozn. 3). U funkei jedné proménné znamend existence diferencidlu

(slovo ,,totdlni“ se pro r = 1 obyéejné vynechivd) v bod& a totéZ
jako existence vlastni derivace f'(a) (viz DI, kap. VIII, § 4).

Véta 185. Je-li vyraz (6) totdlnim diferencidlem funkce f v bod€ a, je
of(x) .
= | 22= <i<
A, [327;];-4; pro 1S5S r.
Diukaz. V (4) volte hy=...=h;_; =0, h; £ 0, by, = ... =

= h, = 0, délte éislem A; a prejdéte k limité ; — 0.

Poznimka 3. Ma-li tedy f totalni diferencial v bod& e, mé tento
diferencial nutné tvar

® 542

a rovnici (7) lze psati ve tvaru

0
(© fa+ 8 f@ = 3 LD, + oqhi.
(Nehrozi-li nedorozuméni, oznaéuji parc. derivaci funkce f v bod®
f( a)

a podle j-té promé&nné znakem —— a pod.)

Vsimnéme si jesté komplexnwh funkei f = ¢ + iy (¢, y realné
funkce). Aby f méla totlni diferencial v bodé a, k tomu je podle de-
finice 37 a podle véty 185 nutno a stadi, aby funkce 7, definovand
rovnief

3f (a)

fla + k) — f(a) = h; + |kl n(R)
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méla pro & — o limitu 0. RozepiSeme-li zde redlnou a imagindrni &ast
(pidice n = #n, + ing, 7y, 7; redlné), obdrzime

#a+h) —gle) =3 % a""“’ by + 1B 73(h) ,

@+ b —ypa) =3 ""5’7‘5“’ by + 5] 7a(h) -

Ale lim n(k) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li lim #,(h) = lim #,(k) = 0.
Tedy: f ma v bodé a totilni diferencial tehdy a jen tehdy, maji-li
@, v v bodé a totalni diferencidl, nadez totilni diferencidl (8) se vy:
jadii takto totalnimi diferencidly funkei ¢, y:

of@), _ < 99(a) . Cy(a)
Z?jhf— 2. o, hy +12, o, h; .

V&ta 186. Md-li f v bod¢ a totdlnt diferencidl, je f spojitd v bodé a.
Dukaz. Z (7) plyne lim f(a 4 k) = f(a).
h—o

Vé&ta 187. Jsou-lv parcidlni derivace g— G =1, ..., r) spojité v bodé
i

a = [a,, ..., a,], ma funkce f v bod¢ a totdlni diferencidl.

Dukaz. Parcidlni derivace existuji jisté v jistém okoli bodu a.

Pro dosti malé |jA|| plati tedy (2), kde klademe b = a + k. Ze spoji-
i

tosti derivaci plyne af,(_fl)) [;Z

podle (2) je (vzhledem k ‘nerovnosti k| < [Ikf) f(a + ) — f(a) =

+ o(1) pro h —o, takZe

_ v (%) _ < %) -
= )Zl( oz, )h, —iﬁ o, h; + o(||k])), coZ je (7).
Poznamka 4. Mezi f, g budiZ tyz vztah jako v § 1, piikl. 1, t. j.
f(x].: ceey xr) == 9(371, ey xl) .
Potom plati: f ma totilni diferencisdl v bodé @ = [a, ..., a,] ¢ B

tehdy a jen tehdy, ma-li g totdlni diferencidl v bodé [a,, ..., a,] = a’,
nateZ totalnf diferencial funkce f v bod¢ a je

< dg(a’) h,

10
(10) 2 o,
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Dukaz: Jest — kladu-li &’ = [hy, ..., b,] —

(11) fla + k) — f(a) = g(a’ + h’) — g(a’) .
I. Ma-li g v o’ totalni diferenciél, je
(12) gla’ + k') — g(a’) = P(F') + of|iR"]]) ,

kde @(k') je vyraz (10). Jezto ||A'|| < ||B|| a jezto pro 2’ = o je v (11)
vpravo i vlevo nula, je posledni ¢len v (12) o(||k]|), a tedy

(13) fla + k) — fla) = D(R’) + o(ilk]) .

II. Mé-li f v a totalni diferencial, volme &, ..., &, libovolng, &,,, =
=...=h, = 0, natez z (9) a z piikl. 1 v § 1 plyne rovnice (13), coz
je totozné s (12).

Poznamka 5. Budiz a = [a,. ..., a,). Z funkce f (r prom&nnych}
vytvoime funkei g (s proménnych, s < ) rovnieci

(14) Gy ooy ) = f(Xyy ooy Ty Agrqgy ovey By) «

Totalni diferencial funkce g v bod® [a,, ..., a,] — existuje-li — nazy-
v4 se parcidlnim diferencidlem funkce f v bodé [a,, ..., a,] vzhledem
k proménnym z,, ..., z, (nebo: vzhledem k prvni a% s-té promé&nné).
To tedy znamena (pidi-li &' = [hy, ..., h,]), Ze jest (pro A’ — o)

flay + by cosa,+ by @y, ....a,) — f(ay, ..., a,) =
(15) L of(a)
= 2 —=— hy+ o((R']).
2, b ol
Existuje-li v bodé a parcidlni diferencial vzhledem k z,, ..., z,, exis-
tuje téZ parcidlni diferencidl vzhledem k z,, ..., z._; v bodé& a (dikaz:
v (15) kladme A, = 0); parciadlni diferencidl vzhledem k =z, ..., z,
znamena totéZ jako totalni diferencidl. Existence parcidlniho dife-
rencidlu vzhledem k jedné proménné z; (v bodé a) znadi totéz jaka

existence o v bod a.b)
ox,

Piirozené, Ze parcialni diferencidly definujeme obdobné, jestlize jde
0 jiné proménné nez je pravé prvnich s proménnych.

) Nebof u funkeci jedné prom¥nné znali existence totdlnfho diferencidlu
totéZ jako existence derivace.
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Pozniamka 6. Je-li f(z,, ..., z,) funkce zavisla ,jen na x,, ..., z,*
(ve smyslu pozn. 4), plati toto: funkce f ma v bodé a totalni diferencidl
tehdy a jen tehdy, m4-li tam parcilni diferencial vzhledem k z,, ..., z,,
nadez oba tyto diferencidly jsou didny tymz vyrazem fy(a) by + ... +
+ f{a) h, (v ptipadé totilniho diferencidlu jest oviem tento vyraz
pojimati jako funkei r proménnych, nezavislou na hy,y, ..., A;).

Poznamka 7. Viechny dosavadni vysledky tohoto paragrafu plati

i pro komplexni funkce (stadi, aplikujeme-li je zvlast na redlnou
a zvla§t na imagindrni &ast).

Pozndmka 8. Misto ,,totilni diferencidl“ budeme pro zkriceni
oby¢ejné rikati ,,diferencial®.

Poznamka 9. Podejme jeité jednu geometricky zabarvenou in-
terpretaci pojmu totalniho diferencidlu redalné funkce f. Graf této
funkce je dan rovnici
(16) Y = [y, %y ..0r )

t. j. je to mnozina téch bodu [z, ..., z,, ¥] € E,,,, které vyhovuji této
rovnici. Grafem linearni funkce A4z, + ... 4+ 4,2, + 4, je ,nad-
rovina‘‘, dana rovnici

(17) y=Ax, + ...+ 42, + A4,.

Zvolme bod a = [a,, ..., a,], sestrojme bod P = [a,, ..., a,, f(a)] (le-
zici v grafu funkce f) a ptejme se, zda existuje nadrovina tvaru (17),
prochazejici bodem P, ktera se piimyka ke grafu (16) v okoli bodu a
tak tésné, Ze

(18) f@) — (Ayey + ... + Az, + Ao) = o(llx — a))

pro z — a; takovou nadrovinu, existuje-li, nazveme teénou nadro-
vinou ke grafu funkce f v bod& P.6) Ale (jezto (17) prochdzi bodem P)
rovnice (17) ma nutné tvar

y= Al(xl - al) + cee + Ar(xr - ar) + f(a) ’
takze (18) lze téz psati
(19) f(z) — fla) — Ay, — a;) — ... — A,(z, — a,) = o(lx — af) .

¢) To je zobecn¥ni otizky, poloZené v DI, kap. XI, § 3, I (str. 320 v 1. vyd.,
str. 326 v 2. vyd.).
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Pifeme-li z = a + &, je (19) totozna s (7). Tedy: hledand teénd nad-
rovina existuje tehdy a jen tehdy, md-li f v bodé a totdlni diferencidl,
nadez rovnice teéné nadroviny je

= af‘“)( %, — a;) + f(a) -

i
Cvideni

V t&chto cvilenich vyjime¥nd zavadim normu |z = Vxl .+ 22 Jeli
llz|| = 1, fikéme, Ze x je ,,smdr*‘. Viechny sméry v E, vypliiuji kompakt.ni mno-
¥inu, toti% ,,jednotkovou kulovou plochu‘ € (zg + .+ 23 = 1).Jsou-li z, y

— z
”y z" smér; Fikame mu smér od z do y. Je-li z bod,
y — x
& smér, je mnoZina viech bodi x + ts (kde é&islo ¢ probfh4a interval (0, 4+ o))
polopiimka o poéateénim bodd z.

I. Budiz M C E,, a e MM’. Sestrojme vSechny sméry od a do z, kde z pro-
bthd mnoZinu M = (a). Existuje-li posloupnost 2, z®, ... tak, Ze z'™ + a,

(n) __
lim 2™ — a, 2™ ¢ M, lim ”x(m “H — s, Fikéme, Ye polopfimkaa + 5 (0 < t<
< + ) je polotednou mnoZiny M v bod¥ a. UkaZte, e v katdém bodéa e MM"

aspori jedna takova poloteéna existuje.

2. BudiZ f(z,, ..., z,) redlnd funkce, spojitd v bod¥ a. Sestrojme graf této
funkce, t. j. mnozinu M c E, , viech bodu [z,, ..., z,, f(z)]. DokaZte: f ma v bod&
a totélni diferencial tehdy a jen tehdy, jestlife vSechny polote&ny mnoiiny M

dva ruzné body z E,, je

v bodé [a,, ...,a,, f(a)] vyplhiuji pravé jednu nadrovinu tvaru z,4, = 2 Ayx; —

— a;) + f(a) (tedy nikoliv rovnob&znou s (r + 1)-nf osou soui'a.dmc) Totélni
diferencidl v bod® a je pak forma A4,h; + ... 4+ 4,h,. To je dalSi geometricka
interpretace pojmu totélniho diferenciélu.

3. Predpoklad spojitosti v bod§ a v cvi¢. 2 nelze vynechat. Piiklad: BudiZ
f(x, y) = 0 vSude, vyjma v bodech z < 0, ¥y = 0, kde necht f(z,0) = 1. Vy-
Setfujte bod a = [0, 0].

§3. Totiini diferenciél sloZené funkce. Poletnioperace se zjednodusi,
zavedeme-li trochu jinou formulaci pro existenci diferencidlu (E.

Cech):
V&ta 188. Funkce f md v bodé a = [a,, ..., a,] diferencidl?) tehdy

) Rozumdj oviem: totdlnf diferencidl. Viz pozn. 8 v § 2.
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a jen tehdy, existuji-li funkce r proménngjch B,, ..., B,, spojité v bod€ o
a takové, Ze je

(20) Ha + B) — f(a) = By(k) by + ... + B,(k) b,

v jistém okoli poldtku (t. j. pro dosti pro mald ||k||). TotdInim diferencid-

lem funkce f v bod€ a je pak funkce bodu h, dand vijrazem

9f(a)
ox;

By(o)k, + ... + B,(0o) h,, takZed) = By(o) .

Dikaz. I. Necht tato podminka je splnéna. Jeito B; jsou spojité
v bodé& o, je B;(k) = B,(0) + o(1), takZe z (20) plyne

(21) fla + k) — f(a) =ilB,(0) h; + o(|IR]) ,

coz je (7) s A; = Bj(o).

II. Nechf f mé diferencial v bod® a, takZe plati (4), (5), kde 7 je
8pojitd v bodé o. Tyto okolnosti se podle pozn. 1 v § 2 nezméni, jestli-
%e pod normou ||| rozumim na chvili &slo |hy| + ... + |&,|-?) Ale
potom lze psati (a to zfejmé& i pro A = o)

fa + b) — fla) = 'l<A,- + (k) sgn hy) by ,

7
a funkce By(h) = A4; + n(h) sgn h; jsou spojité v bodé o.

Hlavni véta tohoto paragrafu je

Véta 189. Budte ¢,, ..., 9, redlné funkce 8 proménnyjch, majict.
diferencidl v bodé a = [a,, ..., a,]; polofme b; = @;(a) (G =1,...,7).
BudiZ | funkce r proménnych, majict diferencidl v bodé b = [b,, ..., b,].
Potom funkce F (s proménnych), definovand rovnict

(22) F(t) = Heat), -... (1))

8) Viz v&tu 185.

%) Cfslo 7(h) (b * o) se tim zm¥ni: ndsobf se initelem Max [A,|

(A + «ee + [Ry]
ktery viak je nejménd roven %— a nejvyse 1.
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md v bodé a diferencidl, ktery (jako#to funkce bodw [h,, ..., h,]) je ddn
vyrazem?19)

< 9[(0) < 9gy(a)
f=1 0% £ Oty

(23) hy .

Tedy (véta 185) je prok =1,...,s

oF(a) < of(b) ops(a)
24 — L= AT 2N
( ) 3tk j=1 3&:5 3t,,

Poznamka 1. f smi byt komplexni; ¢; musi byt reilné, protoze
se jejich hodnoty dosazuji do f(z,,...,2,) misto (redlnych) &isel
Ty eeer Ty

Pozniamka 2. Dislednéjsi je oviem toto psani rovnice (24):

(25) Fio) = 3 1,0) pale)

kde F, je derivace funkce ¥ podle k-té¢ proménné, podobné f;; naproti
tomu ¢;, je derivace funkce g; podle k-té proménné; tady je jenom
nepfijemné, Ze indexy j (pofadové &islo funkce ;) a k (symbol deri-
vovani) maji zcela odli¥ny smysl. O jinych zpusobech oznadeni viz
pozn. 3.

Dikaz véty 189. Pro dosti mald |||, [|H|| (b = [h,, ..., h,], H =
= [H,, ..., H,]) je podle pfedpokladu a podle vty 188

(26) Pa+ ) — g0) = 3 Aplh) by (1 S < 7)
k=1

(4,4(h) spojits v bods = o, A(0) = pala)) )

(27) (6 + H) — o) = 5 B(H) H,

of(b)
0:

i
znadi parc. derivaci funkce

10) Zde vidime trochu neduslednost naseho oznateni.

op;(a)
ot

@; v bodé a podle k-té prom&nné. Ale proé jsme si zvolili pravé pismena z, t?
1) UZivam oznaleni z (25).

znadi parc. de-

rivaci funkce f v bod& b podle j-té6 prom&nné;
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Diéle je

(28) F(a + k) — F(a) = f(ps(@ + B), ..., g,(@ + k)) —

— Hgi(a), ..., p.(a)) .
Zde je @sa) = b;; definujme funkce H,(h) rovnicemi H,(k) = ¢,(a +
+ k) — ¢4a) = ¢;(a + k) — b;. Dosazenim do (28) a (27) plyne

Fa+ b) — Fla) = [(by + Hy(h), ...) — fby, -..) =
_ é_‘lB,.(Hl(h), oo H(R)) Hy(h) .
Ale podle definice H,(k) a podle (26) vychézf
29) Fla + k) — F(a) =ZIB,.(HI(1L), ...)élA,k(h) b .

Uvézime-li, ze H;(k) = @,(@ + k) — @;(a) jsou spojité v bod& o (nebot
@; maji diferencidl v bodg a, viz vétu 186), ze H,(0) = ¢,(a) — @,(a) =
= 0, a Ze kone¢né B, jsou funkce spojité v bodé H = o, vidime, Ze
koeficient pfi A; v (29), t. j. soudet

(30) Ci(h) = ’ilB,(Hl(h), ...) Au(h),
je funkef spojitou v bodé & = o; jeZto podle (29) je
Fa+ ) — F(@) = 3 Culh) b,
mé podle véty 188 funkce F diferencidl v bodé¥ a, a jest
Fi(@) = 0uo) = 3 B0) dulo)= 3110) gule),

coZ je rovnice (25),

Poznémka 3. Mimo oznaleni (24) nebo (25) se hojnd uZfvd —
hlavné v podetni praxi — jiného oznadeni, které ted vyloZzim. Necht
z zévisi na r proménnych z,, ..., z,, pi¥me

(31) 2= f(@y, ..., 2,) ;
dosadime-li sem za z; jisté funkce
(32) T, = ‘pl(tb A ] tc): ey Xy = ‘Pr(tn LR tl) >
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jevi se z jakoZto funkce ¢,, ..., ¢

(33) 2=F(t, ..., t) = f(@sllys -+ s bs)y oous Prltyy -y ) -
Maji-li z; jako funkece ¢y, ...,¢!2) v jistém bodé ¢t = [¢,, ..., ¢,]'3) di-
ferencidl, a mé-li z jakoito funkce z,, ..., z,'%) v ,,pfisluiném‘ bodé
z = [zy, ..., Z,], daném rovnicemi (32),1%) diferencial, ma i z jakozto
funkee ¢, .... t,1%) v bodé ¢ diferenciil a jest
o _ 5 &
e oy Oy
Pii tom tato rovnice je minéna takto:

oF(¢ & Of(x) ops(t
(35) 3‘5:) =i-1—é(x—5)_%§.-—).
nebo jesté jinak psino:

(34)

r

(36) Filt) = 3 (=) palt) -

i=1
Oznadeni (34) je velmi vyrazné, vzorec se snadno pamatuje, a proto
se ho &asto uziva. Neni vSak dosti dusledné, a proto nékdy muze
vésti k vainym nedorozuménim. V takovych piipadech uZijeme
ovsem oznadeni (35) nebo (36) nebo kone&né poddme v textu prislus-
nou vysvétlivku. O oznateni (34) jsem dosti mluvil v DI, kap. XTII.§ 5:
¢tendfi to jists stadi.

Poznamka 4. Uvedme piiklad, ktery se ¢asto vyskytuje. Budiz
r = 8 + ¢ a budiz f funkce r proménnych, piSme
(37) gy ooy gy Y1y oees Yo) -
Sem za y; dosadme y,(z,, ..., z,); dostaneme funkeci F, definovanou
rovnici
(38) F(@y, oevs Tg) = f(Tgy ooy gy Wi(@1y vy Ty)y wons Pol@ry ooy Ty))
Chceme-li miti totéZ oznageni jako ve vété 189, musime psati

Pn(®) =2, (n =1, ...,8), P im(@) =p.(2)(m=1,...,q),

kace ;-

13) Ve vétd 189 to byl bod a.

14) T. j. funkce f.

15) Ve vé&ts 189 to byl bod b.
16) T. j. funkce F.
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nadez
(39) oF 2/_ L of opm

ox,  ox; m-l.a?l; oz,

Derivace funkei v,,, F se poéitaji v bod& z, v némz se predpoklada
existence diferencialt funkef y,,; derivace funkce f se potitaji v bodé
[Z1) -0 Zs, P1(X), -5 Wo(x)], v nEmZ se predpoklads existence diferen-
cidlu funkece f.

Zpusob psani (34) by zde vedl k nesrozumitelné formuli

0z 0z L 0z by
40 L 22 W,
( ) 3$k azk m=1 33/1;. azk
ot

pomoci si miZeme tfeba také tak, ze vlevo pifeme o
k

nebo podobné,
rozuméjice tim derivace funkce F.

Poznamka 5. Jestlize ve vété 189 predpoklddame pouze existenci
parciadlnich diferencialti funkei ¢; vzhledem k prvnim p proménnym
(1 < p < 8), vyjde nam existence parcidlniho diferencidlu funkce
F vzhledem k prvnim p proménnym, a (24) plati pro k = 1, ..., p.17)
Predpokldddme-li pouze existenci parcidlni derivace funkei g;
podle, feknéme, I-té proménné, plati (24) pravé pro hodnotu k = I.
U ,,vnéjsi‘“ funkce f musime oviem zachovati pfedpoklad existence
totdlniho diferencidlu (nebot zméni-li se na p¥. ¢,, mohou se zménit
hodnoty vSech funkei g,).

Nisleduji tii velmi dilezité priklady.

Priklad 1. Budiz M c E, mnoZina, majici tuto vlastnost: Je-li
x = [xy,...,2,] € M a je-li t libovolné kladné é&islo, je téZ tx = [tx,, ...
..., tz,) € M (kritce: mnozina M se skldd4 z ,,polopfimek‘‘, majicich
krajnf bod v o). Pro jednoduchost pifedpokliadejme, Ze o nelezi v M.
Budiz k redlné ¢islo. O funkei f (r proménnych) ¥ikdme, Ze je homo-
gennt k-tého stupnd v M, jestlize pro kazdé x e M a kaidé ¢ > 0 je
(tz) = t*f(z).

Necht f je funkce r proménnych, majict totdlni diferencidl v kaZdém

17) Dikaz: Do véty 189 misto funkef ¢; dosadim funkce w;(fy,--.,2,) =
= @i(lys ceerlpy Cpayy «--) Gg)-
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bodé x € M. Potom f je homogennt k-tého stupné v M tehdy a jen tehdy,
jestlize pro kaidé x € M je

S .. =)
(41) ’21 Z; ox, kf(z)
(Euler). -

Dukaz. I. Necht f je homogenni k-tého stupné v M. BudiZ z ¢ M

pevné zvoleno. Derivovanim rovnice f(tx) = t*f(x) podle ¢ dostavime
pro t > 0 (véta 189)

(42) 3 o = W)

kde % zna¢i derivaci funkce f podle j-té proménné v bodé ¢tz. Dosa-
5

zenim ¢ = 1 plyne (41).

II. Necht plati (41) pro kazdé = « M. Zvolme pevné z ¢ M, poloime
F(t) = f(tx) a poditejme pro ¢ > 0 derivaci

(43) dit (E*F () = t-*-1(¢F'(8) — EF(2)) .

Ale zévorka vpravo je podle v&ty 189 (5(;{— znadi opét derivaci v bodé

J
r
tx) t> x,-aa?/ — kf(tz). Ale tento vyraz je roven nule podle (41) (nebot
i=1 § :

také bod tx lezi v M).

Tedy je leva strana v (43) nula, t. j. ¢-%F(t) = t-*f({x) nezavisi na
t; tedy t-*f(tx) = 1-%f(1.2) = f(z), takie f je homogenni k-tého
stupnd v M. '

Ptiklad 2. Jacobiovym nebo funkénim determinantem funkef

f1s -+ I+ podle proménnych z,, ..., z, nazyviame determinant
oh o
ox,’ " ox,

h o |
3_:1:1""’8—3:, =ll))((£:---,/r)

o e )
o o
ox,’ """ ox,
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D) _ ot
D(z) ox”
z4visi funkee f,, ..., f, jeSt& na jinych proménnych; tak na pf. piseme

D@z + y + 2, zy2) _ _
Dz 7) =1l.yz—1.2y.

Pro r = 1 je oviem Pfitom nevadi, jestliZe vedle z,, ..., z,

Dokazme toto dulezité pravidlo: Nechf reilné funkce ¢, ..., ¢,
(r proménnych) maji diferencidl v bodé a = [a,,...,a,] a necht
funkee fy, ..., f, (r proménnych) maji diferencidl v bod& b = [b,, ...
.. b,], kde b; = @;(a). Poloime F,t,, ..., t,) = F;(t) = fi(eit), -..
.os @y(t)). Potom jest

o) [BEnoB)] _[Dlfant] [Dlpn 0]
D(tl, . t,) f-a— .D(Il, vees Z))z-p ) D(tl, ceny tr) t=a

Dukaz: Podle véty 189 stoji vlevo determinant z prvki
OF (@) _ S 3fnld) pi(a).
3t k j=1 axj : 3tk ?
véta o nasobeni determinanti dava ihned hledany vysledek.
Vzorec (44) se obvykle psava ve tvaru

D(zla ey Z,.) S D(zl, ey Z,) D(xl) ey xr)
D, ...,t,) Dz, ...,x,) Dty ..., ) "

(45)

Je to zobecnéni pravidla pro derivovéni slozené funkece: g—tz-:
_ 4z dz
T dzde

Priklad 3. Determinant

. Viz jesté cvid. 1, 2.

L1 -+ L1

Zog e X
D — 21 er

Ly - Lyy

je linedrni funkei prvki j-tého ¥fadku, koeficient pfi z; je jeho do-
plnék X,,. Tedy —;2 = Xj. Jsou-li z; funkce jedné prom&nné ¢,
1k

majici v jistém bodé& derivaci, je podle pravidla (24)
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(46) D)= 3 x X

=1
(S4rka znadi derivaci). Ale soudet vpravo je ziejmé soudet r determi-
nantl: j-ty z nich vznikne z D tim, Ze se prvky j-tého fddku nahradi
derivacemi z;y, ..., z,,. Zavisi-li na p¥. pouze prvky prvniho fddku na
t (a ostatni jsou konstanty), je

Zyy -0 Xyp
(47) Dr(t) — le . x'?.r
Lpp ooe Tpp

Roli #4dkt a sloupci mozno oviem zaménit. Podobné, kdvtv z;, za-
visely na nékolika proménnych.

Jeito jsme uZili véty 189, zdidlo by se, Ze vysledek plati jen teh iy,
jsou-li z;; realné funkce. Ale D je soudet jistych soudinii (se zinameniis
+) prvki z;. Jde tedy vlastné jen o derivovani soudtu a soudina —
ale piislusna pravidla plati i pro komplexni funkce (viz DI, text za
vétou 184). Tedy vysledek pifikladu 3 plati i pro komplexni funkce
x;; rozmyslete si to podrobné (viz cvié. 4).

Cvideni

I. Budte dany funkee fi(zy, ...,%) (7 = 1,.., 1), @ty .- t,) (K =1, ..., 8).
PoloZme Fy(ty, ..., t,) = F(t) = f;(@,(2), -.., @,(t)). Za pfedpokladi obdobnych
jako v prikl. 2 jest
D(F,, ... F,) D(fy, o fy) Digys-eor 93)

D(tl, ooy t’,) ]g‘<i’<' --<i,§8 D(x,-‘, ceoy Z'J-') D(tl, oy t,.)

(48)

(Pro 7 > s znadi pravé strana nulu; pro r = s obdrZite vysledek piikladu 2.)

2. Rovnici (48) ovéite piimym vypottem piednd pro f, =z, + 2, + x5 +
+ 24 fo = BTy, @y = by, @y =1E, @ = Uity @y =13 (r = 2,8 = 4), za druhé
pro fy =&, f, = 2%: fs =22, f4 = x%, @1 =1t + bty + 3+ b, Py = bttty
(r=4,8=2).

3. Rovnici (41) ové&ite pfimym vypodétem pro homogenni funkce

3 2 5 Z1Xg o0 T\ /
Vxl-{—xz ... a2, x;+x;+...+x;’ ],:c1+xzy

arct ! z, + Zy 4+ ...+,
gz,’ xf—}-x.f,—{—...ﬁ-xf,'
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4. Ze vysledek piikl. 3 plati i pro komplexni funkce z(t), nahlédnete snadno
takto: Derivujete-li D podle pravidla o derivovani soutu a soulinu, dostanete
D’ vyjédreno jako jisty polynom P (v 2n? proménnych z;,, :z:;.k). Vzorec (46),
platny pro reilné funkce x;, ndm davd D’ rovnd% jako jakysi polynom v xj,
:c;k; tento polynom (t. j. pra.vé', strana v (46)) se tedy rovné polynomu P pro
vSechny redlné hodnoty z;, z; (snadno sestrojite funkce x;,, majici v bod$ ¢
libovolné predepsané hodnoty x;(t), x;k(t)); podle pozn. 1 v kap. VI, § 23 se
tedy pravé strana v (46) rovné polynoma P, t. j. derivaci D’(t), i pro kom-
plexni funkce x;,.

§ 4. Diferenciil funkce vzhledem k mnoZin&. Budiz M CE,, a =
= [ay, ..., a,] e M. Definujme mnozinu M, ,,posunutim®: he M,
tehdy a jen tehdy, je-li @ + h e M. Funkce f (r proménnych) budiz
definovana budto v celé mnoziné M nebo alespoii v mnoZiné
M . Q(a, 8), kde 6 je jisté kladné &islo. Budte A4,, ..., A, né&jaké &isla
a definujme funkeci % (r proménnych) rovnicemi

(49) n(0) =0,
(50) fla + k) — f(a) = ZIAJ%- + [kl n(k)

pro k % o, a + h e M . Q(a, 8). Jestlize n je spojitd vzhledem k M,
v bodé 0,18) nazyvdme funkei bodu 2
(52) Aby 4 .o+ Ah,
diferencidlem funkce f v bod& a vzhledem k mnofiné M.

Poznémka 1. Je-li a vnitinim bodem M, je to prosté totdlni di-
ferencial. Je-li na pf.

M= g(xl+l = Qg1 o0y Ty = a,),
z

souvisi né§ pojem velmi tizce s pojmem parcidlniho diferencidlu vzhle-
dem k z,, ..., z,. Zaroveii je patrno, Ze v tomto pfipadé a + h ¢ M =
=hyyy = ... = h, = 0, takZe na volbg &isel 4,,y, ..., 4, Vv (52) ne-
zalezi (na rozdil od totilniho diferencidlu, kde &isla A, jsou urdena
jednoznadéné vétou 185); viz o tom cvié. 3, 4.

18) Je-li a € M’, znaédi to
(51) lim n(k) =0;
h—o

a+heM
je-li a isolovanym bodem M, je vie trividln{.
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Poznamka 2. Je-li specidlng f funkce jedné proménné (r = 1),
a e MM', nazyvame limitu (existuje-li)

B0 h
a+heM

= fu(@

derivaci funkce f v bod€ a vzhledem k M (a to i kdyZ je to nevlastni
limita).1?) Pro M = {a, 4+ o) je to t. zv. derivace zprava, pro M =
= (— 00, a) derivace zleva, které jsme zavedli jiz v DI, kap. VIIL, § 1,
def. 24.

Existence diferencialu v bodé a ¢ MM’ vzhledem k M znadi pro
r = 1 zfejmé totéZ jako existence vlastni derivace (53) (v (50) pro
r = 1 stadi déliti ¢islem &, a prejiti k limit&).

Poznamka 3. Jeliae N, C M a ma-li f v bodé a vzhledem k M
diferencial (52), ma také f v bodé a diferencial (52) vzhledem k N,.
Podobné pro derivaci (ve smyslu pozn. 2).

Poznidmka 4. Necht f ma v a vzhledem k M diferencial (52).
Definujme funkei g (» proménnych) takto: Pro z ¢ M . 2(a, 6) kladme
g(x) = f(z), pro z € Q(a, 6) — M kladme

(54) g(x) = f(a) + Al(xl - al) + ...+ Ar(xr - ar) .
Tedy
(85) g(@ + ) — g(a) = A1hy + ... + Ak, + o(|IR]]) 5

nebof pro @ + ke M . 2(a, 6) to plyne z (50), a pro @ + & e 2(a, 8) —
- M é&len o(j|h||) podle (54) viibec odpadne. T. j. vyraz (52) je total-
nim diferencidlem funkce g v bodé a. Definici funkce f lze tedy tak
,,yoz8ifit** na celou mnoZinu Q(a, 8), Ze novad funkce bude miti v a
totdlni diferencidl (52).

Véta 190. BudiZa e M CE,, b ¢ N C E,. Necht redlnd funkce @;(t;, -..
e ty) (=1, ...,7) md v a vzhledem k M diferencidl

8
(56) 2 Aahy .
E=1
1) V piipad$ nevlastnf limity se omezuji na redlné funkce.
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Necht b; = @s(a), b = [by. ..., b,]. Necht funkce f(x,,...,x,) md v b
vzhledem k N diferencidl

(67) > Bh;.
j=1
Necht existuje 6 > 0 tak, Ze
teM.Qa,d)=[pyt), ..., p,(t)] e N .

Potom ,,slofend funkce‘

F(t) = Hea®), .- 94(2))
md v a vzhledem k M diferencidl

r

(58) z B"LilAikkk .

j=1
Tedy totéz formélni pravidlo jako ve v&té 189.

Dukaz. Ve smyslu pozn. 4 najdu funkce y; tak, aby ¢ e MQ(a, J) =
= y,(t) = @;(t) a aby (56) byl totdlnim diferencidlem (v @) funkce
y;. Podobné najdu funkeci g a &islo o, > 0 tak, aby z ¢ NQ(b, 6,) =
=g(x) = f(x) a aby (57) byl totidlnim diferencidlem (v b) funkce g.
SloZena funkce G(t) = g(y4(t), ..., v,(t)) mé podle v&ty 189 v bodé a
totalni diferencidl (58). Ale pro v3echna ¢e M, jeZ jsou dostatetnd
blizka bodu a, je zfejmé G(t) = F(t), a odtud plyne vysledek.

Pozndmka 5. Pro r = s = 1 (a pro vlastni derivace) dostavdme
specidlné rovnici
(58a) Fy(a) = fx(5) pula)

(F(t) = f(¢(t)), b = p(a); pFedpoklady si doplni &tenaf).

Na pi.: JestliZe ¢ zobrazuje interval M do intervalu N, jestlize ¢
mé v kazdém bod& intervalu M koneénou derivaci vzhledem k M
a jestlize funkce f mé v kazdém bodé& intervalu N konednou derivaci
vzhledem k N, potom plati (58a) v kazdém bodé a ¢ M. V tomto
vysledku je na pf. obsaZena véta 11 z JI.

Cvideni

I. Budte ¢, f dv§ funkce jedné prom&nné (¢ budiZ reélna). Necht ¢ méa
v bod8 a derivaci zleva, 0 > ¢’ (@) > — o0, necht f m4 v bodd b = ¢(a) ko-
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neénou derivaci zprava. Potom sloZena funkce f((¢)) md v bodd a derivaci
zleva ', (b) ¢’ (a). (Pro¢ smime uZiti vzorce (58a)?) VySetiete, v kterych dalSich
ptipadech (derivace zprava — zleva, derivace funkce ¢ kladni — zaporn4)
dostanete obdobné vysledky.

2. BudiZ (v prostoru E,) M, prvni kvadrant (véetn& hranice, t. j. mnoZina
viech bodu [z, y], kde x > 0, y = 0; obdobnd u ostatnich kvadranti), budiZ
M, druhy kvadrant atd. BudiZ f(z,y) = |z| + |y|. Tato funkce ma na p¥.
v ka’dém bod$ uvniti druhého kvadrantu totdlni diferencidl — h, + hy;
v kaZdém bodd [— @, 0] (@ > 0) ma diferencidl — k; + hy vzhledem k M,,
— hy — hy vzhledem k M;. V bodé [0, 0] ma vzhledem k M,, My, My, M,
postupng diferencidly h, + ky, — hy + hy, — hy — hy, by — h,. VySetiete téZ
ostatni body.

3. Budiz (v E;) M parabola y = z?% f(z, y) necht ma totélni diferencial ve
viach bodech mnoZiny M. Potom vSechny funkce A%, + Bh,, jeZ jsou v bod&
[z, z?] diferencidly funkce f vzhledem k M, jsou ddény podminkou: B libovolné,
A= g + 2z (% - B); nejsou tedy A4, B jednoznatng stanoveny.

4. Budiz M C E,; budiZ a ¢ M a necht funkce f(x,, z,, ;) mé v bod® & vzhle-
dem k M totalni diferencidl 4.k, + Aghy + Ajh,.

Cvig. 3 ukazuje, Ze A4,, 4,, A, nemusi byt jednoznafn& urlena. DokaZte:
«) Je-li a isolovanym bodem mnoZiny M, lze 4,, A4, A, volit libovolnd. g) M4-li
M v bodé a pravd jednu poloteénu (viz cvié. k § 2) nebo praveé dvs, leZicf v jedné
primce, lze dvd z &isel A, voliti libovolns, tretf je jimi uréeno. y) LeZi-li vSechny
polotedny mnoZiny M v bod$ a v jedné roving, ale nikoliv v jedné piimce, lze
jedno z &isel 4; volit libovolns, ostatnf dvé jsou jim urdena. J) NeleZi-li jmeno-
vané poloteény v Z4dné roving, jsou &isla 4 ; jednoznaéné uréena.

Zobecnéte na funkce r prom&nnych.

§ 5. Diferencidlni symbolika. Podle definice 37 a véty 185 m4 funkce
f v bodé z = [z,, ..., z,] totdlni diferencial, jestlize pro kA = [A,,...
p
.wh]—>o0 je

(59) fla + B — 1) = 3 T by + ol
Vyraz
(60) 5 @) ),

/=1 Oz,

je (pii pevném z) funkci bodu %, kterou jsme nazvali diferencidlem
funkce f v bodé z. BudiZz M, C E, mnoZina onéch bodi z, v nich% f mé
totalni diferencial. Potom vyraz (60) se jevi funkci dvou bodu z, A
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(t. j. 2r proménnych) v oboru M, X E, (t. j. pro z € M, a libovolné &).
Tuto funkei (s oborem M, X E,) nazveme (totidlnim) diferenciflem
funkce f a oznadime ji df.2°) Hodnotu funkce df v bod& [z, 2] bychom
méli znadit df(z, £),2!) ale bude pro nas pohodlngjsi psati d,f(x) (z e I1,,
h libovolné). Pfi pevném z ¢ M, je (60) funkci bodu h; budeme ji
znaditi df(z)?19) (je to pravé ta funkce, kterou jsme v def. 37 nazvali
diferencidlem funkce f v bodé& z). Pii pevném & je naopak (60) funkei
bodu z v oboru M,, a tuto funkci oznadime d,f.

Zavedme tyto specidlni funkce V,, ..., V, v oboru E,:
(61) V,-(.’l:l, ceey .’1:,.) == 2:,

(prosté: Hodnota funkee V; v libovolném bodé se rovna j-té soufad-
nici tohoto bodu). Funkei V; miZeme fikati ,,j-t4 nezavisle proménns‘

(prostoru E,). Ze spojitosti parcidlnich derivaci funkce V; (ZTV’ je O
k

pro k + j, 1 pro k = j) plyne pro kaidé x ¢ E,, h ¢ E, existence totdl-
niho diferencidlu

(62) d)Vi(@) =h;.
Z (60) je tedy patrno, Ze je

(63) df = >, i’dV,- =>f;dV, v M, x E, .B)
1 3x, i=1

j-
ve . . aye . seo a I3
Pii tom jsme si dovolili malou ,licenci“: funkce 5_:1!:- = f; musime
5

dusledné pojimati jako funkce dvou bodu z, %, ,nezavislé“ na h.

Az na tuto nepatrnou licenci (jeZ nemuze vésti k nedorozuméni) je
oznadeni v (63) zcela dusledné. Ale v praxi by tato symbolika byla
tasto t&zkopadnd a nevyrazni. Proto si dasto dovolujeme podobnou

20) Pozor! df je definovano — podle naf definice — pouze v M; X E,; oviem
vyraz (60) miZe miti smysl i pro ndkterd z neleZici v M, (nebof se v bodé z
muiZe stéti, Ze parcidlni derivace existuji, ale diferencidl neexistuje — viz DI,
kap. XIII, § 4, prkl. 1).

.:))d df je ned8litelny znak, ozna&ujfci jistou funkci, podobnd jako sin, Ig
4 pod.

316) Podle oznadeni v kap. I, § 8, pozn. 3 bychom mohli té% psiti djf**.

t1) To znamené (viz kap. I, § 9), Ze rovuice plati po dosazenf libovolného
boduz e M,,h ¢ E,.
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licenci jako v oznadovéani funkef. Misto ,,funkce f v oboru E,, defino-
vana pro viechna redlné z, ¥, z rovnici

(64) f(x, Y, 2) = 2%y — Bayz"
fikdme dasto ,,funkce z%y — 3zyz‘‘. Podobné pifeme &asto
(65) d(z%y — 3zyz)

a minime tim ,,df, kde f je funkce svrchu popsana.* Pfi tom jeit& se
nékdy vyrazem (65) mini diferencidl df, jindy diferencidl v uréitém
bodé (t. j. df(z, y, 2)). Uzivame-li této licence, potom misto ,,j-té
nezavisle proménné*, t. j. misto funkce V;, definované rovnici (61),
piSeme z;, a misto diferencialu j-té proménné dV; piteme dz,, takZe
se psava

(66) df = > - dz,

(licence vpravo), na pr.
d(ziz, — 23) = (20,7, — 32}) dzy + 23 dz,,
d sin (t2u) = 2tu cos (f2u) df 4 £2 cos (t2u) du
(licence na obou stranach).
Pii tom oviem, hrozi-li nedorozuméni, je nutno podati vysvétlivky
nebo se vratit k dusledngjdimu oznadeni (63).
Diferencidlni oznadeni, jak uvidime pozdé&ji, je velmi vyhodné a
umoziiuje dalekosihlé zmechanisovani mnohych podetnich vykoni.

Vezméme zatim jediny ptiklad. Mé-li funkce f (r proménnych) vbod&
z totalni diferencial, je23)
_ < @)

(67) df(x) = 121 oz, dz; .
(Vpravo bych mél psiti dV,(z); ale jezto d,V;(xz) = h; nezdvisi na z,
nehrozi nedorozuméni, pidi-li dV,, nadeZ pouZiji ,licence’* a pisi
dz;.)

(67) plati pro kazdé x € M,, coZ mohu pséti

r a
(68) d/=z—fdx, v MIXE,..
i=1 0%;
13) Do formule (66) dosazuji pevay bod z, kde¥to bod h ztst4vé ,,promdnny*‘.
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Polozme nyni z = f(z), t. j. hodnoty funkce f oznadujme z, a piSme
(68) ve tvaru

(69) dz = 2 dz; v M, x E,
(to vlastn& neni #4dné nova ,,hcence“ — stadilo by funkei oznadit
znakem z misto f).
Ale nyni si mysleme, Ze do rovnice z = f(z) = f(x,, ..., r,) dosadime
Z8 Z, ..., Z, podle vzorcl
(70) Z; = @i(ty, .., t)
nade z se ,,jevi funkef proménnych ¢,, ..., ¢,
(71) 2= f(@ylbys oo es bs)s voos Pelly, oo 8)) = F(ty, .. 05 8,)
(samé , licence** v psani).
Mi-li (redlnd) funkece ¢; pro j = 1, ..., r diferencidl v bodé& ¢ a ma-li
f diferenciil v ,,pFislu§ném‘‘ bodé
(72) z = [@1(t), ..., ()],

mé F v bod$ ¢ diferencial, ktery podle véty 189 mé pro kazdé A hod-
notu

_ L@ (S

S P rerN]

neboli

(74) ar@) =3 D a0,
j=1 i

Je-li N mnozina on&ch bodu ¢, v nichZ svrchu zminéné predpoklady
jsou splnény, je tedy

(75) dF = Z d% ’2‘ fidg; v N X E,;
zde je jenom jedna licence: dosazuji-li do této formule uréity bod ¢,

musim sestrojiti f,(x) = f ( 2) , kde z je bod (72) (a ne snad f¢)).

Pfi pevném ¢ ¢ N jsou leva i pravzi strana linedrnf formy v 4,, ..., h,.
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Ale zde se obydejné uziva této ,licence’. Jeito jsem f(x) oznadil

2, budu psati a%z misto %; jeito jsem sem za z; dosadil @(¢),
5 i

budu psiti dz; misto dep; (to by bylo v pofadku: stadilo by zvolit

oznateni z; misto ¢,;). JeZto se po tomto dosazeni z stane funkei

ty, ..., t, (totiz F(t)), pidi dz misto dF, a dostdvam (75) v obvyklém

tvaru

r
(76) dz=3 L az, v NxE,.

=1 0%;
Je to velmi vyrazny tvar, oviem vzhledem k mnoha ,licencim* je
nutno jej ¢&isti opatrné. Vzhledem k tomu, Ze vpravo z znadi f a vlevo
z znati F, bylo by snad jasnéjsi, psiti z* misto F a napsati (76) ve
tvaru

(77) dz*_—.z;—zdx, v N X E,.
i=1 0%

Pozoruhodné je, Ze (69) i (76) maji tyz tvar, ad jednou byly z; ,,ne-
zavisle proménné‘‘ a po druhé to byly funkece ,,nezavisle proménnych‘“
t;, ..., t,. To je dilezity zdkon ,,invariantnosti formy totilniho di-
ferencialu*. OvSem pozor na smysl! Dosadime-li do (69) za = pevny
bod z M,, plati (69) pro viechna &, ..., k,, t. j. pro viechny hodnoty
,,diferencidlti nezdvisle proménnych* dz,, ..., dz,. Naproti tomu, do-
sadim-li do (76) (nebo zictelnéji do (77)) za ¢ pevny bod z N, neplati
rovnice obecné pro vSechny hodnoty dz,, ..., dz,, nybrz pro viechny
hodnoty ,,diferencidlii nezavisle proménnych* d¢,, ..., d¢,. P¥i pevné
zvoleném ¢ € N znaéi totiz rovnice (77) pfesné toto: vztah

L Gz¥(t) < 2(x) < 0x,t)
78 — b= 2, —— h
(78) o, T 4~ o I;Zl o, "

plati pro v8echna bk, ..., h, a zde mohu psiti h, = df,, znadim-li

‘413

..,nezavisle proménné‘‘ ¢,, ..., ¢, (aby se pismeno z nepletlo).
Priklad 1. Kladu-li z = zy?, ¢ = u + v, y = uv, je viude

(79) dz = y2dex + 22y dy = (¥ + 2zyv) du +
+ (4 + 2oyu) dv .
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Spotitejte pfimo: z = (u + v) w2,
(80) dz = (3u?v? 4+ 2uv®) du + (2uv 4 3u2?) dv.
Dosadite-li do (79) z = u 4+ v, y = uv, dostanete oviem opé&t (80).

Poznamka 1. Budiz f funkei r proménnych. Zjistime-li, Ze v né-
jakém bodé z je

(81) df(x) = A, dz;, + ... + 4, d=, '

(kde A4,, ..., 4, — pfi pevné zvoleném xz — jsou é&isla) pro viechny

hodnoty dz,, ..., dz,, potom nutné A,I= a—éiﬁ) pro j=1,..r.
5

r

Nebot levé strana v (81) je >, %:) dz,;, a volba dz, = 1, dz, = O, ...,
5

i=1
dz, = 0 davd 4, = aé%-) , @ podobné dile.
1
Jestlize na pf. v jistém bodé x = [z, z,, z;, ] je

(82) df(z) = 7dz, + 12dz, — dx,,
je v tomto bodé

o _q o g, U _ 4 _
(83) = =2 = =0

Jedina rovnice (82) zastupuje tedy &étyfi rovnice (83).

Zirovenl je z této poznamky vidét, proé¢ ndm musily koeficienty
pii du, dv vyjiti v (79) tytéz jako v (80).

Priklad 2 (dosti dulezity). Vypodtem parcidlnich derivaci ihned
dostaneme diferencidly téchto funkei (u, v jsou nezévisle proménné;
A, B, m reilné konstanty): d(Au + Bv) = 4 du + Bdv; d(uv) =
=vdu + udv; d(u") = mum-1du (v > 0), d(u*) = vu’-1du +

! u 1 u vdu — udv
+ wlgudv(u > 0),d(;) = —?;du— Edv— — (v + 0).

Podle zakona o invariantnosti formy totalniho diferencidlu plati
tedy tyto vzorce i tehdy, jsou-li », v néjaké redlné funkce » promén-
nych, a to plati v téch bodech, v nichZ %, v maji diferencial. Na pt.
pro r = 1 mame d(u(z) v(x)) = v(x) du(zx) + u(z) dv(z); jeZto df(x) =
= f'(x) dz, dostavame (budto tim, Ze délime dx nebo Ze klademe
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dxr = 1) zndmé pravidlo (u(z) #(z))’ = u'(z) v(z) + u(z) v'(z). (K da-

kazu jsme potfebovali jenom trividlni fakt, Ze %9) =, 6(;:1;) = u.)

Podobné dostdvame bez jakychkoliv umélych obrati

((2)*@)’ = v(z) w(@)"@ " . w'(z) + uw(z)*? g u(z) . v'(z) .

Ale vzorce pro d(4u -+ Bv), d(uv), d(%) (pro v(a) * 0), d(u™) (pro

celé m; pro m < 0 nutno piedpoklddati u(a) + 0) plati i pro kom-
plexni funkce %, v (r redlnych proménnych) a komplexni konstanty
A, B v takovych bodech a, ve kterych u, v maji totélni diferencial.
V tomto pfipadé se oviem nemiZeme opfiti o v&tu 189 — musime
provésti dikaz pfimo; bude to uZitedné cvideni se symboly O, o.
Necht tedy u, v maji v bodé a diferencial, takie (uZivam stéle rovnic
tvaru (7))

u(a + ) — u(a) = 5 Chy + ol{hl)

v(a + k) — (@) = 5 Djh, + oIRl) -
Odtud ihned
(Auw(a + k) + Bv(a + k)) — (Au(a) + Bv(a)) =
= J(AC; + BD,) k; + o(jlkj) ,
¢imz dokazén vzorec pro d(4u 4 Bv). Déle
u(@ 4 k) v(a + k) — u(a) v(a) =
= u(a + h)(v(a + k) — v(a)) + v(a)(u(a + k) — u(a)) ;
jezto u(a + k) = u(a) + o(1) (» je spojitd v bodé a podle véty 186),
dostaviame vpravo
(u(a) + o(1))(SDjk; + o(|h]))) 4 v(a)(3Cshs + o(|IAl)) ;
jezto > D;h; = O(|h])), je posledni vyraz roven u(a) >Dh; +
+ v(a) 3.Ch; + o(|Ihll), ¢imZ dokézén vzorec pro d(uv).
1 v(@ + k) — v(a)

- . 1
Konetns, je-li v(a) + 0, je va+ k) va@)  v@) va + k)

1 1
v(a + h) = ,Ta—) + 0(1),

JeZto v je spojitd a rizné od nuly v bodd a, je
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1 1
tedy ve+n) va  va) (— + 0(1)) (EDth + o(lIr])) =
1 . (2 1} dv
~ %) 2.Dhy + o(|h]l), im% je dokézén vzorec d(-v—) =—0
Odtud a ze vzorce pro d(zv) plynou obvyklym zpisobem vzorce pro

u 1 m .
d (;) = d(u . —v-), d(u™) (m celé).
§ 6. Zadm&nnost parcidlnich derivaci druhého Fidu. V&ta 191.
Budi f funkee r proménngch (r > 1), a ¢ E,. Necht funkee f, = g,
1
f2= 2L maji v bods a parcidini diferencidl vzhledem % pronim dvima
2

proménnym. Potom

(84) f1a(@) = foi(a)
Poznamka 1. UZivim oviem oznadeni
o%f
flmn = M a POd.

Véta plati oviem tim spiSe, maji-li f,, f, v bod& a totalni diferencil.
V dikazu smim a budu pfedpokladati, Ze r = 2, nebof ostatni pro-
ménné jsou b&hem celé Gvaby konstantni: z;, = a,, ..., z, = a,.

Dikaz. Jeizto funkce f,, f; maji v a diferencidl (pfedpokladam
r = 2), existuji tyto funkce v jistém okoli Q(a, §). Pro 0 < h < § po-
loZme

(85) F(B) = 2 (/@ + by @z + B) — flay + b, as) — flay, a3 + B) +
+ f(ay, a,)) .
Zvolme h a poloime f(z,, as + k) — f(2,, a;) = ¢(z,); véta o piirtstku
funkce (DI, véta 133) davi
P(h) = 2 (pla, + b) — 9(a)) = 7 ¢'(a, + Oh) (0 < 6, < 1),
(86) Fp) = % (i@, + Osh, ay + b) — fy(a, + O1h, ay)) .
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JeZto f, ma v bodé a = [a1, @s] totalni diferencial a jeito body [©,k, k],
[©,%, 0] maji normu nejvyse A, je

fia, 4+ 01k, a; + k) = fi(a) + f11(a) Ok + fre(a) b+ o(h) ,
fulay + 04k, a5) = fi(a) + fu(a) Ok + o(R) ,

takZe z (86) plyne F(k) = fis(a) + o(1), t. j.
(87) hl_if&F (h) = fre(a) .

Polozime-li za druhé f(a, + &, ;) — f(a,, x,) = p(x,), méme obdobné
0<O,<1)

Ph) = 1 (90 + B) — plaz)) = 1 ¥/(as + O5h) =
= 2 (o + P 0y + OB) — folan, 0y + OB .

Odtud tpln& podobné jako pfed tim (pouze ulohy prvni a druhé pro-
ménné jsou vyménény) plyne

F(h) = fu(a) + o(1), ;.hm F(h) = ful(a) .
>0+

Srovnénim s (87) plyne (84).
V praxi je éasto uZitenéjsi tato véta:

Véta 192. Budif | funkce r (r > 1) proménnyjch. Necht f,, f, existuji
v jistém okoli £(a, ) bodu a = [ay, ..., a,] € E, a necht f,, je spojitd
v bodé a. Potom v bodé a je definovdna ¢ f,, a jest
(88) frz(@) = fula) .24)

Poznidmka 2. Je zfejmo, Ze jsem mohl vétu ponékud zobecnit:
misto f bych mohl vysetfovati pouze funkei dvou proménnych
@y, 25, @3, ..., a,). Zaroveni je vidét, Ze se miZeme v dikazu omezit
na pifpad r = 2, coz udinime (viz obdobnou pozn. 1).

Dukaz. Volim-li 6 dosti malé, mohu dosihnouti toho, Ze také
funkee f;; (jeZ je spojitd v bodé a = [a,, a,]) je definovana v Q(a, J).
Méme dokazati, Ze existuje

2, To je podstatné zobecndni v8ty 170 v DI, kde se existence parciélni de-
rivace f3, (a dokonce i jeji spojitost) v bod$ @ pfedpokladala.
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(89) lim - (fa(as + B ) — fa(as, a5)
->0

a ze ma hodnotu f,,(a).
Z existence f, plyne: Je-li 0 < |h| < 4, lze vyraz za znamenim
limitnim v (89) psati

.11
(90) }m(} 7% (Hay + b, ay + k) — f(ay + A, @) — f(a,, @, + k) +
+ f(ay, a,)) .
Oznadime-li tedy vyraz za limitnim znamenim v (90) znakem F(h, k),

mame dokézati, Ze

(91) lim (lim F(k, k)) = fs(@) .

h—0 k—Y
Z (90) vime, Ze vnitini limita v (91), t. j. hm F(h, k), existuje pro

0 < |h| < 4. Podle piikl. 1 v kap. VI, § 11 staél tedy dokézat, Ze
existuje ,,dvojnd‘‘ limita

(92) lim  F(h, k) = f,5(a) .
[, k1-10,0]
K20, k=0
Budiz tedy 0 < || <6, 0 < |k| < é; klademe-li f(z,, a, + k) —

— f(@1, a5) = @(x4), je
(93)  F(h k) = 1 (plas + h) — play)) = & 9@ + Osh) =
= = (o + Orh, @ + B) — fy(ay + Oh, a)

(0 < 6, <1). Kladu-li f,(a; + O}, x,) = yp(x,) a uvaiim-li, Ze f,
existuje v 2(a, 6), obdrzim
F(h, k) = y'(a; + Oik) = fr5(a;, + O:h, ay + Ock)

(0 < 0, < 1). Ze spojitosti funkce f,, v bodé a plyne pak (92).

Poznamka 3. Misto z,, , mohu oviem ve v&tich 191, 192 psaiti
viude z;, z; pro kterékoliv dva rtzné indexy j, k. Nejsou-li podminky
téchto vét splnény, mohou f,5(a), f;1(a) existovati a miti rtizné hod-
noty; viz DI, kap. XIII, § 3, ptikl. 5 a cvié. 4.
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§ 7. Funkce, majici totiIni diferencial n-tého fadu. Napfed dokazme
tuto drobnost:

Véta 193. BudiZ n > 0 celé. Necht vdechny parcidlnt derivace n-tého
fddu funkce f jsou spajité v jistém bodé a € E,. Potom jsou vdechny
parcidlni derivace funkce f od Fddu 0 aZ do Ffidu n — 1 spojité v jistém
okolt bodu a. (Derivace fadu 0 znadi zde i v daldim funkei f samot-
nou.)

Dikaz. Derivace?’) n-tého fadu jsou omezené v jistém okoli M
bodu a. T. j. derivace fadu » — 1 (majice omezené derivace 1. ¥adu)
jsou spojité v M podle v&ty 183. Odtud plyne obdobné spojitost
derivaci fadun — 2, n — 3, ... v M.

Piistupme k hlavnimu thematu tohoto paragrafu. BudiZ f funkece,
ktera v jistém okoli M bodu a m4 totdlni diferencial. T. j. df je defi-
novano v mnozingé M X E,. Zvolime-li » = [k, ..., k,] pevné, je

(04 af = 31

funkce (bodu z), definovand v M. Ptejme se, zda mé tato funkce
diferenciadl v bodé a, a to at si zvolime jakkoliv konstanty &y, ..., &,.
Volba k., =1, h; = 0 pro § % k ukazuje, Ze v tomto piipad$ musi
v8echny funkece f; miti diferencial v bodé a; a naopak, ma-li kazda f,
diferencial v bodé a, ma i jejich linedrni kombinace (94) diferencial,
a to pro libovolna A,. Zda se tedy pfirozeno definovati:

Funkce f mé v bodé a totalni diferencial druhého ¥adu, jestliZe plati:

I. f mé totalni diferenciél (,,prvniho ¥ddu‘) v jistém okoli bodu a.

II. Viechny derivace f; (j =1, 2,...,r) maji v bodé a totalni di-
ferencial (,,prvniho fadu‘).

Vyslovme nyni podobnou definici pro libovolny iid. Pfi tom di-
ferencidlu ve smyslu definice 37 budeme iikati také ,diferencidl
1. fadu‘.

Definice 38. BudiZ n 2> 1. Budeme fikati, Ze funkce f (r proménnyjch)
md v bodé a € E, totdlni diferencidl n-tého fddu, jestliZe plati toto:

I. Vechny parcidlni derivace funkce f vdech #adi m (0 < m < n — 2)
majt totdlnt diferencidl 1. *idu v jistém okoli bodu a.

35) Leckdy budu pro strudnost fikati ,,derivace* misto ,,parcidlnd derivace*.
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11. Véechny parcidlni dertvace funkce f fddu n — 1 maji totdlni
diferencidl 1. fddu v bod¢ a.

Poznédmka 1. Pro n = 1 podminka I odpadé (neexistuje Zadné m,
vyhovujici nerovnostem 0 < m < — 1); je tedy vidét, Ze pro n = 1
je na%e nova definice ve shodé& s definici 37 (proto jsem nemusil p¥ipad
n = 1 vyloudit). Ptidavné jméno ,totdlni” také zde ¥asto vynech4-
vame.

Poznidmka 2. Z definice 38 je vidét: f md v a diferencidl Fddu
n > 1 tehdy a jen tehdy, ma-li v jistdém okoli bodu a diferenciil
fadu » — 1 a maji-li vSechny jeji parcidlni derivace fddu n — 1
v bod¢ a diferencial 1. ¥ddu. To se d4 ostatn® zobecnit: funkce f mé
v a diferencidl ¥ddu m + n (m, n cela kladni) tehdy a jen tehdy,
mé-li f v jistém okoli bodu a diferencidl m-tého ¥ddu a maji-li viechny
parcialni derivace m-tého f4du v bodé a diferencial n-tého ¥adu.

Poznéamka 3. Rikidme, Ze funkce f(xy, ..., z,) ma v bodé [a,, ..., a,]
parcidlni diferencidl n-tého ¥ddu vzhledem k proménnym =z, ..., z,
(8 =r), mé-li funkce s proménnych f(z,, ..., z,, @4, ..., a,) v bod&
[a,, ---, a,] totalni diferencidl n-tého Fadu.

Poznidmka 4. Pro funkce jedné proménné znamend existence

n-tého diferencidlu v bod& a totéz jako existence vlastni f(a) (§ 2,
pozn. 2).

Poznamka 5. Tedy: existence parcidlniho diferencidlu =n-tého
fadu v bodé a vzhledem k proménné x; znamend totéz jako existence

orf
vlastni 67;' v bodé a.

Poznamka 6. V def. 38 jsme definovali pouze smysl réeni ,,miti
diferencidl n-tého fadu‘‘. Zda n&co nazveme ,,diferencidlem n-tého
fadu‘, povime si v § 8.

Vé&ta 194. Necht parcidlni derivace n-tého fddu funkce | jsou spojité
v bod¢ a. Potom f md v a diferencidl n-tého fddu. (Zobecndni vty 187.)

Dikaz. Derivace?s) f4du n — 1 maji v bod® a spojité derivace
1. ¥ddu a tedy téZ diferencidl 1. ¥4du (véta 187). Derivace fddu n — 2
a niz&ich ¥4dd maji podle véty 193 v jistém okoli bodu a spojité
derivace 1. fddu a tedy téz diferencial 1. ¥ddu.
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Zobecnime nyni véty o zdménnosti a o diferencialu sloZené
funkece (§ 3, 6). Napted zaménnost.

Véta 195. Necht f md v bodé a € E, diferencidl n-tého.fddu (n = 2);
potom jsou parcidlnt derivace funkce f aZ do fddu n-tého v bodé a zdménné
(t. j. hodnota takové derivace v bodé a zavisi jen na tom, kolikrat
se derivuje podle z,, kolikrat podle z, atd., ale ne na tom, v jakém
potadi se toto derivovani provadi).

Dukaz dplnou indukei. Pro » = 2 plyne tvrzeni z véty 191. Budiz
tedy k > 2; predpokladejme, Ze véta je spravnd pro n =%k — 1
a dokaZzme ji pro n = k. Necht tedy f ma v a diferencial ¥ddu k, tedy
v jistém okoli M bodu a diferencidl ¥adu k — 1, takZe derivace aZ
do fadu k& — 1 jsou zaménné v M .%¢) Jde tedy jen o derivace k-tého
fadu. Budiz
(95) figy..a@) = 4
jedna takova derivace v bodé a. Budiz [,, I,, ..., [, posloupnost, vzni-
kajici z j;, Js, ..., i pFerovnanim. (Tim rozumim toto: obé& posloup-
nosti obsahuji taz ¢&isla, a vyskytuje-li se néjaké &islo v posloupnosti
J1s -+ Je Pravé s-krite, vyskytuje se v posloupnosti I, ..., 1, také
pravé s-krite. Tedy na pf¥. posloupnost 1, 1, 2, 5, 1, 5 vznika, ale
1,2,5,1,5nebo 1, 1,2, 3, 5, 1, 5 nevznika pferovnanim z posloupnosti
5,1, 2,1, 5, 1.) Polozme
(96) frgy...(@) = B.

Méame dokazati, Ze A = B. Rozeznavejme dva pripady:

o) Budiz I, = j, takze Iy, ..., l;_, vznikd z j,, ..., j,_, pferovnanim.
Tedy je
(97) : fiaeoii = Foeecp s VM,
nadez derivovanim obou stran podle x;, (neboli z;,) v bod& g plyne
A=B.

B) Budiz I, + j,, takZe &islo [, se vyskytuje mezi gisly j,,
a &islo j; se vyskytuje mezi &isly ,, ..., li1.

Posloupnost
(98) jl? jz, ceey jk—l’ jk

28) Podle indukénfho pfedpokladu.

ceus Jrm1
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prerovnam tak, Ze na piedposledni misto ddm I, a na poslednim
misté nechdm j,; tak dostanu posloupnost

(99) by ovos beas by Jics
vyménim jesté I s j;:

(100) bis ooor brras Ji> Uk s
a napisi nakonec

(101) by oo by beyy b

Posloupnosti (98), (99), (100), (101) vznikaji jedna z druhé pierovné-
nim.

Derivace 1. fédu funkce f, , . maji v bod& a diferencial 1. ¥idu;
podle véty 191 jsou tedy derivace 2. fadu této funkce zdménné v bod&
a, tedy

(102) fooeotio i@ = T @) -
Jezto derivace fadu £ — 1 funkce f jsou zadménné v M, je
(103) footen=liiiea VM,
(104) fl...‘tk gjk——_fll..-lk—l v ‘DI'
(Uvazme, Ze ¢, ..., t;_,, I, je — aZ na pierovnani — totoznd s posloup-

nosti (98), zbavenou posledniho &¢lenu j,; podobné ¢y, ..., &_q, 7 je —
aZ na pferovnani — totoznd s (101) bez posledniho élenu J,.) Derivu-
ji-li nyni rovnici (103) v bod& a podle z;,, dostanu vpravo &islo 4,
vlevo pak levou stranu rovnice (102). Derivuji-li rovnici (104) v bodé
a podle z,,, dostanu vpravo &islo B, vlevo pak pravou stranu rovnice
(102). Podle (102) je tedy vskutku 4 = B.

Z véty 195 plyne podle véty 194 ihned tato véta (pohodlnéd éasto
v praxi):

V&ta 196. JestliZe véechny parcidlni derivace n-tého Fddu funkce f
Jsou spojité v bod¢ a, jsou vdechny parcidlni derivace af do n-tého Fddu
zaménné v bodé a.??)

#) Derivace a% do fddu n — 1 jsou ovSem zdm&nné dokonce v jistém okoli
bodu @ — nebot v tomto okoli na f diferencidl f&dun — 1.
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Vétu 196 lze jesté zobecniti takto:

Véta 197. Budif k > 2 celé.?8) Parcidlnt derivace funkce f aZ do #ddu
k — 1 budte zdménné v jistém okolt M bodu a € E,. Derivace

(105)

f]‘.j,. “oJk
budiZ spojitd v bod€ a. Budif l,, ..., l, posloupnost, vzanikajict z j,, ..., fa
prferovndnim. Potom

(106) fra,.. 1,
existuje v bod¢ a a jest
(107) h..@ =1 ;@) -

Poznimka 7. Zaménnost derivaci do ¥fadu £k — 1 v M je zarudena
na pf., jsou-li viechny derivace fadu k — 1 spojité v M (v&ta 196).
V praxi se uziva véty 197 obydejné takto: Budiz tfeba f(z, y) (r = 2)
definoviana v oteviené mnoZing M. Zjistim na pt., Ze f, (= —g{;) s fa»
fi faer f12 jsOu spojité v M; tim je vypocteno (véta 192) jiz také
for = f12 v M. Jestlize dale zjistim, Ze také fi1;, fi1z> f12e> f2e2 jSOU sPO-
jité v M, jsou tim jiz vypodteny téZ fip = farr = fr1e ferz = foar = frme
v M atd.

Dukaz v&ty 197. Rozeznivejme dva pfipady.

«) b = fr. Tedy plati (97) (&t&te si soudasné piisluini mista z da-
kazu véty 195). Leva strana ma v bodé a derivaci podle z;,, touz
derivaci mé tedy v bodé a pravé strana; vzhledem k I, = j, plati
tedy (107).

B) U # j.. Vydettujme posloupnosti (98), (99), (100), (101) jako
v dikazu véty 195. Ze zaménnosti derivaci do ¥adu k¥ — 1 plynou
rovnice (103), (104) (v M). PiSme g = f, , .. Podle (103), (104)
existuji v M derivace g,, g;,. Podle ptedpokladu je f; . ; spojitd
v bodé a. Podle (103) je tedy spojitd v bodé a derivace

e = T e = Fivoiin
Podle véty 192 existuje tedy téz

I gixlk(a') = glkl'k(a) = /i:-..ik(a) .
) Pro k = 2 mame vétu 192.

392



Ale leva strana znamena podle (104) totéz jako f, ,(a); dikaz je
hotov.

Obratme se k slozenym funkcim. Provedme napfed priklad.
Necht redlné funkce (s proménnych) ¢4, @,, ..., ¢, maji v bodé a =
= [a,, ..., a,] diferencidl 3. ¥ddu (a tedy v jistém okoli 2(a, d,) dife-
rencidl 2. ¥adu, viz pozn. 2); necht funkce f (» promé¢nnych) mé v bod&

b= [bb (RS br] = [%(a), ceey ‘pr(a)]
diferencial 3. fadu (a tedy v jistém okoli Q(b, d,) diferencial 2. tadu).
Zvolime-li §, dosti malé, plati
(108) t e 2a, 6;) = [pa(t), ... @) € 2D, 6,
nebot funkce @, jsou spojité v bodsé a. VySetiujme ,,sloZenou funkei‘
F, kde
(109) F(ty, ....t) = F(t) = f(@u(0), ..., 9,(2)) .
Na funkeci F lze v kazdém bodé ¢ € 2(a, J,) uziti v&ty 189, tedy F m4
viude v (a, J,) diferenciil a jest

oF@) _ % of(a) o)

(110) o, S om; oty

pro t e Q(a, 4,) .

Pii tom do 9(=) = f;(x) jest dosaditi
i

ox
(111) r = [wl(t)’ e @:(0)]
takZe jde opét o ,,sloZzenou funkei*
(112) @) ..o @1(8))

Ale na tuto funkci miZeme opét uZiti véty 189 pro ¢ e 2(a, 4,); uZi-
jeme-li jest® pravidla o derivovani soudtu a soudinu a o existenci
diferencidlu souétu a soudinu (§ 5, ptikl. 2), vidime, Ze funkce (110)
m4 diferencidl v Q(a, 4,) a Ze jest

PEE) _ < Pf(2) dpit) dpi(t) | < Of(x) Poyt)

11 =
( 3) at,, 3t,,, j’i_] az,' 312,- atk 3t,,. i-l 3:!:, 3tk 3t,,,

pro ¢ e 2(a, 6,). Oviem funkce

of(x)

o, — 1@ Z/)

ox; ox;

= f;i(z)
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jsou opét , slozené funkece‘’, na pi.

Fid@a(®)s - @(0)) -
Na tuto funkci miZeme opét uziti véty 189, ale ted jiz jen v bodé
t =a (tedy z = b), a z (113) vychazi jako diive, Ze funkce (113) md
diferencial v bodé « a Ze jest
?F@) _ < _ (b)) op,(a) dpa) op,(a)
(114) ot ot, o, ,-,1-;_1 ox; 0x; 0x, ot, ot Oty +
G ( Pp; opi P Op; e %) LS AP

5 0y 0%, \ Oy, Oby Olyy | Ol Oy by | Oby Oty 08, | | {4 O, O, B8,y Oy

(vynechavam pismena a, b). UZitim zaménnosti by se zavorka dala
psat symetriétéji (v druhém ¢lenu by se dalo zaménit ¢ s j) a nékteré
¢tleny by se daly sloudit.

Vyslovime nyni obecné to, co jsme pravé ukazali pro diferencialy
3. radu.

Véta 198. Necht redlné funkce ¢, ..., ¢, (s proménnych) maji dife-
rencidl n-tého Fddu v bodé a; necht funkce f (r proménnyjch) md diferen-
cidl n-tého Fadu v bodé

b = [gila), ..., pa)].
Potom 1. funkce F (s proménnych), definovand rovnict

F(t) = /((pl(t)’ ) (pr(t)) ’
md v bodé a diferencidl n-tého fddu.
11. KaZda parcidlni derivace n-tého fidu funkce F v bod€ a je polynom
v parcidlnich derivacich (aZ do n-tého Ffddu) funkci @; v bodé a a funkce
[ v bod€ b; koeficienty tohoto polynomu zdvisi pouze na r, s, n a na tom,
podle kterych proménnyjch (a kolikrdt) se funkce F' derivuje.2?)

Dikaz. Pron = 1 je to véta 189. Pro n = 3 jsme to privé dokazali
v provedeném piikladé, kde jsme oviem dokonce udali explicitni tvar
tohoto polynomu.

Obecné provadime dikaz indukei: véta budiZz dokdzana az do *ddu
n — 1; ptedpoklidejme, Ze g;, f spliiuji ptredpoklady véty 198, takze
v jistém okoli bodu a (resp. b) maji ¢; (resp. f) diferencialy ¥4dun — 1.

2) Nezavisi edy na tvaru funkei f, @; a na bods a.
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Tedy (podle indukéniho pfedpokladu) mé F diferencidl ¥fddu n — 1
v jistém okoli M bodu a a parcidlni derivace funkce F a% do tadu
n — 1 maji v M Zidany tvar, t. j. jsou to polynomy v derivacich
funkce f a funkei ¢; do fadu n — 1. Zde oviem derivace funkce f je
nutno pojimati jako sloZené funkce (za proménné se do nich dosazuje
@1(t)s -+ @-(¢)). V bod& a je mozno provésti jesté jednou derivovéni
(podle véty 189) a Zadany vysledek plyne okamizité. Je to vie téméf
doslova stejné jako v propoéitaném piikladé n = 3, a &tenaf si po-
drobnosti provede sam.

Z vé&ty 198 plyne:

Véta 199. Jsou-li parcidlni derivace n-tého fadu funkct ¢, ..., @, spo-
jité v oteviené mmnoziné M C E,, jsou-li parcidlni derivace n-tého Fddu
funkce f spojité v oteviené mnoZiné€ N C E, a plati-li

te M =[gt), ..., 9, (t)] e N,

md funkce F, definovand rovnict (109), parcialni derivace n-tého Fddu
spojité v M.

Dukaz. Podle véty 194 jsou splnény predpoklady véty 198 v kaz-
dém bod& mnoziny M, Kazda parcidlni derivace funkce F fddu n-tého
je podle tvrzeni II véty 198 soudet soudint funkei tvaru

(115) 9(Pa(E), ... (1), w(0),

kde g je n&jaka parc. derivace funkce f (Fadu < n) a y n&jaka parc.
derivace nékteré funkce ¢; (faidu < n). Tedy jsou (viz vétu 193)
funkce v (115) spojité v M (pii prvni z nich nutno uZiti je§t& pozn. 8
v kap. VI, § 9 o spojitosti sloZenych funkef).

§ 8. Totalni diferencidly vysSich Fdda. V § 7 (definice 38) jsme iekli,
jaky smysl ma vyrok ,funkce f ma totdlni diferencial n-tého fadu“,
ale dosud jsme nezavedli ,totalni diferencidl n-tého Fadu* jako
samostatny pojem. To uéinime nyni.

Mysleme si néjakou funkei f, kterd v jistém okoli 2, daného bodu
x = [%,, ..., x,] ma totalni diferencial (prvniho fadu) a budiz n > 1
celé &islo. Funkce df je funkei dvou bodu &, A,3°) definovanou pro

30) T. j. 2r prom¥nnych. Minfm stéle body v E,.
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& e 2,, h e E,. Dosadime-li do ni za A urdity bod &', dostaneme funkei
d,f (tak jsme volili oznadeni v § 5). Je to opét funkce jednoho
bodu &, definovana v Q,. MiZe se stiti, Ze tato funkce d,f ma v jistém
okoli 2, bodu =z diferencial, jejZ oviem znaéime d(d,f) (pfed znak
funkce d,f se pfedepiSe symbol d); pro vét&i jednoduchost budeme
tento symbol i podobné symboly vétdinou psiti bez zavorek: dd,.f.
Toto jest opét funkce dvou bodi &, k, definovanad pro & e 2,, k €E,.
Dosadime-li do ni za % pevny bod A", dostaneme funkci bodu &, kterou
podle § 5 znadime d,.d,f; jest definovdna v 2, MuZe se stati, Ze
tato funkce m4 opét diferencidl v jistém okoli 2, bodu x atd. MuzZe se
konednd stati, %e pii jisté volb& boda A’, A", ..., A"~V je funkce®!)

(116) dpm-ndpn-s - dpedpf = @

(je to funkce jednoho bodu &) definovana v jistém okoli £2,_, bodu =
a zZe konelné tato funkce ¢ ma diferencial dp(x) v bodé = samotném,
takZze symbol

(117) dh(p(x) = dhdh("") cee d»'dh'f(x)
m4 smysl pro kazdé A; piSme zde pro symetrii 2™ misto »; dostaneme
(118) dh(,.)¢(x) = d’l(‘)dh("-‘) X dhndh'f(x) .

K (117), (118) je vhodno piipojit malou poznamku, tykajici se
oznateni. O vynechdvani zavorek v fadé po sobé jdoucich symbola
d jsme se jiz smluvili (viz na pi.31)). Pravd strana v (118) znaéi toto:
sestrojim funkci (jednoho proménného bodu) d,w ...d,f a do ni
nakonec za proménnou dosadim bod z. Méli bychom snad jasné&ji
psati (d;m ... dpf)(z), ale smluvime se, Ze budeme tento symbol
vétSinou psati kratdeji bez zavorek. Takovy postup je ¢tendfii béiny
na pf. z aritmetiky; tam je zvykem psiti @ 4+ b .c misto a + (b.c),
kdeito (a + b).c se pife se zdvorkou (jinak by vznikl zmatek);
fiké se, Ze znak nasobeni vaZe t&sn&ji nez znak stitdni. V témze smyslu
Ize nagi imluvu vysloviti tak, Ze znak d vaZe tésnéji nez znak z (pro
hodnotu proménné).

Poznédmka 1. Jsou-li body %/, ..., A dény a mai-li symbol (118)
smysl, mé smysl i symbol (117) pro jakékoliv k (oviem pfi stejnych

T o
ll) POdJ'ODIlé]l: dh(,._g)(d,,(.-z)(u-(dh'(’I,,'l)) oo »'
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A, ..., B Y); nebot ma-li (118) smysl pro urdité A™, znamens to,
Ze funkce ¢ ma v bodé z totdlni diferencial de(x), nadez oviem d,p(x)

mé smysl pro kazdé k (pfidriujeme se oviem disledné definic a sym-
boliky, zavedenych na zaéatku § 5).

DileZity je ten specidlni p¥ipad symbolu

(119) dpmdpe-y - .. dpedyf(2) ,
kdy v8echny body A volime stejné, t. j. symbol
(120) d,d, ... d;f(x) (symbold, celkem n-kréte) .

Symboly (119), (120), pokud maji smysl, se dostanou jakymsi n-krite
opakovanym diferencovanim (v jakém smyslu, to jsme pfesn& po-
psali). Je tedy pfirozend otazka, jaky je vztah mezi témito tfemi
vlastnostmi:
I. Funkce f md v bodé x totdlnt diferencidl n-tého Fddu (podle defi-
nice 38).
I1. Symbol (119) md smysl p¥i ka#dé volbé boda k', h", ..., B™.
I11. Symbol (120) md smysl pfi kaZdé volbé bodu h.
Piitom n budiz dané celé ¢&islo, n > 1.

Hlavnim cilem tohoto paragrafu je tato véta:

Vé&ta 200. Viastnosts I, 11, 111 jsou ekvivalentni, t. §.: je-li splnéna
jedna z nich, jsou splnény vdechny.

Jsou-ly splnény, potom symbol (119) md hodnotu
S of(x)

" ()
(121) Taseens Ja=1 axh v ax"‘ h;, -..h,-
a symbol (120) md hodnotu
. n! () . .
(122) lc.gO.z,k,;o k!...k oxk ... Ox¥ B R

kit oo +ky=n
PH tom r znadi podet proménnych ve funkei f; b = [A,, ..., A,],
A™ = [A™, ..., k™ prom =1,2,..., n. ‘
Pro n = 1 je oviem tato véta trivialni.
K vét& 200 poznamenejme jesté toto: Pro daldi ivahy by ndm sta-
dilo dokézati, Ze z I plyne IT a III a Ze vyrazy (119), (120) maji potom
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hodnotu (121), (122). A tyto dikazy jsou snadné (je to v dalsim 1. a
2. pomocné véta). Ale v aplikacich se oby¢ejné pii pouzivani t. zv.
diferencialu n-tého fddu mysli na jakési n-krite opakované provadéni
operace d, asi ve smyslu symbolu (120) (¢asto se o tom mluvi dosti
neurdité). Proto, abychom uplné vysetfili souvislost nasi definice 38
s touto predstavou (pouzivanou zvlaité hojné ve fysice), dokazeme
nejenom, Ze (120) ma (pro kazdé %) smysl tehdy, kdyZz f mé v bodé z
diferencial n-tého Ffadu, nybrz také jen tehdy. T. j. dokdZeme, Ze z I1I
plyne I. To je privé — v podstaté — hlavnim obsahem 3. pomocné
véty, ktera nam zpusobi nejvice (byt jen formélnich) obtiZi.

1. pomocna vé&ta. Plati-ls I, plati II, a symbol (119) md hodnotu:
(121).

Dikaz dplnou indukei. Pro n = 1 je vée jasné podle definice 37.
Budiz tedy » > 1, pomocna véta budiz spravnad pro hodnotu =, a
chceme ji dokazat pro hodnotu n 4 1. Necht tedy f ma v bodé z
diferencial fadu n + 1, takZe f ma v jistém okoli 2 bodu x diferencidl
fidu =, takZe pro vSechna ¢ ¢ Q méd podle indukéniho predpokladu
smysl symbol

(123) diw ... dpf(§) = . Z %

Jisessda=1
pti libovolng zvolenych &/, ..., A™,
Zvolme tedy jakkoliv %’,..., ™. Podle pfedpokladu maji n-té
derivace funkce f jeitd totdlni diferencidl v bod& x, takie to plati
i 0 jejich linedrni kombinaci, takze z (123) plyne, Ze pro kazdé A exis-
tuje

4 (
S T

r on+1
dadsen ... difl@) = 2 ——ﬂ)——h;.---h}’:’h;

-1 317,', cen 3x,~,_ox;"+ .

4 at1 *
Jisec3dnta

Staéi poloziti b = A™+') a dikaz je hotov.
Poznamka 2. Trividlni je toto: Plati-lt 11, plati I11. Nebot (120)

je specidlni pfipad symbolu (119). )
Poznamka 3. Budiz n celé kladné. Potom

(124) ' (a‘l + Qs + e ar)" = 2 aj‘a/;' ces @5

. n
Jireea,ipml
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Kaidy &len vpravo méd tvar af'...a¥, kde k, >0,...,k, >0, &y +
4+ ... + k, = n. Tento &len je tam tolikrat, na kolik zptisobl je moZno

volit posloupnost 7y, fs, ---» J» tak, aby se v ni é&islo 1 vyskytovalo
k,-krate, ..., &slo r k,-krate. Jednoduchd kombinatorickd divaha uka-

zuje, Ze to je moZno na
n!
zpusobi. Odtud t. zv. polynomicka poudka
n!

(125) (a,+ a3+ ... +a,)r = s ak...ak,
£}20,0 ., k20 kI! vee k,!
k...t k=n
Poznimka 4. VySetiujme vyraz
r 3"f
126 ——— hj, .. by,
(126) i,...%:',.-x ox;, ... ox;, " j"

predpoklidajice, Ze derivace n-tého fadu jsou zdménné.
Potom kazdy ¢len lze psati ve tvaru

I

o ... oot

r

(127) R ... k¥

(., 20,...,k, 20, &y + ... + k, = n; je-li na pi. k; = 0, znadi to,
Ze se podle z, vibec nederivuje). TaZ kombinatorickd tdvaha jako
v (125) ukazuje, Ze (126) lze psati ve tvaru

' ~,

> e O ek
£,20,. 0 k20 k'...k) oxfr ... ozl 4
kt...+k,=n

(128)

Analogie mezi (125), (128) nas vede k zavedeni tohoto symbolu:

P o\
(129) (hla—xl+'"+h'5;) f.

3

Tim rozumime vyraz, ktery dostaneme, kdyz ,,symbolicky umocnime*
podle vzorce (125) a nakonec pfipieme symbol f (pfi tom oviem éz,,
0%, ... povazuji za nedélitelné symboly, takZe v (129) nesmim kratit
0 proti @ a podobng). Prosté symbol (129) bude znamenati totéz co
(128) — za piredpokladu zdménnosti derivaci n-tého fddu (jinak ho
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nebudeme radéji uzivat). Je-li tedy f jistd funkce, je také (126) neboli
(129) jistd funkce. Jeji hodnotu v bodé z dostanu pfipsénim symbola
(=):

d a\"
(130) (hla_xj+"'+h’ a?) f(z) =

- S n! it (L NV Y
120, S o Kyl L kY ok L oz Tt T
k+...4+k=n

2. pomocna vé&ta. Plati-li I, plati 111, a symbol (120) md hodnotu
(122).

Dikaz. Necht plati I. Podle 1. pomocné véty plati tedy II a tedy
(pozn. 2) plati III. Déle dostanu (podle 1. pom. véty) vyraz (120),
kdyz do (121) dosadim A’ = ... = A™ =k, &m% dostanu (126).32)
Ale f ma diferencial n-tého fidu v bodé z, tedy derivace v (126) jsou
podle véty 195 zaménné v bodé z, a tedy v bodé z mé (126) hodnotu
(128).32)

Poznamka 5. Jde jesté o to, dokazat, Ze z III plyne I. Tomu pte-
deslu tuto poznamku. Budiz

n, n,
(131) Ph) =73 ... > ¢ . b5 ... BY
£=0 K20
(pi8i A = [hy, ..., h,]) polynom v r proménnych &, ..., k,, ktery je
stupné nejvyse ny v hy, ..., 0, V h,.
Z kap. VI, § 23, pozn. 3 vime toto: Zvolme libovolné mnoziny real-
nych &isel
K = (B, B, ..., BMTD)
K = (g, By, ..., BT

'ﬁr = (h;’ h:’ LEEH) h(r"’+l))

(R; se sklid4 z n; + 1 navzajem ruznych &isel) a oznadme znaky
A, b7, ..., B viechny navzdjem ruzné body, které dostaneme tak,
%e za prvni soufadnici vezmu kterékoliv ¢&islo z &, ..., za j-tou sou-

38) Misto f si musim myslit f(z) (jde pouze o bod z).
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fadnici kterékoliv é&islo z K, ..., za r-tou soufadnici kterékoliv &islo
z R,. Podet téchto bodi je ¢ = (n; + 1) ... (n, + 1). Potom koeficienty
polynomu P lze vyjadiiti jako linedrni kombinace

q
Cry. ..k, =p217k,... P P(p®),

kde koeficienty ¥, . ,, , nezivisi na tom, o ktery polynom P jde, nybrz
zdvisf pouze na é&islech 7, n,,...,n, a na volb& mnozin &, ..., &,
(a oviem na ky, ..., k,, p, t. j. na indexech, které udavaji, o ktery
koeficient jde).

3. pomocna véta. BudiZ n > 0 celé. BudiZ f funkce r proménnych.
Budif x e E,. BudiZ %),_, mnoéina véech bodi h = [hy, ..., h,], jejichE
véechny soufadnice jsou celd mezdpornd Cisla, nejvyde rovnd n — 1
(takZe D,._, se sklddd z n" bodi ). Necht symbol
(132) A(n, h,z) =d,d, ... d,f(z)

(symbol d, se opakuje n-krdte) md smysl pro kaZdy bod h € 9),_,. Potom
f md totdlni diferencidl n-tého fddu v bodé x.

Dasledek, Plati-lv 111, plati I. Nebot plati-li IIT, mé (132) smysl
dokonce pro kazdé k.

Dtkaz. Pro n = 1 je 3. pomocnd véta spravna. Nebof mé-li d,f(x)
smysl aspoii pro jedno %, musi existovati df(x) (musime se stile pfesné
pfidrzovati definice symbola df, df(z), d,f, d,f(z) z§ 5). Dal&i dikaz
indukei. BudiZz véta sprdvnd pro urditou hodnotu n > 0. Necht
symbol

An + 1, h, z)
m4 smysl pro kazdé & e 9,; méme dokazati, Ze f m4 v bodé z diferen-
cial ¥4du n 4+ 1.

Podle pozn. 1 m4 tedy pro kazdé & € 9, smysl symbol
(133) d(d, ... d,f) (=)

(symbol d, se opakuje n-krit),33) t. j.: Funkce d,...d,f (symbol d,

“) Zopakujme: oznadim-li (pfi pevném k) vyraz v zévorce — coZ je funkce

bodu v E, — znakem y, je A(n + 1, h, z) = d,¥(x). Jakmile tento vyraz mé
smysl pfi ndkterém h, znamen$ to, Ze existuje dy(z) (diferencidl v bods z).
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celkem n-krite) md pro kaZdé k€9, diferencidl v bod& z. Jinak
fedeno:

(A Pro kazdé k € P, ma A(n, k, &) (jakoZto funkce bodu &) diferen-
cidl v bodé z a je tedy definovéna v jistém okoli 2, bodu z.

Oznadme znaky &', A", ..., B2 (g = (n + 1)7) viechny body z 9),;
budiz Q prinik Q,. 2,.... 2,0. To je tedy jisté okoli bodu z. Pro
kazdé h e %), (tim spife tedy pro kaidé % e, ;) mid tedy smysl
symbol

(134) A(n, b, &) = dy ... d,f(8)

je-li & € 2. Podle indukéniho pfedpokladu mé tedy f v kaidém bodé
& e 2 diferencial n-tého ¥adu a podle 2. pomocné véty je

(135) A(n, b, &) = d, ... df(¢) =

- 3 n! T p p
2o, S ezo byl oL kD o L ok T r
ky+...+kp=n
pro & e 2 a pro kaidé h vibec. Podle (U) ma vyraz (135) (jakoito
funkce bodu &) totdlni diferencial v bodé¢ z, a to pro kazdé & € 9),.
Pouzijme nyni pozndmky 5. Podle (135) je A(n, k, §) — uvaZovani
jako funkce A — polynom v &, ..., h,, t. j. ma tvar (131), kde lze klasti
n; = ... =n, = n. Smime tedy poloZiti v pozn. 5 &, = ... = &, =
= (0, 1, ...,n), nadez body k', ..., A9 z pozn. 5 jsou pravé viechny
body z 9., t. j. body, které jsme také v tomto dukaze oznadili 4/, ...
..., @, Podle pozn. 5 l1ze tedy kazdy koeficient v (135), t. j. kaZdou

derivaci

of(£)
oxf: ... oxkr
vyjadFiti jako linedrni kombinaci vyrazi
(137) An, b, E&), ..., A(n, B9, &),
kde koeficienty zavisi jenom na =, r (a na indexech, které udavaji,
o ktery koeficient jde), nikoliv viak na &.

Av3ak kazdy z vyrazt (137) ma podle () diferencial v bodé z;
to plati tedy i o kazdé jejich linedrni kombinaci (s koeficienty neza-
vislymi na &). Tedy: kazd4 derivace (136) n-tého fadu ma v bodé =

(136) (£ e)
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diferencial. Mimo to jsme jiz zjistili, Ze f m4 diferencial n-tého Fadu v Q.
Podle pozn. 2 v§ 7 m4 tedy f v bodé z diferencidl ftddu n + 1, a dikaz
je hotov.

Diukaz véty 200. Podle 1. pomocné véty, podle pozn. 2 a podle
dusledku 3. pomocné véty jsou I, II, III ekvivalentni. Podle 1. a 2.
pomocné véty maji vyrazy (119), (120) Zadany tvar (121), (122). -

Poznimka 6. (Definice totilnich diferenciali n-tého Fadu.) Budiz
M, C E, mnozina onéch bodi, v nichZ f ma diferencidl n-tého fadu.
Definujme nyni funkei d*f v oboru M,, X E, tim, Ze klademe3?)

d’f(z) = d, ... daf(x) =

S n! e [T
l',?..o,....kr-L:n kI! cesn k,! ax{‘ X 3xf’ 1 r
ki ¥oo+hr=n

Tuto funkeci (v oboru M, X E,) nazyvame (totilnim) diferencidlem
n-tého ¥adu funkce f (nebo n-tym diferencialem). P¥i pevném x ¢ M,
dostdvame funkei bodu % v oboru E,, znak d7f(x), nizev: diferencidl
n-tého fadu funkce f v bodé z; pti pevném % dostdvime funkci bodu
x v oboru M,, znak d3/.3°) Podobn& definujeme funkci d*f v oboru
M, xXE, X ..xE =M, XE,, tim, Ze klademe

d;:', vy h(")f(z) = dh(ny e d‘»f(x) —

(138) =

s 6"]‘(2:)
= — N p e h(n) .
(139) 51,..%,.-1 ale v axfu hjl T

pti pevném z ¢ M, dostivame funkei d*f(z) (bodu &, ..., A™), pii
pevnych &', ..., k" dostdviame funkei d},  ,wf (bodu z) v oboru M,
Funkci d?f budeme nazyvati n-linedrnim (totilnim) diferencidlem
funkce f.

Poznamka 7. Pfi pevném z ¢ M, je (139) n-linearni formou v »
fadach proménnych

(140) .

34) Hodnotu funkce d"f v bod¥ [z, k] znalfme djf(z), podobn¥ jako v § 5.
35) Pozor! podle nasi definice je oborem této funkce M,, a& znak d, ... dxf(%)
muiZe pro ndkteré specidlni b miti smysl 1 pro z, neleZici v M,,.

403



T. j. vyraz (139) je formou (homogennim polynomem) n-tého stupné
v nr proménnych (140), ktery je formou 1. stupné v proménnych
kazdého ¥idku. Tato forma je dile symetrickd v %/, ..., 2™, t. j.
vyraz (139) se nezméni, permutuji-li tyto body. To plyne ze zadmén-
nosti derivaci n-tého fidu (véta 195) takto: Je-li k,, ..., k, libovolna

permutace ¢&isel 1, ..., n, lze pierovninim derivaci vyraz (139) napsati
ve tvaru
r 7
M h; v b = z f(x) R | pe —
Goe i1 Oy e Oy I Oy, L 0y, e

= dhay,. . aenf(2) .

Poznamka 8. Dilezitéjdi nez d*f je vétsinou d*f. Vyraz (138) je
pfi pevném z formou n-tého stupné v soufadnicich bodu 2. Pro n =1
znamenaji symboly d'f, dif a df (z § 5) zfejmé totéz.

Poznamka 9. Parcidlnim diferencidlem n-tého ¥fddu funkce

f(zy, ..., z,) v bodé [a,, ..., a,] vzhledem k prvnim s proménnym nazy-
véme totalni diferenciil n-tého fidu funkce (s proménnych)

f(@y, ooos Tyy @yiqy ooo @) Vv bod8 [ay, ..., a,].
Poznidmka 10. Zdélo by se, Ze snad bude
(141) dm+nf = drdmf ;

ale neni tomu tak, drzime-li se zavedené symboliky. Nebof je-li f funkce
bodu v E,, je ¢ = df funkce dvou bodu, a tedy dep = ddf funkce
4 bodu (4r proménnych), kdezto d?f je funkce dvou bodi; a ani n-li-
neéarni diferencial d?f (coZ je funkece 3 bodi) by ndm nepomohl.

Plati v3ak tato skromnéjsi véta:

Véta 201. Budte m, n celd kladnd; budiz M,,,., mnotina onéch bodu
z eE,, v nichE funkce f (r proménnych) md totdlni diferencidl ¥ddu
m + n. Potom plati:

1. Symbol
(142) d;dyf(x)*)
md smysl pro kafdé h € E, tehdy a jen tehdy, je-li * € My, q.

36) Minfm — podrobn¥ napsiéno — (dj(dr'f))(z)-
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2. TotéZ plati o symbolu
(143) dy'*"f(z) -
3. Je-lt x € M, , majt symboly (142), (143) touz hodnotu.

Diikaz. M&jme stile na zfeteli vétu 200 a pozn. 6 (definice diferen-
cidlu n-tého tadu).

A) Tvrzeni 2. je ziejmé.

B) Je-li x e M, (t. j. mé-li (143) smysl), ma (viz pozn. 2 v § 7)
f diferencial m-tého ¥idu v jistém okoli 22 bodu z a jeji derivace
m-tého fadu maji v bodé x diferencial n-tého ¥idu. T. j. pro kazdé h
mé funkce ¢, = d;'f 3) v bodé = diferencidl n-tého ¥idu, tedy (142)
mé smysl.

C) Necht (142) mé smysl pro kazdé k. Tedy funkce ¢, = dj'f ma
v bodé x diferencial n-tého ¥fadu. Ale podle definice v pozn. 6 je potom
(144) dipa@) = d, ... dapa(@)
(symbol d, n-krate),

@a=dp ... dof

(symbol d, m-krite). Tedy (142) neni nic jiného nez d, ... d,f(x)
(symbol d, (m + n)-krate),38) a to pro kazdé k. Ale to podle pozn. 6
znamena, ze dy*"f(x) existuje a ma hodnotu (142). Tim je dukaz
hotov.

§ 9. PoCetni technika pro diferenciily vy3Sich Fddd. Mnohé vy-
poéty v diferencidlnim podtu se daji napsati v znaéné zhu$téném
tvaru a pii tom se téméf zmechanisuji, uzijeme-li diferenciala vyssich
fadi. Je tedy velmi dilezito sezndmiti se dobfe s touto podetni tech-
nikou. Zname (viz § 5, piikl. 2) vzorce pro diferenciil souétu, souéinu
a mocniny; ale zd4 se byt nepfijemné, Ze neplati vzorec (141). Ale my
dokaZeme, Ze pfes to mizZeme Casto poéitat tak, jako by vzorec (141)
platil, a Ze dospé&jeme k spravnému vysledku. O tom nas pouduje tato
véta:

37) To je linedrni kombinace derivaci m-tého Fadu.
38) Kdyby mél symbol (142) smysl jen pro urlité k, byla by tvaha aZ sem
spravné. Ale symbol d,...d;f(z) (znak d, (m + n)-krate) bychom nesméli

(viz definici v pozn. 6) oznadit dj t"f(x).
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Vé&ta 202. Budif x € E,, budif Q okoll bodu x. Budif ddn jisty polynom
P v totdlnich diferencidlech (jakychkoliv #ddi) nékolika funkci f, @,
¥, ... (r proménmjch), na pf. '

(145) 4f(d%p)* — d'y ;%)
a necht tento polynom je roven nule pro véechna & € 2, h € E,; na pf.
(146) 4f(d3p)t —di2py = 0v 2 X E, .

Necht v bodé = majt f, @, v, ... diferencidl Fddu jesté o jednotku vyssiho
neZ ty, které se vyskytuji v P; tedy v pFikladé (145) necht existuji
(147) df(z), d(z), d'*yp(=).
Potom se v bodé x rovnd nule vijraz, ktery se z P dostane ,,formdlnim
diferencovinim‘ podle pravidel
(148) d(u + v) =du 4+ dv, d(uv) =vdu + u do,

d(u™) = mum™-1du, d(dmu) = dm+ly ;49)

t. 7. v naSem pripadé je
(149) 4 df(z) (d®p(2))* + 4f(z) . 4(d°p(2))® d*p(x) — d**y(x) = O ;

to znamend ovdem, Ze levd strana, kterd je fumkci bodu h, je rovna nule
pro vdechna h € E,. Kdyby ovdem df, d'p, d'3y existovaly nejen v bod€ x,
ale v celé mnofiné 2, platilo by

(150) 4 df (d3p)* + 16f (d3%p)3dép —dBp =0 v Q2 X E,.

Dukaz provedu pro polynom (145), abych nemusil psati spoustu
indexd — d&tendf okamzité uvidi, Ze dtikaz plati obecné.

Zvolime-li pevné (ale libovolng) &, je
(151) 4f (dap)t —d)ly = F

funkce bodu ¢, jeZz je definovdna (a dokonce rovna nule) pro & e Q;
pfi tom funkce f, dip, d;2p maji jesté v bodé x diferenciél 1. tadu (nebot
na pf. djg je linedrni kombinace derivaci 3. ¥adu, a ty maji diferencial

3) Funkci f nazyvame diferencidlem nultého fadu funkee f; pfi tom je nutno

ji pojimati jako funkei dvou bodu &, &, nezdvislou na h. Funkce f, ¢, v, ...
a koeficienty polynomu mohou byti komplexni.

%) Vime, Ze posledni pravidlo je nespravné, ale dokéZeme, Ze v tomto pripadé
vede k spravnému vysledku. «, v, f, ¢, ¥, ... znadi komplexn{ funkce.

406



1. ¥4du v bods¥ z, jeito existuje dp(%)). Podle pravidla o diferencislu
soudtu, soudinu a mocniny je

dF(z) = 4df(z)(d3p(x))* +
(152) + 4f(@) . 4(d3p(2))? ddip(z) —
— ddy(x) .
Obg strany jsou zde funkcemi bodu A’; sestrojim-li tedy hodnotu
v bod& %', poloZim A’ = k a uvazim-li, Ze podle véty 201 je na pf.
d,dip(z) = d}p(x), dostavam
(158) d,F(z) = 4d,f(z) (d3p(z))* +
+ 4f(2) . 4(d3p(2))* dyp(x) — d’p(2) .
Ale F(¢) = 0 pro kazdé & € 2; tedy levd strana v (153) je rovna nule,
tedy i prava strana, a to pro kazdé A, t. j. plati (149).

Smysl dikazu je jasny: dosadim napfed do (145) urdity bod A
(t. j. pfipisi index &), potom diferencuji v bodé x (dostanu (152)), za pro-
ménny bod k'’ dosadim opét % (t. j. pfitpisi opét index k), nadeZ jiz mohu
misto nespravného pravidla dd"f(x) = d=+3f(x) uZiti sprdvného pra-
vidla d,d'f(z) = dy*f(x) a dostanu (153), kde leva strana je 0. A tato
rovnice plati pro kazdé h; tedy ty indexy h, které jsem pfipisoval,
mohu nakonec zase umazat.

Provedme dva piiklady na toto velmi dilezité pravidlo.

Piiklad 1. Budte f, ¢, y funkce » prom&nnych, a nechf jest
(154) fd% = (dy)? v XE,,

kde 2 je jistd oteviend mnozina.4!) Potom plati, pokud piislusné di-
ferencialy existuji v celé mnoZiné Q:

(155) df d2p + fd3p = 2dyd%p v 2 X E,,
(156) % d%p + 2df d + f dip = 2(d%)* + 2dpddy v Q x E,

atd. Kdyby na pi. diferenciily df, d3p, d*p existovaly vSude v £,
ale o d2f, d4p, d% bychom vé&déli jenom, Ze existuji v jistém bod&
z € 2, musili bychom se v (156) omezit jen na bod z, t. j. musili by-
chom misto (156) psati

(157) d*(z) d*p(x) + 2df(z) dp(z) + ...

41) Ze vpravo nenf nula, oviem nevadi: myslim si (dy)? pfevedeno vlevo.
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Uvédomme si, Ze rovnice tvaru (154), (155), (156), (157) a pod. nam
davaji fadu vztahG mezi parcidlnimi derivacemi funkei f, @, y. Vime
totiz, Ze d"f(x) je polynom =n-tého stupn& (homogenni) v soufadnicich
hys ..., b, bodu kb (viz (138)). Tak na pf. pro r = 2 lze rovnici df(z) .
. d2%p(z) = (dy(x))® psati ve tvaru (hodnoty derivaci minim v bodé z)

( hx+a’h)(zz"if+ ot b +a"’h=)
(%, L%
= (@mh

Rovnice plati pro vSechna redlna 4,, k,, a vlevo i vpravo stoji polynom
v hy, hy; tedy kaZdy koeficient vlevo se rovnd prisluinému koeficientu
vpravo,4?) takze z posledni rovnice plyne
of Pp _ [oy\®
ox, 02~ \ox,) °
o d% of P op\? oy
2 5, 5z, oz, T a7t o\ om, 2O
Ptiklad 2. Necht funkce f, ¢, y maji v bodé x totalni diferencial
3. fadu, takze v jistém jeho okoli £ maji totalni diferencidl 2. ¥adu,
a nechf je f2 = ¢* + »? v Q. Potom je
fdf =gdp +ydy v 2 X E,,
fa¥ + (@f)? = ¢ d’p + (dg)* + pd?y + (dy)* v 2 X E,
a koneéné (ted uz se musim omezit na bod z)
f A3 + 3df d?*f = ¢ d3p + 3de d%p + p d3p + 3dy d2p v bods x .

§ 10. Totalni diferencidly sloZenych funkci. Budiz f funkce r pro-
ménnych a budiZ A, mnoZina on&ch bodd, v nichZ f ma diferencidl
n-tého fadu. Podle (138) je pro x € M,

n! of(x)

k,g'l.z,k,go kl' e ]C,.' 33:’1“ ces 8x’,"
kyv...+ky=n

Zavedu-li jako v § 5 funkce V; rovnicemi V(z) = x;, je d,V(x) = h;,
a misto (158) lze psati

(158)  dif(z) = [ L

42) Viz kap. VI, § 23.
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620, k2o ky! ..k, oxh L. oxY
kit oo +kr=n

Zde oviem uzivime oby&ejnd ,licenci” podobné& jako v § 5; na pf.
misto

@v,)e... v,y v M, %E, .

(159) dnf =

d3f, kde f(z,y, z) = xy?* — 228,

piseme d3(zy®* — 22%); proto také misto dV,, d®V,,... piseme dz;,,
d%z;, ... (jako v § 5) a misto (159) piseme obycejné (vie v M, X E,)

(160) drf = n! O aoh ... dar —
= b S0 kl IC | 6:::’“ "xl:r 1 v r —
kit ...tk =n
r a",

= ;-....%-1 =y dz;, ... dz;, .
Pii tom znakem dz[" rozumim mocninu (dz;)™ (to je stary zvyk); od
toho je nutno odliSovati diferenci4dl mocniny d(z]") = ma 'dz; a
m-ty diferencial dmz,.
Znatim-li ,,proménné‘‘ z néjakého duvodu ¢, ¢, ... nebo z, vy, ...,
pidi d¢,, d¢,, ... nebo dz, dy, ...

Poznamka 1. Budiz f linedrni funkee: f(z) = a2, + ... + x,x, +
-+ B. Vechny parcidlni derivace f4du vyssiho nez prvniho jsou rovny

nule, tedy d%f = d3f = ... = 0 (pro v8echna =z, k); specidln& pro dife-
rencialy ,nezavisle proménnych V; je d?V; = d3V; = ... = 0; s ob-
vyklou licenci se to obydejné psiva dir; = d3z; = ... = 0 (znadi-li

z; j-tou ,nezavisle proménnou‘).
Poznimka 2. Pro funkce jedné proménné plyne z (160)
(161) dnf(z) = f"(z) dan ,
f(Z)

existuje-li v bodé¢ =z vlastni =n-t4 derivace. Symbol

pro
f™(z) 1ze tedy vskutku pojimati jako podil. Pfesné Fedeno: Z (161)
plyne djf(z) = f™(z)(dsx)* pro kaidé reilné h (d,z = k), a tedy
fP(x) = (df(z)) : (dz)" pro kazdé redlné k + 0.

Obratme se nyni kone¢n& k funkcim sloZzenym. Budiz déna funkece f
(r proménnych) a r realnych funkef ¢; (j = 1,...,7) s proménnych.
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Sestrojme ,,slozenou funkci F tak, Ze do f(z) = f(z,, ..., z,) dosa-
dime za x; podle rovnic

(162) Tj= q)i(t) = ‘P:‘(tp cee ts) (7 =1,..,7),
t. j. definujme
(163) F(t) = F(tl: ceer bg) = f(%(t), ceey 'Pr(t)) .

Necht funkce ¢; maji diferencial n-tého ¥ddu v jistém bodé& ¢ a necht
f ma diferencial n-tého ¥adu v bodé z = [z, ..., z,], daném rovnicemi
(162). Potom funkce F' ma podle véty 198 diferencial n-tého fadu v bodé
t. Mimo to ma ov8em funkce f v jistém okoli 2, bodu z diferencialy aZ
do fddu n — 1 a funkce ¢; maji diferencialy az do ¥ddu n — 1 v jistém
okoli 22, bodu ¢ (viz § 7, pozn. 2). Volime-li 2, dosti malé, muzeme
(v dusledku toho, Ze ¢; jsou funkce spojité v bodé ) dosdhnouti toho,
Ze pro kazdé v € 2, leZi bod & = [§,, ..., £,], definovany rovnicemi

(164) §i=gir) G=1,...,7),

v mnoziné Q_, takZe podle véty 198 m4a funkce F v 2, diferencidly
aZz do ¥adu n — 1. Poletni ptedpis z véty 202 ndm umozZiiuje snadno
tyto diferencialy funkce F postupné poditat. Budiz tfeba n = 3.

Podle vzorce (75) v§ 5 je

(165) dF = Za& dg; v Q,.)

Pfi tom parcidlni derivace jest pfi daném 7 brati v bodé £, definovaném
pro kazdé t € 2, vzorcem (164). Podle véty 202 jest v 2,

(166) eF =3 al ap+ 3 T a,
o108
of

Co je to vlastné 2 Ve vzorci (165)% Ozna¢me parcidlni derivaci
funkce f podle ¢-té proménné znakem f; potom symbol -3?’ v rovni-
4

cich (165), (166) znadi vlastné ,,sloZenou funkcl“, jejiz hodnota v bodé

43) Msli bychom psati v £2; X E, (t. j.: ,,pro viechna 7 € 2;, h ¢ E,*), ale
jeZto vidy pujde o vzorce, platné pro viechna k, nebudu to v tomto paragrafu
vypisovati.
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T je f«é), kde £ je ddno vzorcem (164). Podle vzorce (165), kde misto
1 pisi f;, znadi symbol d -+ / vjrraz

3fa s _&f
167 dop; = > —1_d
{en §%¢ ¥k
takZe (166) lze psati v 2, ve tvaru
s _&f
168 2 =
(168) BF = 2 7,28, 4 4o o+,

Podle pravidla z pfedeslého paragrafu sestropm koneéné d3F(t):

dF(f) = ”},J d 5 ge dp, dp, +

f

—l—Zdafdz,-{—z fds .44)

Zde vpravo je tfeti &len roven druhemu, jeito parcidlni derivace
ag ie
dino vyrazem (167). Abychonr kone&né vypodetli prvni élen vpravo,

of
0&; 0’

@70 = 5 2O ap) dpo apue +

,j,k=1

2. ¥4du jsou zdménné. Ctvrty ¢len je roven druhému, jeito d

pouzijme opét vzorce (165) na funkei ——.; dostaneme jako svrchu:

(170)

+33 & 1) argut) d) + 54 TD) arput).

1,) = 1
Zde u% neni naprosto nic ne]asneho. parcialni derxvace funkce f jest
brati v bodé z; obé strany rovnice jsou funkce bodu % = [k, ..., k]
(jde o diferencialy funkei ,,bodu ¢‘) a rovnost plati pro kazdé A.
Rovnice (165), (168), (170) nejsou jesté dosti vyrazné: musi se vy-
svétlit, co znamena F, f a ¢;. Proto se zde opét uZiva ,.licence’, aby

) Pf1 tom vpravo bych mél psat d;(f) misto dg;; parcidlni derivace funkce
{ a jejich diferenciély je brati pror = ¢, § = .
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se dosahlo v&tsi vyraznosti. Riké se: budiz z funkef proménnych z,,

. &, 2= f(Zy, ..., z,). Dosadime-li sem za z; podle rovnic z; = ¢,(t) =
= @ity ..., t;) (2 =1,...,7), stane se z funkei proménnych ¢,, ..., ¢,.
a diferencialy této funkce jsou

L 0z
(171) dz = 2.] 7, 3%
L 0% Loz
25 — - R . — d2
(172) dz_iglaiaxjdx,d,+glaidx,,
T 3
dz= %2 42, dz, duy +

(173) i,jin=10%; 0x; 0Z;,

dz; .

+31;213 a,dzx.dx +Za

PFi tom ovSem na p¥. posledni rovnice plati v bodé ¢, jestlize v tomto
bodé funkce ¢; maji diferencial 3. fadu a jestlize funkce f m4 dife-
rencidl 3. fadu v bodé z, daném rovnicemi (162). Pti tom dz;, d2z;,

s 0 ye .
znadi diferencidly funkce ¢;, a % atd. zna¢i derivace funkce f

v ,,ptisludném‘‘ bodé z. Obé strany rovnice (173) jsou funkce bodu 4,
a to formy (homogenni polynomy) 3. stupné v proménnych 4, ..., k
Rovnice (173) pak plati pro kazdé k. Oznaéim-li znakem ¢, ,,i-tou ne-
zavisle proménnou®, t. j. funkci T';, pro kterou 7'(f) =t; (takZe
dt; = h;), mtZeme uiiti vzorce (160), nacez v (173) jest

§

8 2, X
dz; = Zat'dt,, dw, = > a”‘-dzadtﬂ,

a=1 x,pg=1 3t1 at/g
< o3,
174 d3x; = —_ dt, dt, dt,
(174) : ,,,,,%Hata atg ct,, ks
d 3
dz= S PF g di,dt,.

w51 Oty By 01,

\

Rovnice (173) plati, dosadime-li za A,, ..., &, libovolné realna é&isla,
t. j. dosadime-li za d¢,, ..., d¢, libovolné reilna éisla. Dosadime-li tedy
do (173) z (174), dostivame na obou strahach formy 3. stupné v d¢,,
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..., dt,, které si jsou rovny pro vSechny realné hodnoty d¢,.45) Tedy
jsou piisluiné sob& koeficienty vpravo a vlevo sobé rovny, a odtud

ihned dostanu vzorce pro parcialni derivace . Na pi. koeficient

3z
at, dtg ot
v (173) pti d¢} dt, vlevo je (ndsledkem zamé&nnosti parcidlnich derivaci)

3 ; tuto derivaci tedy vypoétu, najdu-li vpravo koeficient pii

2
ot: ot,
d¢} dt, a délim tfemi. Vidite, Ze rovnice (173) mezi diferencily obsa-
huje v kondensované formé& mnoho rovnic mezi parcialnimi deriva-
cemi. Podotkn&me jeité: Prvni &len vpravo v (173) obsahuje 72 &lent,
ale nisledkem zaménnosti jsou si mnohé rovny.

Vypodtéme jesté (za piedpokladu existence &tvrtych diferenciali)
d4z, a to bez dlouhych feéi, aby bylo vidét, jak cely podet probihd
snadno a mechanicky. PouZiji na rovnici (173) véty 202, pii éemiZ
uvaZim ieﬁyi oz i

*7 oy’ 0x; 0xy ox; Ox; Oxcy,
derivace funkce f, do nichz za z, jest dosaditi ¢,(¢). Jejich diferencidly

0z
E atd. N

jsou ,,funkce bodu z*, totiZ parcidlni

se tedy politaji podle vzorce (171), kde oviem misto z stoji
takZe na p¥.
oz _ 5 o=
3x,- 331 - k=1 32:,- 32:, 3xk

Tedy: pouzijeme na rovnici (173) véty 202; vychdzi (uziji ¢dstedné

hned zaménnosti):
< 0%z
4 — — 7% . dz
df ;,,-,k,z,._l 0, 0%; 0%, O, dz; dz, dz, dzm +

- 032

+3 2

i,,k=1 31; 83:, axk

dz; .

d2z, dz, dz, +

r %2

— d2x,
+ 31’:7;—1 0x; Exi azk d Z; dx, dxk +
N
2 290 .
+ 3i,7‘-l ox; o, d*z, d*z; +
r 02z r oz -
3 d3z; dz 3 -
10,4, o, ’+..~,,2~13x‘ ,dx‘ : ’+,-§, & g,

45) Mohl jsem khidn& psét h; misto dt,; pisi d¢; jen proto, ¥e je to obvyklé
oznadenf, se kterym se Stenaf Easto setké. ¢ ljen p © Je to obvyidie
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Zde se je’ts druhy soudet vpravo rovnd tietimu, paty Sestému. DalSim
uzitim zédménnosti a p¥iddnim ptisluinych ,,polynomickych koefici-

enti‘ P 1ze jedtd dile redukovati polet ¢lenti v nékterych
.

n!
ala,l...
soudtech.

Poznamka 3. U diferenciali 1. fddu jsme méli dalezité pravidlo
o invariantnosti formy 1. diferencidlu (viz text u rovnic (76), (77)

v § 5): vzorec

(175) dz = 2 ax,
plati, at jsou z; ,,nezavisle proménné* & af jsou to jakékoliv funkce
kterychkoliv proménnych.

U vyssich diferencidlia méame podle (121) vzorec

< oz
(176) d Z—i““%n-l m;dx,x...dx,u,

jsou-li z; ,,nezavisle proménné*, ale u ,,sloZzenych funkei“.tento vzo-
rec pro n > 1 neplati, jak ukazuji vzorce (172), (173), kde vystupuji
jesté diferencidly d%z;, d3z;, ... Jsou-li oviem z; ,,nezdvisle proménné‘,
jsou tyto diferencialy rovny nule (viz pozn. 1), a vzorce (172), (173) se
redukuji na prisluiné p¥ipady vzorce (176). Ale jesté v jednom speci-
alnim pripadé plati vzorec (176): JestliZe z; jsou linedrnt funkce
zi(t) = ity + ... + ;s + B, (xjr, f; Tedlné konstanty) ,

je podle pozn. 1 d%x; = d3x; = ... = 0, a plati opét (176).4¢) Nebof pro
n = 1 plati (175), a indukéni krok z n na n 4+ 1 provedu tim, Ze
diferencuji rovnici (176), pfi ¢emZ pouziji toho, Ze d%r; = 0.

Cvideni

V cvidenich 1—4 jsou u, v, v,, vs, ..., v, funkce néjakych proménnych z,, ...
... Z,; podminky pro platnost uvedenych vzorcu (existence piislusnych dife-

) P¥i tom kladu z = f(,, ..., 2,); vzorec (176) plati v bod® {, jestliZe v pfi-
slufném bod8 [x,(?), ..., z,(t)] = «(t) mé f diferencidl n-tého ré.du, pii tom
amz
0%, ... O%j,
,(xl(t)’ evey xr(t))

znadf derivace funkce f a d"z znadi n-ty diferencial ,,sloZené funkce‘
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renciild, jmenovatel rizny od nuly atd.) si étenif doplni sdm. 4,, ..., 4, jsou
konstanty.

1. d"Aw, + ...+ 4pw,) = 4,d", + ... + 4, d™,.

n
2. d™(uv) = z (Z) dky . dn—ky,

=V

(Zobecnéni Leibnizova vzorce; d°f znadi oviem f.)

1
3. d3 (l) =— (v® d%u — uv? d% — 3v?dy d?u — 3v?dudiv +
v v

+ 6uv dv d?v + 6v du dv? — 6u de?).

4. Q2(u%) = uv (”(”——l) dw + 2 (14 vigu)dude +
u? u

F(guprdet + 2~ du + Igu d’v).
u

o2 \ g
kde o = in’ + ... + 22 DokaZte, Ze za piisludnych pifedpokladi (kterych?)
je

1
5. Z funkce f(&,, ..., &) vytvoite funkci I'(zy, ..., Z,) = — f (?—1 s eees fl),

’

ot i PPy, .. ) _ 2’: (&), .oy &)
j=1 6x§ j=1 35’}
kdo vpravo jsou derivace funkee f brany pro §, = z;0-2,
6. Pro funkci P z § 3, pozn. 4 vypodétste (obdobnd ke vzorci (39)) za pii-
»PF
sluSnych pfedpokladi p

z; O ; O,

§ 11. Vé&ta o pFirastku funkce a Taylorova formule pro funkce
n&kolika promé&nnych. Véta 203. Budte

a = [ab ceey a’r],a' + h = [al + hl’ ey ar + hr]

dva rizné body z E,. Funkce | (r proménnych) necht je redlnd a necht
md diferencidl fddu n + 1 (n = 0) v kafdém bod¢ uselky o krajnich
bodech a, a + h. Potom existuje &islo O (0 < @ < 1) tak, Ze
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fa + B) = f@) + — (hla +. ..+h,i)f(a)+...+

n!

(177) +‘( 2o th )/(a)

1 2 g \n+ y
+m(hla—%+...+h,a—%) fa + Oh) )

Totéz lze psati v elegantnéjsim tvaru

fla + k) = (@) + drf(a) + 5 dz/(a) -+

1
(n 4+ 1)!
Dtkaz. Usetka, o niZ je fed, je mnozina M viech bodd

a-+th=1I[a, +thy,...,a,+th,] 0t 1),

(178)

dzf(a) + di*'f(a + Oh) .

Poloime

F(t) = f(a + th) = f(a, + thy, ..., a, + th,).
Podle véty 198 ma F diferencial ¥adu » 4 1 v intervalu 0 < ¢ < 1,
t. j. (jakoito funkce jedné proménné) ma koneénou derivaci fidu
n + 1 pro 0 < ¢ < 1. Podle Taylorovy formule (DI, véta 153, vzoree
(5) pro zbytek) je
1

M+ 1)
Hodnota F(t) se dostane, kdyZ do f(z,, ..., z,) dosadime za z; funkeci
z;(t) = a; + th;. Podle pozn. 3 v§ 10 plati tedy

k! o*f(x)
dFO) = _ 2 ET. k) ... e

(179) F(1) = F(0) + 1 F’ 0) + . -+ Fm(o) + ———— Fo1(0).

do ... dat =

(datc1 oz, + ...+ dz, ) (€3]

pro 0 <t<1, 0<k<n+ 1. Ale dz; = h;dt, takie (viz pozn. 2
v § 10) pro d¢t + 0 obdriime

47) Jde ovSem o symbolické mocniny, viz pozn. 4 v § 8.
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P = S0 = (b g b .

Stadf nyni dosaditi odtud do (179) a uvaZiti, Ze hodnotdm ¢ = 0,
t=1, t =6 odpovidaji body x =a, x =a + h, £ = a 4 Oh. Tim
dostaneme (177). A (178) neni oviem nic jiného neZ pfepsani vzorce
(177) do jiné formy.

Poznidmka 1. Pro n = 0 dostdvime z vé&ty 203: Md-li redind
funkce f diferencidl 1. Fddu v kaZdém bodé useCky M479) o krajnich bodech
a, a + h, potom existuje O (0 < @ < 1) tak, Ze

r

180 f@+m—fa)=3 LEEM b a0+ om).

1=1

To je zobecnéni véty o piirtstku funkce (ne sice tiplné — viz viak
cvié. 1) z DI, v&ta 133. Srovnejte s ponékud piibuznou vétou 182.

Poznamka 2. Je-li f komplexni, lze uZiti véty 203 na redlnou a
na imaginarni ¢ist zvlasté; ale &islo ©® muZe pro redlnou &4st miti
jinou hodnotu ne% pro imaginarni.

Cvideni

I. Rovnice (180) plati za tSchto obecngjdich predpokladii: I. f je redlnd a mé
diferenciil 1. fddu v ka?dém bod3 tiseéky M, rizném od bodt a, a + k. II.V bo-
dech a, a 4 A je f spojitd vzhledem k M. K dikazu uZijte ptimo vty o pfi-
rustku funkce (DI, véta 133).

Cilem nésledujicich cvideni je dukaz této véty:

A) Necht f mé v bod¥ a = [a,,..., a,] diferencidl n-tého Ffadu (rn > 0).
Potom existuje jeden & jen jeden polynom P (o r prom&nnych) s tSmito viast-
nostmi:

«) P mé (celkovy) stuperi nejvyse n.
B) f(a + h) = P(h) + o(||2|*) pro h — o.
Tento polynom je

1
(181) P = @) + T 4@ + ... + — d3f(a) .

479) Mini se ovlemn diferenciél ve smyslu definice 37, ne snad diferencidl
vzhledem k M (§ 4).
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Tato véta se ma k vétd 203 jako pfikl. IIT v DI na konci kap. XI k vété
Taylorove pro r = 1 (v&ta 153 v DI s formou zbytku (5)).

Dukaz v&ty A je rozloZen do cvié. 2—4.

2. Maji-li polynomy P, Q vlastnosti «, B, je P(h) — Q(h) = o(|A]|*) & tedy
P = Q podle cvié. 2 v kap. VI, § 23.

3. Necht v bodd a jsou viechny parc. derivace funkce f fadu 0 aZ n rovny
nule, & necht f ma v bod® a diferencidl n-tého f¥adu (n > 0). Potom f(a + h) =
= o(||h||”) pro h — o. Navod: Pro n = 1 ziejmé z definice diferencidlu. Budiz
n > 2; uZitim véty 203 s hodnotoun — 2 misto n plyne pro desti mala [|h||:

2 h ! o h 0 h " 6Gh
(182) fa + )——(—n-:T!)a—xll'i'---’f'axr, f(a + ©h).
Jexto katda derivace Fadu n — 1 mé v bod3 @ diferenciél (rovny nule), je podle
definice diferencidluf;,, ... j._,(@+ Oh) =f;  ; (a+ Ok)—f; . (a) =
= o(||h]]). Odtud a z (182) plyne tvrzeni.

4. V obecném piipad® uZijte cvié. 3 na funkci F(z), kde F(a + k) = f(a +
+ h) — P(h) (pti tem% P je ddno rovnicf (181)). Dostanete, Ze plati f. Ze takovy
polynom je jen jeden, plyne z cvié. 2.

5. BudiZ n celé kladné. Necht funkce f(z,, ..., #,) mé vSechny derivace fadu
n-tého rovny nule v jisté oteviené souvislé mnozind M C E,. Potom f je v M
polynom stupnd nejvySe n — 1 (t. j. existuje takovy polynom P stupnd
£n —1,% je f = P v M). Navod: Je-li M otevieny interval, plyne to z véty
203. V obecném pifpad® zvolte bod a ¢ M; v jistém otevieném intervalu
I(a ¢ I) je f(x) = P(x) (polynom stupnd < n — 1). Spojte libovolny bod b ¢ M
s a Fetdzcem otevienych intervali I,, I,,..., I, obsaZenych v M (vé&ta 172).
V kaZdém z téchto intervala I, je f rovno ndjakému polynomu P,. V pruniku
II ., je P, = P;,. Podle pozn. 1 v kap. VL, § 23 jsou tedy P, P,, Py, ..., P,
tym? polynomem; tedy f(b) = P(b) pro kaZdé b ¢ M.

§ 12. Vztah mezi n-tou diferenci a n-tym diferencidlem. Budiz
f funkce 7 proménnych; budiz « ¢ E,, h € E,. Potom é&islo

(183) dif(x) = f(x + k) — [(z)

nazyvame diferenci (1. ¥4du nebo prvni diferenci) funkce f v bodé =
s rozpétim b — pokud oviem f(z), f(x + k) jsou definoviny. Vyraz
(183) je funkeci dvou bodi z, h, kterou znaéme Af; pti pevném z dosta-
neme funkei bodu %, kterou oznadime Af(x), pii pevném % dostaneme
funkei bodu z, kterou oznadime A,f. Zvolme dalsi bod ke E, a se-
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strojme funkei (bodu z) 4,4,f; jeji hodnota v bod¥ z je (maji-li f(z),
f@ + k), f(z + k), f(x + k + k) smysl)
(184) A d,f(x) = Auf(x + k) — Auf(x) = fz + h + k) —
— flx + k) — f(z + k) + f(z) .

(Uzivim podobné dmluvy o vynechavani zédvorek jako na poditku
§ 8 — viz text v§ 8 pied pozn. 1.)

Obecné, je-li ddno n boda %/, ..., ™, sestrojme funkci (bodu z)
(185) Ay ... Ayt s
jejiz hodnota v bod¢ z, jak za chvili dokdZeme, je

1

(186) Ay ... Apf(x) = Z (= 1thtethf@ L AR+ ..+ AR,
2

S L]

mé-li pravéa strana smysl. T. j. tento vyraz je soudet hodnot funkce f
ve vSech bodech tvaru

(187) 24+ AW ...+ BP0 ZI=m 1S, <...<j, =n),
kde kazdy séitanec je jeSté opatfen znamenim (— 1)»*¢ (nebo (— 1)*-1,
chcete-li).
Vzorec (186) plati pro n = 1 (viz (183)); plati-li pro jisté n, plati
toto:
Ah("+')Alj(') cee A,‘.f(x) =
= Ay --- Apf(x + B H)) — Ap - Apf(z) =

1

= 3 (—hreth(f@ 4+ Ak 4 .+ AR™ 4 D) —
Ay Sa-0
— flx + 40+ ...+ 5™,
coz, jak je ihned patrno, je vzorec (186) s hodnotou » + 1 misto =.
Tim je (186) dokéazano. _
Z (186) je patrno, Ze tento vyraz se mezméni, permutuji-li body
b, ..., k™. Déle je patrno, Ze tento vyraz je roven nule, je-li néktery

z boda h roven o; nebot piisluind operace 4,,, aplikovani na ja-
koukoliv funkeci, ddvé podle (183) nulu.4®) Cislu (186) ¥ikdime n-té

48) Je to také vidét z (186): Dva &leny v (186), liici se toliko hodnotou 4
(jednou 4; = 1, po druhé 4; = 0), obsahuji pro 4(/) = o touZ hodnotu funkce !:
ale s opaénym znamenfim.
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diference nebo diference n-tého fddu funkce f v bodé z s rozpé&timi
k', ..., k™. Pro kterd z je definovéana funkce (185), je zfejmé; nebu-
deme se tim zabyvati — v dalSim pujde vidy o ptipady, kdy exis-
tence symbolu (186) bude zfejma.

Mé-li readlnd funkce f diferencidl prvniho fadu v kaidém bodg
usetky o krajnich bodéch a, @ + h (t. j. ve vS8ech bodech a -+ th,
0 <t < 1), lze uziti véty 203 pro n = 0 a dostaviame
(188) afw) = 3, TEEE 3, — ayjia + om),

kde 0 < @ < 1. Odvodime nyni obdobnou vétu pro n-tou diferenci:

Vé&ta 204. V E, budte ddny body a, b/, ..., k™ (n = 1). Budif M mno-
Zina vdech bodu tvaru
(189) z=a+ Ah' + ... 4+ 2,5 (0 <1 <1lprol <j =< n).%)
Redlnd funkce f (r proménnijch ) necht ma diferencidl n-tého Fddu ve viech
bodech mnoZiny M. Potom existujt éisla O, ..., O, (0 < 0; < 1) tak,
Ze
(190) Ay ... Apf(@) = A3y pf(@ + O + ... + O,5™).

Zde jde tedy o n-linedrni diferencidl; znacim-l o = fg eee gus

0xy, ... 0%,

lze pravou stranu v (190) psdti explicite (pi&i-li b = [, ..., b))

(190a) S fioaa+ Ok 4+ 4 O R LR
jlo--~,jrl-1

Dukaz. Pro n = 1 je to vzorec (188) (pro » = 1 znaéi symboly
d, d totéz). Budiz tedy » > 1, pfedpoklady véty budte splnény a
predpokladejme, Ze véta je spravnd s hodnotou n — 1 misto n. De-
finujme funkei @ rovnicf D(z) = f(x + 2') — f(x) = 4, f(x); tato
funkce (bodu z) m4 diferencial n-tého (a tedy téz (n — 1)-vého) fadu
ve viech bodech tvaru a 4 A" 4 ... + 4A7" (0 <4, <1, ...
eee, 0 £ 1, £ 1), a tedy podle indukéniho piedpokladu je (viz (190a))

49) M je konvexnf obal mnoZiny vSech bodi (187) pro # = a; viz o tom kap.

VI, § 20, pozn. 9, 11 — ale zde to nebudeme potfebovat. Chcete-li, dokaZte
to jako cvideni.
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Ah(n) Ah,Ah.f(a) = Ah(") e Ah’¢(a) —
2 @;, a4+ Oh" + ... + ORM) Ry .. b =

dn=1

= Y’(a+ g Oh" + ... + 0.h") — W(a + Oh" + ... + 0,47),

kde jsme polozili

(191) P(x) = Z fiv.. @) B, BGD

Jaseeerin=

Podle véty 203 pron = 1 je3°)

(192) Y(a+h' + Oh" + ... + OpM) —
— Pla+ Op" + ... + 05" =
— SW, (@ + O’ + OF" + ... + OO K, .
Ji=1

Vypottete-li zde derivace ¥; podle (191), dostanete ihned, Ze vyraz
(192) ma hodnotu (190a).

Tak jako existence diferencidlu 1. f4du v bodé&a je charakterisovéna
rovnici

(193) 4f(a) =iZlAjh: + o(lizl) ,
budeme nyni podobné charakterisovat existenci diferencidlu n-tého
fadu:

Véta 205.51) Necht funkce f (r proménnyjch) md diferencidl fadu n — 1
(n = 1) v jistém okoll bodu a = [a,, ...,a,] €E, (pro n =1 necht to
znamend, Ze f je definovdna v okolt bodu a). Zvolme r™ é&isel

(194) 4, ;, 1=j = rprol <8 =n)

a definujme funkct n(h’, v B™) (n bodd B® = [RY, ..., B neboli
nr proménnych ) rovnicems

80) Existence diferenciidlu funkce ¥ plyne z (191) a z pfedpoklddané existence
diferenciélu n-tého fddu funkce f.

%) Usivém znaku of

= fis.. dn-
13" ...?a:j,, : "
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(195) Apw - Ayf@) = 3 Ay R D+
Juseensin=1
L R 1 T A

(196) ks . BM) =0,
je-lv nékteré h® = 0%2).

Tvrzeni: Funkce f md v bodé a diferencidl Fddu n-tého tehdy a jen
tehdy, lze-li zvolits &isla (194) tak, Ze n je spojitd v bodé [o, ..., 0], ¢. j.
Ze (vzhledem k (196))

(197) lim k... ™) =0,
[A',...,A®]—[o,...,0]
hZo,..., Am=o
Plati-li (197), je nutné
(198) 4. 5=l 5@)

takZe (195) lze psdts téz

(199) Ajw -+ Apf(@) = i pf(@) + (]| ... B . o(1)

(pfi ¢emZ znak o se vztahuje na limitni ptechod [#/, ..., A™] —
—[o0,...,0], B % 0,..., A™ % o).

Pro n =1 je tato v&ta oviem identickd s definici diferencidlu 1.
fadu a s vétou 185. Véta 205 dava Zadany vztah mezi n-tou diferenci
a n-tym diferencidlem: funkce f33) ma v bodé& a n-ty diferencidl tehdy
a jen tehdy, lze-li jeji n-tou diferenci v bodé a vyjadiiti vhodnou =-k-
nearni formou s pfesnosti danou rovnicemi (195), (197). A tato =-li-
nearni forma je podle (198) pravé n-linearnim diferencidlem funkce f
v bodé a.

Jakasi vada je v tom, Ze véta ma induktivni charakter: musime
pfedpoklidati, Ze f ma v okoli bodu a diferencial fadu n — 1, a teprve
potom muZeme charakterisovati pomoci této véty existenci n-tého
diferencialu. Ale tato vada se neda jen tak odstranit, viz cvié. 2.

Dukaz véty 205. Jak bylo jiz fedeno, je véta spravna pro n = 1.
Budiz tedy » > 1 (ale nebudeme postupovati indukei!). Budte ||4’]],

52) V tomto pfipad¥ jsou totiZ obs& strany v (195) automaticky rovny nule,
takZe hodnota funkce 7 neni rovnici (195) urdena.

53) O ni% prfedpokladédme, Ze v okoli bodu a mé diferencidl ¥4du n — 1.
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..., |A"™|| kladnad a dostate&nd mal4. JeZto f ma v okoli bodu a dife-
renciél fddu n — 1, mohu uZiti véty 204 (s hodnotou n — 1 misto n)
na funkci @, definovanou rovnici @(z) = f(x 4 A') — f(z), a obdrZim
(pi&i to radéji explicite podle (190a))

Ah(") ces Ah,f(a) = Ah(") cee Ah'¢(a) =

(2000 = 3 (f..@+ Rk + Ok + ...+ Oh") —

Taseens in=1

~ Froooi@ + OR” .+ O L) Ay . B
I. Necht m4 f v bod& a n-ty diferencial; jezto se levd strana v (200)
nezméni, permutuji-li #’, ..., ™, mohu si uspotddéni myslit tak, Ze

(201) B[] = Max [R®)].
1<s=<n
Jeito f; . ; maji jesté v bodé a diferencidl 1. fadu, jest®)

(202) foil@ + 2 = f;, s (@) =
= 2 frie...1d@ Ay, + o(IA1) -

Pouzijme této rovnice jednou pro A =~hr'+ @h" + ... + 6,A™,
po druhé pro A = Oh" + ... + O,k™ a odeltéme; uviZime-li jests,
%e v obou ptipadech nisledkem (201) je [|A|| < =l|/4’||, obdrzime

fi""jﬂ(a + h, + @2h” + te + @ﬂh(”)) —jia..-i,.(a_i_ @2h” + see + th(”)) =
= 2. Fiiv...0@) B, + o] -

Dosadime-li to do (200), obdrzime zfejmé& (199).

II. Nechf za druhé existuji 4, ; tak, Ze plati (197), je-li  defino-
véno rovnici (195). Mame dokézati za prvé, ze kazda z funkei
(203) frin I SjaSr . 1S], <7)
mé diferencial (1. ¥4du) v bod8 a, a za druhé, Ze plati (198).

Budte tedy déna é&isla j,, ..., j,. Volme body A’ ..., A™ specidlnim
zplisobem: j,-t4 soufadnice bodu 2® (s = 2, ..., n) budiZ &islo A"’ % 0,

) Utijeme zém&nnosti derivaci; pi¥me 4 = [4,, .,., A,]-
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kde%to ostatni soufadnice bodu 2® budte rovny nule. Naproti tomu
budiz %’ libovolny bod = o; ozna¥me jej kratleji kb = [h,,..., h,].

Jeito f ma v jistém okoli 2(a, §) (6 > 0) diferencidl ¥ddu n — 1,
muiZeme pouziti toho, co jsme dokizali v bodé I, na funkci &(z) =
= f(x + k) — f(x), pokud O < ||k|| < 6, oviem s hodnotou » — 1
misto n:

Ah(") e A,,,Abf(a) Ah(ﬁ’ Ah,¢(a) =
(204) = Uuoade + 1) = ol By B2+
+ B, oo By (R, By s BY) )

kde plati toto: Je-li & libovolny bod ta.kovy, Ze 0 < ||k < 8, je (pH
pevném A4)
(205) lim (ks By oo B) = 0.

(B s B0, ..., 0]

Podle pfedpokladu je viak levd strana v (204) rovna pravé strand
v (195), kterd vzhledem k speciilni volb& bodu 47, ..., A™ m§ tvar

(206) ZA,.,. i, - B

+ Hh” by B ng(h, [ B
kde3s)
(207) lim |tk Big - B) = 0.

[Ay,..shy, h""]—» [o,...,0]

Ky -
BudiZ nynf ¢ > 0; volme §, (0 < 6, < ) tak, Ze
(208) (0O < [IAll < 8y, O < [Bj| < 8yy ..., 0 < |BV| < Oy) =
= |ne(h, B, ... V)| < €.
Jestlize &, h, ..., k" spliiuji predpoklad této implikace, mifeme vy-
razy (204), (206) (které jsou si rovny) d&lit A;, ... h{» a dostdvime

(209) fiveid@ + B) = fy,.5(@) + mh, B, . BY) =
= ZIA 7.h7| + ”k“ ’72("” ja? 2] h;:))
fr=

%8) Funkce 7, zavisf na tvaru funkce @, t. ] na h ostatni élenové v (204)
vypadnou nésledkem specidlni volby bodi h" . ()

%) 7, 73 jsou funkce r + n — 1 proménnjch h,, .- h,, Bjas ey RV,
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Zvolme nyni pevné k (0 < ||k]| < §; < 6) a provedme limitni p¥echod
(210) (A5 oo A1 —> [0, ..., 01, B} +0,.., 2" % 0.

Podle (205) mé , limitu 0; jeZto jediny dalsi &len v (209), ktery zavisi
na hj, ..., h{, je 1, ma také y, limitu — zévislou uZ jen na k:
(211) lim neh, by, ..., BV) = A(R) .

[h;" ..... WM [o,. ..,0]

330, .., M0
Ale z (208) plyne: Ke kazdému ¢ > 0 existuje §; > 0 tak, ze 0 < ||| <
< 6, =|Ak)| = ¢ t. .
(212) lim A(h) = 0.
h—o

Provedu-li tedy v (209) limitni pfechod (210) pfi jakémkoliv & * o
(dostateéné blizkém bodu o), dostanu podle (205), (211)

fi,...j.(a’ h) h.(a’) z Am, ,. s + ”h” A("’) ’

coZ vzhledem k (212) znaéi podle deﬁmce 37, e funkce f;, ; maji
diferencidl 1. f4du v bod& a, t. j. Ze f tam m4é diferencidl n-tého Fédu,
nadez z véty 185 plyne Ze

A4,,,... f;. (@) = ... 23.(8) = f1us,...5:(0)

(zdmé&nnost!), coZ bylo dokazati.

Pozndmka 1. Specidlné: Ma-li f v bodé& a diferencidl ¥ddu n, ma
v jistém okoli bodu a diferenciél ¥ddu n — 1 a tedy plati (199) (to je
pravé snazii &ast véty 205, dokdzand sub I).

Poznémka 2. Je-li specialné r = 1, redukuje se soudet v (195)
vpravo na jediny é&len; ', A%, ..., A™ jsou prostd ¢&isla. Dé&lime-li
rovnici (195) jejich souéinem, dostdvame z véty 205 tuto vétu: BudiZ
f funkce jedné redlné proménné, majict v okoli bodu a viastni derivacs
fddu n—1 (n > 0); potom existuje vlastni {™(a) tehdy a jen tehdy,
existuje-li vlastnt limita
(213) lim Ah(n) cee A},'f(a)

1Y h(n),_.[n 50 KA ... ™
Am=EQ .

=4,

naéef ™ (a) =
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Polozim-li 2’ = ... = A" = h + 0, dostdvam odtud éasto uiivané
vyjadreni n-té derivace: Existuje-li vlastni f™(a), je

Pti tom piSeme A3f(a) = 4,4, ... 4,f/(a) (4, se opakuje n-krate).
Z (186) ihned plyne

n
(215) 43f(a) =IZ (— 1)"+() fa + 1h)

-0
(nebot podet séitanch v (186), v nichZ pravé l z ¢&isel 4, ..., 4, je rovno
jedné, je (1;))

Priklad 1. Jiné speciélni volby 4/, ..., 2™ vedou k jinym vzorcim.
Na pf. pro n =2, ' = — h" = h je 4,4,.f(a) = 2f(a) — f(a + k) —
— H(@ — h) a (213) dava toto: Existuje-li viastni f"(a), je

h2
Ovsem: Jezto zde jde o specidini volbu &', ", nemiiZeme z existence
limity v (216) soudit na existenci }"(a), ani kdyz f'(x) existuje pro
vSechna x (takZe lze uZiti véty z pozn. 2). Piiklad: f(x) = 22 proz = 0,
flx) = — 2 proz < 0; f'(x) = 2|z|. Pro a = 0 je limita v (216) rovna
nule, ale {"(0) neexistuje.

Cviéeni

1. Vé&ty obdobné prvni &ésti véty 205 lze odvoditi i pro jednotlivé parcidlnf
derivace (misto pro totalni diferencial). PoloZme
OPf(@) = f(@1s oer Bjgs 5 F Ky Tjrs oo 0s B,) — f(Zys oer Tjs oeis Z4) 5

jde tedy o specidlni diferenci 4,f(x), kde pouze j-té soufadnice bodu A4 smi byti
razng od nuly. UkaZte: Existuje-li v jistém okoli bodu z parcidlni derivace
re4lné funkce f

onf

217 —ar
( ) 3.7:& cee 81,-"
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Jje pro dosti malé |k,), ..., |k,]
M@ + O + ... + O M)
ky
3::,‘ e 32!1.

kde A® =0, ...,0,k,,0, ..., 0] (nuly viude a% na j,-té6 misto), 0 < @, < I.
Dukaz postupnym uZitim véty o piirtistku funkce pro funkce jedné promdnné.
Je-li tedy derivace (217) spojitd v bodd z, je
o"f(x) _ 1
oxj ... 285, (k,,..., E =09, 0] ky...k,
i k0

17=0,...,k,

agm ... 8¢0f(z) =

o« Kogy s

8¢ ... 89f(z) .

(Tato rovnice plati i pro komplexni f).

2. Véta 205 by neplatila, kdybychom vynechali pfedpoklad o existenci
totdlnfho diferencidlu ¥adu n — 1 v okoli bodu z. Vezmé&me piipad n = 2,
r = 1 (funkce jedné promd&nné). Stadf sestrojiti funkci f(z), jeZ nemé v poddtku
druhou derivaci, agkoliv
{218) (f(h + k) — f(h)) — (f(k) — £(0)) = hkn(h, k),
kde lim #(h, k) = 0, takZe rovnice (195), (197) plati (s hodnotou 4,, = 0). De-

[A,E)1—+{0,0]

finujme: f(0) = O, /(—l:_—l) =0, ,(Zn) = (—2:7): (n =1, 2,...); f budiZ

1
\ (m =1,2,...) f(— ) = f(z).

linedrni v ka%dém mterva,lu \ 1

Ze f7(0) neexistuje, je patrno z toho, %e pro m = 1, 2, ... neexistuje f’ {—

Ze lim y(h, k) = 0, bude dokézéno, uki¥eme-li, e pro dosti mal4 |h/, |k! je prosté
hodnota levé strany rovnice (218) mejvy¥e rovna 5|hk|(|k| + |k]). K dikazu
stadf predpokladati |h| = |k| > O (symetrie). Jest |f(h + k) — f(h)] = 4] . |k|,
kde A je smdrnice piimky, spojujici body [k, f(h)], [k + k, f(h + k)]. Snadno
zjistite (vBe pro dostimals |k], [k]), Ze |4| < 2(|h] 4 |k|)* < 4|h|(h] + |k|); dble
If(k) — fO)] < 2k* < |Rk|(h] + |K]).

§ 13. Dodatek k funkcim jedné promé&nné. Budiz f funkce jedné pro-
ménné; polozme

219) 0 zy) = [E) = I

Xy — %,

= Qf(zzr xl)

pro z, + Z; (jako v kap. V, § 8). Derivace je definovana rovniei

(220) lim @(x, @) = lim Q,(a, z) = f'(a).
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Vysettime, co se dé&je, jestlize ve funkeci (219) oba body z,, z, konver-
guji k a. Dostaneme dvé razné véty, podle toho, zda pozadujeme, aby
body z,, z, lezely po opaénych stranich bodu a (pfipoustéjice jeste
krajni ptipady z, = a nebo z, = a) & zda tento poZadavek nedinime.
Vzhledem k symetrii v (219) stadi vySetfovati @,(Z,, x,) pro z, < z,,
pokud se nam to hodi.

V&ta 206. Derivace (vlastni mebo nevlastni)®) f'(a) existuje tehdy
a jen tehdy, existuje-li (vlastnt nebo nevlastni )5?) limita
(221) lim Q 2y, z,) = 4,

[11,25)>[a,a], 1,ZaS 15,7, <24
naéez A = f'(a).

Dukaz. I. Necht plati (221). Provedeme-li zde limitni p¥echod
jednak pro z, = a, 2, > a +,%) jednak pro z, = a, ; > a —, do-
staneme ihned, Ze existuje limita (220), rovna A.

II. Necht plati (220). Pfi limitnim pfechodu v (221) prichazejf
v tvahu hodnoty @s(a, z,) (z; > a), Q,(,, a) (1 < a), @z, Z,)
(z, < @ < z,). Ale pro posledni vyraz plati (viz kap. V, § 10, pozn. 1)

Min (@/(zy, a), @(a, 25)) = Qy(2,, T,) < Max (Q4(xy, a), Qy(a, z,)) .
Z existence limity (220) plyne tedy ihned, Ze limita (221) existuje
a rovné se f'(a). (Ctend¥ je jiz do té miry zkuleny, Ze nepotfebuje
dalsich vysvétlivek.)

Pii druhé vété se omezme na vlastni limity, abychom véc nekompli-
kovali:

Vé&ta 207. Budif | redlnd. Viastni limita’®)
(222) lim @z, z,) = 4

[z, 1s]—{a,a]
<24

existuje tehdy a jen tehdy, jestliZe étyfi derivovand éisla (viz kap. V, § 8,
def. 10) funkce f jsou v bod¢ a koneénd a spojitd, nadeZ limita (222) md.
hodnotu f'(a).

%) Pfi nevlastni derivaci a nevlastni limit§ je nutno pfedpokléddati, ¥e f
je redln4, a brati hodnoty + ©, — oo, nikoliv <.

%) Mno%ina € (z; = a, Z, > a) je &asti mnoiiny € (2, S @ S 2,5, 2, < Zy)e

[2,,7,]) 21,Z4])

8) Je jedno, piSeme-li #; < x4 nebo z; F x,.
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Dukaz. Jeli limita (222) konednd, je Q,(x,, z;) omezené, jsou-li
24 Ty v jistém okoli bodu a, t. j. |f(z)) — f(x;)] = K|z, — 2| pro
|y — a| = 4, |z, — a| = 4 (K konetné, 4 > 0), takze [ je spojita
v {a — 4, a + A4). Jsou-li naopak &tyfi derivovana éisla v bodé a
spojitd a koneénd, jsou tato &tyfi &isla konednd i v jistém intervalu
{a — 4, a + A), takZe | je spojitd v (a — 4, a 4 4) (viz kap. V, § 8,
pozn. 3). Mazeme tedy pfi dikazu piedpoklddati, Ze f je spojitd
via — 4,a + 4) (4 > 0). Potom viak pro kazdy interval J = (a — 6,
a + 68) (0 < 8 < 4) je podle véty 88

sup D*f(z) = sup Q,(z,, x,), inf D*f(x) = inf Q(,, z,)

zeJ z,eJ, r9eJ zed z,eJ, ryeJ
<y <Xy

(a podobné pro ostatni tfi derivovana &isla). Tedy implikace
(o, — a| <9, |2, —a] <6, 2 < x3) = |Qs(y, 75) — 4| S &
je ekvivalentni s implikac{é?)
(|t — a| < &) = |D*fix) — A| < &.
Odtud vsak ¢tenéf ihned vidi, Ze (222) znamen4 totéz jako
lim D*f(z) = A = D*f(a),

Tr—a

a podobné pro dalsi tfi derivovan4 &isla.
Ptiklad 1. Jako ilustraci k vétam 206, 207 si ¢tendf muzZe rozvazit
funkee f,(z) = x* cos;l:— (£1(0) = 0), f,(x) = 23 cos % (f2(0) = 0) v okoli

poditku. Aby mél také néjaké body, kde derivace neexistuje, muZe
nahraditi kfivku lomenou &arou, jak je to naznadeno u prvni z nich
na obr. 10.

Ptipojme jeSté jednu vétu (Schwarzovu), kterd je v jistém vztahu
k ptikl. 1 v § 12 a které se v analyse nékdy uzivi.

Vé&ta 208. BudiZ f funkce jedné redlné proménné, spojitd v intervalu
{a, b). Pro kaZdé x ¢ (a, b) budiZ

(223) lim fz + &) + f(x — k) — 2f(x) _
20 h3

0.
%) Hodnota z = @ jest pifpustnd.
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Potom f je linedrni v {(a, b), t. j. funkce
(224) #2) = 2) — (@) — (o — ) [} =L

je rovna nule pro véechna x € {a, b).

\
y—-x?

Obr. 10.

Dikaz. Necht f neni lineirni v {a, b), takZe ¢ nabyvé aspoti v jed-
nom bod¥ ¢ ¢ {a, ) hodnoty réizné od nuly, na pi. hodnoty kladné

(jinak bychom misto f vySetfovali funkei — f). Zvolme 6 > 0 tak malé,
ze i funkce

(225) y(@) = p(x) — é(z — a) (b — 2)
mé v bodé ¢ kladnou hodnotu. Jezto y(a) = y(b) = 0 (viz (224), (225)),
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nabyvé funkce y své nejvétsi (oviem kladné) hodnoty v (a, b) jist&
v jistém vnit¥nim bodg y e (a, b). Pro dosti malé |A| je potom

(226) - vy + k) 4+ vy —h) — 29(y) = 0.

Ale (y +h)+ (y — k) — 2y =0, (y+h)*+ (y — h)* — 2y* = 2B%
podle (224), (225), (226) vychézi tedy ihned

fly + 2)+ fly — k) — 2f(y) =
= — 20h* + y(y + k) + w(y — k) — 29(y) < — 20h*;

odtud viak je patrno, Ze (223) nemize platit pro = y — spor.
Poznidmka 1. Pfedpoklad spojitosti je podstatny. Je-li f(z) =1

pro z >0, f(x) = — 1 pro z < 0, f(0) = O, plati (223) viude, al f
nenf linedrni na pf. v {(— 1, 1}.

Cviéeni

I. Z existence limity v (223) v jednom bod¥ a nelze souditi na existenci
1"(a). Doka%te viak: Necht pro ka%dé z ¢ («, B) existuje vlastni limita

" flz + k) + f(x — h) — 2f(z)
im = y(z)
20 h?

a necht f, y jsou spojité v («, ). Potom v («, B) je f*(x) = y(z). Ndvod: Dvojim
uZitim véty o existenci primitivni funkce (JI, véta 49) dostaneme funkei g tak,
Ze g"(z) = y(z) v («, B), nade% podle piikl. 1 v § 12 je
lim JE B + 9= — h) — 29(2)
im n =
A0 h
v (x, B). UZitim v&ty 208 dostdvdme, Ze f — g je linearni, tedy f” =g” = ¢
v (x, B).

y(z)

§ 14. Diferencisl limitni funkce. Jsou-li F,(z) (» = 1, 2, ...) funkce
r proménnych, konvergentni na pf. v otevieném intervalu I:
(227) lim F,(x) = p(x) pro zel,

n—w

jestlize déle funkce

oF,

(228) = (

ji=1..,nn=12..)
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jsou spojité v I, a jestlize pro kazdé j (j = 1, 2, ..., r) existuje
lim aFn(x)

oo 0T;

potom pfedné funkce y; jsou spojité v I (véta 174, I) a za druhé
op(x)
0x;

= y;(x) stejnomérnd uvnitf 71,%')

yi(x) = Pro z e 1.%2)

Tedy ¢ ma v I totilni diferencidl, a jest
op() _ . OFa@)

oz, lim =22 pro xel.

OvSem je trochu nepfirozené poZadovati spojitost derivaci (228),
chceme-li dokazati pouze existenci diferencidlu funkce @. Proto od-
vodime obecnéjsi vétu; avSak nebudeme ji v daldim uZivati, takZe
dtenat muzZe zbytek tohoto paragrafu vynechati.

Pii tom provedu je$té nékolik méné podstatnych zobecnénf: misto
I vezmu libovolnou otevienou souvislou mnoZinu, existenci limity
(227) pfedpoklidédm jen v jednom bodé a index n bude misto pfiroze-
nych &isel probihati body libovolného metrického prostoru.

Véta 209. BudiZ (P, g) metricky prostor, B C P, b € B’ (derivace v P).
BudiZ A C E, oteviend souvisld mnoZina. KaZdému t e B — (b) budif
piifazena funkce F ., definovand v A.93) Pfedpoklddejme:

I. Existuje bod a € 4, pro néjz existuje lim F (a).

t—b
teB

I1. Kazdd z funkci F, (pro kaZdé t ¢ B =~ (b)) md vdude v A totdlni
diferencidl (1. Fddu).

III. Pro kazdé j (1 =< j < r) existuje
(229) lim 24®)

t—b axj
teB

= y,(x) stejnomérné uvniti A .

1) Tento pojem viz v kap. VI, § 21, pozn. 5.

2) To se dostane ihned z v&ty 57, nechdm-li pouze z; proménné a ostatni
promé&nné ,,povazuji za konstantni‘.

83) F, je tedy funkce 7 prom&nnych.
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Potom platt:
A. Lamita
(230) lim F (z) = ¢(z)
b
teB
existuje steynomérné uvnitf A.

B. V kazdém bodé x ¢ A md ¢ diferencidl a jest

(231) ag—f:) = ys(x) = lim ——31;;(::) .
teB

Dukaz. A. Predpokliadejme piedevsim, Ze A jest otevieny interval.

K bodu Y. Podle kap. VI, § 21, pozn. 6 staéi dokazati: Ke kazdému
bodu a, € 4 existuje okoli I tak, Ze limita (230) existuje stejnomérné
v I. K tomu cili volme omezeny otevieny interval I tak, Ze a eI,
a, eI, T C A (coz ziejmd je mozno). Konvergence (229) je tedy stejno-
mérné v I (dokonce v I). Pro kazdy bod a 4 & ¢ I je podle pozndmky
1 v § 11, pouzité na funkei F,(z) — F (),

(232) F.a+h) — Fy(a + h) = Fy(a) — Fo(a) +
*. [6F.(a + Ok) oF,(a + Oh)
+ le ( ax, - 32?, ) h’

(0 < & < 1). Budiz 4 primér intervalu I. Je-li ¢ > 0, existuje § > 0
tak, Ze pro
(233) ueB, veB, 0 <p(b,u) <d,0<pb,v)<é
je piedné |F,(a) — F(a)| < ¢ (podle I) a za druhé
oF.(2) _ oF\(a)

ox, ox;
pro kazdé z e I (podle III). Z (232) tedy plyne: Plati-li (233), potom
~ pro kazdy boda + kel je

Fula +h) — Fyfa + b)| < (1 +rd)e,

¢im? stejnomérna konvergence v I dokazana.

K bodu 9B. Necht ¢(x), v;(z) maji vyznam uvedeny v U a v IIIL.

Budiz x ¢ A a volme kompaktni interval I, = Q(«, 4,) c 4, takie
konvergence

<é&

433



. . OF(z
(234) lim F (o) = o), tim ZD — )

tels teB
je stejnomérné v I,. Pro 0 < |jA|| = 4,, t ¢ B = (b) polozme

1 -, oF
(235) AT (Ft(“ +h)— Fx) — 3 hy ‘(“)) = 5@ h);
(1Al T oy
podle pfedpokladu II jest
(236) lim n(¢,h) =0 proteB = (b).
Ao

Pro
(237) teB—-(b), veB =~ (b), 0< b <4,

je podle pozn. 1 v § 11, aplikované na funkci F (z) — F(x):
ﬂ(tr h) - 7]('), h) =
(238) ¢ (GFt(oc + Oh) _ oFu(x + Oh) _ oFx) aF.(a)) hy

’-21 az, ox 7l 8:6, az’ m '

Jeito |I|’;'«_,Hlé 1, plyne ze stejnomérnosti konvergence v (234) a

z (238) okamZité,%4) Ze existuje

(239) lim (¢, k) stejnomérné v mnoziné 0 < ||k < 4, .
t—b
teB

Podle véty 174, II a podle (236) je tedy

(240) lim lim #(t, ) = lim lim 5(¢, ) = 0.
h—o ',:? t‘:;; k—o

Ale podle (235), (234) je pro 0 < ||| < 4,

: 1 S
l{g n(t B) = g @l + B) — 9(3) — 2 hip(e)),

take (240) déva
1 .
lim — (p(x + &) — @(a) — h;)) =0,
¢4) Bolzano-Cauchyova podminka pro stejnomé&rnou konvergenci (v&ta 173).
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Bl + B) — pla) — 3 ilx) by = oIl

j=1
t. j.  m4 v bod® « diferencidl a y,(x) = 8(;_:(2)_. Tim je dokdzin
bod 3.

B. Budiz A4 libovoln4 souvislé oteviend mnoZina, x ¢ 4. Podle véty
172 existuji oteviené intervaly 4,c 4 (s=1,...,¢) tak, Ze ae 4,,
xed, AAd,4, + 9. Zvolme body as, ..., a, tak, Ze a,,,¢A4,4,,
(¢=1,...,q — 1). Pizi-li 4, misto 4, jsou v 4, spinény pfedpoklady
véty 209 ai snad na predpoklad I. Ale v 4, je splnén i pfedpoklad I;
podle bodu A tedy existuje
(241) lim F (x)

t—b
teB

pro z € A,, tedy specidlng pro z = a, € 4,, tak¥e i v 4, je splnén pfed-
poklad I. Tedy (podle bodu A) existuje (241) pro kaidé x € 4,, tedy
specidlnd pro * = ay e A, takie i v A, je splnén predpoklad I atd.
Tedy i v A, je splnén pfedpoklad I. Podle bodu A tedy plati tvrzeni
U, B, jestliZe v nich misto A piSeme A,. Ale 4, jest okoli libovoln&
zvoleného bodu « € 4, takie podle kap. VI, § 21, pozn. 6 je konver-
gence v U stejnomérnd uvnitt 4 a tvrzeni B plati pro kazdé z ¢ 4.
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